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Prostorno-vremensk: modeli u geostatistict

1 Uvod

Zmnanstvenici u mnogim primijenjenim podrucjima, kao sto su biologija, ekologija i ekono-
mija, sve vise stvaraju velike baze podataka koje su Cesto i geografski i vremenski obiljezene.
Takvi podaci nazivaju se prostorno-vremenskim podacima jer ne variraju samo u vremenu,
nego i u prostoru, po ¢emu su i dobili ime. Primjeri takvih podataka su sirenje bolesti,
pra¢enje onecis¢enja zraka, pracenje ekonomskih pokazatelja, npr. cijene kuca, razine si-
romastva i tako dalje.

U ovom radu ¢emo se upoznati s prostorno-vremenskim podacima, predstaviti problema-
tiku modeliranja prostorno-vremenskih podataka, a posebno tzv.  point referenced” poda-
taka, i upoznati se s osnovnim pojmovima pri modeliranju u geostatisticil. Modeliranje je
zapravo metoda opisivanja ponasanja promatranih podataka u vremenu i prostoru, a to je
sastavni dio statisticke analize podataka. Za takve skupove podataka interes cesto lezi u ot-
krivanju i analiziranju prostornih uzoraka i vremenskih trendova, predvidajuéi varijablu koja
je ovisna i u prostoru i u vremenu. Pod predvidanje podrazumijevamo procjenu nepoznatih
parametara ili predikciju nepoznate slucajne ovisne varijable. Nekad se pod predvidanje
podrazumijeva i predvidanje ovisne varijable u buduc¢em vremenu, ali to ne¢emo obuhvatiti
u ovom radu.

Za pocetak ¢emo se upoznati s prostorno-vremenskim podacima, navest ¢emo razlike
medu tipovima baza prostorno-vremenskih podataka te spomenuti kojim klasama objekata
pripadaju kako bi ih mogli modelirati uz pomo¢ programskog jezika R. Nakon toga slijedi
vizualizacija, odnosno razli¢iti nacini vizualnih prikazivanja prostorno-vremenskih podataka
te modeliranje podataka prostorno-vremenskim procesima.

2 Prostorno-vremenski podaci

Kao sto i sam naziv govori, radi se o opazanjima koja se biljeze na odredenim mjestima u
prostoru i trenucima u vremenu. Vrlo ¢esto su se prostorno-vremenski podaci analizirali na
nac¢in da se posebno analizira vremenska, a posebno prostorna komponenta podataka. Dok se
nisu razvile naprednije tehnike koje obje komponente prostorno-vremenskih podataka mogu
analiziriati, vizualizirati i modelirati zajedno, tim podacima se moralo pristupati na nacin
da se posebno proucavaju analizom vremenskih nizova, a potom tzv. prostornom statistikom
ili obrnutim redoslijedom ovisno o preferenciji znanstvenika.

Kljuéno je razumijevanje strukture prostorno-vremenskih podataka. Kako bi dosli do
njihove strukture, kre¢emo od strukture vremenskih nizova pa ¢emo se osvrnuti na strukturu
prostornih podataka te na kraju dobiti prostorno-vremenski niz podataka.

Analiticari vremenskih nizova rade s bazama podataka koje se sastoje od samo jedne
komponente, a to je vrijeme (npr. datum, mjesec, godina, sat i sl.) i od jedne ili vise opisnih
varijabli (svojstava) koje ovise o toj vremenskoj komponenti, odnosno bave se analiziranjem
i modeliranjem jednodimenzionalnih ili visedimenzionalnih (multivarijatnih) vremenskih ni-
zova. Jednodimenzionalni niz od n podataka {z;, t € Ty} smatraju realizacijom (ili dijelom
realizacije) slucajnog procesa {X;, t € R}, Ty C R, a visedimenzionalni niz od n podataka
{zy, t € Ty} realizacijom vektorskog slucajnog procesa {X;, t € R}, Ty C R promatranog u
odredenom vremenskom intervalu, pri ¢emu se slucajni proces moze definirati u neprekid-
nom ili diskretnom vremenu. Skup Ty = {t1, to, ..., tn}, t1 <ty < .-+ < t, zovemo skup

L Geostatistika je grana statistike koja se koristi za analizu i procjenu vrijednosti koje imaju prostorne i /ili
prostorno-vremenske ovisnosti. Primijenjena je znanost u meteorologiji, oceanografiji, ekologiji, agrikulturi,
geografiji, Sumarstvu i raznim drugim granama.



Prostorno-vremenski modeli v geostatistici

vremenskih trenutaka koji je najées¢e konacan i ima ekvidistantno rasporedene vremenske
trenutke, odnosno ty —t; =t3 —ty =--- =t, —t,_1 pa je u tom slucaju 7o = {1, 2, ..., n}
i govorimo o nizu podataka u diskretnom vremenu. Primjer niza podataka u diskretnom
vremenu moze se vidjeti na slici 2.1, a radi se o uprosijecenim dnevnim maksimalnim tem-
peraturama u Hrvatskoj od sije¢nja do prosinca 2022. godine iz tzv. baze podataka GSOD,
koju ¢emo kasnije opisati detaljnije.
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Slika 2.1: Primjer vremenskog niza prosjecnih dnevnih maksimalnih temperatura (u °C), iz
baze podataka GSOD, u Hrvatskoj od sije¢nja do prosinca 2022. godine.

Ako niz podataka ovisi i o prostoru u kojemu se podaci biljeze, onda se niz podataka
sastoji i od prostorne komponente te ukoliko se vremenska komponenta ne uzima u obzir,
tada govorimo o modeliranju prostornih podataka. Statisticari koji se bave modeliranjem
prostornih podataka mogu visedimenzionalni niz podataka {x(s), s € Dy} promatrati kao

vremensko agregiranje (npr. sumiranje zV(s) = inz)(s), se€DyCD,Vi=1,...,m po
i

vremenskim oznakama ¢ € R tako da nemamo viSe vremenski niz), a mogu ga promatrati
i kao vremenski smrznuta stanja, ,snapshots”, odnosno opservacije po razli¢itim promatra-
nim prostorima u fiksnom vremenu ¢t € R, 2'9(s) = :E,Ei)(s), seDyCD,Vi=1,...,m. Bio
niz podataka promatran kao agregiranje po vremenskoj komponenti ili kao ,snapshots” u
odredenom vremenskom trenutku, tako promatran niz podataka statisticari smatraju vek-
torskim slu¢ajnim procesom {X(s), s € D} u prostoru D C R’, I € N. Analogno, jedno-
dimenzionalni niz podataka {x(s), s € Dy} se smatra realizacijom (ili dijelom realizacije)
slucajnog procesa {X(s), s € D} u prostoru D C R, I € N. Prostorna komponenta moze
biti jednodimenzionalna (I = 1), npr. grad, zemlja i sl., dvodimenzionalna (I = 2), npr. ge-
ografska duzina i $irina, ili trodimenzionalna (I = 3), npr. geografska duzina, Sirina i visina
(prostor je zapravo trodimenzionalan). Prostorni podaci se smatraju slu¢ajnim dogadajima
u prostoru neovisno o tome kako se promatraju. Na slici 2.2 je dan primjer prostornih
podataka prosjecnih maksimalnih temperatura dobivenih kao agregiranje po lokacijama na
kojima su postavljeni termometri u Europi. Slika 2.3 prikazuje primjer prostornih podataka
ukupnog broja novih slucajeva COVID-19 ? kao ,snapshot” u vremenu (30. rujna 2022.).

?Baza podataka sadrzi dnevne podatke po zemljama svijeta i moze se preuzeti na https://covid19.wh
o.int/data
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Slika 2.2: Primjer prostornih podataka prosjecnih maksimalnih temperatura (u °C), iz baze
podataka GSOD, u 2022. godini, po lokacijama na kojima su postavljene meteoroloske
stanice u Europi.
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Slika 2.3: Primjer prostornih podataka prikazan kao ,snapshot” ukupnog broja novih
slucajeva oboljelih od COVID-19 po europskim zemljama dana 30. rujna 2022.

Ukoliko se niz podataka, kojemu opisne varijable ovise i o vremenskoj i o prostornoj
komponenti u kojima se podaci biljeze te se pri modeliranju i analizi zeli uzeti u obzir
obje komponente istovremeno tada se prostorno-vremenski podaci mogu promatrati na dva
nacina, kao vremenski niz prostorno slucajnih procesa (dinamicki pristup) ili kao prostorno
slucajni proces vremenskih nizova (deskriptivni pristup). Prostorno-vremenski niz, kao i
vremenski niz ili slu¢ajni proces u prostoru, moze biti visedimenzionalan (multivarijatan),
ovisno o broju opisnih varijabli medu podacima koje zelimo razmatrati u modeliranju, a da
pritom sve varijable ovise i o vremenu i o prostoru.
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Neka je D C R!, I € N skup prostornih oznaka koji se promatra u modelima, a ¢t € R
vremenska oznaka. Ako zelimo predvidati buduce vrijednosti, onda koristimo dinamicki
pristup pri modeliranju pa prostorno-vremenske podatke {z;(s), s € Dy, t € Ty} opisujemo
slucajnim procesom {X;(s), s € D, t € R}, pri cemu je Ty C R podskup skupa promatranih
vremenskih oznaka, a Dy C D podskup skupa prostornih oznaka. Zelimo li odrediti procjenu
neke varijable u odredenom trenutku u prostoru, modeliranju ¢emo pristupiti deskriptivno i
u tom slucaju ¢emo prostorno-vremenske podatke zapisane u obliku vektora

B = [ac(sl;tl), z(82;t1), -+, T(Sm;t1),
#(81;1a); B(85:ta)s « oy B(Smita);
.
a8ty ), B(Saitn); on, x(sm;tn)]T

opisati slucajnim procesom {X(s;t), s € D, t € R}. Skup indeksa u ovakvom slu¢ajnom
procesu je skup od m - n uredenih parova ili trojki s prostornom i vremenskom oznakom, a
znacavamo ga s D x R. Skup vremenskih oznaka moze biti neprekidan, primjerice [0, c0),
ili diskretan, npr. Ny, a skup prostornih oznaka D je najces¢e jednodimenzionalan ili dvodi-
menzionalan D C R, I € {1, 2} ovisno kako su podaci definirani u bazi podataka.

Zbog opsirnosti teme, u radu ¢emo se bazirati na deskriptivni pristup i raditi na podacima
u diskretnom vremenu ¢ € {0,1,2,...} C Ny s jednodimenzionalnim ili dvodimenzionalnim
prostornim oznakama te ¢emo razmatrati samo jednu opisnu varijablu u modelima. Stoga
¢emo modelirati jednodimenzionalne prostorno-vremenske nizove slu¢ajnim procesima u dis-
kretnom vremenu. Pogledati [4, str. 205] za vise o dinami¢kom pristupu modeliranja koje
su opisali Cressie, Wikle i Mangion te pogledati [3, poglavlje 7.4] za vise o multivarijatnim
modelima koje su opisali Cressie i Wikle.

2.1 Tipovi baza prostorno-vremenskih podataka

Pretpostavimo da su dani prostorno-vremenski podaci u diskretnom vremenu, odnosno
podaci ovise o dvjema komponentama, vremenskoj i prostornoj, te su dodijeljeni jednaki
vremenski i prostorni razmaci medu podacima. Pretpostavimo da u podacima ima ukupno 7T’
pravilno rasporedenih vremenskih tocaka. U tom sluc¢aju proizvoljni podatak ima vremensku
oznaku t. Bududi da se radi o prostorno-vremenskim podacima, podatak ima i zabiljezenu
lokaciju koju oznacavamo sa s u nekom podrucju D. Tada niz podataka (ili opservacija)
oznacavamo s {.T(S,t), S € ]D)(), e {tl, Tos muiis tT}}, hh <ty < -+ < tp, T € N, kao
realizaciju slucajnog procesa {X(s;t), seD,t € N}, Dy CDC R/, [ € {1,2}.

S obzirom na nacin na koji se u podacima promatraju lokacijske oznake s u podrucju
D nastaju razli¢iti tipovi prostorno-vremenskih podataka, a tri se tipa mogu izdvojiti kao
glavni, pri ¢emu se vremenske oznake promatraju na isti nacin u svakom tipu:

e _point referenced” podaci (geostatisticki podaci) - prostorna i vremenska komponenta
nisu slu¢ajne varijable u podacima, odnosno znamo gdje i kada ¢e se zabiljeziti neka
opservacija. Primjerice, znamo na kojoj lokaciji su fiksno postavljeni radari i znamo
da radari biljeze odredena obiljezja (meteoroloska, atmosferska, oceanska ...) svakih
sat vremena ili jednom dnevno koja se unose u bazu podataka. Obiljezja tih podataka
pripadaju sluc¢ajnim varijablama koje poprimaju slucajne vrijednosti. Lokacije radara
su najcesce zabiljezene parovima geografske sirine i duzine. Za primjer ovog tipa po-
dataka mozemo uzeti ovisnu varijablu razine onecis¢enja zraka koja se promatra na
odredenom mjestu gdje je postavljen radar unutar promatranog podrué¢ja svih radara.

4
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Zemljopisna Sirina

Jedan podatak (opservacija) na lokaciji s varira neprekidno u promatranom podrucju
D. Ako promatramo opisnu varijablu x(s,t) na m razli¢itih lokacija koje oznacavamo
sa 8;, + = 1,...,m i u T razli¢itih vremenskih toCaka oznacenih s t;, 7 = 1,...,T.
Skup prostornih lokacija mogu biti ili fiksni radari, kao u primjeru onecis¢enja zraka,
ili mogu varirati s vremenom, na primjer, podaci dobiveni od istrazivackog broda koji
mjeri karakteristike oceana dok se kre¢e u oceanu. Jos jedan primjer ovakvog tipa
podataka smo spomenuli ranije i prikazali vizualno na slici 2.1, radilo se o prosjecnim
maksimalnim temperaturama u Hrvatskoj, a na sljedecoj slici 2.4 se moze vidjeti i gdje
su postavljeni radari za mjerenje temperature po Hrvatskoj i vidimo kako se tempera-
ture kreéu kroz cetiri nedjelje u sijecnju 2022. godine.
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Slika 2.4: Primjer ,point referenced” prostorno-vremenskih podataka dnevnih maksimalnih
temperatura u Hrvatskoj kroz cetiri nedjelje u sijecnju 2022.

sareal unit” podaci (skup lokacija agregiranih vrijednosti) - cesto se promatraju u
mnogokutima s definiranim granicama ovisno sto se zeli promatrati. Granice mogu biti
proizvoljne (npr. promatrano geografsko podrucje moze biti podijeljeno po jednakim
Sesterokutima) i administrativne granice (npr. promatrano geografsko podrucje moze
biti podijeljeno po granicama kontinenata, zemalja ili Zupanija). Vrijednosti podataka
cesto su agregiranja unutar definiranih geografskih podruc¢ja. Na primjer, prosjecni
mjesecni broj potvrdenih slucajeva oboljelih od COVID-19 po zemljama u Europi
svakih 6 mjeseci u posljednje 3 godine (slika 2.5).

Lpoint pattern” podaci (uzorak slucajnih lokacija nekih dogadaja) - tzv. tockasti uzo-
rak podataka se pojavljuje kada promatrani dogadaj, npr. izbijanje bolesti, dogodi na
slucajnim mjestima. Stoga je u ovom tipu podataka lokacija slucajna varijabla i po
tome se ovaj tip podataka razlikuje od geostatistickih podataka (,,point referenced”
- referirane tockama). U ovom tipu podataka su takoder lokacije referirane tockama,
parovima zemljopisne Sirine i duzine. Podaci se modeliraju toc¢kovnim procesima, po-
put Poissonovog procesa, sto su zapravo stohasticki modeli, u kojima se procjenjuje
vjerojatnost pojave promatranog dogadaja na nekom mjestu u nekom vremenskom
trenutku. Primjeri ovih podataka mogu se na¢i u Sumarstvu, proucavanju potresa i
padalina, astronomiji i epidemiologiji. Vizualni prikaz primjera ovakvog tipa podataka
mozemo vidjeti na slici 2.6. Prikazani su potresi® odredenih magnituda Richterove
ljestvice u Hrvatskoj svakih 5 godina.

3Baza podataka sadrzi informacije o potresima po zemljama svijeta i moze se preuzeti na https://eart
hquake.usgs.gov/earthquakes/search/. Postoji velika moguénost filtriranja podataka i opcija prikaza
potresa prilikom preuzimanja.
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Slika 2.5: Primjer ,areal” prostorno-vremenskih podataka prosje¢nih mjesecnih novoobolje-
lih od COVID-19 po europskim zemljama svakih 6 mjeseci u posljednje 3 godine.
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Slika 2.6: Primjer ,point pattern” prostorno-vremenskih podataka potresa u Hrvatskoj sva-
kih 5 godina.

Za vise o tipovima podataka pogledati [11, poglavlje 1] koje je opisao Sujit K. Sahu i
naveo nekoliko primjera.
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2.2 Baze podataka

Upoznajmo se ukratno s bazama podataka koristenima u ovom radu. Neke od njih smo
vec 1 spominjali.

Dnevni sazetak globalne povrsine (GSOD)

Baza podataka sadrzi globalne podatke dobivene iz klimatoloskog centra USAF-a (americkog
ratnog zrakoplovstva). Najnoviji dnevni sazeti podaci obi¢no su dostupni 1-2 dana nakon
datuma i vremena opazanja koristenih u dnevnim sazetcima. Datoteke s podacima na mrezi
poc¢inju s 1929. godinom. Obicno su dostupni podaci preko 9000 postaja. Baza se sastoji
od 47 varijabli od kojih su neke podaci o stanicama (id stanice, geografska Sirina i duzina,
naziv i ISO kod drzave u kojoj je stanica), podaci o trenutku zapisa podatka (datum, dan,
mjesec, godina), datum pocetka i kraja mjerenja stanice. Opisne varijable koje se nalaze u
bazi su:

e Srednja temperatura (Fahrenheit)

e Srednja tocka rosista (Fahrenheit)

e Srednji tlak na razini mora (milibar)
e Srednji tlak na postaji (milibar)

e Srednja vidljivost (milja)

e Srednja brzina vjetra (&vor)

e Maksimalna trajna brzina vjetra (évor)
e Maksimalni udar vjetra (¢vor)

e Maksimalna temperatura (Fahrenheit)
e Minimalna temperatura (Fahrenheit)
e Koli¢ina oborine (in¢)

e Dubina snijega (in¢)

Podaci se mogu direktno preuzeti R paketom GSODR jednostavnim pozivanjem funkcije
get_GSOD(), pri ¢emu su sve mjerne jedinice pretvorene u medunarodni sustav jedinica (SI),
npr. Fahrenheiti u Celzijuse i in¢i u milimetre.

Za naSe potrebe u ovom radu smo preuzeli podatke od 2022. godine i filtrirali smo
ih prema podrucju Europe i Hrvatske. Uzeli smo u razmatranje varijablu MAX, dnevne
maksimalne temperature. U tom slucaju imamo 1,049,022 opservacija i 7 varijabli. Ove po-
datke mozemo svrstati u diskretne i nepravilno rasporedene u vremenu (nemamo zabiljezene
podatke svaki dan za svaku stanicu), a geostatisticke i nepravilno rasporedene u prostoru
(nemamo stanice rasporedene na jednako udaljenim koordinatama) pa time ovi podaci spa-
daju u iregularnu prostorno-vremensku podatkovnu strukturu (STI*). Neke od tih podataka
smo mogli vidjeti na slikama 2.1, 2.2 1 2.4.

Yengl. ., spatio-temporal irregular” (STI) klasa je jedna od éetiri klase prostorno-vremenskih podataka,
Pebesma ih je svakako uzeo u obzir pri razvoju R paketa spacetime [8] jer je kod svake metode u analizi
potrebno prilagoditi dane podatke.
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E-OBS dnevni meteoroloski podaci u Europi (E-OBS)

Skup dnevnih mrezastih opservacija za oborine, temperaturu, tlak na razini mora, globalno
zracenje i brzinu vjetra u Europi nazvan E-OBS. Skup podataka je rasporeden na regularnoj
mrezi po 0.1 stupanj i sadrzi opisne varijable srednje, minimalne i maksimalne dnevne tem-
perature, dnevne kolic¢ine oborina, dnevne prosjec¢ne tlakove u razini mora, dnevnu prosjecnu
relativnu vlaznost, srednje dnevne brzine vjetra i srednje dnevne globalne radijacije.

COVID-19 u Europi

Baza se sastoji od dnevnih slucajeva oboljelih od COVID-19 po drzavama. Sadrzi datum,
naziv i ISO kod drzave, WHO regiju, a od opisnih varijabli sadrzi broj novih i broj ku-
mulativnih potvrdenih sluc¢ajeva oboljelih, broj novih i broj kumulativnih potvrdenih smrti
oboljelih. Podaci preuzeti s https://covid19.who.int/data.

Ovaj rad ¢e se bazirati na analizi i modeliranju geostatistickog tipa podataka. Opisivat
¢emo ih procesima koji su diskretni u vremenu i geostatisticki u prostoru. Ali prije nego sto
krenemo u samu analizu podataka, re¢i ¢emo nesto ukratko o R paketima koje ¢emo koristiti
pri analizi, vizualizaciji i modeliranju podataka i kratko se upoznati s bazama podataka
koristenima u ovom radu. Neki od R paketa su:

e dplyr - paket koji pomaze pri tranformaciji i manipuliranju podacima poput filtriranja
1 agregiranja.

e ggforce - cilj ovog paketa je nadopuna nedostataka ggplot2-a, kako bi detaljnije na-
pravili vizualizaciju podataka, npr. dodavanje anotacija na grafu.

e ggmap - alat koji omogucéuje vizualizaciju kombiniranjem prostornih informacija sta-
tickih karata iz Google Maps-a, OpenStreetMap-a, Stamen Maps-a ili CloudMade
Maps-a sa grafickom implementacijom ggplot2. Uz to, paket sadrzi nekoliko funkcija
koje korisniku omoguéuju pristup API-jima, ,Google Geocoding®, ., Distance Matrix”
i, Directions”.

e ggplot2 - paket koji pruza korisne naredbe za stvaranje slozenih grafova iz podataka.
Moze doista poboljsati kvalitetu i estetiku grafike i ucinkovitije je za koristenje pri
izradi grafike. S razlogom ga zovu ,,gramatikom grafike”.

e gifski - alat za izradu animacije u obliku GIF datoteke iz niza PNG datoteka.

e gridExlra - pruza niz funkcija za rad s ,mrezom” vise grafova, osobito za rasporedivanje
vigestrukih grafova odjednom (kao jednu sliku). Radi kompatibilno s ggplot2.

e gstat - sadrzi metode za prostorno i prostorno-vremensko geostatisticko modeliranje,
predvidanje, simulaciju i modeliranje variograma.

o lubridate - olaksava rad s formatom datuma.

e raster - paket sadrzi funkcije za kreiranje, ¢itanje, manipuliranje i pisanje rasterskih
podataka’.

®Potrebno je imati svoj Google racun i omoguéen Billing (naplaéivanje usluge) za Google Cloud. Upute
su na sljedec¢em linku https://rpubs.com/jcraggy/841199.

SRaster je prostorna struktura podataka koja dijeli regiju na pravokutnike koji se nazivaju ,éelije” (ili
»Dikseli”) koji mogu pohraniti jednu ili vise vrijednosti za svaku od tih éelija.
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e readzl - olaksava ucitavanje podataka iz Microsoft Excela u R.

e rnaturalearth - paket za drzanje i olakSavanje interakcije s podacima vektorskih
karata Zemlje.

e scales - pruza metode za automatsko odredivanje prijeloma i oznaka za osi i legende
radi estetike. Radi kompatibilno s ggplot2.

e spacetime - paket koji sadrzi klase podataka koje prosiruju one koje se koriste za
prostorne podatke iz paketa sp i podatke vremenskih nizova iz paketa xts. Objekti iz
paketa spacetime sadrze dodatne informacije, kao Sto su projekcija karte, vremenske
zone i granice nekih regija.

e tidyverse - kolekcija R paketa dizajnirana za podatkovnu znanost. Pomaze pri uvozu
podataka, pospremanju, manipulaciji i vizualizaciji podataka. Paket je besplatno dos-
tupan za koristenje te se stalno mijenja i poboljsava. Sadrzi pakete ggplot2, dplyr,
tidyr.

3 Analiza podataka

U ovom poglavlju ¢e se razmatrati prvi korak do izgradnje prostorno-vremenskih modela,
a to su pristupi analize podataka metodama vizualizacije i odredivanjem numerickih karak-
teristika procesa. Cilj je koristiti ove analiticke metode za dobivanje nekog prvog dojma
odnosa koji se mogu ugraditi u prostorno-vremenske modele u svrhu donosenja zakljucaka,
odnosno analiza podataka je uvod u modeliranje jer dolazimo do pitanja na koja zelimo
dobiti odgovore. Nakon sto u podacima otkrijemo maksimalne i minimalne vrijednosti, tren-
dove i sezonalnosti, Sto s njima? Kako mozemo znati Sto je vazno medu njima? Modeli bi
nam u ovom slucaju trebali pomoéi dati odgovore na ova pitanja.

3.1 Vizualizacija

Metoda vizualizacije podataka je najvaznija i najnuznija komponenta analize podataka,
ukljucuje koristenje karata, boja i animacija, Sto je vrlo moc¢an nacin za pruzanje uvida u
analizu podataka.

Pri analizi prostorno-vremenskih podataka dolazimo do raznih izazova zbog Cinjenice da
se mora uzeti u obzir vise od jedne komponente istovremeno (npr. jedna ili dvije prostorne i
jedna vremenska komponenta), ali zato postoje alati koji mogu pomodi u vizualizaciji takvih
podataka.

Neki od nacina vizualizacije su visepanelni dijagrami, Hovmollerov dijagrami, interaktivni
grafovi i animacije.

Visepanelni dijagram’ smo ve¢ vidjeli na primjeru ,point referenced” podataka na slici
2.4, ,areal” podataka na slici 2.5 1 ,point pattern” podataka na slici 2.6. To je slika koja
sadrzi vise grafova, a svaki graf prikazuje agregirane podatke u nekom vremenskom trenutku,
sastoji se od iste z i y osi (obje prostorne komponente, zempljopisna Sirina i duzina) te
zajednicke legende vrijednosti podataka.

Hovmoéllerov dijagram® je dvodimenzionalna prostorno-vremenska vizualizacija, gdje je
prostor agregiran na jednu komponentu (zemljopisnu $irinu ili duzinu) i nalazi se na x osi,

Tengl. ,Multi-panel Plots”
8engl. ,,Hovmdller Plots”
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druga komponenta oznacava vrijeme i nalazi se na y osi. Prikazuju nam vremenski trend po
jednoj prostornoj komponenti. Mogu sugerirati modeliranje prostorno-vremenskih podataka
dinamckim procesima. Prikazat ¢emo Hovmollerov dijagram na primjeru GSOD podataka,
tj. dnevnih maksimalnih temperatura 2022. godine u Europi. Budué¢i da nemamo vrijednosti
temperatura na svakoj koordinati zemljopisne Sirine (imamo meteoroloske radare samo na
nekim mjestima), moramo interpolirati te vrijednosti u pravilnu mrezu zempljopisnih Sirina
i vremenskih trenutaka kako bi podatke mogli prikazati na grafu te lakse odrediti vrmen-
ski trend. Prvo napravimo skup uredenih parova, recimo od 25 prostornih tocaka jednako
udaljenih u rasponu od minimalne do maksimalne vrijednosti zemljopisne Sirine medu danim
podacima i 100 vremenskih tocaka jednako udaljenih u rasponu od minimalne do maksimalne
vrijednosti vremenskih trenutaka medu danim podacima. Zatim podacima pridruzujemo od-
govarajucu zempljopisnu Sirinu iz napravljene pravilne mreze uredenih parova s najmanjom
udaljenoséu od stvarne koordinate zempljopisne sirine radara do koordinate zempljopisne
sirine skupa uredenih podataka. Nakon toga temperature agregiramo po novo pridruzenim
koordinatama i vremenskim trenucima s prosjecnim vrijednostima. Ideja je analogna za
zemljopisnu duzinu. Sada ¢emo na slici 3.1 vidjeti kako maksimalne temperature opadaju
prema sjeveru Europe, a od zapada prema istoku su gotovo pa konstantne, sto je i ocekivano.
Na grafu imamo samo 9 125 agregiranih podataka (uredeni parovi 25 koordinata i 365 dana),
a u pocetku smo imali 1049 022 podataka.

100
Temperatura

30°C

20°C
200 10°C

0°C

L -10°C

Dan

300

20°W 0° 20°E 40°E 35°N 45°N 55°N 65°N

Zemljopisna duzina Zemljopisna Sirina

Slika 3.1: Primjer Hovmollerova dijagrama na podacima GSOD dnevnih maksimalnih tem-

peratura u 2022. godini od zapada prema istoku Europe (lijeva slika) i od juga prema sjeveru
(desna slika).

Promjene varijabli u vremenu i prostoru mozemo bolje docarati animacijom nego pojedi-
nim slikama u odredenim trenucima s agregiranim vrijednostima. Za dobivanje animacije u
R~u, mogu se koristiti razni paketi poput animation, gganimate ili gifski. Kod kreiranja
animacija potrebno nam je imati pravilno rasporedene koordinatne osi prostornih podataka
u svakom zabiljezenom trenutku. Ako imamo problem s nepostojeé¢im podacima ili nepra-
vilno rasporedenim prostornim podacima, trebamo , nadopuniti” te podatke interpolacijom,
1 u vremenu i u prostoru kao sto smo to napravili kod Hovmoéllerovog dijagrama. Primjer
pravilno rasporedenih podataka kojima nije potrebna interpolacija je E-OBS baza podataka
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i na njoj je moguce napraviti animaciju temperatura. Koristenjem gifski R paketa kreirali
smo animaciju dnevnih maksimalnih temperatura u Europi od 1. sije¢nja 2021. do 30. lipnja
2022., a na sljede¢em linku se moze vidjeti dobivena animacija u GIF datoteci ,, Tmax europe
21.22.gif”. Animacija je dobivena sljede¢im R kodom.

# Kreiranje niza 546 PNG datoteka (broj datoteka jednak broju dana)
files <- str_c("./slike/DAN",1:546, ".png")
# Petlja izrade grafika po svakom danu
for(i in 1:546){
ggplot (txEurope_21_22_df_cat) +
geom_sf(data = map, color = NA) +
geom_tile(aes(lon, lat, fill = txEurope_21_22_df_cat[,i])) +
coord_sf(xlim = c(-25,50), ylim = c(32,73), expand = FALSE) +
scale_fill_manual(values = colours, drop = FALSE) +
guides(fill = guide_colorsteps(barwidth = 20,
barheight = 0.3,
title.position = "right",
title.vjust = 0.5)) +
theme_light() +
theme (legend.position = "top",
legend. justification = .5,
legend.text = element_text(size = 7),
legend.title = element_text(size = 10),
plot.subtitle = element_text(family = "sans", size = 13,
margin = margin(b = 10, t = 5,
unit = "pt")),
plot.margin = margin(6, 15, 0, 0)) +
labels(x = "", y = "", £fill = "eC",
subtitle = str_c("Datum: ",label[i]))
# Spremanje grafike u PNG datoteke

ggsave(fiies[i], width = 5, height = 4.8)

e s oo o DMA Antatelen
ranje grja 1z riNG aatoterka

# Kret

gifski(fiies, "Tmax europe 21_22.gif", width = 450,
height = 470, loop = TRUE, delay = 0.15)

Ovim nacinom se otkriva dinamika medu prostorno-vremenskim podacima po svim kom-
ponentama odjednom $to nije vidljivo koristenjem drugih metoda vizualizacije. Ova metoda
takoder moze sugerirati dinamicki prostorno-vremenski model kao i Hovmollerov dijagram.

3.2 Numericke karakteristike prostorno-vremenskih procesa

Nakon sto smo se upoznali s metodama vizualizacije, mozemo prije¢i na istrazivanje
numerickih karakteristika poput ocekivanja i kovarijance, prostorno-vremenskog semivari-
ograma te prostorno-vremenske korelacije.

Koristenjem metoda vizualizacije pokusat ¢emo istraziti prostorno-vremenske podatke
kako bi podatke pripremili za modeliranje. Toé¢nije, definirat ¢emo, a zatim ¢emo na danim
podacima prouciti prve momente (oc¢ekivanja) po svakoj komponenti (u prostoru i u vre-
menu), druge momente (kovarijance) zasebno po svakoj komponenti (prostoru i u vremenu)
te po objema komponentama istovremeno u obliku matrice. Proucit ¢éemo postoje li varijabil-
nosti u podacima po objema komponentama, odvojeno i istovremeno. Kako ¢emo prostorno-
vremenske podatke opisivati prostorno-vremenskim procesima, navest ¢emo opéenite defini-
cije funkcije ocekivanja i funkcije kovarijanci tih procesa.
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Definicija 3.1. Neka je {X(s;t), s €D, t € N}, D C R', I € {1,2}, slucajni proces koji je
diskretan u vremenu i geostatisticki u prostoru.

e Funkcija prostornog ocekivanja procesa {X(s;t)} je funkcija g : D — R definirana s
Hspace (8) = EX(s;1),
gdje je E[-] funkcija ocekivanja ovisna o lokaciji s, ne i o vremenskom trenutku t.
e Funkcija vremenskog ocekivanja procesa { X (s;t)} je funkcija g : N — R definirana s
feime (1) = EX(s;1),
gdje je E[-] funkcija oc¢ekivanja ovisna samo o trenutku ¢, ne i o lokaciji u prostoru s.

e Funkcija kovarijanci procesa {X(s;t)} je funkcija definirana s
Cx (s,5;t,1) = Cov (X(s;t), X(5;1)) =
=E [(X(s;t) — EX(s;t))(X(5;1) — EX(5;1))], Y(s;t), (5;%) e D x N.

Napomena 3.1. Funkciju kovarijanci procesa {X(s;t)} mozemo krace oznaciti s C.
Definicija 3.2. Slucajni proces {X(s;t), s € D,t € N}, D C R, [ € {1,2} je prostorno i
vremenski stacionaran (u Sirem smislu, stacionaran drugog reda) ako vrijedi:

1) Postoje prostorni i vremenski drugi momenti procesa, odnosno

E(X(s;t))? < o0, Y (s;t) € D x N.

2) Prostorno-vremenski prvi momenti procesa su konstantni, tj.

EX(s;t) = EX(3;1), V(s;t), (8;t) e D x N. (3.1)

3) Funkcija kovarijanci procesa ovisi samo o pomaku medu prostornim lokacijama § i s
te razlici medu vremenskim trenucima 7 i ¢, odnosno
Cx (s,5;t,1) = Cov (X(s;t), X(5;1)) =
:CX(.§—8;t~—t),‘v’(s;t), (3;1) e D x N. (3.2)

Napomena 3.2. Uocimo sljedece:

e Ako pomak u prostoru 5 — s i razliku u vremenu £ —t ozna¢imo s h i 7, tim redom, onda
funkciju kovarijanci stacionarnog procesa {X(s;t)} mozemo promatrati kao funkciju
dvije varijable, pri ¢emu je udaljenost pomaka u prostoru ||h| = ||§ — s|| euklidska
udaljenost”. Pisemo:

Cx(s,s+h;t,t+717)=Cov(X(s;t),X(s+h;t+71)) =
=E[(X(s;t) —EX(s;t))(X(s+ h;t+7) —EX(s+h;t+71))] =
=Cx (h;7) Vs,heD, Vt,7 € N.

9Neka su z = (x1,22,...,%n) 1Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) n-dimenzionalni realni vektori. Euklidska udaljenost
u n-dimenzionalnom realnom prostoru je preslikavanje d : R” x R™ — R zadano formulom

n

d(@,y) = |z —yll = V(e —y)T(e—y) = | D (. —w)?

=1

pri ¢emu je || - || euklidska norma na R™. Za vise vidjeti [6].
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e Razlika u vremenu (engl. ,time lag”) 7 je skalar, a pomak u prostoru (engl. ,spa-
tial lag”) h je l-dimenzionalan vektor ($to odgovara pomaku izmedu lokacija u I-
dimenzionalnom prostoru D).

e Prostornu kovarijancu stacionarnog procesa (koja ovisi samo o pomaku u prostoru)
oznacavamo s Cx (h;0) ili (Jﬁf)(h). Analogno, vremensku kovarijancu stacionarnog
procesa oznacavamo s Cx (0;7) ili C')(? ky 2

Budué¢i da ne znamo stvarno ocekivanje i stvarnu kovarijancu procesa, odredit ¢emo
njihovu procjenu na temelju uzorka medu podacima.

3.2.1 Empirijsko prostorno i vremensko ocekivanje

Pretpostavimo da imamo konacan niz podataka {x(s;t)} slucajnog procesa { X (s;t), s €
D, t € N}, D C R', [ € {1,2}, na lokacijama {s; : i = 1,...,m} i u vremenima {t; : j =
1,...,T}. Empirijsko prostorno ocekivanje na lokaciji s; je srednja vrijednost u podacima
kroz T vremenskih trenutaka, ozna¢avamo ga s ispece 1 dano je formulom:

//jjspace i Z T Sza . (33)
]:1

Tada je prostorno ocekivanje m-dimenzionalni vektor, fispace, pri cemu su i (81),..., 14 (Sn)
empirijska prostorna ocekivanja na lokacijama sy, . .., s,, u T vremenskih trenutaka. Pisemo:

Hspace (S1) =1 1
ﬁspace == == = T Z 33tj, (34)
//Espace (Sm) 1 =1

I
—

pri cemu je Ty, = [(81,t)),...,2(8m,t;)]", Vi ..., T, m-dimenzionalan vektor poda-
taka na svakoj lokaciji.
Analogno definiramo empirijsko vremensko ocekivanje u trenutku ¢;, fitime, koje dobijemo

kao prosjek u podacima kroz m lokacija, a dano je formulom:

x (85 15) - (3.5)

/Ltime

||M3

1
m
Procjena empirijskog ocekivanja je brza i laka uz pomo¢ fukcija iz R paketa dplyr.
Na primjer, kako bi pronasli prostorno ocekivanje, prvo grupiramo podatke po geografskoj
duzini i Sirini funkcijom group_by (), a zatim racunamo prosjek po svakoj lokacijskoj oznaci
funkcijom summarise (). Analogno racunamo vremensko ocekivanje. Pogledajmo R kod.

spat_mean <- w_2022_Eu_3_8 %>
group_by (LATITUDE, LONGITUDE) %>Y%
summarise (mu_emp = mean(MAX))

temp_mean <- w_2022_Eu_3_8 %>/

group_by (YEARMODA) %>%
summarise (mu_emp = mean(MAX))
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Prostorno ocekivanje mozemo prikazati graficki na dva nacina. Jedan na¢in smo veé
vidjeli na primjeru GSOD podataka dnevnih maksimalnih temperatura (slika 2.4), vide se
vrijednosti temperatura u obliku to¢aka na zemljopisnoj karti kroz nekoliko tjedana. Ovakav
prikaz nam moze dati informaciju o promjenama vrijednosti svih triju komponenata istovre-
meno. Svake nedjelje se moze vidjeti da je na jugu Hrvatske toplije, a na sjeveru hladnije,
bez obzira koji dan bio. Takoder vidimo da se temperature od zapada prema istoku ne
mijenjaju.

Drugi prikaz prostornog ocekivanja je prikazan na slici 3.2, a podaci su od ozujka do ko-
lovoza 2022. godine (temperature su u rastuéem trendu kroz vrijeme) u cijeloj Europi. Na
ovakav nacin vidimo oc¢ekivanje po svakoj prostornoj komponenti zasebno, a ne istovremeno
(lijevi graf prikazuje ocekivanje po zemljopisnoj duzini, a desni po S§irini). Iz ovih grafova
se mogu uociti nekakve anomalije koje vizualno odstupaju od ostatka podataka. Ono sto
odstupa su planine Karpati i Alpe te zemlja Island. Ta podruc¢ja imaju znatno nizu tempera-
turu cijele godine u odnosu na cijelu Europu. Stoga, da bi nam bilo lakse kasnije modelirati
podatke, uzet ¢emo podskup podataka koji ¢e iskljuéiti ova anomali¢na podrucja.
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Slika 3.2: Primjer prostornog ocekivanja na podacima GSOD dnevnih maksimalnih tempe-
ratura u 2022. godini od ozujka do kolovoza.

To mozemo vidjeti na slici 3.3. Ogranicili smo podrucje cijele Europe na ,,centar” (od 5°
zapadne zemljopisne duzine do 15° isto¢ne zemljopisne duzine i od 48° sjeverne zemljopisne
sirine do 56° sjeverne zemljopisne Sirine). Iz ovih grafova se jasno vidi trend empirijskog
prostornog ocekivanja maksimalnih temperatura po geografskoj sirini, temperature opadaju
prema sjeveru Europe, ali ne vidimo nikakav trend po geografskoj duzini.
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Slika 3.3: Primjer prostornog ocekivanja na podacima GSOD dnevnih maksimalnih tempe-
ratura u 2022. godini od ozujka do kolovoza bez podrué¢ja koja predstavljaju anomaliju.

Na slici 3.4 vidimo primjer empirijskog vremenskog ocekivanja na istim podacima iz
baze GSOD od ozujka do rujna. Na istom grafu, posebno smo istaknuli prosje¢no kretanje
maksimalnih temperatura kroz vrijeme na podru¢ju Karpata, Islanda i Alpa.

45°C
40°C
35°C
30°C
25°C
20°C
15°C
10°C
5°C
0°C
=5°€
-10°C
-15°C
-20°C
-25°C
OZujak Travanj Svibanj Lipanj Srpan;j Kolovoz Rujan

Maksimalna temperatura

Mjesec

Slika 3.4: Primjer vremenskog ocekivanja na podacima GSOD dnevnih maksimalnih tempe-
ratura u 2022. godini od ozujka do rujna.

Sada se definitivno vidi ta anomalija nizih temperatura od prosjeka cijele Europe. Vidi
se i varijacija temperatura jer je uzeta cijela Europa u obzir. Stoga pogledajmo na slici
3.5 vremensko ocekivanje bez anomalija na umanjenom podruc¢ju Europe (od 5° zapadne
zemljopisne duzine do 15° istocne zemljopisne duzine i od 48° sjeverne zemljopisne Sirine do
56° sjeverne zemljopisne Sirine).
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Slika 3.5: Primjer vremenskog ocekivanja na podacima GSOD dnevnih maksimalnih tempe-
ratura u 2022. godini od ozujka do rujna u Europi bez podrucja koja predstavljaju anomaliju.

Veé se tu moze naslutiti da se ne radi o stacionarnom procesu, a kako bi se niz mogao
modelirati, potrebno je imati neki oblik konstantnosti u vremenu i prostoru. Nestacionarnost
se moze ukloniti raznim transformacijama. U vremenskom ocekivanju se pokazao polinomi-
jalni trend jer od kolovoza do prosinca temperature opadaju, a u prostornom ocekivanju se
pokazao linearni trend.

3.2.2 Empirijska prostorna kovarijanca

Cesto je korisno razmotriti empirijsku prostornu kovarijancu u skupu prostorno-vremenskih
podataka. Ovakva kovarijanca moze se koristiti za odredivanje kako opservacije u skupu po-
dataka kovariraju (ponasaju se sli¢cno) kao funkcija dviju prostornih lokacija i funkcija koja je
ovisna o razlici medu vremenskim trenucima. Na primjer, zanima nas ponasaju li se vrijed-
nosti temperatura na dvije lokacije u razmaku od 7 dana sli¢no, pocetni dan (¢t = 0) 1 7 dana
nakon pocetnog dana (t + 7 = 7). Dok nam kovarijanca moze samo reéi nesto o tipu veze
medu dvije lokacije, korelacija ¢e nam reéi o jacini tih veza. Pozitivna kovarijanca ¢e nam
sugerirati da se opservacije na razlicitim lokacijama ponasaju sli¢no, odnosno povec¢anjem
vrijednosti opservacija na jednoj lokaciji dovest ¢e do povecanja vrijednosti na nekoj drugoj
lokaciji, ali ne znamo koliko. Negativna kovarijanca ¢e sugerirati da ¢e povecanje vrijednosti
na jednoj lokaciji umanjiti vrijednosti na nekoj drugoj lokaciji, odnosno imat ¢emo suprotnu
vezu od pozitivne kovarijance. Ako gledamo kovarijancu izmedu dvije iste lokacije, govo-
rit ¢emo o varijanci. Buduéi da ne znamo stvarnu prostornu kovarijancu Cy (s;, Sg;t,t + 7)
procesa X (s;t), naéi ¢emo njenu procjenu. Definirajmo empirijsku kovarijancu izmedu dviju
prostornih lokacija.

Definicija 3.3. Neka je {z(s;t)} konacan niz podataka slucajnog procesa {X(s;t), s €
D,te N}, DC R 1 e {1,2}, koji je diskretan u vremenu i geostatisticki u prostoru. Neka
jeT=0,1,...,T — 1 razlika u vremenu dva podatka tog procesa.

e Empirijska lag-7 prostorna kovarijanca je kovarijanca medu prostornim lokacijama s;
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i 8, ovisna o razlici u vremenu 7 definirana je s

x|

-y 1 == N 5
CF) (si,81) = (€ (855 tj4+) — Thspace (85)) (x (853 ;) — Tiopace (88)),  (3.6)

T —
le

pri éemu je fspace (+) = 7= ZJT:_IT z (+;t;) empirijsko prostorno ocekivanje.

Raspisom prethodne sumacije (3.6), mozemo doéi do ekvivalentnog izraza sume

C{ (si,s1) = T i T Z (@ (8i3t5) — Hspace (i) (% (Sk;tj—r) — Hspace (Sk)) - (3.7)

Uocimo da je ovo vremenski prosjek vektorskog ummnoska centriranih opservacija na
dvije lokacije s; 1 s, tj. (3.7) je ukupna kovarijacija medu podacima.

e Izracunamo li empirijsku lag-7 prostornu kovarijancu za svaki par lokacija, (i, k), dobit
¢emo empirijsku m x m lag-T matricu prostornih kovarijanci'® koja je dana izrazom

T
Ao _ 1 - SR
CX T Z (mtj o l'l'space) (wtj—’r - ﬂ'space) ) (38)
j=7+1
gdie su @y, = [2(s1,¢)),. .., 2(8m, 1y)]", @y—r = [2(s1,t; — 7)., 2(Sm, by — T)]T,
Vi=1,....,T, i ﬁSPace = [/jszvace (31) .. -//Ispace (Sm)]T m-dimenzionalni vektori.

Primjetimo da smo u (3.7) odabrali podijeliti s (T'— 7), a ne s T. Ako podijelimo s T,
empirijska lag-T matrica prostornih kovarijanci (3.8) ée biti nenegativno definitna'l.
Koristimo djelitelj (T'—7) jer tako dobijemo nepristranog procjenitelja kovarijance ako
je pretpostavljena stacionarnost procesa. (vidi [3, poglavlje 5.1.3.])

Analogno mozemo izracunati empirijsku lag-7 matricu kroskovarijanci, odnosno em-
pirijsku lag-7 matricu kovarijanci dvaju prostorno-vremenskih procesa, {X(s;t)} i
{Y(s;t)} (pretpostavlja se da vrijednosti procesa odgovaraju istim vremenskim tre-
nucima).

e Empirijska lag-7 kroskovarijanca, C‘;)Y, izmedu dva prostorno-vremenska skupa po-
dataka, {z(s;t)} i {y(s;t)}, pri cemu se {y(s;t)} sastoji od podataka na n razli¢itih

Xi Y3
"Matrica kovarijanci izmedu slucajnih vektora X = [ : ] 1Yy = { : 1, za koje vrijedi EXZ»2 < 00 i
Xy Yin
EYj2 <oo,Vi=1,...,k, j=1,...,m, je matrica

Cov(X1,Y1) -+ Cov(X1,Y)

Cou(X,Y)=E[(X-EX)(Y -EY)"| = : :

Cov(Xy, Y1) -+ Cov(Xk,Yn)

"Pozitivno semidefinitna (nenegativno definitna) matrica je realna simetri¢na matrica A za koju vrijedi
xT . A-x>0,Vx#0.

Vidi [2].
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lokacija, ali u T istih vremenskih trenutaka kao {x(s;t)}. é\'gg)y je m x n matrica dana

s
i
(r) 1 ~ ~ T
CX7Y = T—T (wtj - /J/X,space) (ytj—r - UY,space> 5
j=r+1
za svaki 7 = 0,1,...,7 — 1, gdje su fx space 1 Iy space; empirijski prostorni vektori

ocekivanja podataka {z(s;t)} i {y(s;t)}, tim redom. Kroskovarijance mogu biti ko-
risne u opisivanju odnosa prostorno-vremenske ovisnosti izmedu dviju razlic¢itih opisnih
varijabli, na primjer maksimalne temperature i padaline. Koristimo ju pri modeliranju
multivarijatnih geostatistickih procesa.

e Nadalje, definirajmo empirijsku m x m lag-7 matricu prostornih korelacija kao

~ _

)((T)DX ’

N

o)
X
Il
s
><l\3b—‘

gdje je Dy = diag <CA')(?)) dijagonalna matrica s empirijskim prostornim varijancama

(s vremenskim prosjecima) na glavnoj dijagonali.

Korelacija nam je zapravo kvantiteta kovarijance, odnosno pokazuje nam koliko je jaka
veza vrijednosti podataka izmedu dvije lokacije (normalizirane vrijednosti kovarijanci). Ko-
relacija moze biti broj izmedu -11 1. 1 oznacava jaku i direktnu vezu, -1 jaku suprotnu vezu,
a 0 da su vrijednosti na dvije lokacije nezavisne jedna od druge.

Prije odredivanja empirijskih lag-7 prostornih kovarijanci, vazno je ukloniti trend. Je-
dan od nacina je prvo napraviti procjenu podataka linearnim modelom (koji ima prostorne
i/ili vremenske zavisnosti) jednostavnim pozivanjem funkcije 1m() u R. Na primjeru GSOD
baze podataka, u linearni model od nezavisnih varijabli ukljucili smo geografsku sirinu (jer
smo primijetili linearni trend), vremenski trenutak i kvadrat vremenskog trenutka (jer je
pretpostavljen polinomijalni trend uocen na slici 2.1).

ImEu <- Im(MAX ~ LATITUDE + t + I(t"2), data = w_2022_Eu_3_8_bez_planina)

Dobivene reziduale'? spremimo u matricu rez_Eu &ji retci oznacavaju vremenske tre-
nutke, a stupci uredene parove prostornih oznaka. Zatim radimo procjenu kovarijanci re-
ziduala dobivenog modela kao vektorski produkt reziduala za svaku prostornu lokaciju i za
svaki vremenski trenutak. Najjednostavniji nac¢in za izracunavanje empirijske lag-7 matrice
prostornih kovarijanci (3.8) je koristenje funkcije cov() u R-u. Za empirijsku lag-1 matricu
kovarijanci odredujemo kovarijancu izmedu reziduala iz rez_Eu isklju¢ujuéi prvu vremensku
tocku i rez_Eu iskljucujuci posljednju vremensku tocku. Za empirijsku lag-7 matricu kova-
rijanci odredujemo kovarijancu izmedu reziduala iz rez_Eu iskljuc¢ujuéi prvih 7 vremenskih
tocaka i rez_Eu isklju¢ujuéi posljednjih 7 vremenskih tocaka.

LagO_covEu < cg)v(rez_Eu, use = 'éomplete.obs')
Lagl_cov]::u <- cov(rez_Eul[-1, 1, réz_Eu[—nrow(rez_Eu), 1, use = 'complete.obs')

Lag7_covEu <- cov(rez_Eu[-(1:7), ], rez_Eu[-(nrow(rez_Eu):(nrow(rez_Eu)+1-7)), 1],
use = 'complete.obs')

12Rezidual je odstupanje teorijske od procjenjene vrijednosti dobivene modelom medu danim podacima.
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Kako bi nam bilo lakse predociti matrice kovarijanci graficki jer lokacije u dvodimen-
zionalnom prostoru nemaju prirodni poredak, rastavit ¢emo domenu geografskih duzina u
etiri tzv. ,,duzinske trake” pa onda poredati podatke prema geografskoj sirini. Pogledajmo
kako to izgleda na slici 3.6, na primjeru GSOD podataka dnevnih maksimalnih temperatura
u Europi. Nije iznenadujucée da ove empirijske matrice prostorne kovarijance otkrivaju pri-
sutnost prostorne ovisnosti u rezidualima. Cini se da su grafovi 3.6a kvalitativno sli¢ni, §to
sugerira da ne postoji jaka korelacijska ovisnost o zemljopisnoj duzini, ali da postoji korelacij-
ska ovisnost o zemljopisnoj Sirini, pri ¢emu prostorna varijanca po zemljopisnoj Sirini (glavna
dijagonala matrica) opada prema sjeveru Europe, sto znaé¢i da su na sjeveru Europe podaci
manje rasprseni oko svog ocekivanja. Na jugu Europe je ja¢a veza medu temperaturama na
razli¢itim lokacijama. Na 3.6b se vidi da su kovarijance nesto slabija nego lag-0 kovarijance,
tj. slabija je veza u temperaturama od jucer na kojoj god lokaciji se nalazili. Na 3.6¢c se
vidi da su kovarijance gotovo 0, odnosno ne uocava se veza u temperaturama otprije tjedan
dana na kojoj god lokaciji se nalazili. Ova ovisnost je vrsta prostorne nestacionarnosti, a
takvi grafovi se mogu koristiti za donosenje odluke jesu li nestacionarni prostorno-vremenski
modeli potrebni ili ne ([4, str. 71]).
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(c) Empirijska lag-7 matrica kovarijanci

Slika 3.6: Empirijske matrice kovarijanci rastavljene na cetiri trake po geografskoj duzini na
primjeru dnevnih maksimalnih temperatura u Europi iz baze GSOD.
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Sliénim postupkom dolazimo do empirijske lag-7 matrice prostornih korelacija.

# empirijska lag—0 matrica korelacija

Lag0O_corEu <- cor(rez_Eu, use = 'complete.obs')
# empirijska lag-1 matrica korelacija
Lagl_corEu <- cor(rez_Eu[-1, ], rez_Eu[-nrow(rez_Eu), ], use = 'complete.obs')

# empirijska lag-7 matrica korelacija
Lag7_corEu <- cor(rez_Eu[-(1:7), ], rez_Eu[-(nrow(rez_Eu): (nrow(rez_Eu)+1-7)), 1],
use = 'complete.obs')

Pogledajmo na primjeru GSOD podataka matrice korelacija na slici 3.7. Sada se jos
bolje moze uociti slicnost medu trakama na vremenskoj razlici 0 (lag-0) pa ne postoji jaka
korelacijska ovisnost o zemljopisnoj duzini. Takoder se vidi na 3.7a da korelacija opada sa
smanjenjem razlika izmedu geografskih sirina i da je na blizim lokacijama veza pozitivno jaka
i direktna. Temperature jucer i danas imaju nesto manju korelaciju (3.7b), ali jos uvijek
pozitivnu, a temperature od prije tjedan dana i danas gotovo da nemaju korelacije (3.7c).
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(c) Empirijska lag-7 matrica korelacija

Slika 3.7: Empirijske matrice korelacija rastavljene na cetiri trake po geografskoj duzini na
primjeru dnevnih maksimalnih temperatura u Europi iz baze GSOD.
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3.2.3 Prostorno-vremenski variogram

Nakon sto smo promotrili empirijsko prostorno i vremensko ocekivanje i empirijske pros-
torne kovarijance, preostaje nam definirati i promotriti strukturu prostorno-vremenske ovis-
nosti jer se ovdje ipak radi o prostorno-vremenskim podacima koje zelimo modelirati prostorno-
vremenskim procesom. Mjeru zajednicke prostorne i vremenske ovisnosti zovemo variogram.

Definicija 3.4. Neka je {X(s;t), s € D, t € N}, D C R, [ € {1,2}, slucajni proces koji je
diskretan u vremenu i geostatisticki u prostoru. Variogram je definiran kao

27x (s,8;t,8) = Var (X(s;t) — X(5;1)) V(s;t), (5;) e Dx N,
pri cemu 7yx zovemo semivariogram.

U slucaju da kovarijanca procesa ovisi samo o pomaku medu prostornim lokacijama § i
s te razlici medu vremenskim trenucima ¢ i ¢t dolazimo do sljedeceg raspisa semivariograma:

VX(h,T) = ’YX(S,S—Fh;t,t—i-T) =
1
= EVaT(X(S—i-h;t—i—T)—X(s;t)):

— S [BX e+ Rt 1) = X (st - (BIX(s+ hit+7) - X(s:1)))°] =

- %{E [X(s + Ryt + 7)) — 2B [X(s + hit + 1) X(s:0)] + E[X (s3)]* | +

5[ BIX(s + byt 4 7)) 2B [X(s + hit 4 1) B[X(s;0)] + (BIX(55)])7] =

= 5(Vor(X(s + hst 4 ) + Var(X(s:0)) ~2Cou(X(s + hst +7), X(5:0)).

J >

~~

() (%)
Vs, heD, Vi, 7 € N.

Iskoristimo sada ¢injenicu da je varijanca slucajne varijable zapravo kovarijanca sama sa
sobom, a potom definiciju kovarijance stacionarnog prostorno-vremenskog procesa (3.2):

(ox) = Var(X(s;t)) = Cov(X(s;t), X(s;t)) = Cx (s — s;t —t) = Cx (0;0)
i analogno,
(x) = Var(X(s+h;t+ 7)) = Cx (0;0).

Uvrstimo 1i (%) i (%*) u definiciju semivariograma, dobivamo:

1
vx (hiT) = §<CX (0;0) + Cx (0;0) — 2Cx (h;T)) -
— Oy (0;0) — Cx (h;7) Vs,h €D, Vt,7 €N, (3.9)

gdje je Cx (h;7) funkcija kovarijanci stacionarnog procesa. Variogram je ovim raspisom
funkcija ovisna o pomaku u prostoru i vremenskoj razlici. Znaci da su semivariogram i
funkcija kovarijanci inverzno proporcionalni **. Odsada ¢e se rije¢ variogram koristiti kao
sinonim za semivariogram.

Kako ne znamo toc¢no odrediti variogram, definirat ¢éemo empirijski variogram prostorno-
vremenskog procesa kao procjenu variograma.

13Gaurav Arora je detaljnije opisao variogram, kovarijancu i korelaciju na sljedeé¢em videu: https://yo
utu.be/YR1YFpLwvPs?7t=391
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Definicija 3.5. Neka je {z(s;t)} konacan niz podataka slucajnog procesa {X(s;t), s €
D,t € N}, D € R, 1 € {1,2}, koji je diskretan u vremenu i geostatisticki u prostoru.
Pretpostavimo da prvi momenti ovise samo o prostoru, ne i o vremenu, i pretpostavimo da
drugi momenti ovise samo o razlikama u vremenu i pomacima u prostoru. Tada empirijski
prostorno-vremenski variogram za pomak u prostoru h i razliku u vremenu 7 definiramo kao

Fx (h;7) = Cx (0;0) — Cx (h;7) YheD, V7 €N.

Ako osim pretpostavki iz definicije 3.5 jos pretpostavimo da je prostorno ocekivanje fispace
konstantno (3.1), u tom slucaju slucajni proces je stacionaran u uzem smislu pa variogram
kao u 3.9 mozemo raspisati na drugi nacin:

vx (h;T) = 7x (s,s+ h;t,t+7) =

— %Var(X(S—l—h;t‘f‘T)_X(S?t)):

= o[BG + Bt 4+ 7) = X500 = (BIX(s + bt +7) — X(s31)])7] =
= S[BIX(s + Bt 4 1) — X800 — (BX(s + hst +7) — BX(5;1))°] =
= %:E[X(s+h;t+r)—X(S;t)]2— (EX(S?t)_EX(S;t)ﬂ B

_ %E[X(s+h;t+7)—X(3;t)]2 el I Whr e

i time dolazimo do alternativne procjene variograma

) = e L L @) (i), @10)

8i,5,ENs(h) t;,te€Ne(7)

pri cemu je N,(h) skup koji sadrzi parove lokacija s jednakom medusobnom prostornom
udaljenoséu h, N;(7) skup koji sadrzi parove vremenskih trenutaka s jednakom medusobnom
vremenskom razlikom 7, a [N ()| oznacava broj elemenata u skupu N(-).

Prikazat ¢emo semivariogram na primjeru maksimalnih temperatura u Europi iz baze
GSOD, ali ¢emo odsada raditi na manjem skupu podataka kako bi olaksali racunanje u R-u
pa ¢emo uzeti podatke iz srpnja 2022. Rac¢unanje empirijskog semivariograma je puno brze
koristenjem klase podataka STFDF nego koristenjem STIDF', kojeg veéinom veé imamo
u nasim podacima.

Za izracun empirijskog semivariograma na nasim podacima, iskoristit ¢emo funkciju
variogramST() ' u R-u koja uzima za argumente formulu kojom odredimo ovisnu vari-
jablu MAX i neovisnu varijablu LATITUDE, STEDF objekt STFDF_EuJuly, pomake u
prostoru od 0, 20, 60, 100, ..., 500 km i razlike u vremenu od 0, 1, 2, ..., 12 dana.

MKombinacija sp objekta (vektor lokacijskih oznaka, npr. uredenih parova geografskih sirina i duzina)
i xts objekta (vektor svih vremenskih oznaka, npr. datuma) za predstavljanje svih moguéih lokacija na
prostorno-vremenskoj resetki.

5Nepravilna prostorno-vremenska struktura podataka, gdje je svakoj tocki dodijeljena prostorna koordi-
nata i vremenska oznaka.

YMoze i variogram(), ali éemo dobiti isto jer variogram() prepoznaje radi li se o prostornim ili prostorno-
vremenskim podacima.
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var <- variogramST(MAX ~ 1 + LATITUDE,
data = STFDF_EuJuly,
width = 40,
tlags = 0.01:12.01)

Variogram se moze prikazati graficki na tri nacina [10], 2.5D graf na slici 3.8a, paralelni
prostorni variogrami, jedan po razlici u vremenu 7 na slici 3.8b i 3D ,wireframe!™ graf
Ovi grafovi nam preporucuju da postoji prostorno-vremenska ovisnost u
podacima pa je opravdano modelirati prostorno-vremenske reziduale, a dobijemo ih sljede¢im

na slici  3.8c.

naredbama:

plot(var, map = T, xlab = "Pomak u prostoru (km)",

ylab = "Razlika u vremenu (dan)") # 2.5D graf
plot(var, map = F, xlab = "Pomak u prostoru (km)",

ylab = "Razlika u vremenu (dan)") # Paralelni prostorni variogrami
plot(var, wireframe = TRUE, xlab = "\n Pomak u \n prostoru (km)",

ylab = "\nRazlika u \n vremenu (dan)",

par.settings = list(fontsize = list(text= 14))) # 3D "wireframe" graf

Razlika u vremenu (dan)

0 100 200 300 400 500

Pomak u prostoru (km)

(a) 2.5D graf

lag0
lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lagb
lag7
lag8
lag9
lag10
lag11
lag12

0O00O0O0O0OO0OO0OO

gamma

T T T T T
100 200 300 400 500

Pomak u prostoru (km)

(b) Paralelni prostorni variogrami, jedan po
razlici u vremenu 7

gamma|

Rak

vremenu (dan)

Pomak u
prostoru (km)

(c) 3D ,wireframe” graf

Slika 3.8: Tri nacina za prikaz semivariograma na primjeru maksimalnih temperatura u

Europi u srpnju 2022.

YTyv. Zicani okvir, uzima mrezu vrijednosti i projicira je na navedenu trodimenzionalnu povrsinu, a

rezultirajuce trodimenzionalne oblike moze uéiniti priliéno lakima za vizualizaciju.
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4 Modeli u geostatistici

Nakon sto smo se upoznali s prostorno-vremenskim podacima u geostatistici i analizi-
rali ih na primjeru GSOD podataka, tj. dnevnih maksimalnih temperatura 2022. godine u
Europi, preostaje nam jos opisati te podatke modelom. Model je matematicki objekt kojim
se pokusava opisati kako neke varijable funkcioniraju u stvarnom svijetu pomocu jednadzbi.
Koriste se za predvidanje ili procjenu sto bi se dogodilo da napravimo promjenu neke va-
rijable. Prostorno-vremenska geostatistika bavi se statistickim modeliranjem varijabli koje
variraju i u prostoru i u vremenu. Analogon je uobic¢ajenoj geostatistici, koja razmatra samo
prostorne varijabilnosti varijabli. U ovom poglavlju razmatrat ¢emo prostorno-vremenske
modele koristenjem deskriptivnog pristupa, sto je otkrivanje obrazaca medu podacima. Ovaj
pristup sadrzi razne tehnike:

e inverzna ponderirana udaljenost (engl. ,Inverse Distance Weighting” ili skra¢eno
IDW) je jedna od najjednostavnijih deterministickih prostorno-vremenskih interpo-
lacijskih metoda. Metodom se odreduju tezinski prosjeci na nekoj lokaciji u nekom
vremenu medu danim podacima, pri ¢emu se vise tezine dodjeljuje vremenski i pros-
torno ,,blizim” opservacijama. Vidi [4, poglavlje 3.1].

e regresijski modeli (linearni model, generalizirani linearni model, generalizirani adi-
tivni model) se koriste za dobivanje predvidanja prostorno-vremenskih podataka uz
pretpostavku da se sva prostorno-vremenska zavisnost moze objasniti u terminima
Ltrenda” kao prediktor. U prostorno-vremenskim podacima se ova metoda poka-
zuje problemati¢na zbog narusavanja pretpostavki modela (prostorne, vremenske i
prostorno-vremenske zavisnosti medu opservacijama). Vidi [4, poglavlje 3.2-3.4].

e kriging je sloZenija metoda interpolacije koja se koristi u geostatistici i temelji se
na teoriji vjerojatnosti i slucajnih procesa za opisivanje varijabilnosti u vremenu i
prostoru. Pretpostavlja se da se podaci mogu modelirati tzv. Gaussovskim procesom'®
sa zadanom kovarijancom. Za dobivanje kriging prediktora potrebni su podaci i model
funkcije kovarijanci tih podataka.

Osim deskriptivnog pristupa, imamo i Bayesov pristup ([11]), dinamicki pristup ([4, poglav-
lje 5]), analogan je analizi multivarijatnih vremenskih nizova i metode strojnog ucenja (engl.
+~Machine Learning”, [9]), ali ih neéemo obraditi u ovom radu. Kako bi odabrali metodu
modeliranja, potrebno je postaviti si cilj, sto nas zanima u podacima, na koje pitanje zelimo
dobiti odgovor, a to su:

e procjena vrijednosti ovisne varijable na nekoj lokaciji u danom prostoru unutar vre-
menskog perioda (regresija)

e procjena vrijednosti u nekoj tocki u prostoru i vremenu uz pomo¢ prostorno-vremenskih
ovisnosti medu danim podacima (interpolacija)

e predvidanje buduée vrijednosti ovisne varijable na nekoj lokaciji (dinamicki modeli)

Razina slozenosti modela ovisi o pitanju koje se postavlja. Takoder, na odabir metode
¢e utjecati i specificne karakteristike prostorno-vremenskih podataka te dostupni racunalni
resursi. Fokus u ovom radu ¢e biti na tehnike kriginga s primjenom na dnevne temperature
u Europi.

8Gaussovski proces je sluéajni proces X = {X(r) : r € D}, gdje je r prostorna, vremenska ili
prostorno-vremenska oznaka iz skupa D C R%, d € N, kod kojeg su sve konaénodimenzionalne distribucije
normalne s funkcijom ocekivanja p(r) i funkcijom kovarijanci Cx (r,7) = Cov (X(r), X (7)), Vr,7 € D.
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4.1 Kriging

Ovu metodu interpolacije razvio je Danie Gerhardus Krige, juznoafricki statisticar i ru-
darski inzenjer. Razvio ju je za prostorne podatke pa je naknadno prosirena na prostorno-
vremenske podatke ukljuc¢ivanjem prostorne i vremenske zavisnosti. Potpuno je analogna
prostornom krigingu, samo sto sada imamo tri komponente umjesto dvije. Osim dvije pros-
torne, u kriging je ukljucena i vremenska komponenta. Koristi se za predvidanje zeljenih
varijabli u prostorno-vremenskim tockama gdje nije zabiljezeno mjerenje pa se na taj nacin
popunjavaju nedostaci u prostorno-vremenskim podacima. Osim na nepoznatim podacima,
kriging se moze primijeniti i na ve¢ postojeée podatke pa ih na taj nacin izgladujemo.

Ovom metodom razvijamo tzv. hijerarhijski model jer se sastoji od modela koji u sebi
sadrzi ,skriveni” proces dobiven nekim drugim modelom. Hijerarhijsko statisticko modeli-
ranje predstavlja nacin izgradnje modela unutar nekog drugog modela kroz dobro definirane
uvjetne vjerojatnosti'®. Sastoji se od dva koraka:

1. izgladivanja postojeé¢ih podataka jer sumnjamo u njihovu pogresku pri mjerenju (niti
jedan senzor ne moze biljeziti toénu vrijednost) - Wikle ga zove ,data model” [4,
poglavlje 4]. Sastoji se od nekog latentnog (,skrivenog”) sluc¢ajnog procesa®’.

2. modeliranje ,,pravog” slucajnog procesa, kojemu je uklonjena pogreska pri mjerenju.
Gradi se odredivanjem tezina statistickim modeliranjem kovarijanci (prostorno-vre-
menska zavisnost medu podacima) - tzv. , process model” [4, poglavlje 4].

Moguce je da je i sam model skrivenog procesa sastavljen od podmodela takoder izrazen
uvjetnom distribucijom. Model dobiven na temelju podataka se zapravo smatra aditivnom
greskom pri mjerenju, a skriveni proces se smatra dekompozicijom na fiksni (deterministicki)
i slucajni (stohasticki) dio.

Neka je {z(s; t)} (m-T)-dimenzionalni niz podataka slucajnog procesa Z = {Z(s;t), s
D, t € N}, D C R?, diskretnog u vremenu i geostatistickog u prostoru, na lokacijama {sl :

§ = 1,u: m}CR iu vremenima {t; : j = 1,..., T} C N, 1 <ty < --- < tp. Skup
{t; = 4= 1, ..., T} moze oznacavati uzastopne sekunde, minute, sate, dane, mjesece, godine
i slicno, a skup {s; : i = 1,...,m} oznacava geografsku Sirina i duzinu. Kako znamo da

neke vrijednosti, niti ljudska ruka, niti senzor ili radar ne mogu to¢no izmjeriti, ve¢ u samom
pocetku modeliranja moramo zabiljezenim podacima dati aditivnu pogresku pri mjerenju.
Neka je tada proces {Z(s;t)} zadan s

Z(s;t) =Y (s;t) + E(s; 1), (4.1}
gdje je {Y(s;t), s € D, t € N} slucajni prostorno-vremenski proces stvarnih vrijednosti bez

suma®' (bez pogreske pri mjerenju) i {£(s;t), s €D, t € N} ~ IID(0,0%) je aditivna greska
pri mjerenju koja je nezavisna od {Y(s;t)}, a predstavlja nezavisni i jednako distribuirani

YUvjetna vijerojatnost na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) uz uvijet da se dogodio dogadaj A € F je
funkcija P(-| A) definirana na F izrazom

P(AN B)

P(BI4) = =55

, BeF,
pri ¢emu je P(A4) > 0.

20T atentni proces je proces slu¢ajnih varijabli koje su ,, prikrivene”, tj. procjenjuju se indirektno izgradnjom
modela uvjetne vjerojatnosti za dane podatke

#Nezavisni i jednako distribuirani sum (n.j.d. Sum) je niz {X;} nezavisnih i jednako distribuiranih
slucajnih varijabli takvih da je EX}? < oo, EX; = 0, VarX; = 0. Oznacavamo ga s {X;} ~ I1D(0,0?).
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sum s ocekivanjem 0 i varijancom oz. {Y(s;t)} je zapravo latentni (,skriveni”) proces dan
modelskom jednadzbom

Y(s;t) = u(s;t) +n(s;t), V(s;t) eDxN, (4.2)

pri cemu p(s;t) predstavlja ocekivanje procesa {Y(s;t)}, i nije slucajan proces, a 7(s;t)
predstavlja sluc¢ajni proces s ocekivanjem 0 i prostorno-vremenskom zavisnoséu. Ovisno o
tome kakav je p(s;t), kriging moze biti:

(i) jednostavni (engl. ,simple”) kriging - u(s;t) je poznata konstanta V (s;t) € D x N,
(ii) obicni (engl. ,ordinary”) kriging - u(s;t) je nepoznata konstanta V (s;t) € D x N i

(iii) univerzalni (engl. ,universal”) kriging - u(s;t) nije konstanta, nego linearna kombi-
nacija fiksnih, ali nepoznatih parametara.

Glavni cilj kriginga je odrediti statisticki optimalnog prediktora slucajne varijable Y (sg; to)
na prostoru 8o € R? i u vremenu ¢, € N na temelju slucajnog procesa {Y(s;t)}, a oznacit
¢emo ga s ?(so; to). Pod optimalnost se misli naé¢i najboljeg linearnog prediktora ?(80; to),
tj. linearnu funkciju koja ¢e minimizirati srednje kvadratnu gresku predikcije, E[Y (so; o) —
?(so;to)]Q, izmedu stvarne vrijednosti Y (so;?p) i prediktirane vrijednosti }?(so;to). Tako
dobiveni prediktor Ce se zvati ,kriging prediktor”. Zapravo, zelimo procijeniti latentnu vri-
jednost Y (sg;tg) kao funkciju danih podataka u obliku vektora

o = (z(sl;tl), z(s9;t1), - ..y 2(8m;t1),
z(81;t2), 2(82;t2), ..., 2(Sm;ta),
.
z(s1;tr), z(s9;tr), - .., z(sm;tT))T

Modelske jednadzbe (4.1) i (4.2) se ekvivalentno mogu prikazati modelskim jednadzbama
na temelju podataka u vektorskom obliku:

z =Y + € - Izgladivanje podataka,
Yy = p + 1 - Odredivanje tezina,

gdje su
Y= (y(sl;t1)7 y(SQ;tl)a ceey y(Sm;t1>, €= (8(81;t1>7 8(52;t1)7 sy €(Sm;t1),
y(sl; t2)> y(82; t2)7 S ED y(sm;tQ)ﬂ 5(81;t2), E(SQ;t2)7 sy €(Sm;t2),
y(s1;tr), y(sa;tr), ., y(smitr))', e(s1;tr), e(sa;tr), - ., €(8mstr)),
H = (:U’(Sl;tl)7 M(SQ;t1>a ks iy /’L(Sm;tl)7 n-= (n(sl;t1>a 77(523t1)7 i n(sm;tl)a
p(s1;t2), u(se;te), ...y w(Smit2), n(si;ta), n(s2;ta), ..., N(8m;t2),
p(sistr), p(satr), .., p(smitr))’, n(siitr), n(sastr), ... n(smitr))".

Primijetimo da su to sve vektori n = m-T" duljine. Vektor ocekivanja je linearna kombinacija
(p + 1)-dimenzionalnog vektora parametara 3 pa pisemo p = X3. X jen x (p + 1)
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matrica vrijednosti dobivenih vektorskom funkcijom s tri varijable (prostorno-vremenske
komponente), ¢ija je kodomena RP!, a definirana je na cijeloj domeni prostorno-vremenskih
komponenata D x N, tj. od svake uredene dvojke pripadnih prostornih lokacija i vremenskih
oznaka (s;;t;), Vi =1,...,m1ij =1,...,T, medu danim opservacijama {z(s;t)}. X u
matricnom zapisu je dana s

Tif Dy« B
X = x.QO x.m - [Brale=t,.in,t=0,pr Tt =Fplaw), o= (855t5);
L) Bl v By
pri cemu je
dy = (@15t )s @ =893t )s o 55 Gm = (Smite)y Bmaa = (81 boky B = (Eaile); 243
At = (Smi2); v+ ¢4 Omr—1341 = (81;17); Gmgr—1)42 = (825 81); <o+ 5 o = (8} )
niz oznaka od m - T = n clanova, a x;(s;t), VI = 0,...,p, je linearna funkcija prostorno-

vremenskih komponenti. Na primjer, z1(s;t) = s1 + s9, x2(s;t) = s1 + t ili 25(s;t) = ¢, pri
cemu je s = (s1,52), V(s;t) € D x N. U veéini slucajeva je xo(s;t) = 1, tj. slobodni ¢lan.
Neka je zatim,

e x(s0;ty) (p+ 1)-dimenzionalni vektor,

e ¢y vektor kovarijanci (1 x n matrica kovarijanci) izmedu slucajne varijable Y (so; o) i
slucajnog procesa {Z(s;t)}:

co = [Cov(Y (s0;t0), Z(8i; tj))]gzl,...,m,j:l,...,Ta

e (o varijanca slucajne varijable Y (so;to):

Co,0 = VCLT(Y(S(); to)),

e C;, Cy, C., C, funkcije kovarijanci procesa {Z(s;t)}, {Y(s;t)}, {e(s;t)}, {n(s;?)}
tim redom, pri ¢emu je Cz = Cy + C. i Cy = C,,

e procesi {Z(s;t)} i {Y(s;t)} su Gaussovski procesi pa slijedi da slucajne varijable pro-
cesa {Y(s;t)} i {e(s;t)} imaju normalnu distribuciju

e slucajni vektor [Y(SgtO)} ima normalnu distribuciju®?, tj.

|:Y(8Z0;t0)}NN({m<S;tO)T}B’{C§é0 ggD i)

Zadatak nam je pronadi optimalnog prediktora za Y (so; o). Pokazat ¢emo da je uvjetno
ocekivanje E[Y (s¢;t0) |Z] najbolji prediktor u srednje kvadratnom smislu, a onda ¢emo
pokazati da je i najbolji linearni prediktor.

22Glucajni vektor X = [X1,...,X,]T ima normalnu ili Gaussovu distribuciju ako ima funkciju gustoce
1 1 =1
- —3(@z—p)TE" (z—p)
r)=————¢€ 2
f(=) (2m) 2/ det 2 ’
pri ¢emu je g = [p1,...,u,]T € R™ vektor oekivanja, a ¥ n x n matrica kovarijanci koja je pozitivno

definitna i simetri¢na. Takvu distribuciju oznacavamo s X ~ N (u, ) ili X ~ Gau(u, ).

27



Prostorno-vremensk: modeli u geostatistict

Teorem 4.1. Neka su'Y slucajna varijabla, t.d. B[Y]> < 00 i Z = [Z1,Zy, ..., Z,|T slucajni
vektor. Tada je uvjetno ocekivanje m(Z) = E[Y|Z] najbolji prediktor za'Y na temelju Z u
srednje kvadratnom smislu, odnosno za svaki prediktor g(Z) za Y vrijedi

ElY — g(Z2)P > ElY —m(Z)]?

Dokaz.
EY — g(2) =E[Y — m(Z) + m(Z) — g(Z)]* =
=E[Y —m(Z)P + E[m(Z) - g(Z)” + 2E[(Y — m(Z))(m(Z) — g(Z))] =
E[Y —m(Z)] +?[m(z): 9(Z)P +2(m(Z) — g(Z))E[Y —m(Z)] =
>0 (*)

> E[Y —m(Z)]’

U (%) smo iskoristili svojstvo uvjetnog ocekivanja da slucajna varijabla Y — m(Z) i uvjetno
ocekivanje E[(Y —m(Z))| Z] imaju ista ocekivanja pa zatim svojstvo da je uvjetno ocekivanje
E[(Y — m(Z))|Z] linearno:

(x) = E[Y —m(Z)] = E[E[(Y — m(2))|Z]] = E[E[Y|Z] - E[Y|Z]] =0
L]

Kako bi dalje odredili uvjetnu distribuciju slu¢ajne varijable Y (sg; tp) uz uvjet sluc¢ajnog
procesa Z, potrebno je iskazati neka svojstva multivarijatne normalne distribucije.

Teorem 4.2. Neka je X slucajni vektor koji ima multivarijatnu normalnu distribuciju, tj.
X ~N(p, ).
Za k < n promotrimo particije od X, p 1 3

X e S 02
A = {X(2>}> "= LL(Q) Y=g ey

gdje su
XU =(Xq,..., X" X = (X, ..., Xn)"
p = (ut, oy )T 1) = (et - )T

209 je matrica kovarijanci vektora X©, i = 1,2, 12 = [Cou( X, X)), ¥ =1,....k, § =
k+1,...,n,4<jiX®) = (BT Tada wvjetna distribucija slucajnog vektora X uz
wjet X® = & ima multivarijatnu normalnu distribuciju

XOIX® = 2% ~ Mpxoxe, Exmxe)
s vektorom uvjetnog ocekivanja
Bxix@ = E[X(1)|X(2) — C,3(2)] =+ 2(172)(2(272))—1(33(2) _ N(Q))
1 matricom uvjetnih kovarijanct

S xwxe = Coo(X DX = z@) = 50D _ 5012 (5C2)-15D,
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Dokaz. Dokaz se moze naéi na [14]. O

Iz ovog teorema slijedi da je vektor uvjetnog ocekivanja linearna funkcija od uvjeta, sto
nam omogucuje odredivanje optimalnog prediktora.

Iz teorema 4.2 i (4.3) nam slijedi da je uvjetna distribucija od Y (sg; %) uz uvjet Z = z,
z je realizacija procesa Z, takoder normalna, tj.

Y (sg;to) | Z=2~N (:1: (30;20)" B+ c3CL (2 — X B), Coo — cSCglco) , (4.4)

s vektorom uvjetnog ocekivanja
E[Y (s0;t0) |Z = 2] =  (s0;t0)" B+ €} C;' (2 — X B) (4.5)

i matricom uvjetnih kovarijanci
Cov(Y (805t0) |Z = 2) = o0 — €} C  co. (4.6)

Prema tome, vidimo da je vektor uvjetnog ocekivanja (4.5) linearna funkcija od z pa smo
pronasli optimalnog prediktora za Y (sp;%p) i oznacimo ga s ?(so;to). Varijanca kriging
prediktora je minimizirana srednje kvadratna greska predikcije, ali uz pretpostavku normalne
distribucije (4.3), to je zapravo matrica uvjetnih kovarijanci 4.6 i oznacit ¢emo ju sa o2 (so; to).

Primgjedba 4.1. Uvjetno ocekivanje 4.5 se sastoji od:
1. marginalnog ocekivanja slucajne varijable Y (so;t0), E[Y (so;t0)] = @ (s0;t0)" B 1

2. reziduala, z — X 3, izmedu vektora podataka z i marginalnog ocekivanja procesa Z,
E[Z] = X3, pri ¢emu su tim rezidualima dodane tezine, wT = ¢} C*

Primgjedba 4.2. Stavimo li matricu X u kontekst regresije, X predstavlja matricu dizajna, a
funkcije x;(s;t), VI = 0,. .., p prostorno-vremenske prediktore u svim prostorno-vremenskim
tockama (s;t) € D x N.

U stvarnosti gotovo nikad ne¢emo znati Cz, ¢ i ¢po. Stoga nam je potrebno modelirati
funkciju kovarijanci Cz slucajnog procesa Z = {Z(s;t)} kako bismo mogli odrediti kriging
prediktora sto dovodi do modeliranja pripadnog variograma.

4.2 Modeliranje variograma

U ovom poglavlju pokusavamo modelirati prostorno-vremensku zavisnost otkrivenu u
variogramu ili funkciji kovarijanci. Tradicionalni na¢in pronalazenja prikladnog modela va-
riograma je prilagodavanje parametarskog modela empirijskom variogramu (3.10). Kod im-
plementacije klasi¢cnog kriginga se inace pretpostavlja stacionarnost drugog reda (definicija
3.2), tj. da slucajni proces ima konstantno ocekivanje i funkciju kovarijance koja se moze
izraziti u smislu pomaka u prostoru i razlika u vremenu.

Postoji nekoliko moguéih modela koji se razlikuju po nac¢inu na koji kombiniraju vre-
mensku i prostornu zavisnost. U R paketu gstat imamo pet modela funkcija kovarijanci, a
to su separabilni model (engl. ,separable”), model produkta i sume (engl.  product-sum”),
metricki model (engl. ,metric”), model metricke sume (engl. ,sum-metric”) i model jednos-
tavne metricke sume (engl. ,simple sum-metric”). U ovom radu ¢emo razmotriti tri modela
od ovih nabrojanih:
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e separabilni model - sastoji se od umnoska prostorne i vremenske funkcije kovarijanci,
sto daje strukturu koja nema prostorno-vremensku interakciju jer se moze rastaviti na
faktore pa ima samo multiplikativnu interakciju,

e metricki model - model zajednicke prostorno-vremenske funkcije kovarijanci, pri cemu
se vrijeme smatra jos jednom komponentom pa ju moramo skalirati kako bi odgovarala
prostornoj komponenti,

e i model metricke sume - model sume prostorne, vremenske i zajednicke prostorno-
vremenske funkcije kovarijanci ukljucujuéi skaliranje vremenske komponente.

U literaturi postoji velik broj klasa prostorne i vremenske funkcije kovarijanci, na primjer
eksponencijalna klasa, klasa Matérn, Gaussova klasa, i klasa opéa potencija. Klasa prostorne
funkcije kovarijanci ne mora biti ista kao i vremenska funkcija kovarijanci. Mi mozemo uzeti
neke osnovne za primjer, najvjerojatnije ne¢emo dobiti najbolji model. No ovdje nam je
trenutno cilj pokazati postupak modeliranja funkcije kovarijanci, odnosno variograma. Klase
modela i klase prostorno-vremenskih funkcija kovarijanci koje ne obradimo, a i vise detalja
o onima koje jesmo obradili u radu mogu se pogledati u [5].

4.2.1 Separabilni model

Prvi model variograma koji ovdje razmatramo odgovara prostorno-vremenskoj separabil-
noj funkciji kovarijanci. Separabilni model pretpostavlja da se prostorno-vremenska funkcija
kovarijanci moze prikazati kao produkt prostorne i vremenske funkcije kovarijanci

e[ ) = CO IRl - CO(Iri) (17)
odnosno, pripradni prostorno-vremenski separabilni variogram je dan s
YER)(h; ) = sill- (FO(||R]) + 3O (7)) — ¥O(IRIDFO (7)) , (4.8)

gdje su 7 i 59 standardizirani prostorni i vremenski variogrami, a ,sill” oznacava prag
prostorno-vremenskog variograma.
Inace se teorijski (prostorni) variogram sastoji od sljede¢ih parametara:

e veé¢ spomenutog praga - horizontalna asimptota eksponencijalne funkcije (teorijskog
variograma),

e ,nugget”-a - iznos 7¥(||h||) kada h — 0, §to znaci iznos variograma za jako male
pomake u prostoru. Analogno, ,nugget” u modelu vremenskog variograma je iznos
79(|7]) kada T — 0, a prostorno-vremenski ,nugget” je iznos v (h; 1) kada h — 0
1 7=,

e raspona - udaljenost gdje se postize prag, tj. gdje horizontalna asimptota sijece
ordinatu i

e parcijalnog praga - razlika izmedu praga i ,,nugget”-a.

Analogno se pojmovi ovih parametara definiraju i za teorijski prostorno-vremenski vari-
ogram. Najcesée klase funkcija®® koje se koriste kod teorijskih variograma su eksponenci-
jalna, sferna i Gaussova funkcija.

ZDetalji se mogu pogledati na https://www.supergeotek.com/Spatial_Statistical_ ENG_HTML/ind
ex.html?spherical_mode.htm
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Slika 4.1 prikazuje ove parametre na teorijskom prostornom variogramu koji pripada
eksponencijalnoj klasi kao funkcija od prostornih pomaka ||h||.

100 ===AS === g ----------------------------==2 ---

0.75

Parcijalni prag

v (IlhD)

0.50 Prag

0.25

0.00

(thil

Slika 4.1: Teorijski prostorni variogram eksponencijalne klase.

Na primjeru GSOD podataka smo napravili empirijski (engl. ,sample”) variogram (slika
3.8). Zelimo naéi model koji ¢e najbolje opisati taj variogram. Za teorijski variogram
¢e nam biti potrebno sedam parametara, za variogram svake od komponenata trebat ce
po dva parcijalna praga, po dva raspona i po dva ,nugget”’-a te prostorno-vremenski prag.
Prostorno-vremenski prag je zapravo zamijenio zasebni prostorni i vremenski prag te se moze
procijeniti iz empirijskog prostorno-vremenskog variograma kao 80%-tni kvantil dobivenih
vrijednosti, a u nasim podacima iznosi 26.61. Dobijemo ga u R na sljedec¢i nacin:

(estimated.sill <- quantile(na.omit(var$gamma), .8))

Zatim odredimo teorijski separabilni variogram funkcijom vgmST () kojoj zadamo zeljeni
model (separabilni u ovom slucaju), kako da izgledaju teorijski prostorni i vremenski vari-
ogrami te parametar praga kojeg smo procijenili. Teorijski prostorni, odnosno, vremenski va-
riogram odredujemo funkcijom vgm() i dajemo joj parametre parcijalnog praga (1 —nugget),
klasu funkcije kovarijanci (eksponencijalna u ovom slu¢aju), raspon i ,nugget” (veéinom ne
bude veéi od 0.1). Za odabir raspona je bitno samo da je pozitivan. Mi éemo postaviti neke
inicijalne vrijednosti, a onda ¢emo kasnije vidjeti koje ¢emo optimalne vrijednosti dobiti
algoritmom u R.

sepVar <- vgmST(stModel = "separable",
space = vgm(0.9, "Exp", 500, 0.1),
time = vgm(0.9, "Exp", 1, 0.1),
sill = estimated.sill)

Takav teorijski separabilni variogram ¢emo iskoristiti za prilagodbu nasem empirijskom
variogramu R funkcijom fit.StVariogram(). Kako bi bili sigurni da optimizacijski algo-
ritam ne bi vratio negativne parametre, funkciji fit.StVariogram() ¢emo dati dodatne
parametre lower i upper kao donju i gornju granicu parametara teorijskog variograma. R
kod nam daje sljedeéi ,output™:
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(sepVarFit <-
fit.StVariogram(var, sepVar,

c(space 7range, space nugget, time range, l1ime nuggert,

lower = c( 10, 0, 0.1, 0, 0.1),
upper = c( 2000, il 12, 1, 200)))
spaceA component :
model psill range
1 Nug 0.09041858 0

2  Exp 0.90958142 1100
time component:

model psill range
1 Nug 0 0.000000
2 Exp 1 2.863111

sill: 25.9664784394401

Vidimo da prostorno-vremenski prag ipak nije 26.61 nego 25.97. Da smo postavili bilo
koji drugi pozitivan broj umjesto kvantila, opet bi nam algoritam vratio isti ,output”. 1
raspone i ,nugget”-e smo dobili drugacije od inicijalnih.

Primjedba 4.3. Nakon rucne provjere srednje kvadratne greske modela (MSE) pri izmjeni
parametara, moze se re¢i da odabir parametara u vgm() nece utjecati na MSE nakon pri-
lagodbe modela empirijskom variogramu pa nema onda ni smisla zamarati se dodatno time
nego procjenu parametara treba prepustiti funkciji fit.StVariogram() koja u sebi poziva
funkciju optim() za numericku optimizaciju parametara. Potrebno je samo postaviti pozi-
tivne raspone i pragove kako R ne bi vrac¢ao gresku.

Na sljedecoj slici 4.2 vidimo empirijski variogram i njemu najbolje prilagodeni separabilni
model variograma u smislu optimiziranih parametara i najmanje srednje kvadratne greske
modela nakon unosa svih klasa variograma definiranih u R paketu gstat (slika 4.3).
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Slika 4.2: Lijevo je empirijski variogram dnevnih maksimalnih temperatura u srpnju 2022.,
a desno je njemu prilagoden teorijski variogram dobiven separabilnim modelom.

32



Prostorno-vremensk: modeli u geostatistict
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Slika 4.3: Zadani prikaz klasa variograma definiranih u R paketu gstat.

4.2.2 Metricki model

Drugi model koji ¢emo prilagoditi (engl. ,fit”) nasim podacima ima zajednicku prostorno-
vremensku funkciju kovarijanci, pri ¢emu se vremenska komponenta treba skalirati kako bi
se vremenski pomak mogao koristi kao varijabla u funkciji kovarijanci, a da pri tome ne bi
previse ili premalo utjecao na cjelokupnu funkciju. Vremenska komponenta je anizotropna,
Sto znadi da je zavisnost kroz vrijeme na drugacijoj skali od one kroz prostor (u ovom slucaju
dvodimenzionalni). Pretpostavljena struktura funkcije kovarijanci u ovom modelu je:

CO(h;r) = €@ (VhTh + (s7)?)

i pripadni variogram je dan s

~™) (h; ) = =D (\/ hTh + (HT)Q) :

pri cemu je k faktor za skaliranje vremenske komponente, dan kao prostorni jedini¢ni po-
mak po vremenskoj jedini¢noj razlici. Ako variogram kroz prostor promatramo po poma-
cima od 100 kilometara, a kroz vrijeme po razmacima od jedan dan, tada za parametar
k mozemo postaviti vrijednost 100, u R se k oznacava sa stAni. Osim parametra x mo-
delu dajemo i vrijednosti parametara praga, raspona i ,nugget’-a zajednickog teorijskog
prostorno-vremenskog variograma. Znaci da bi se metricki model prilagodio empirijskom
variogramu, za procjenu parametara ima tri parametra manje od separabilnog modela.

R kod je analogan separabilnom modelu, samo $to sada imamo samo jedan variogram za
definirati, zajednicki. Kod separabilnog smo imali zasebni prostorni i vremenski variogram
za definirati u funkciji vgmST (). Parametre teorijskog variograma zapravo pogadamo dok
ne dobijemo graf slican grafu empirijskog variograma. Svakako ¢e algoritam dati optimalne
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vrijednosti. Prije nagadanja vrijednosti raspona i anizotropije, mozemo uzeti da je parcijalni
prag maksimum od variograma u njegovoj najvecoj vremenskoj razlici, a ,nugget” vidimo iz
3.8 da je 0.

(estimated.psill <- max(var[var$id=="lagl2",]$gamma))

metricVar <- vgmST(stModel = "metric",
joint = vgm(estimated.psill, "Exp", 1000, nugget = 0),
stAni = 500)

Pozovemo funkciju fit.StVariogram() pa dobijemo optimalne vrijednosti parametara.

(metricVarFit <- fit.StVariogram(var, metricVar))
joint component:
model psill range
1 Nug 1.688473 0.000
2 Exp 23.515366 1005.125
stAni: 487.741071117858

Na slici 4.4 vidimo usporedbu empirijskog variograma dnevnih maksimalnih temperatura
u Europi u 2022. godini i metrickog modela prilagodenog tom empirijskom variogramu.
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Slika 4.4: Lijevo je empirijski variogram dnevnih maksimalnih temperatura u srpnju 2022.,
a desno je njemu prilagoden teorijski variogram dobiven metrickim modelom.

4.2.3 Model metricke sume

Kombinacija prostornog, vremenskog i prostorno-vremenskog metrickog modela, ukljucujuéi
parametar anizotropije k, ¢ini model funkcije kovarijanci dan s

C™)(h; 7) = CO([h]) + COfr]) + € Rtk + (7))

Pripadni variogram je
79 (h; ) = v O (Bl + 1 O(Ir) + 7@ (RTR+ (e7)?)
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gdje su 7(8), y(t) i V(Zaj) prostorni, vremenski i zajednicki prostorno-vremenski variogram tim
redom. Svaki od ovih variograma ima svoj raspon, parcijalni prag i, nugget”. U ovom modelu
jo$ procjenjujemo i zajednicki parametar anizotropije k. Kao i dosadasnja dva modela,
pogledajmo kako ga dobiti uz pomoé¢ R koda. Kako bi odredili vrijednosti parametara u
ovom modelu, odredimo prvo prostorni variogram s vremenskom razlikom 0 i vremenski

variogram s prostornim pomakom 0 iz prostorno-vremenskog variograma.

(v.sp <- var[var$id == "lag0", c("spacelag", "gamma")])
(v.t <- var[var$spacelag == 0, c("timelag", "gamma")])

Buduci da koristimo eksponencijalnu klasu za izradu modela variograma, dat ¢emo pa-
rametru raspona vrijedost od % efektivnog raspona kod sva tri variograma, (%), v i (29,
Efektivni raspon je udaljenost na kojoj variogram doseze 95% svog maksimuma, [7, poglav-

lje 4.3] pa ih izra¢unajmo uz pomo¢ R.

(max (v.sp$gamma)*0.95)
(max (v.t$gamma)*0.95)

Promatrajudi lijevi graf 4.5 prostornog variograma s vremenskom razlikom 0, vidimo da se
empirijska varijanca od 8.98, Sto je prostorni parcijalni prag, postize u prostornom pomaku
od 420 km, a promatrajué¢i desni graf na istoj slici vremenskog variograma s prostornim
pomakom 0, vidimo da se empirijska varijanca od 23.04, sto je vremenski parcijalni prag,
postize u razlici u vremenu od 11 dana.
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Slika 4.5: Lijevo je prostorni variogram s vremenskom razlikom 0, a desno vremenski vari-
ogram s prostornim pomakom 0 iz prostorno-vremenskog empirijskog variograma.

Sto znaci da ¢emo za parametar raspona u teorijskom prostornom variogramu postaviti

na vrijednost % = 140, a u vremenskom 1—31 = 3.67. Parametar anizotropije je u ovom
~ . . . & o 140 _
slucaju omjer prostornog i vremenskog raspona, sto znaci 3= = 38.18.

Promatrajudi sliku 3.8b paralelnih prostornih variograma, jedan po razlici u vremenu 7,
vidimo da svi variogrami imaju konstantnu varijancu nakon pomaka h = 200 pa ¢e nam
teorijski zajednicki variogram poprimiti vrijednost % = 66.67 u parametru raspona. Parci-
jalni prag u tom slucaju iznosi 6 jer toliko otprilike iznosi prostorni variogram s vremenskom
razlikom 0 u pomaku 200. ,,Nugget”-e ¢emo postaviti na nulu jer toliko iznose u empirijskim
variogramima.

35



Prostorno-vremenski modeli v geostatistici

sumMetricVar <- vgmST(stModel = "sumMetric",
space = vgm(0.95%max(v.sp$gamma), "Exp", 420/3, 0),
time = vgm(0.95*max(v.t$gamma), "Exp", 11/3, 0),
joint = vgm(6, "Exp", 200/3, 0),
stAni 420/11)

Opet pozivamo funkciju fit.StVariogram() kako bi model prilagodili empirijskom va-
riogramu pa dobijemo optimalne vrijednosti parametara.

(sumMetricVarFit <- fit.StVariogram(var, sumMetricVar))

# output:
space component:

model psill  range
1 Nug 0.000000 0.000
2 Exp 4.142056 126.464
time component:

model psill range
1 Nug 0.00000 0.000000
2 Exp 18.35086 2.881774
joint component:

model psill range
1 Nug 0.000000 0.00000
2 Exp 4.496638 67.42674
stAni: 94.2895597628096

Na slici 4.6 vidimo usporedbu empirijskog variograma dnevnih maksimalnih temperatura
u Europi u 2022. godini i modela metricke sume prilagodenog tom empirijskom variogramu.
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Slika 4.6: Lijevo je empirijski variogram dnevnih maksimalnih temperatura u srpnju 2022.,
a desno je njemu prilagoden teorijski variogram dobiven modelom metricke sume.

4.2.4 Odabir modela

Kako bi odredili najbolji model u smislu koji bi bolje opisao empirijski variogram, postoji
metrika koja nam moze pomoéi u odluci. Mozemo usporediti srednje kvadratne greske (MSE)

36



Prostorno-vremenski modeli v geostatistici

od svakog modela nakon sto model prilagodimo empirijskom variogramu i vidjeti koji ée nam
dati najmanju vrijednost. MSE lako izracunamo u R pa pogledajmo.

(sepMSE <- attr(sepVarFit, "optim")$value)
(metricMSE <- attr(metricVarFit, "optim")$value)
(sumMetricMSE <- attr(sumMetricVarFit, "optim")$value)

Separabilni model u nasem primjeru nam je vratio 7.03, metricki model 7.70, a model
metricke sume 6.09, Sto nam ukazuje na to da je model metricke sume bolji od ostala dva.
Pogledajmo graficku usporedbu na slici 4.7.
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Slika 4.7: Lijevo gore je empirijski variogram dnevnih maksimalnih temperatura u srpnju
2022., desno gore je njemu prilagoden teorijski variogram dobiven separabilnim modelom,
lijevo dolje metrickim modelom, a desno dolje modelom metricke sume.

Sada kada imamo model variograma, potrebno je jos napraviti resetku na kojoj ¢emo
primijeniti interpolaciju pa smo spremni za kriging.
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4.2.5 Resetka za interpolaciju

Za potrebe ovog rada, ranije smo se ogranicili na ,,centar” Europe (od 5° zapadne zem-
ljopisne duzine do 15° istocne zemljopisne duzine i od 48° sjeverne zemljopisne Sirine do 56°
sjeverne zemljopisne Sirine). Na ovom podrucju imamo 433 lokacije na kojima su postavljene
meteoroloske stanice, kao sto vidimo i na slici 4.8, tj. nemamo stanice bas na svakom djeli¢u
promatranog podrué¢ja, a nisu niti podjednako udaljene jedna od druge tako da nemamo
regularnu resetku.
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Slika 4.8: Stvarni GSOD podaci dnevnih maksimalnih temperatura na podrué¢ju ,,centra”
Europe u sest jednako razmaknutih dana u srpnju na 433 lokacije postavljenih meteoroloskih
stanica.

Stoga nam je sada zadatak napraviti prostornu regularnu resetku kojoj ¢emo kasnije
dodati vrijednosti interpolacije.

spat_grid <- expand.grid(
LONGITUDE = seq(-5, 15, length = 20),
LATITUDE = seq(48, 56, length = 20)) %>%
SpatialPoints(proj4string = CRS(proj4string(STFDF_Eu)))
gridded(spat_grid) <- TRUE

Zbog zahtjevnosti izvodenja kod-a u R-u, interpolaciju, odnosno, kriging ¢emo izvesti za
Sest vremenskih tocaka.

temp_grid <- as.Date("2022-07-01") + seq(3, 28, length = 6)

Ova dobivena klasa je vektor od Sest elemenata. Zatim prostornu resetku i vremenski
vektor povezemo u prostorno-vremensku resetku spacetime funkcijom u R STF () koja nam
daje raspored prostorno-vremenskih podataka u punu mrezu (resetku) i ovu klasu zovemo
STE,
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STF_EU <- STF(sp = spat_grid,
time = temp_grid)

Dobili smo regularnu prostornu resetku koju ¢emo kasnije popuniti vrijednostima in-
terpolacije. Za kriging ¢e nam biti jos potrebna iregularna prostorno-vremenska struktura
vrijednosti temperatura na to¢nim lokacijama i vremenima u kojima su zabiljezeni. Ta struk-
tura podataka neée imati ,NA” vrijednosti (vrijednosti koje nisu dostupne, odnosno ”prazne
vrijednosti”) pa je zato iregularna. Ovakva struktura nema zabiljezene vrijednosti na jed-
nako udaljenim lokacijama po geografskoj sirini i duzini. Sto znaéi da prelazimo iz STFDF
klase u STIDF klasu pri ¢emu ¢emo jednu vremensku tocku (14. srpnja 2022.) izbaciti tako
da vidimo tocnost kriginga u tom danu.

STFDF_EuJuly <- STFDF_Eﬁ[, 12022=01=01=12022 =-07=31]
str (STFDF_EuJuly)

STIDF_EuJuly <- as(STFDF_EuJuly[, -14], "STIDF") # konver:z STFDF
STIDF_EuJuly <- subset(STIDF_EuJuly, !is.na(STIDF_ EuJuly$MAX)) ¢

Sada imamo sve spremno za prostorno-vremenski kriging.

4.3 Jednostavni kriging

Vrsta kriginga kod kojeg je (m - T')-dimenzionalni vektor g poznat na svakoj lokaciji u
prostoru s € D i u svakom vremenskom trenutku ¢ € N. Ovo je dobra vrsta kriginga za
prostorno-vremensku interpolaciju i predvidanje podataka ako su zadovoljene pretpostavke
stacionarnosti drugog reda (definicija 3.2). Veéinom u stvarnosti ove pretpostavke nece
vrijediti pa napredniji oblici kriginga, poput obi¢nog ili univerzalnog kriginga, mogu biti
prikladniji.

Prediktor prostorno-vremenskog jednostavnog kriginga je uvjetno ocekivanje (4.5), tj

Ysi (s05t0) = @ (s05t0)" B + cfC' (2 — X B), (4.9)
a uvjetna varijanca (4.6) je varijanca prostorno-vremenskog jednostavnog kriginga
U%K (SQ; to) = Co,0 — CSCElCo. (410)

Sjetimo se da je u = X3 i da se uvjetno ocekivanje sastoji od reziduala kojima su dodane
tezine wT = ¢(C, 1. U vidu toga i pretpostavke da je ocekivanje konstanta, npr. pu =
EZ(s;t), V(s;t) € D x N, imamo alternativni zapis prediktora jednostavnog kriginga

Y (S0:to) = pu+w” (z — pl). (4.11)

Interpolacija se lako moze izvrsiti uz pomoé¢ funkcije krigeST(). Buduéi da ne znamo
stvarno ocekivanje, a potrebno nam je znati ga kako bi mogli provesti jednostavni kriging,
mozemo pretpostaviti, tj. procijeniti ga aritmetickom sredinom opservacija na danom po-
drucju ,centra” Europe u srpnju.

39



Prostorno-vremenski modeli u geostatistici

mu <- mean(STIDF_EuJuly$MAX) #23.82076

simple.kriging <- krigeST(MAX ~ 1,
data = STIDF_EuJuly,
newdata = STF_EU,
modellList = sumMetricVarFit,
beta = mu,
computeVar = TRUE) # Zelimo da nmam izraluna vartijance

Pozivanjem spacetime funkcije stplot () kreiramo grafove rezultata kriginga u obliku
resetkastog prikaza prostorno-vremenskih klasa.

stplot(simple.kriging,
main = NULL,
layout = c(3, 2), # raspored dnevntih grafova
sp.layout = layout, # granice drZava
col.regions = color_pal) # paleta boja
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Slika 4.9: Resetkasti prikaz predikcija dobivenih prostorno-vremenskim jednostavnim krigin-
gom za Sest dana u srpnju 2022. na podrucju ,,centra” Europe. Bijele linije oznacuju granice
drzava, a krizi¢i meteoroloske stanice.

[zracunamo standardne devijacije predikcija kriginga i prikazemo ih graficki.

simple.kriging$std <- sqrt(simple.kriging$varl.var)
stplot(simple.kriging[, , "std"],

main = NULL,

layout = c(3, 2),

sp.layout = layout.std,

col.regions = rev(color_pal.std))

Na slici 4.10 vidimo da su najmanje standardne devijacije na mjestima gdje su postavljene
meteoroloske stanice. Najveée su dana 14. srpnja 2022. jer smo te podatke izbacili iz kriginga
pa je napravilo predikciju s podacima koji su mu dani, no problem je sto su veliki vremenski
razmaci za precizniju predikciju.
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Slika 4.10: Resetkasti prikaz standardnih devijacija dobivenih prostorno-vremenskim jednos-
tavnim krigingom za Sest dana u srpnju 2022. na podru¢ju ,,centra” Furope. Bijele linije
oznacuju granice drzava.

4.4 Obicni kriging

Poseban slucaj kriginga u kojem za razliku od jednostavnog kriginga, nije pretpostavljeno
poznavanje oc¢ekivanja i funkcija kovarijanci, ali pretpostavljamo da je oc¢ekivanje konstantno,
p=EZ(s;t), V(s;t) € D x N, y € R, pa imamo (m - T')-dimenzionalni vektor oc¢ekivanja
p = pl fiksnih, ali nepoznatih vrijednosti na svakoj lokaciji s € D i u svakom vremenskom
trenutku ¢ € N. Pa ¢e nam prediktor obicnog kriginga biti isti kao prediktor jednostavnog
kriginga Ysx (4.9) u koji uvrstavamo supstituciju ocekivanja p s procjeniteljem jigrs za ju
dobiven generaliziranom metodom najmanjih kvadrata. Prediktor obi¢nog kriginga je dan s

Yok (so;t0) = figLs + ctCL (2 — figrs), (4.12)

gdje je figrs dan s
fiers = (1TC;'1)117CL 2.

Varijanca prostorno-vremenskog obi¢nog kriginga je

O%K (SQ; to) = C0,0 — c(T)Cglco +K, (413)
N’
_0_2
Y SK
gdje
r= {1 —1TTCH e (I"CF 1)1 — 17Cep) (4.14)

predstavlja dodatnu varijancu procjenitelja jigrs za parametar g, a vidimo i da je sigurno
U(Q)K > agK, Sto znaci da imamo vecu nesigurnost u procjenu vrijednosti varijable koju
promatramo.

Interpolacija se u R-u analogno izvrsava kao jednostavni kriging uz pomo¢ funkcije
krigeST() samo Sto sada ne znamo ocekivanje i ne navodimo ga kao dodatan parametar.
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ordinary.kriging <- krigeST(MAX ~ 1,
data = STIDF_EuJuly,
newdata = STF_EU,
modellList = sumMetricVarFit,
computeVar = TRUE)

Analogno jednostavnom krigingu kreiramo grafove rezultata kriginga u obliku resetkastog
prikaza prostorno-vremenskih klasa funkcijom stplot ().
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Slika 4.11: Resetkasti prikaz predikcija dobivenih prostorno-vremenskim obi¢nim krigingom
za Sest dana u srpnju 2022. na podrucju ,centra” FEurope. Bijele linije oznac¢uju granice
drzava, a krizi¢i meteoroloske stanice.
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Slika 4.12: Resetkasti prikaz standardnih devijacija dobivenih prostorno-vremenskim obi¢nim
krigingom za Sest dana u srpnju 2022. na podrucju ,,centra” Europe. Bijele linije oznacuju
granice drzava.
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4.5 Univerzalni kriging

Generalizirani model obi¢nog kriginga kod kojeg je pretpostavka konstantnog ocekivanja
zamijenjena s pretpostavkom linearnog modela. Sada je oc¢ekivanje procesa Y (s;t), EY (s;t) =
X3, gdje je B (p + 1)-dimenzionalni vektor parametara nepoznat. Prediktor univerzalnog
kriginga od Y (so;to) je

Yok (S03t0) = (s0;to)" Bers + €§Cz ' (z — X Bors), (4.15)
gdje je ,@G Ls procjenitelj za B3 dobiven generaliziranom metodom najmanjih kvadrata dan s
Bers = (X107 X)X 10 %,
Varijanca prostorno-vremenskog univerzalnog kriginga je
otk (S0;t0) = cop — 3C ey + k, (4.16)

gdje
k= (x (s0;tg) — XTCLco)(XTCL* X) Nz (s0;t0) — XTCL eo) (4.17)

predstavlja dodatnu varijancu kao matricu kovarijanci procjenitelja BG Ls za parametar (3.

Kao u protekla dva kriginga, i u ovom pozivamo funkciju krigeST (), ali sada navodimo
dodatnu nezavisnu varijablu LATITUDE u GLS formulu jer je pokazala rastuéi trend na
slici 3.3.

universal.kriging <- krigeST(MAX ~ 1 + LATITUDE, # GLS formula
data = STIDF_EuJuly,
newdata = STF_EU,
modellList = sumMetricVarFit,
computeVar = TRUE)

Vizualizaciju dobijemo pozivanjem funkcije stplot () kao i kod ostala dva kriginga.
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Slika 4.13: ResSetkasti prikaz predikcija dobivenih prostorno-vremenskim univerzalnim kri-
gingom za Sest dana u srpnju 2022. na podrucju ,,centra” Europe. Bijele linije oznacuju
granice drzava, a krizi¢i meteoroloske stanice.
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Slika 4.14: Resetkasti prikaz standardnih devijacija dobivenih prostorno-vremenskim univer-
zalnim krigingom za Sest dana u srpnju 2022. na podrucju ,,centra” Europe. Bijele linije
oznacuju granice drzava.

4.6 Usporedbe kriginga

Ve¢ iz dobivenih grafova kriginga smo uocili dosta slicnosti, ako ne i iste vizualne prikaze
medu ove tri vrste kriginga pa ¢emo ih prikazati jedne pored drugih tako da barem pokusamo
lakse uociti razlike medu njima. Prikazat ¢emo njihove predikcije i standardne devijacije
predikcija na istom grafu (slika 4.15). Usporedivat ¢emo rezultate dana 14. srpnja 2022. jer
smo taj dan izbacili iz kriginga pa nam on ima i puno veé¢u varijancu od ostalih dana. Kako
bismo dobili ove grafove, pozvali smo sp funkciju spplot (). Sljede¢i R kod je primjer kako
dobiti ovakav graf usporedbe predikcija. Analogno se dobije graf usporedbe standardnih
devijacija predikcija.

# Defaniramo podskup dana 14. srpnja
predikcijel4 <- universal.kriging[,"2022-07-14"]

# Spremimo predikcije dobivene vrstama kriginga
predikcijel4$varl.pred <- simple.kriging[,"2022-07-14"]$varl.pred
predikcijel4$varl.var <- ordinary.kriging[,"2022-07-14"]$varl.pred
predikcijel4$std <- universal.kriging[,"2022-07-14"]$varl.pred
names (predikcijel4@data) <- c("Jednostavni","Obi&ni","Univerzalni")

# Defaniramo skalu tznosa temperatura da bude jednaka kao u prethodnim slikama
plot.zlim <- seq(floor(min(universal.kriging$varl.pred,
simple.kriging$varl.pred,
ordinary.kriging$varl.pred)),
ceiling (max (universal.kriging$varl.pred,
simple.kriging$varl.pred,
ordinary.kriging$varl.pred)),
by = 1.8

# Kreiramo graf

spplot (predikcijeil4,
main = NULL,
layout = c(3, 1),
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sp.layout = layout,
col.regions = color_pal,
at = plot.zlim)
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Slika 4.15: Usporedba rezultata dobivenih krigingom 14. srpnja 2022. Gore su predikcije, a
dolje standardne devijacije.

No ipak se tesko uocavaju razlike golim okom pa pogledajmo sada deskriptivnu statistiku
predikcija u tablici 4.1 i standardnih devijacija predikcija u tablici 4.2.

k:i/;rt;a Minimum 13 er'lgill Medijan | Prosjek l((;\:‘rlilzjii Maksimum

Jednostavni 17.10 20.94 23.85 23.68 25.85 31.98
Obic¢ni 17.07 20.91 23.82 23.65 25.82 31.95

Univerzalni 16.95 20.66 23.87 23.60 25.89 31.97

Tablica 4.1: Usporedba predikcija dobivenih krigingom.

k;i[;:;a Minimum 12 er'lgill Medijan | Prosjek E‘::;‘ﬁ Maksimum

Jednostavni 3.171 3.253 3.323 3.347 3.420 3.773
Obic¢ni 3.173 3.254 3.324 3.349 3.422 3.776

Univerzalni 3.173 3.254 3.324 3.350 3.422 3.794

Tablica 4.2: Usporedba standardnih devijacija predikcija dobivenih krigingom.

Razlike su male, ali postoje. Pokazali smo ovim putem da pove¢anjem nepoznatih para-
metara u modelu pove¢avamo standardnu devijaciju predikcije.
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Sazetak

U ovom radu se upoznajemo s prostorno-vremenskim podacima kao proSirenje vremen-
skih nizova, definiramo pripadne slucajne procese i navodimo razlike medu tipovima
baza podataka. Nakon upoznavanja ove vrste podataka, u radu se zadrzavamo na ge-
ostatistickom tipu podataka (,,point referenced”). Kreéemo od analize geostatistickih
podataka koja se sastoji od vizualizacije i numerickih karakteristika. Definiramo empi-
rijsko prostorno i vremensko ocekivanje, empirijsku prostornu kovarijancu i prostorno-
vremenski variogram. Nakon toga podatke opisujemo modelom koji se najceScée koristi
u geostatistici, a to je kriging, metoda interpolacije koja se dijeli na tri vrste, jednos-
tavni, obi¢ni i univerzalni kriging. Sve prikazujemo na primjeru dnevnih maksimalnih
temperatura u Europi u 2022. godini zabiljezenih u klimatoloSkom centru americkog
ratnog zrakoplovstva. Dobiveni rezultati i grafovi su dobiveni programskim jezikom R
(inacica 4.2.2) te su neki dijelovi koda ukljuceni u radu.

Kljuéne rijeci: empirijska kovarijanca, empirijsko ocekivanje, funkcija kovarijanci,
funkcija ocCekivanja, geostatistika, jednostavni kriging, metricki model variograma, mo-
del metricke sume variograma, obi¢ni kriging, ,,point referenced” podaci, separabilni
model variograma, univerzalni kriging, variogram

Spatio-temporal models in geostatistics

Abstract

In this thesis, the spatio-temporal data are introduced as an extension of time series
models, we define the corresponding random processes and state the differences among
the types of databases. After getting acquainted with spatio-temporal data, our focus
shifts to geostatistical data (“point referenced”). We begin by analyzing geostatistical
data, which involves data visualization and exploratory data analysis. We establish
concepts like empirical spatial and temporal mean, empirical spatial covariance and
spatio-temporal variogram. Following that, we describe the data using a widely used
statistical technique called kriging, an interpolation method that comes in three vari-
ations, simple, ordinary and universal kriging. To illustrate these concepts, we use an
example of daily maximum temperatures in Europe during the year 2022 obtained from
the United States Air Force Climatology Center. We present our findings and graphs
generated using the R programming language (version 4.2.2), and we also include some
code in the thesis.

Keywords: empirical covariance, empirical expectation, covariance function, expecta-
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tion function, geostatistics, simple kriging, metric variogram model, ordinary krigin
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point referenced data, separable variogram model, sum-metric variogram model, uni-
versal kriging, variogram
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