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1 | Uvod

Jedan od matematickih pojmova za koji je vecina ljudi ¢ula jesu Fibonaccijevi bro-
jevi. Poznati primjer s pustim otokom i razmnozavanjem zeceva na istom, nastao
u mracno doba ljudske povijesti, postali su motivacija za niz brojeva koji se pro-
ucava i danas, nekoliko stolje¢a kasnije. F.E. A. Lucas je posebnu pozornost dao
Fibonaccijevim brojevima te je do danas ostao matematicar koji je dao najveéi do-
prinos u njihovom proucavanju. U ¢ast njemu, jedna varijacija Fibonaccijeva niza
nazvana je Lucasov niz. Uz Lucasa, medu znanstvenicima koji se isticu svojim
proucavanjem Fibonaccijeva niza su i brojna druga poznata imena kao M. Cantor,
J. Kepler, J. P. Binet i G. D. Cassini. Americki matematicar V. Hogatt ¢ak je osno-
vao i drustvo pod imenom American Fibonacci Association kojemu je cilj pronalaziti
nove rezultate vezane uz Fibonaccijeve brojeve i njihovu primjenu, a takoder je
pokrenuo i novine imena The Fibonacci Quarterly. 1z svega navedenog vidimo da
su Fibonaccijevi brojevi i dalje vrlo aktualna tema u svijetu znanosti. No, prica ne
staje samo u podruc¢jima matematike i fizike, ve¢ se proteZe i na svakidasnji zivot
- na umjetnost, arhitekturu i brojne pojave u prirodi. Fibonaccijevi brojevi su, ba$
kao i ve¢ina matematike, svuda oko nas, iako toga moZda nismo ni svjesni.

Cilj ovog rada je poblize upoznati Fibonaccijeve i Lucasove brojeve. Najprije
¢emo se dotaknuti osnovnih pojmova iz matematicke analize i teorije brojeva. Po-
tom ¢emo se upoznati s Fibonaccijevim brojevima, nekim njihovim svojstvima i
rezultatima o djeljivosti. Nakon toga, u tre¢em poglavlju pozabavit éemo se Luca-
sovim brojevima i svojstvima istih, no takoder ¢emo navesti i nekoliko identiteta
koji povezuju Lucasove brojeve s Fibonaccijevima. Upoznat ¢emo se s Cassinije-
vom formulom te identitetom kojim moZemo definirati i Lucasove i Fibonaccijeve
brojeve. U petom poglavlju dolazimo do jedne vrlo bitne formule: Binetove for-
mule, a potom i do pojma zlatnog reza. Na samom kraju, pogledat ¢emo i nekoliko
primjera Fibonaccijevih brojeva svuda oko nas.






2 | Osnovni pojmovi

Kako bismo analizirali Fibonaccijeve i Lucasove brojeve te iskazali neka njihova za-
nimljiva svojstva, najprije se moramo upoznati s nekim pojmovima kojima ¢emo
se koristiti kroz rad. Kako ¢esto spominjemo Fibonaccijev niz i Lucasov niz, pri-
sjetimo se definicije niza.

Definicija 1. Funkciju a : N — R nazivamo niz realnih brojeva. Vrijednost niza a(n)
oznacavamo s a, i zovemo n-ti lan niza ili opéi ¢lan niza. Oznaka za niz je (ay).

Niz realnih brojeva moZze biti zadan na sljedece nacine:
fi . 2 1.
a) op¢im ¢lanom (na primjer a, = 3n°, b, = —= itd.),
n

b) rekurzivnom formulom (na primjer Fibonaccijev niz, Lucasov niz, itd.).

Kako su brojna svojstva vezana uz djeljivost Fibonaccijevih te Lucasovih brojeva,
podsjetit ¢emo se i definicije i nekih rezultata vaZznih za taj dio analize.

Definicija 2. Neka su a,b € Z tea # 0. KaZemo da a dijeli b ukoliko postoji d € Z
takav da vrijedi b = a - d. To oznacavamo s a|b te kaZemo da je a djelitelj broja b, a b je
visekratnik broja a.

Pogledajmo nekoliko primjera na kojima ¢emo objasniti prethodne pojmove.
Primjer 1. Pogledajmo vezu izmedu brojeva:
a) 7,11i77,
b) —2,6i —12.
Rjesenge.

a) Uoc¢imo da 77 = 7 - 11. To znaci da su 7 i 11 djelitelji broja 77, §to moZemo
zapisati kao 7|77 1 11|77. Ujedno je i 77 viSekratnik i broja 7 i broja 11.

b) Broj —12 moZemo zapisati kao —2 - 6. Vidimo kako su —2 i 6 djelitelji broja
—12, dok je —12 njihov viSekratnik.

Slijedeci teorem jedan je od najvaZznijih teorema teorije brojeva, a zove se Teorem
o djeljenju s ostatkom.



Teorem 1 (vidjeti [9, Teorem 1.1.3.]). Neka su a,b € Z te a > 0. Tada postoje
jedinstveni q,r € Z takvi da vrijedi:

b=g-a+r, 0<r<a.
Dokaz. Potrebno je dokazati i postojanje i jedinstvenost brojeva qir.
1. Postojanje brojevagir
Kako s a dijelimo b, promatrajmo broj Z. Odaberimo takav q € Z da vrijedi

b :
o €laq+1).14.

b
q§5<q+1 /—q

ogg—q<1. (2.1)

Nekajer =b—a-q = a(g — q). Zbog (2.1) slijedi daje 0 < r < a. Dakle,
pokazali smo da postoje traZeni gir.

2. Jedinstvenost brojevagir

Za dokazivanje jedinstvenosti koristit ¢emo se kontradikcijom. Pretposta-
vimo da postoje g1, 42,711,172 € Z takvida 0 <ry,1p <ai

b=g1-a+n B
b:qZ~ﬂ—|—1’2

0=a(q1—q2) + (r1 —12)
a(qr — q2) =r2 —r1.

Kada bi q; i gp bili razli¢iti, vrijedi |a(q1 — g2)| > a, a zbog prethodno na-
vedene jednakosti bi bilo |rp, — 71| > a. Kako znamo daje 0 < ry,7p < g,
apsolutna vrijednost njihove razlike ne moZe biti veca od 2 ¢ime smo dosli do
kontradikcije. Znaci, g1 = g,. Tada je:

a(q1—4q2) =r2—n
a-0= rh —1
O=r—n
r1 = ro.
Dakle, vidimo da su g i 7 jedinstveni. O
Na slijede¢em primjeru ¢emo pokazati kako Teorem 1 izgleda u primjeni.

Primjer 2. Uz pomo¢ Teorema 1 zapisite:

a) dijeljenje broja 1711 s brojem 63,



b) dijeljenje broja 3024 s brojem 27.
Rjesenge.

a) Dijeljenjem broja 1711 s brojem 63 dobivamo ostatak 10 te prema Teoremu 1
to mozemo zapisati kao 17 = 63 - 27 + 10,

b) broj 3024 djeljiv je s brojem 27, odnosno ostatak je 0 $to moZemo zapisati kao
3024 =112-27 +0.

Bitno za naglasiti je da se s 0 ne dijjeli, a svaki broj djeljiv je s 1 (takoderis —1).

Definicija 3. Neka su a,b € Z. Zajednicki djelitelj brojeva a i b je broj ¢ € Z koji dijeli
iaib. Ako je bar jedan od brojeva a i b razlicit od 0, onda oni imaju konacno mnogo
zajednickih djelitelja, a onog koji je najveci od njih svih zovemo najveci zajednicki djelitel].
Oznaka za najveceg zajednickog djelitelja brojeva a i b je (a,b).

Ako se osvrnemo na Primjer 1 pod b), i 6 i 12 dijele brojevi &<
{-1,-2,-3,-6,1,2,3,6}. Te brojeve zovemo zajednic¢kim djeliteljima brojeva 6 i
12. Najve¢i zajednicki djelitelj bit ¢e 6, to oznac¢avamo kao (6,12) = 6.

Definicija 4. Za brojeve (a,b) € Z kaZemo da su relativno prosti ako im je najveci
zajednicki djelitelj 1, tj. ako je (a,b) = 1.

Odrediti najveceg zajednickog djelitelja moZe biti lak posao, no moZe biti i vrlo
izazovno te vremenski zahtjevno. Stoga se ¢esto koristimo postupkom poznatim
pod imenom Euklidov algoritam kako bi dosli do najveéeg zajednickog djelitelja

dvaju cijelih brojeva. U svrhu dokazivanja Euklidova algoritma navodimo iducu
propoziciju.

Propozicija 1 (vidjeti[ 5, Propozicija 2.6.]). Neka a,b,c € Z. Tada je:
(a,b) = (a,b+ ac).

Teorem 2 (vidjeti [5, Teorem 2.7.]). Neka su a,b € Z takvida b > a. Pretpostavimo
da su uzastopnom primjenom Teorema 1 dobivene jednakosti:

b=a-q1+r, 0<r<a
a=r1-qp+r, 0<rn<n
71:FZ'I]3+V3, 0<1’3<1”2

Thn2 =Ty 1-qn+71n, 0<ry, <141
"'n—1="n qu+1 + 0.

U tom slucaju, (a,b) = ry, tj. najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b je zadnji nenul
ostatak.



Dokaz. Iskoristimo li Propoziciju 1, dobivamo

(a,b) = (b—a-q1,a) = (r,a)
= (r,a—r1-q2) = (r1,12)
= (71 —T2-q3, Vz) = (V3,72)

= (rn—Z —Tn—1"qn, 7’n—1) = (rn—lr 7’n)
= (rn—l —Tn - qn, rn) = (O/ rn)

=Tn,
a upravo to je i bila nasa tvrdnja. O
Primjenu Euklidova algoritma pokazat ¢emo idué¢im primjerom.

Primjer 3. Koristenjem Euklidova algoritma pronadimo najveceg zajednickog djelitelja
brojeva:

a) 256 i 408,

b) 1320 i 945.
Rjesenje.

a) Imamo:

408 = 256 -1 + 152
256 =152 -1+ 104
152 =104 -1+ 48
104 =48-2+8
48 =8-6+0.

Kako je zadnji nenul ostatak bio 8, onda je prema Euklidovu algoritmu
(256,408) = 8.

b) Dobivamo:

1320 =945 -1+ 375
945 = 375 - +2+ 190
375 =190-1+ 185
190 =185-1+5
185 =5-37+0.

Dakle, prema Euklidovom algoritmu, (1320,945) = 5.



3 | Fibonaccijevi brojevi

U ovom poglavlju bavit éemo se Fibonaccijevim brojevima i njihovim svojstvima.
Leonardo od Pise (oko 1170.-1250.), poznatiji kao Leonardo Fibonacci, talijanski
je matematicar koji se istaknuo kao jedan od najznacajnijih matematicara srednjeg
vijeka. Uveo je arapsko pisanje brojeva te napisao knjige Liber abaci, Liber quadra-
torum i Practica geometrige. U svojim knjigama bavio se zbrajanjem, oduzimanjem,
mnoZenjem i dijeljenjem realnih brojeva, osnovama algebre i geometrije, kvadrat-
nim i kubnim korijenima te osnovama trgovanja. Mnogi smatraju da je svojim
znanjem bio ispred svog vremena, a danas je najpoznatiji po Fibonaccijevim bro-
jevima. Ova pri¢a zapocinje s jednim pustim otokom i problemom razmnoZzavanja
zeceva pa ¢emo se motivirati istom.

Primjer 4. Zamislimo da imamo pusti otok na koji dovodimo jedan par zeceva. Taj par se
razmnoZava i pretpostavimo da dobije jedan novi par zeceva kao potomke. Svaki par zeceva
na otoku dobivat ée potomke, no zamislimo da zeCevi nisu spolno zreli prvih mjesec dana -
dakle svaki par zeCeva daje nove potomke tek nakon sto napune dva mjeseca Zivota. Ukoliko
zeCeve ostavimo krajem oZujka na otoku, koliko zeceva ée biti na otoku nakon godinu dana?

Rjesenje.
kraj ozujka

kraj travnja

kraj svibnja oy &
.
: .
kraj lipnja . o &
kraj srpnja ) R A o &
. \ i . P\f .Y « W
kraj kolovoza . 7 | “!*»J, o o ¢ w;_)?' &
Slika 3.1: Broj zeceva u prvih 6 mjeseci
Na kraju oZujka na pustom otoku imamo jedan par zeceva. Kako oni nisu
spolno zreli prvih mjesec dana, tek dva mjeseca poslije, odnosno krajem svibnja
na otoku imamo dva para zeceva. Krajem iduceg mjeseca, odnosno krajem lipnja

na$ polazni par zeceva ponovno daje novi par, a par zeceva koji je nastao u svibnju

7
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jos ne moZe dati potomke. Krajem srpnja, polazni par zec¢eva daje ponovno jedan
par te par nastao u svibnju daje jedan par, a par nastao u lipnju jo$ nije spreman
za potomke (i analogno nastavljamo dalje). Broj parova zeceva po mjesecima vi-
dimo u Tablici 3.1. Vidimo kako nakon godinu dana na otoku imamo 233 parova

zeceva.

Mjesec | Broj parova zeceva
oZzujak 1
travanj 1
svibanj 2
lipanj 3
srpanj 5
kolovoz 8
rujan 13
listopad 21
studeni 34
prosinac 55
sijecan;j 89
veljaca 144
ozujak 233

Tablica 3.1: Broj zeceva na otoku po mjesecima

Oznacimo broj zeceva u ozujku s F;, u travnju s F, i analogno ostale. Pogledamo
li pozornije Tablicu 3.1, vidimo kako se svaki ¢lan, pocevsi od treceg, dobije kao
zbroj prethodna dva ¢lana:
2=1+1, 4§ K=F+h,
3=1+4+2, 4. k=hkKh+5,
5=24+3,t. F=FK+F,

144 = 55+ 89, tj. F1p = Fio + Fi1,
233 =89 + 144, tj. F;3 = Fi1 + Fio.
Upravo su brojevi iz Primjera 5 Fibonaccijevi brojevi.
Definicija 5. Neka je niz (F,) zadan rekurzivnom relacijom
Fio=F,1+F—», Vn=>3

te neka su proa dva ¢lana tog niza Fy = 1i F, = 1. Takav niz naziva se Fibonaccijev niz,
a ¢lanove niza (F,) zovemo Fibonaccijevi brojevi.

3.1 Svojstva Fibonaccijevih brojeva

Fibonaccijevi brojevi su se s vremenom pokazali kao vrlo zanimljiv matematicki
niz brojeva s raznim svojstvima i Sirokom primjenom. Upoznajmo se s nekim od
brojnih karatkeristika Fibonaccijevih brojeva.
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Teorem 3 (vidjeti [8, Theorem 5.1]). Neka je (F,) Fibonaccijev niz. Tada vrijedi:

n

Y Fi=Fu2—1,
i=1

odnosno suma prvih n ¢lanova Fibonaccijevog niza jednaka je (n + 2)-om clanu niza (Fy)
umanjenom za 1.

Dokaz. Dokaz ovog teorema slijedi direktno iz same definicije Fibonaccijeva niza.
Naime, znamo da je
Fn=F,1+ Fy,

a prebacivanjem ¢lanova s lijeva na desno dobivamo
Fy—2=F,—F, 1. (3'1)

Ukoliko sve ¢lanove, pocevsi od prvoga, do n-og ¢lana zapiSemo prema formuli
(3.1) dobivamo slijedece:

h=FK—-h,
B =F—F,
F3=F —Fy,
Fy=F—Fs,

F,2=F,—F, 1,
Fp1=Fi1—Fy,
F, = Fn+2 _Fn—l—l-

Kada bismo zbrojili sve jednadZbe koje imamo, na lijevoj strani dobili bi

h+h+FRB+FR+...+ B2+ F 1+ F,

n
$to nije nista drugo nego ) _ F;. Dakle, imamo
i=1

n
ZFi=P3—F2+F4—F3+F5—F4+F6—F5
i=1

+~--+Pn_Pnfl+Pn+l_Fn+Fn+2_Fn+l-

Vidimo kako se ¢lanovi niza, sve od treéeg ¢lana pa do (n + 1)-og ¢lana niza, uklju-
¢ujudi i njih same, pojavljuju s predznacima + i —. U sumi daju 0 i na kraju nam

ostaje
n

Fi=Fi2— B,
i=1
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a kako znamo da je F, = 1 imamo:

n

Y F=F—1
i=1

Pogledajmo prethodnu primijenjenu u nekoliko primjera.
Primjer 5. Izracunajmo sumu:
a) proih pet ¢lanova Fibonaccijeva niza,
b) proih deset ¢lanova Fibonaccijeva niza.
Rjesenje.
a) Suma prvih pet ¢lanova niza (F,) jednaka je
5
Y F=1+14+2+3+5=12,
i=1
dok prema Teoremu 3 ona iznosi
F=F-1=13-1=12

5

i=1
Vidimo kako su obje sume u konac¢nici jednake.

b) Suma prvih deset ¢lanova niza (F,) jednaka je

10
Y FE=1+14+2+3+5+8+13+21+34+55=143,
i=1

a ako se pozovemo na Teorem 3 dobivamo
10
Y Fi=Fy—1=144—1=143,
i=1

iz ¢ega vidimo kako ponovno imamo jednaki iznos.

Zanimljivo je da kod Fibonaccijevih brojeva moZemo promatrati i sumu samo ne-
parnih ¢lanova, a time ¢emo ponovno dobiti nista drugo nego Fibonaccijev broj.

Teorem 4 (vidjeti [8, Theorem 5.2]). Neka je (F,) Fibonaccijev niz. Tada vrijedi:

n
Y B =Py
i=1
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Dokaz. Za potrebe dokaza, stavimo da je Fy = 0. Ponovno kre¢emo od rekurzivne
relacije kojom je dan niz:
Fp=F,1+ Fy—2,

no malo drugacijom manipulacijom formule dobivamo:
F, 1 =F,—F, . (3.2)

Pomocu formule (3.2) raspisujemo ¢lanove ove sume:

F=Fk-F,
F3:F4_F2/
Fs=Fs— Fy,

by 3=Fy2—Fy_4,
Fy_1=FE,—Fy».

Nakon zbrajanja svih jednadzbi na lijevoj strani imamo:

h+B+E+...+hy3+ k1,

n
Sto moZemo zapisati u obliku Y _ F;_1. Na desnoj strani prethodnog niza jedna-
i=1
kosti, analogno kao u dokazu Teorema 3, dobivamo:

b, — F.

Uzmemo li u obzir da je Fy = 0, slijedi:

n

Y By =Fy.
i=1

]

Sliéno svojstvo moZemo uociti i kod parnih Fibonaccijevih brojeva, odnosno
parnih Fibonaccijevih ¢lanova niza.

Korolar 1 (vidjeti [8, Corollary 5.1]). Neka je (F,) Fibonaccijev niz. Tada vrijedi:

n
Y Fi=Fy1—1
i=1

n
Dokaz. Sumu ) F,; raspisat ¢emo kao razliku sume prvih 2n ¢lanova Fibonacci-
2i
i=1
jevog niza i sume neparnih ¢lanova Fibonaccijeva niza :

n 2n n
Y Bi=) FE-) Fi. (3.3)
i=1 i=1 i=1
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Prema Teoremu 3 znamo kako je

2n

Y F=Fun—1,
i=1

dok prema Teoremu 4 znamo da je
n
Y Fi_1= by
i=1
Uvrstimo li to u jednakost (3.3) dobivamo

n
Y Bi=Fu—1-h,
i=1

= Fy+2 — By —1 isada primjenom (3.2) slijedi jednakost
= by — 1.

O
Primjenu prethodnog teorema i korolara pokazat ¢emo na slijede¢em primjeru.
Primjer 6. Izacunajmo sumu:

a) pruih sedam parnih clanova Fibonaccijeva niza,

b) pruih sedam neparnih ¢lanova Fibonaccijeva niza.
Rjesenje.

a) Suma prvih sedam neparnih ¢lanova niza (F,) jednaka je

7
Y B =1+42+5+13+34+89+233 =377,
i=1

dok prema Teoremu 3 vrijedi:

7
Y By =F.y = Fy4=377.
i=1

Vidimo da su dobivene vrijednosti jednake.

b) Suma prvih sedam parnih ¢lanova niza (F,) jednaka je

7
Y B =1+43+8+21+55+ 144 + 377 = 609,
i=1

a prema Korolaru 1 znamo

7
Y Bi=Fg41—1=Fs5—-1=610—1=609.
i=1

Vidimo da su rezultati jednaki.
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Zanimljiv rezultat daje nam i suma kvadrata prvih n Fibonaccijevih brojeva, od-
nosno ¢lanova niza (F,).

Teorem 5 (vidjeti [2, Theorem 3.1.3.]). Neka je (F,) Fibonaccijev niz. Tada vrijedi:
F24+F%2+...4+F_1>+F2=F, Fp1.
Dokaz. Neka je Fy = 0. Prema Fibonaccijevoj formuli znamo da je

F,+1 = F,+F,_1, tojest
F, = Fn+1 — Fy1.

Dobivenu jednakost pomnoZzimo s F, te kao rezultat imamo:
F2=F, -Fyiq1—Fy-Fy_1. (3.4)
Koristeéi se (3.4) raspiS§imo ¢lanove promatrane sume:

F?=F-F—F -k,
K*=FK -F—LE-F,
F>=F K—-F-b,

F, 1>=F, 1-F,—F,1-F, o,
Pn2 =Fy,- Fn+1 —F - Fn—l-

Sumiranjem svih jednadZzbi s lijeve strane dobivamo:
2+ B2+ F2+...+F 1>+ E2

dok na desnoj strani, zbog jednakih izraza razli¢itih predznaka, sumiranjem do-
bivamo

Fy - Fyy1 — B - Fo.
Kako je Fy = 0 ostaje samo F; - +F, ;1. Naposlijetku imamo:

F2+B*+F*+...+ F 1>+ F2=F, - Fu

PokaZzimo primjenu prethodne formule na sljede¢em primjeru:
Primjer 7. Izacunajmo sumu:
a) kvadrata proih pet ¢lanova Fibonaccijeva niza,
b) kvadrata prvih sedam clanova Fibonaccijeva niza.

Rjesenge.
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a) Suma kvadrata prvih pet ¢lanova niza (F,) iznosi

5
Y F?=1>+12+2243+5" =40,
i=1

dok prema Teoremu 5 vrijedi:
5
Y F?=FF =34 =5-8=40.
i=1

Vrijednosti su jednake.

b) Suma kvadrata prvih sedam ¢lanova niza (F,) iznosi

7
Y F?=12+12+2%+3%+ 5% + 8 +13% = 273,
i=1

a prema Teoremu 5 imamo

7
Y F?=F, F=13-21=273.
i=1

Vidimo da su dobivene vrijednosti jednake.

Jedna od poznatih povijesnih osoba koje su pokazale velik interes za Fibonaccijeve
brojeve bio je astronom i matemati¢ar Giovanni Cassini. Prvi je uocio uzorak u
uzastopna tri Fibonaccijeva brojeva preko kojeg ih je povezao. Danas je taj rezultat
poznat kao Casinnijev teorem, a sama formula kao Casinnijeva formula.

Teorem 6 (vidjeti [8, Theorem 5.3.]). Neka je F, n-ti Fibonaccijev broj. Tada vrijedi:
Fo1-Fp1—FE2=(-1)", Vn>1.
Dokaz. Prethodnu tvrdnju dokazat ¢emo metodom matematicke indukcije. Po-
novno, neka je Fy = 0.
1. Baza indukcije
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n = 1.
Fi1 Py —F*=(-1)
Fh-Bh-F?>=-1
0-1-1>=-1
-1=-1.
Kako jednakost vrijedi, zaklju¢ujemo da je tvrdnja istinita za n = 1.

2. Pretpostavka indukcije
U ovom koraku pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi zan < k. Dakle, smatramo
kako je jednakost
Fi1-Fopn— B = (=1)"

istinitazan € {2,3,...,k—1,k}.
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3. Korak indukcije
Ovdje nastojimo dokazati kako je tvrdnja valjana i za n = k + 1, a kako bi
to postigli koristit éemo se s pretpostavkom indukcije i samom definicijom
Fibonaccijeva niza. Sada imamo:

Fi Feo = Fen® =Fc - (Fn + B) — B
=Fc - Ferr + B — e
=F* — Fevr - (B — )
=62 — Fe1 - Fe
= — (Feq1 - F_1 — F?). 1z pretpostavke indukcije slijedi
=~ (-1)f
:(_1)k+1’

a to smo i trebali pokazati.

Pogledajmo primjenu Cassinijeve formule na nekoliko primjera.
Primjer 8. Izacunajmo:
a) Fs-F; — Fs’,
b) Fg- Fio — Fo2.
Rjesenje.
a) Uvrstimo li Fibonaccijeve brojeve dobivamo:
Fs-Fp—F?=5-13-8=65—-64=1,

dok prema Casinnijevoj formuli, kako je k = 6, slijedi da rezultat ove razlike
treba biti (—1)® = 1, a to smo i dobili.

b) Najprije pogledajmo kakav rezultat dobijemo preko tri uzastopna Fibonacci-
jeva ¢lana:

Fs-Fo— Fy? =21-55— 342 = 1155 — 1156 = —1.

Casinnijeva formula nam kaze, uzimajudi u obzir da je k = 9, da ¢éemo dobiti
(—1)° = —1. Dobivene vrijednosti su jednake.

Pogledat ¢emo jos jedan zanimljiv identitet uoc¢en u Fibonaccijevim brojevima, a
bit ¢e nam potreban za neke sljedece zakljucke.

Korolar 2 (vidjeti [2, Theorem 3.1.4.]). Za Fibonaccijeve brojeve vrijedi:
Foym =Fi-1-Fu+Fy- Fpyyq, Vm,n > 1.

Dokaz. Pri dokazu ovog korolara koristit éemo matematicku indukciju po n. Po-
novno, neka je Fp = 0.
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1. Baza indukcije
Pogledajmo je li tvrdnja valjana za n = 1.

Fim=h-1-Funt+F-Fyn1
Fus1 =F-Fy+F -Fy11,akakoje Fy = 0i F; = 1 dobivamo

Fypi1 =1 Fy+1 = Byt
Tvrdnja vrijedi za bazu indukcije.

2. Pretpostavka indukcije
Radimo pretpostavku da tvrdnja vrijedi zan = 2,3...,k — 1,k te time sma-
tramo da je jednakost

Fotm = Fy—1 - Fn+ Fy - Fuga
valjanazan € {2,3,...,k—1,k}.

3. Korak indukcije
PokaZimo sada da je tvrdnja valjana i za n = k + 1. Zelimo pokazati da je

Fyyky1 = Fe s Fm + Fey1 - B
Naime, prema pretpostavci indukcije vrijedi:

Fpik = Fe—1 - Fn + F - Fyg1,
Fyvk—1=Fe2-Fn+ Fe1- Byt
Zbrajanjem prethodnih jednadZbi i primjenom definicije Fibonaccijeva niza

slijedi:

Fntk + Fnik—1 = Fe—1 - Fn + Fe- Bup1 + Feo - B + Fe—1 - B
Fuykr1 = Fn - (Fe-1 + Fe—2) + Fug1 - (Fe+ F1)
Foyk1 = Fe B+ Feg1 - Fygae

Jednakost je valjana pa zaklju¢ujemo da iskaz korolara vrijedi.
O

Uzmemo li na primjer Fg, puno nam je lakSe izra¢unati ga pomoc¢u Korolara 2,
nego preko same formule Fibonaccijeva niza. F,g moZemo zapisati i kao Fig4 12 iz
¢ega prema Korolaru 2 slijedi da je

Fs = Fig+12 = Fi5 - Fio + Fig - Fi3
=610 - 144 + 987 - 233 = 317881,

a upravo to i je vrijednost 28-og Fibonaccijevog broja.
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3.2 Dijeljivost Fibonaccijevih brojeva

Clanove Fibonaccijeva niza, odnosno Fibonaccijeve brojeve mozemo detaljnije
analizirati i preko matematic¢ke grane zvane teorije brojeva. Tim svojstvima ¢emo
se baviti u nastavku ovoga rada.

Korolar 3 (vidjeti [8, Corollary 5.2.]). Svaka dva uzastopna Fibonaccijeva broja su
relativno prosti, tj.
(Fp Fusr) =1, Vn>1.

Dokaz. Oznacit ¢emo (Fy,, F,11) = d. Prema definiciji najveceg zajednickog djelite-
lja, znamo da d|F, id|F,1, ali onda djjeli i F,%. Iskoristimo li Casinnijevu formulu,
imamo:

Foo1-Fuqn — E2 =(-1)" V¥n>1
—_—— =~

djeljivos d djeljivosd = da € Z takav da vrijedi F,,_1 - F,,41 = a-d,
3b € Z takav da vrijedi F,> = b - d

pa sada imamo

a-d—b-d
(a—0b)-d

(—1)", Wn>1
(-1)", Vn>1.

Vidimo da d dijeli —1 ili 1, a tada d moZe biti samo 1 jer smo rekli da je najvedci
zajednicki djelitelj prirodan broj. Dakle, (F,, F,4+1) = 1. O

Pogledamo li samo uzastopne Fibonaccijeve brojeve iz Tablice 3.1, vidimo kako
su oni prosti. Zanimljivo je do koliko zakljuc¢aka o djeljivosti Fibonaccijevih bro-
jeva moZemo do¢i promatrajuci indekse istih.

Teorem 7 (vidjeti [8, Theorem 16.1.]). Neka su F,,, m-ti i F,,,, mn — ti Fibonaccijevi
brojevi. Tada vrijedi: Fy|Fyn, Ym,n > 1.

Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po n.

1. Baza indukcije
Provjerimo je li tvrdnja istinita za n = 1.

Znamo da je jedan od djelitelja proizvoljnog cijelog broja i on sam. Stoga
zakljucujemo da je tvrdnja istinita za n = 1.

2. Pretpostavka indukcije
U ovom koraku pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi zan = 2,3,...,k —1,k,
odnosno
Fu ‘F n-m

jeistinitozan € {2,3,...,k—1,k}.
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3. Korak indukcije
Nastojimo pokazati kako tvrdnja vrijediizan = k + 1.

Fy.(k+1) = Enk+m pa koristeci Korolar 2 dobivamo
Fm~(k+1) = Fuk—1 - Fm + FukFm41
—_——— N———
djeljivos F;, djeljivo s F,, prema predpostavci indukcije.
Dakle, slijedi nam Fy|F,,. (k1) 1 zaklju¢ujemo da je polazna tvrdnja valjana.

]

Ovo svojstvo dobar je alat za odredivanje djelitelja nekog Fibonaccijevog broja.
Znamo da, ukoliko rastavimo indeks nekog Fibonaccijevog broja na produkt, svi
Fibonaccijevi brojevi koji su ineksirani ¢lanovima produkta, bit ¢e njegovi djelitelji.

Primjer 9. Pogledajmo djelitelje broja Fy;.

Rjesenje. Djelitelji broja 12, u skupu prirodnih brojeva su {1,2,3,4,6,12}. Prema
Teoremu 7, 12. Fibonaccijev ¢lan trebali bi dijeliti Fy, F>, F3, Fy, Fg i Fi». Kako su to
zapravo brojevil, 1,2,3,81144, a Fj, = 144, vidimo kako to jesu djelitelji broja 144.

Jedan od rezultata o pronalasku najveceg zajednckog djelitelja Fibonaccijevih
brojeva povezuje indekse Fibonaccijevih brojeva s njima samima. Vise ¢emo vi-
djeti u iduéem teoremu, a najprije navodimo lemu koja ¢e nam biti potrebna kako
bi dokazali navedeni teorem.

Lema 1 (vidjeti 8, Lemma 16.1. i Lemma 16.2.]). Za Fibonaccijeve brojeve vrijedi:
1) (Fjn-1,F0) =1,
2) Ako jem = ng +r, onda (Fy, F,) = (Fu, Fr).

Dokaz.

1) Radi jednostavnosti, oznacit ¢emo (Fqn,l, F,) = m. Tada znamo da m|Fqn,1
i da m|F,. Teorem 7 tvrdi nam da F,|F;,, a kako m|F, = m|F;,. Sada
imamo da m|Fy, i m|F,;, 1 te dolazi do kontradikcije ukoliko je m bilo sto
osim 1 jer znamo da su dva uzastopna Fibonaccijeva broja prosti. Dakle,

(Fpn-1,F) = 1.
2) Krec¢emo od pretpostavke da je m = ng + r,. Tada imamo:

(Fm, Fu) = (Fug+r, Fn). Sada iskoristimo Korolar 2 i slijedi
= (an—l B+ Fqn ) Fr—l—l/Fn)-

Prema Teoremu 7 znamo da F;|Fy, i imamo: (Fy, Fy) = (an_l - F, F,). Zbog
Korolara 3 je (F,;-1, Fx) = 1 pa imamo:

(Fu, Fu) = (F, Fy).
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Prijedimo sada na sljede¢i teorem.

Teorem 8 (vidjeti [8, Corollary 16.3.]). Neka su F,, i F,,, n-ti i m-ti Fibonaccijevi brojevi.
Tada je (Fu, Fn) = F(y m)-

Dokaz. Pretpostavit éemo da je n < m. KoriStenje Euklidovog algoritma, odnosno
Teorema 2, i n-a kao djelitelja, rezultira ovim jednakostima:

m=mn-q+r;, 0<r;<n,
n=ry-qa+ry, 0<rn<r,
r=ryqzt+r; 0<r3<ry,

n—2="n-1"qn+"n, 0<ry <ry_1,
Tn—1="n"qn+1+0.

Koristenjem Leme 1 pod 1) slijedi kako je (F, Fy) = (Fu, E,) = (F, F,) = ... =
(Fr, ,, E,). Iz zadnje u nizu jednakosti dobivenih Euklidovim algoritmom vidimo
daje ry—1 = rn - gu+1 iz Cega vidimo da r,|r,—1, a to znadi da postoji a € Z takav
dar,_1 =r,-a. Tadaje F,,_, = F,,., pa iz Teorema 7 znamo da F,|F,_,, iz Cega
slijedi (F,, Fr,_,) = F,. Istovremeno, zbog Teorema 2 znamo daje (n,m) = r,. Iz
svega navedenog zaklju¢ujemo daje (Fy, F) = (F, ,, F,) = F, = Fnm) - O

Prvih par Fibonaccijevih brojeva nije teSko promatrati niti analizirati, no kako
je svaka nova vrijednost zbroj prethodne dvije, Fibonaccijevi brojevi postaju sve
veli i teZe ih je analizirati.

Primjer 10. Pronadimo najveceg zajednickog djelitelja Fi¢ i Fo.

Rjesenje. Cilj nam je pronaci (Fi, F29), odnosno (987,6765). Prema Teoremu 8
znamo da ¢e on biti jednak Fy4,9) = F1 = 3. Podijelimo li Fy¢ i Fo s 3, dobivamo
redom 329 i 2255. Kako su, osim 3, djelitelji broja 987 jos 7 i 47, a djelitelji broja
6765 jos sui1li4l, vidimo kako je 3 zaista najveci zajednicki djelitelj od Fy i F>p.

Promotrimo li Fi¢ i Fog iz prethodnog primjera, za ra¢unanje najveceg zajednic-
kog djelitelja tih dvaju brojeva trebalo je pronaci ostale djelitelje istih, ali to moZze
biti vremenski zahtjevno za napraviti. Upravo u takvoj situaciji bio bi nam koris-
tan slijedeci teorem.

Teorem 9 (vidjeti [8, Corollary 16.2.]). Neka su F, i F,,, n-ti i m-ti Fibonaccijevi brojevi.
Tada n|m ako i samo ako F,|Fy,.

Dokaz.

Nuznost
Neka n|m. Tada postoji neki a € Z takav dajem = n -a. Tada je Fy, = Fy.4, @
prema Teoremu 7 znamo da tada i F, i F, dijele F,. Dakle, F,|Ep,.

Dovoljnost
Neka F,|F,. Tada (F,, F,) = F,, a prema Teoremu 8 znamo da je (F,, Fy) =
F(ym)- Dakle (n,m) = n, a iz toga zaklju¢ujemo da n|m.

O
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Vratimo li se na prethodno spomenuti Fj4 = 987, znamo iz prethodnog te-
orema da kako su 1, 2, 4, 8 i 16 djelitelji broja 16, onda su Fy, F>, Fy, Fg i Fy4 djelitelji
broja Fie.



4 | Lucasovi brojevi

Jedan od matematcara koji se istaknuo proucavanjem Fibonaccijevih brojeva bio
je Francois Edouard Anatole Lucas, poznatiji kao Lucas (1842-1891.). Roden je
i odrastao u Francuskoj, a nakon francusko-pruskog rata, postao je profesor ma-
tematike. Njegova istraZivanja znacajna su za matematiku i danas, a posebice se
istaknuo rezultatima iz teorije brojeva. Velik doprinos matematici dao je prouca-
vanjem Fibonaccijevih brojeva i njhovih svojstava, a uspio je jos davne 1876., ko-
risteci vlastite metode, dokazati da je 2!%” — 1 prost broj. Taj broj je, sve do danas,
ostao najvedi ru¢no izracunat prosti broj ikad. Njegove metode traZenja prostih
brojeva koriste se i danas, a za napredak teorije brojeva vrlo je znac¢ajno njegovo
djelo Récréations mathématiques. Takoder, zalagao se za implementiranje binarnog
sustava u radu rac¢unala. Proucavanjem Fibonaccijeva niza, do$ao je do niza koji
se koristi istom rekurzivnom formulom kao i sam Fibonaccijev niz, no ima dru-
gacije pretpostavke. U ¢ast njemu taj niz zovemo Lucasov niz, a njegove ¢lanove
Lucasovi brojevi.

Definicija 6. Neka je niz (L) zadan rekurzivnom relacijom
Ly =Ly1+Ly2 Vn=3,

te neka su proa dva ¢lana tog niza Ly = 1i Ly = 3. Takav niz naziva se Lucasov niz, a
¢lanove niza (L, ) zovemo Lucasovi brojevi.

U Tablici 3.1 vidjeli smo kako izgleda prvih 13 Fibonaccijevih brojeva, a u Ta-
blici 4.1 vidimo kako izgleda prvih 13 Lucasovih brojeva. Usporedimo li vrijed-
nosti Fibonaccijeva i Lucasova niza, odnosno brojeva, vidimo kako su Lucasovi
brojevi veci, no kako je po definiciji L, > F, ne ¢udi nas takav zakljucak.

21
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Indeks | Vrijednost
I 1
Ly 3
Ls 4
Ly 7
Ls 11
L¢ 18
L7 29
Ls 47
Lg 76
L1 123
L1 199
Ly 322
Lis 521

Tablica 4.1: Prvih 13 Lucasovih brojeva

4.1 Svojstva Lucasovih brojeva

Brojna svojstva koja smo uoc¢ili kod Fibonaccijevih brojeva moZemo pronacdi i kod
Lucasovih brojeva. Uzimajucdi u obzir da su pocetne pretpostavke za ova dva niza
drugacije, no da oni jesu definirani istom rekurzivnom formulom, o¢ekivano je da
¢emo imati sli¢ne zakljucke.

Teorem 10 (vidjeti [8, Identities 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 ,5.10]). Neka je (L,) Lucasov niz.
Tada vrijedi:

n
a) Y Li=Lnr—3,
i=1

n
b) Y Lo = Lopt1 —1,
i—1

n
¢) Y Loi1 =Ly —2
i=1
d) Ly_1-Lyq—Ly? =5(-1)""1,

n

e) ZLiZ =Ly - Ln—H - 2.
i=1

Dokaz. Dokazi se mogu izvesti analogno dokazima Teorema 3 i 4, Korolara 1, Te-
oremabi 6. O

Sli¢no kao kod Fibonaccijevih brojeva, pogledajmo na primjeru prethodno na-
vedene jednakosti.

Primjer 11. Izracunajmo:
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a) sumu prvih deset ¢lanova Lucasova niza,
b) sumu proih sedam parnih ¢lanova Lucasova niza,
c) sumu prvih sedam neparnih clanova Lucasova niza,
d) Lg - Lip — Lo?,
e) sumu kvadrata prvih pet clanova Lucasova niza.
Rjesenge.
a) Pogledamo li prvih deset ¢lanova Lucasova niza, njihova suma iznosi

10
ZLI-:1+3—|—4+7+11+18+29—|—47+76—|—123:319,
i=1

dok nam tvrdnja a) Teorema 10 tvrdi da je
10
Y Li=Lyps2 —3 = L1p — 3 =322 -3 =319.
i=1

Iz dobivenih vrijednosti vidimo da jednakost vrijedi.

b) Suma prvih sedam parnih ¢lanova Lucasova niza iznosi

iin = Lo+ Ls+Le+ Lg+ Lio+ L12+ L4
o =3+7+18+47 4123 322 4 843 = 1363,
a prema tvrdnji b) iz Teorema 10 ta suma jednaka je
7
Y Lyi=Lypy1—1=1L15—1=1364—1=1363,
i=1
pa vidimo da su vrijednosti jednake.

¢) Suma prvih sedam neparnih ¢lanova Lucasova niza iznosi
7
Y Lyiy=Li+Ls+Ls+Ly+ Lo+ L1 + Li3

i=1
=14+4+11+294 76+ 199 + 521 = 841.

Tvrdnja c) u Teoremu 10 kaZze da je ta vrijednost jednaka vrijednosti

7
Y Lyig=Lpy—2=1Lyu—2=2843—-2=284],
i=1

i vidimo da je to to¢no.
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d) Tvrdnja d) Teorema 10 govori nam da je Lg - Lig — Lo?> = 5- (—1)°"! = 5,
s obzirom da je n = 9. Ukoliko uvrstimo vrijednosti Lucasovih brojeva u
prethodni izraz, dobivamo sljedece:

Ls-Lyg— Lo> = 47 - 123 — 76> = 5781 — 5776 = 5,

Sto je jednako rezultatu dobivenom primjenom navedenog teorema. Uoc¢imo
da je ovo varijanta Cassinijeve formule za Lucasove brojeve.

e) Suma kvadrata prvih pet ¢lanova Lucasova niza jednaka je

iLﬁ =L+ L+ L3+ Lf+ 15 =17+ + 4+ 7> +11°
o = 14+9416449 4121 = 196,
a prema tvrdnji e) Teorema 10 imamo:
5
Y L?=Ls-Lg—2=11-18 -2 =19%.
i=1

Vidimo da su vrijednosti jednake.

Dok su prethodno navedena svojstva sli¢na onima kao i kod Fibonaccijevih bro-
jeva, zanimljivo je da ova dva niza nisu toliko sli¢na u svojstvima povezana s dje-
ljivosti.

Primjer 12. U svojstvima djeljivosti Fibonaccijevih brojeva vidjeli smo kako vrijedi:
a) (Fu, Fn) = Flum)
b) n|lm = F,|Fy.

Pokazimo da analogna svojstva ne vrijede za Lucasove brojeve.

Rjesenje. Kako bi pokazali da tvrdnja nije istinita dovoljno je pronaci jedan kon-
traprimjer.

a) Uvjerimo se da (Ly, Ly,) = L(ym) ne vrijedi. Uzmimo Ls = 111 Lyp = 123.
Uzmemo 1i (5,10) = 5, najvedi zajednicki djelitelj Ls i Lio trebao bi biti
L5, odnosno 11. No, pogledamo li Lucasove brojeve Ls i L1p znamo da je
(Ls, L1o) = (11,123) = 1. Vidimo da (L, L) # L m) -

b) Iako su prethodna dva Lucasova broja dobar kontraprimjer, ovdje ¢emo ko-
ristiti L3 = 4 i L1p = 322. O¢ito 3|12, no 4 ne dijeli 322. Vidimo da ne mozemo
tvrditi da ako n|m, onda Ly|Ly,.

No, svojstvo koje imaju i Lucasovi brojevi, jednako kao i Fibonaccijevi, jest da su
dva uzastopna Lucasova broja relativno prosta. Uvjerimo se u to kroz idudi te-
orem.
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Teorem 11 (vidjeti [8, Exercises 16, 14.]). Svaka dva uzastopna Lucasova broja su
relativno prosti, tj.
(Ly,Lus1) =1, ¥Yn>1.

Dokaz. Neka je (L, Ly +1) = d. Tada prema definiciji d|L,+1 1 d|L,, a onda vrijedi
i d|L,?. Iskoristimo sada tvrdnju d) iz Teorema 10:

Ly—1- Ln+1 - an = 5(_1)1771
———— =

djeljivos d djeljivo s d
— d|5(-1)""L.

Obzirom na 1, dobijemo da d dijeli 5 ili —5. Djelitelji tog broja, ulN, su1i5. Iz tog
zaklju¢ujemo da d = 1ili d = 5. Pretpostavimo da je d = 5. Obzirom da tvrdnju
dokazujemo za svaki n > 1, ako je n = 1, d mora dijelitii L1 i Ly, koji su redom
jednaki 11 3. Dakle, niti jedan nije djeljiv s 5 pa im tako 5 ni ne moZze biti najveci
zajednicki djelitelj. Zaklju¢ujemo da je pretpostavka s kojom smo zapoceli kriva,
odnosno d = 1. O

4.2 Identiteti Lucasovih i Fibonaccijevih brojeva

Detaljnim proucavanjem Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva pronadene su jedna-
kosti koje povezuju Lucasove i Fibonaccijeve brojeve, a velik udio otkrio je bas sam
Lucas.

Teorem 12 (vidjeti [2, Theorem 3.4.1.]). Neka su F,_1 i F,+1 Fibonaccijevi, a L, Lu-
casov broj. Tada vrijedi:
Ln = Fn—l + Fn_|_1, Vn > 2.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije, a koristit ¢emo se
definicijama Fibonaccijeva i Lucasova niza, tj. njihovom rekurzivnom formulom.

1. Baza indukcije
Provjeravamo vrijedi li tvrdnja istinita za n = 2.

L,=FK+F
3=1+2
3 =23.

Jednakost je valjana pa zakljuc¢ujemo da tvrdnja vrijedi za n = 2.

2. Pretpostavka indukcije
U ovom koraku pretpostavit éemo da tvrdnja

Ly, = Fy +Fn—|—1

vrijedizan € {3,...,k—1,k}.
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3. Korak indukcije
Cilj je pokazati kako je tvrdnja istinita n = k + 1. Iskoristimo pretpostavku
indukcije i imamo:

Liy1 = Fe—1 + Feyr + B2 + E
Lit1 = (F-1+ F2) + (Fg1 + Fo)
Liy1 = Fe + Feiz-

Kako je tvrdnja valjana i za n = k + 1, zaklju¢ujemo da Teorem 12 vrijedi.
O

Prethodni teorem pogledat éemo na nekoliko Lucasovih i Fibonaccijevih bro-
jeva:

e uzmemo li L5, prema prethodnom teoremu, on bi trebao biti jednak F4 + F.
Znamo daje L5 = 11, dokje F; + Fs = 3+ 8 = 11 pajejednakost zadovoljena;

e uzmemo li L1g, prema prethodnom teoremu, taj broj treba bitijednak Fg + Fy1.
Kakoje L1p = 123, a Fy + Fj; = 34 + 89 = 123, jednakost je istinita;

e uzmemo li Li5, prema prethodnom teoremu, on bi trebao biti jednak Fy4 +
Fi6. Kakoje L5 = 1364, a Fi4 + Fi¢ = 377 4987 = 1364, vidimo da jednakost
vrijedi.

Postoji analogon Korolara 2 i za Lucasove brojeve.

Korolar 4 (vidjeti [4, Formula 3.5]). Za Lucasove brojeve vrijedi:
Ln+m — anl * Lm +Fn N Lm+1, Vm,ﬂ 2 1.

Dokaz. Uoc¢imo da se ovdje koriste i Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi, dok se u Ko-
rolaru 2 za iskaz F, ., koriste samo Fibonaccijevi brojevi. Prisjetimo se da Fy = 0
i pokazimo indukcijom po n da prethodna tvrdnja vrijedi.

1. Baza indukcije
Pogledajmo vrijedi li tvrdnja za n = 1:

Lyy1=Fo-Luw+F Lyt
Lyt1 = Lt

Tvrdnja vrijedi za n = 1.

2. Pretpostavka indukcije
Pretpostavimo da tvrdnja

Ln+m - Fn—l 'Lm“f‘Fn ) Lm+1

vrijedizan € {2,3,...,k—1,k}.
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3. Korak indukcije
PokaZzimo da tvrdnja vrijedi za n = k + 1 koriste¢i pretpostavku indukcije:
Lit14m = Ligm + Litm—1 = Ligm + Lk—1)4m
=F 1 Lpm+F-Lyt1+Fe—2-Ln+F1-Lut
= Lin - (Fe-1+ Fe—2) + Lins1 - (Fe + Fe—1)
= F¢- Ly + Feq1 - Linsa.

[lustrirajmo prethodnu formulu kroz sljededi primjer.
Primjer 13. Prikazimo Lucasov broj Ly4 koristeci Korolar 4.

Najprije L14 zapisimo u obliku L, ;. Kako smo dokazali da navedena formula
vrijedi za svaki n, uzmimo dajen = 5, a zatimdajen = 8:

en—=>5:
Lsi9=F4 Lo+ F5- Ly
843 =3-76+5-123
843 = 843,

e n—=28

Lgy6 =F-Leg+Fg- Ly
843 =13-18+21-29
843 = 843.

Naposljetku navodimo jo$ jedan identitet koji povezuje Fibonaccijeve i Lucasove
brojeve, ali zanimljivo je i da se moZe koristiti za definiranje ova dva niza brojeva.

Teorem 13 (vidjeti [4, Formula 3.4]). Neka je F,, Fibonaccijev, a L,, Lucasov n-ti broj.
Tada vrijedi
L,>—5F%=4-(-1)", ¥n > 1.
Dokaz. Iskoristimo Cassinijevu formulu i definiciju Fibonaccijevih brojeva:
Fy1- Pn—l—l - Pn2 = (_1)71
(Fut1 — Fu)Fuy1 — Pnz = (-1)"
Fn+12 —Fy - Fn+l - Fnz = (_1)11 /-4
4F, 1% —4F, - F,q —4F2 = 4(-1)"
(2F,.1 — E,)*> —=5F,2 = 4(-1)"
(2Fi41 = (Fas1 — Fyo1))? = 5, = 4(=1)"
(Fypq + Fy_1)? — 5F,% = 4(—1)". Iskoristimo Teorem 12
(=1)

L,2 —5EF2 =4(—1)".
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Uzmemo li na primjer 11. Fibonaccijev i Lucasov broj, vidimo da je Ly;% — 5 -

Fi12 = 199> — 5892 = 39601 — 39605 = —4, a prema prethodno navedenom

teoremu ta razlika jednaka je 4 - (—1)! = —4, 8to smo i trebali dobiti.



5 | Binetova formula i zlatni rez

Uz proucavanje brojnih svojstava Fibonaccijevih brojeva, tj. Fibonaccijeva niza,
matematicari su istraZivali i konvergira li Fibonaccijev niz ili ne. Jedan od prvih
koji je uocio da, kako pove¢amo n, omjer F,1/F, se sve viSe pribliZava broju pri-
blizno jednakom 1.618033, je Johannes Kepler (1571.-1630.). Poznati matematicar
i astronom danas je poznat po brojnim postignu¢ima u astronomiji, no velik do-
prinos dao je matematici, optici i poznavanju svjetlosti. Zanimljivo je da i Lucasov
niz takoder povecanjem n-a kovergira prema istom broju. Broj koji priblizno iz-
nosi 1.618 poznat je kao zlatni rez, a Cesta je pojava u prirodi, arhitekturi i umjet-
nosti. Za vrijednost zlatnog reza uzima se & = (1 + /5)/2. Pogledajmo najprije

konvergenciju Fibonaccijeva niza. Ozna¢imo lis x = 1i_r>n %, imamo:
n—,oo n
F F,+F,_
lim L — lim (M)
n—oo n n—00 Fn
F 1
lim ~ = lim (14— - >
n—oo F, n—o0 . n1
. Fn+1 _ . 1
Y T =1 fim
n—1
x=14-
> =x+1
Pex—1=
Slijedi nam x1 = 1+2\/5, Xy = # No, kako je limes Fibonaccijevih brojeva pozi-

tivan broj, zakljuc¢ujemo da je:

lim i _ 14+ V5

n—oo [Fy 2

Zakljucak za Lucasove brojeve moZemo donijeti analogno. Akojea = 1+ ;i
=1+ % vrijedi:

v—1=a"t, (5.1)
B—1=p"1L (5.2)
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Sljedeci teorem poznat je kao Binetova formula, a daje nam formulu za racunanje
Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva. Obzirom da ovisi samo o 1, za velike Fibonac-
cijeve i Lucasove brojeve lakse je koristiti navedenu formulu.

Teorem 14 (vidjeti [2, Lemma 3.3.1., Lemma 3.3.2.]). Neka su rjesenja jednadzbe

1 1-—
x? —x —1 =0 brojevia = +2\/§ ip= 2\/5. Tada vrijedi:
n_ pn
Fo="F sy,

V5
Ly=a"+p", Vn>1
Dokaz. Tvrdnje teorema dokazat ¢emo metodom matematicke indukcije.

1. Baza indukcije
Provjeravamo vrijedi li tvrdnja za n = 1. Za Fibonaccijeve brojeve imamo:

al . ﬁl
V5
1+2\/§ _

F =
F=—2—2

F =

S

a kako je F; = 1, tvrdnja vrijedi. Za Lucasove brojeve imamo:
Ll — [Xl + ’Bl

1+v5 1-+/5
)

Ly
L =1,
a obzirom daje L1 = 1, tvrdnja je valjana.

2. Pretpostavka indukcije
Pretpostavimo kako su tvrdnje:

ol _ﬁn
F, = ,
! V5
Ln — Oén + ﬁn.
istinite zan € {2,3,...,k—1,k}.

3. Korak indukcije
Koriste¢i pretpostavku indukcije, pokazimo da tvrdnje vrijede zan = k + 1.
Za Fibonaccijeve brojeve imamo:

Fry1 = F1+ F
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Ako iskoristimo (5.1)1 (5.2) dobivamo:

Fa= 2 (14 1)+ B (145-1)
ak—i—l_’Bk—H

V5

Za Lucasove brojeve imamo:

Liy1 = Ly + Ly
— Dék+‘3k+06k_1 +‘Bk—1
= (1+a7h) + (1 +p7).

Analogno, iskoristimo li (5.1) i (5.2) dobivamo:

Lisi =1 +a—1)+g(1+p-1)
— “kJrl +,Bk+1-

Dakle, tvrdnje teorema su istinite.

]

Uzmemo li za primjer n = 20, to je jo$ uvijek relativno mali n, ali i dalje znaci
da moramo primjenjvati rekurzivnu formulu nekoliko puta. Lak$e nam je samo
uvrstiti 7 u prethodnu formulu i dobijemo

20 20
<1+\/§) _(1—\/5>
2 2
P}’l: :6765,
V5
1+v5\*° /1-5
b= (257)

2 2

20
) = 15127.

5.1 Zlatni rez i Fibonaccijevi brojevi oko nas

Zlatni rez pojavljuje se jos u antici kao pojam koji su proucavali Euklid i Pitagora,
a uz njih, razna poznata imena fizike, matematike i astronomije bavila su se ovom
pojavom. Jedan od onih koji se istaknuo u proucavanju bio je L.Pacioli, koji je
ujedno preteca racunovodstva, a imenovao je ovaj broj boZanskim omjerom. Brojna
istrazivanja su pokazala da ljudsko oko smatra oblike u skladu sa zlatnim rezom
estetski ugodnijima i lijepSima zbog ¢ega ne ¢udi da je smatran idealnom propor-
cijom. Pogledamo li nematemati¢ku stranu price, ovaj broj upravo je iz tog razloga
promatran i od strane glazbenika, slikara, arhitekta i biologa.

Uzmemo li Lucasove i Fibonaccijeve brojeve, moZemo napraviti Fibonaccijevu i
Lucasovu spiralu. Dobijemo ih tako Sto crtamo kvadrate duljina stranica jednakih
¢lanovima nizova (F;) i (L), a zatim kroz njih nacrtamo spiralu. Fibonaccijeva
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13 \u [

21 706

al )

Slika 5.1: Fibonaccijeva(lijevo) i Lucasova(desno) spirala; slika preuzeta s [13]

spirala je vrlo dobra procjena takozvane zlatne spirale pa se najcesce poistovjecuju,
a Lucasova spirala procjenjuje dobro zlatnu spiralu za vedi n.

Brojne latice i listovi cvije¢a prate Fibonaccijev ili Lucasov niz dok brojni ge-
oloski oblici kao sto su Skoljke i minerali prate Fibonaccijevu ili Lucasovu spiralu.
O Lucasovim brojevima i njihovoj pojavi u prirodi ne moZemo re¢i puno jer su
trenutno i dalje dosta neistraZeni pa ¢emo se osvrnuti detaljnije na Fibonaccijeve
brojeve i spiralu. Na primjer, po putanji Fibonaccijeve spirale jastreb se obruSava
na svoj plijen, a Mlije¢ni put! istog je oblika.

Slika 5.2: Mlijje¢ni put i Fibonaccijeva spirala

Josu15. stolje¢u, Leonardo da Vinci povezao je ljudsko tijelo sa zlatnim rezom u
svom djelu Vitruvijev ovjek, no danas ga mozemo povezati i s covjekovim organiz-
mom. Naime, pogledamo li gradu molekule deoksiribonukleinske kiseline (poz-
natije kao DNK) na Slici 5.3 vidimo da je duljina sporedne baze 13 angstrema?,
dok je duljina glavne brazde je 21 angestrem, a toliko iznosi i Sirina jednog zavoja

heliksa. Jo§ imamo i duljinu jednog zavoja heliksa koja je jednaka 34 angstrema.

!Galaksija u kojoj se nalazi Suncev sustav.
2 Angstrem je jedinica duljine, a koristi se za vrlo male veli¢ine (u mikroskopskom svijetu).
Jedanaka je 10~'° metara, a ime je dobila po $vedskom fizi¢aru Andersu Jonasu Angstromu.
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Sporednabrazda
(13A4)
Duljina jednog Glavna brazda
zavoja heliksa (21A)
(34A)

Sirina jednog
zavoja heliksa
(21A)

Slika 5.3: Grada DNK molekule

Sirine i duljine u DNK molekuli su nita drugo nego Fibonaccijevi brojevi i to
F;, Fg i Fy, a njihovi omjeri priblizno su jednaki zlatnom rezu. Motivaciju o Fibo-
naccijevom nizu zapoceli smo s reprodukcijom zeceva, no sada éemo se osvrnuti
na razmnoZzavanje i raspodjelu pcela.

Slika 5.4: Shema razmnoZzavanja pcela (plavo-trutovi, crveno-pcele)

U kosnici je uvijek vise Zenki nego muZzjaka, a podijele 1i se ti brojevi, omjer
je uvijek blizu zlatnog reza. Jo$ jedna zanimljivost je ta da muske pcele (trutovi)
imaju samo jednog roditelja, Zenku®, dok Zenske péele imaju dva roditelja, Zenku
i truta. Pogledajmo Sliku 5.4 koja predstavlja shemu razmnoZavanja pcela. Za-
po¢nemo li s trutom (1), njegov prvi predak je péela (1). Njeni predci su jedna
pcela i trut (2). Trut ponovno nastaje od jedne pcele, dok Zzenka nastaje od truta
i péele (3). U prethodnoj generaciji, kako bi nastale dvije p¢ele morali smo imati
dva truta i dvije pcele, a za truta smo morali imati jednu pcelu (5). Analognim

3Muske péele nastaju procesom partenogeneze - razvijaju se iz neoplodenih jajnih stanica.
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zaklju¢ivanjem generacija prije imala bi 8 ¢lanova, pa ona prije nje 13, itd. Uoca-
vamo da "obiteljsko stablo" pcela prati Fibonaccijev niz (isto bi vrijedilo za Zenke
samo bi poceliod F, = 1).

Leonardo da Vinci, jedan od najpoznatijih umjetnika, ali i povijesnih osoba
ikad, takoder je jedan od poznatijih slikara koji su se koristili zlatnim rezom. Na
mnostvu njegovih slika, pa i na poznatoj Mona Lisi*, uo¢ava se Fibonaccijeva spi-
ralaizlatnirez. Uz da Vincija, pojavljuju se jos brojna poznata slikarska imena kao
Rembrandt, Michelangelo, Boticelli, Dali i Mondrian. Slikarstvo nije jedina grana
umjetnosti gdje moZemo pronaci Fibonaccija i zlatni rez. Pogledamo li sastav tipki
na klaviru, jedna oktava sadrzi 13 tipki. Gledamo li gornji pa donji red, imamo
najprije dvije crne pa tri crne tipka (u zbroju daju 5 $to je ukupan broj crnih tipki).
Zatim ide 8 bijelih tipki i u sumi nam daju ukupno 13 tipki jedne oktave. Jedne
od naskupljih violina na svijetu su Stradivarius violine, a pravljene su na temelju
zlatnog reza (pogledamo li Sliku 5.5, omjeri A/ Ay = By/By = C1/C, = 1.618).
Proucavanjem raznih skladbi, ustanovljeno je da se zlatni rez ¢esto koristi pri for-
miranju ritamskih ciklusa, odnosa medu tonovima i/ili akordima te u strukturira-
nju duljine kompozicije. Tako se pokazalo da su zlatni rez primjenjivali i Mozart,
Bach, Beethoven, Chopin, Debussy, Handel, a u novije vrijeme Lady Gaga.

Slika 5.5: Stradivarius violina i Mona Lisa; preuzeto s [12]

Koristenje Fibonaccijeva niza u stvaranju loga brojnih tvrtki, u reklamama i igri-
cama, pokazuje nam da Fibonaccijevi brojevi nisu samo povjesno vazna pojava,
ve¢ da i danas imaju Siroku primjenu. Elite je video igra smjestena u svemir koju
su 1984. osmislili D. Braben i I. Bell. Zamisao je bila da ra¢unalo samo kreira igru
na temelju nekoliko unaprijed stvorenih svemira i scenarija, no to je zahtjevalo
previse memorije. Problem su rijesili prisjetivsi se Fibonaccijeva niza i napravili
analogon u ra¢unalnom svemiru. Kako Fibonaccijev niz ima pocetne uvjete, odlu-
¢ili su da ¢e to morati imati i njihova igra i to su nazvali seed. Nakon Sto svaki igra¢
unese svoj seed, kodovi napravljeni po uzoru na Fibonaccijev niz su generirali nove
svijetove i zadatke.

Svoju primjenu Fibonaccijev niz pronasao je i u poeziji. Fibs je termin skovan
za Fibonaccijeve pjesme, a od 2006. postoji i online stranica The Fib Review na kojoj

4QOriginalno ime ove slike je La Gioconda. 1zvedena je tehnikom ulje na drvetu.
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se one objavljuju. To su pjesme od 6 stihova u kojima je raspored po stihovima
1,1,2,3,5,8, a autor bira hoce li te brojke prezentirati broj slogova ili broj rije¢i u
stihu. Bitno je naglasiti da se interpunkcijski znakovi takoder broje. Tema pje-
sme moze biti bilo Sto, a cilj pjesme je u organiziranom uzorku poslati poruku i
dotaknuti ¢itatelja.
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Sazetak

U ovom radu definirali smo Fibonaccijeve brojeve i njihova svojstva, a takoder smo
se upoznali i s rezultatima vezanim uz djeljivost Fibonaccijevih brojeva. Proucili
smo i niz brojeva usko vezan za Fibonaccijeve brojeve, a to je Lucasov niz. Os-
vrnuli smo se i na neka njegova svojstva, a potom i na identitete koji povezuju
Lucasove i Fibonaccijeve brojeve. Uveli smo i bitne formule za Fibonaccijeve i Lu-
casove brojeve, a to su Cassinijeva i Binetova formula. Pomoc¢u Binetove formule
povezali smo ova dva niza brojeva sa zlatnim rezom, a potom i brojnim pojavama
u arhitekturi, umjetnosti i prirodi.

Kljuéne rijeci

Fibonaccijev niz i brojevi, Lucasov niz i brojevi, djeljivost, Cassinijeva formula,
Binetova formula, zlatni rez
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Properties of Fibonacci and Lucas
numbers

Summary

In this paper, we defined the Fibonacci numbers and their properties. Also we fa-
miliarized ourselves with results related to the divisibility of Fibonacci numbers.
We studied a sequence closely related to Fibonacci numbers, known as the Lucas
sequence. We also discussed some of its properties, followed by identities con-
necting Lucas and Fibonacci numbers. We introduced formulas for Fibonacci and
Lucas numbers were introduced, known as Cassini’s and Binet’s formulas. Thro-
ugh the Binet formula, we connected these two sequences of numbers with the
golden ratio, and subsequently with numerous phenomena in architecture, art,
and nature.

Keywords

Fibonacci sequence and numbers, Lucas sequence and numbers, divisibility, Ca-
ssini’s formula, Binet’s formula, golden ratio

41
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