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Uvod

Kombinatorika je matematicka disciplina koja se bavi prebrojavanjem objekata te prouca-
vanjem njihovog odabira i rasporeda. Pri tome redoslijed objekata moze biti od znacaja, ali
i ne mora, ovisno o specificnosti problema. Objekti kombinatorike su elementi diskretnih,
konacnih skupova. Najcesée su to prirodni brojevi, s kojima se prvi put susre¢emo veé¢ u
ranom djetinjstvu. ”Kada djeca po¢inju usvajati pojam broja i uciti sto znaci "dva”, a sto
"tri”, postavljaju im se pitanja poput ”Koliko imas godina? Koliko je jabuka na stolu?
Koliko bombona imas u ruci?”. Djeca tada broje koliko odredenih predmeta vide, odnosno
prebrojavaju objekte. Prebrojavanje elemenata konacnih skupova osnovno je podrucje inte-
resa kombinatorike.”, [12].

Kombinatorika ima bogatu povijest koja seze tisu¢ama godina unatrag. Njeni korijeni mogu
se pratiti do antickih civilizacija, poput Indije, Kine i Grcke, gdje su rani matematicari
istrazivali osnovne probleme permutacija i kombinacija. Jedan od najranijih poznatih tek-
stova o kombinatorici je kineski "I Ching” (Knjiga promjena), koja datira iz 1000. godine
prije nove ere, a sadrzi analize razli¢itih kombinacija heksagrama, [17]. Heksagram se sastoji
od Sest isprekidanih ili punih linija, a povezuju se sa kineskom filozofijom postojanja dvije
nespojive sile prirode yin i yang.
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Slika 1: Razlicite kombinacije heksagrama iz Knjige promjena, preuzeto iz [17].

U staroj Grckoj, filozofi poput Platona i Arhimeda takoder su se bavili kombinatornim
problemima. U srednjem vijeku, kombinatorika je dalje razvijana u zemljama islama. Mate-
maticari poput Al-Khwarizmija i Omar Khayyama istrazivali su binomne koeficijente i po-
linome. Binomni koeficijenti igraju kljuénu ulogu u kombinatorici, posebno u racunanjima
vezanim za kombinacije i permutacije. Binomni koeficijent (Z) daje broj nacina na koje se
k elemenata moze odabrati iz skupa od n elemenata, bez obzira na redoslijed.



U Europi, renesansa je donijela novo zanimanje za kombinatoriku, s matematicarima kao sto
su Blaise Pascal i Pierre de Fermat, koji su proucavali vjerojatnosti i kombinatorne principe.
Pascalov trokut, na primjer, postao je klju¢ni alat za racunanje binomnih koeficijenata.
Pascalov trokut je trokutasta tablica binomnih koeficijenata, gdje je svaki broj jednak zbroju
dva broja iznad njega (Slika 2). Omoguéuje jednostavno izra¢unavanje kombinacija, Sto je
fundamentalno za razumijevanje rasporeda i odabira elemenata unutar skupova.

114641

Slika 2: Pascalov trokut, preuzeto iz [6].

Moderni razvoj kombinatorike zapoceo je u 18. i 19. stoljeéu s radovima matematicara
poput Leonharda Eulera, koji je uveo pojam grafa, i Augusta De Morgana, koji je radio na
nacelima inkluzije i ekskluzije. Kombinatorika je postala formalizirana grana matematike u
20. stoljecu, s daljnjim doprinosima matematicara kao sto su Paul Erdés i Gian-Carlo Rota,
koji su znacajno prosirili teoriju i primjenu kombinatorickih metoda.

Unato¢ njenoj apstraktnoj prirodi, kombinatorika ima Siroku primjenu u razlic¢itim znans-
tvenim podrucjima, uklju¢ujudi statistiku, informatiku, teoriju igara, teorijsku fiziku i biolo-
giju. U obrazovanju, kombinatorika je kljuéna za razvoj logickog razmisljanja, analitickih
sposobnosti i vjestina rjesavanja problema kod ucenika. U [16] se navodi nekoliko kljuénih
razloga zasto bi kombinatorika trebala biti dio skolskog kurikuluma. Kombinatorika ne
zahtijeva predznanje iz algebre, Sto omogucuje njeno rano poducavanje bez oslanjanja na
vjestine racunanja. Kombinatorika pomaze ucenicima u razvijanju sposobnosti brojanja,
procjenjivanja, generalizacije i sustavnog razmisljanja. Ovaj diplomski rad istrazuje kako se
kombinatorika moze integrirati u nastavni plan matematike u osnovnoskolskom obrazovanju,
te kako se mogu koristiti kombinatorne metode u ucionici. Proucavaju se teorijske osnove
kombinatorike, njezini kljucni principi, te miskoncepcije s kojima se ucenici susrecu.

U prvom poglavlju rada, kroz definicije, teoreme i popratne primjere, obradit ¢e se temeljni
pojmovi kombinatorike, ukljucujuéi permutacije, kombinacije te osnovne principe prebroja-
vanja.

U drugom poglavlju rada prikazani su primjeri kombinatornih zadataka s kojima se ucenici
susrecu u osnovnoskolskom obrazovanju.

U tre¢em poglavlju analizirat ¢e se nekoliko zanimljivih strategija i metoda poucavanja kom-
binatorike, kao sto su Placemat metoda i Metoda bijekcije.

U cetvrtom poglavlju govorit ¢e se o miskoncepcijama s kojima se ucenici susrecu pri ucenju
kombinatorike.



1. Osnovni principi prebrojavanja

U ovom poglavlju prikazane su osnovne metode prebrojavanja, biranja i rasporedivanja ele-
menata unutar skupova. Prolazeéi kroz teorijsku osnovu i prikladne primjere, obradit ¢e se
temeljni pojmovi kombinatorike, ukljuc¢ujuéi permutacije, kombinacije, varijacije te osnovne
principe prebrojavanja. Navedene definicije preuzete su iz [5].

Broj ¢lanova nekog skupa mozemo dobiti tako da ga jednostavno prebrojimo. No ponekad
mozemo koristiti nacine brojanja koji su brzi i u¢inkovitiji, a koji se temelje na dva osnovna
principa prebrojavanja u kombinatorici, principu sume i principu produkta.

Primjer 1.1. U ekipnim Sahovskim natjecanjima, svaki ¢lan ekipe igra protiv svakog ¢lana
suprotne ekipe, pruzajuci jedinstvene meceve izmedu svakog igraca. Ako se svaka ekipa sas-
toji od cetiri igraca, koliki je ukupni broj medusobnih meceva?

Svaki ¢lan prve ekipe sudjelovat ée u céetiri susreta, odigravajuci ih protiv svakog ¢lana druge
ekipe. Isto toliko meceva ce odigrati i preostala tri igraca. Dakle, ukupan broj susreta iznosi
4.4 =16. Iako se u ovom slucaju radi o mangim skupovima, bilo bi moguée popisati sve te
susrete s imenima igraca iz svake ekipe. No, ova logika vrijedi i za skupove s velikim brojem
elemenata, gdje bi takav popis bio nepraktican.
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Slika 3: Shematski prikaz ekipnih susreta Sahista

Slika 3 prikazuje medusobne susrete izmedu Sahista kao uredene parove poput (x1,y4) ili
(x4, y3), gdje x1 i x4 predstavljaju Sahiste iz ekipe X, a y4 i y3 predstavljaju Sahiste iz ekipe
¥,

Definicija 1.1. Neka su X 1 Y dva skupa, X, Y # 0. Skup X xY ¢iji su elementi ureden:
parovi (z,y), pri éemu je x € X, y € Y, nazivamo Kartezijev umnoZak skupova X i Y.
Pisemo

XxY={(z,y):x€e X,yeY}.

Uredeni parovi (z1,y1) i (22,y2) su jednaki ako i samo ako je z1 = z2,y1 = y2. Za-
nimat ¢e nas koliko Kartezijev umnozak skupova sadrzi elemenata. Razmotrimo skupove s
ograni¢enim brojem elemenata kako bismo mogli prebrojati sve clanove Kartezijeva umnoska.
Neka je X = {z1,z2,23},Y = {y1,92}. Tada se X x Y sastoji od uredenih parova:
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Slika 4: Graficki prikaz Kartezijevog umnoska dvaju skupova

Prebrojimo li elemente Kartezijeva umnoska X x Y dobivamo broj 6, a to je upravo
umnozak broja elemenata skupa X s brojem elemenata skupa Y. Sli¢no zaklju¢ujemo i sa
skupovima koji imaju veéi broj elemenata. Akoje X = {z1,29,...,z},Y ={y1,%2,. .-, Ym},
onda Kartezijev umnozak X x Y sadrzi sljedece uredene parove:

(‘Tlvyl) ($17y2) (‘leym)
($27y1> ($27y2> U ($27ym)
(z3,91) (z3,92) -+ (23,Ym)
(o) (@y) - (o0ym)

Definicija 1.2. Neka skup X ima [ elemenata, a skup Y ima m elemenata. Kartezijev
umnozak X XY ima l-m elemenata.

U prethodnom primjeru imali smo samo 2 ekipe, no sto ako ima vise ekipa, odnosno vise od
dva neprazna skupa.

Primjer 1.2. Koliko razli¢itih osmeroznamenkastih Sifri postoji, ako znamo da prva zna-
menka ne moZe biti jednaka nuli?

Broj razlicitih osmeroznamenkastih Sifri izracunat éemo na sljedeéi nacin. Jedna Sifra je
uredena osmorka, dakle element Kartezijeva umnoska osam skupova, od kojih prvi X; =
{1,2,...,9} ima devet, a preostali skupovi Xs,...,Xg po deset elemenata, {0,1,2,...,9}.
Stoga je broj svih razli¢itih ifri jednak broju elemenata tog Kartezijeva umnoska i iznosi

9-10-10-10-10-10-10 - 10 = 90000000.

Teorem 1.1. (vidjeti [13] Tm 2.2. ) Neka su skupovi X, X5, ..., X, konacéni. Broj eleme-
nata u Kartezijevu ummnosku n konacnih skupova je

B Xy ¢ Xg sms X K =l olgowslyy = B(Xq) « R{X) = % {X,),
gdje je l; broj elemenata skupa X;, i =1,2,--- ,n.

Prethodnim teoremom je iskazan princip produkta.
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1.1. Varijacije

Promotrimo sada slucaj kada su skupovi Kartezijeva umnoska svi jednaki.

Primjer 1.3. Koliko razlicitih osmeroznamenkastih $ifri postoji, ako znamo da niti jedna
znamenka ne moze biti jednaka nuli?

Ovdje se radi o skupu X = {1,2,...,9} te iz tog skupa za svaku znamenku Sifre biramo jednu
znamenku, a za izbor svake znamenke imamo 9 mogucénosti pa je rjesenje

9-9-9-9-9-9.9.9=9%=43046721.

Definicija 1.3. Neka je X = {xy,x9,...,2,} zadani skup. Varijacija s ponavljanjem k-
tog razreda u n-clanom skupu X je svaka uredena k-torka Kartezijeva umnoska k skupova
X x X x ---x X = X*. Broj varijacija s ponavljanjem Vfb jednak je broju elemenata
Kartezijeva umnoska X*:

k

V, =k(X x X x - x X) = [k(X)]F =n*.

Sada se primjer sa sifrom moze dodatno zakomplicirati.

Primjer 1.4. Koliko razli¢itih osmeroznamenkastih Sifri postoji, ako sve znamenke moraju
biti razlicite?

Iz skupa X = {0,1,2,...,9} biramo znamenke Sifre, ali moramo paziti da se te znamenke
moraju razlikovati. Tako éemo za prvu zmamenku imati 10 moguénosti, za drugu znamenku
9 moguénosti jer smo morali “izbaciti” znamenku koja je odabrana za prvu znamenku. Tako
nastavimo dalje sve do posljednje znamenke pa je rjesenje:

10-9-8-7-6-5-4-3 = 1814400.

Definicija 1.4. Neka je X = {x1, 22, ..., 2,} zadani skup. Varijacija bez ponavljanja k-tog
razreda u n-élanom skupu X je svaka uredena k-torka razli¢itih elemenata iz skupa X. Pri
tome mora biti k < n. Broj varijacija bez ponavljanja oznaéavamo s VF.

Ako prui element moZemo izabrati na n razlicitih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element veé izabrali) drugi element moZemo izabrati na n — 1 nacina, nakon toga treci
element mozZemo izabrati na n — 2 nacina itd. Posljednji k-ti element moZemo izabrati na
n—(k—1) =n—k+ 1 nacina. Stoga je, prema Teoremu 1.1

VE=n.n-1) .- (n—k+1).
U prethodnih nekoliko primjera koristili smo princip uzastopnog prebrojavanja.

Teorem 1.2. (vidjeti [13] Tm 2.3.) Ako element x; mozZemo izabrati iz skupa Xi na [y
razli¢itih nacdina, nakon toga (bez obzira na to koji smo element veé izabrali) element x5 iz
skupa X5 na ly nacina, nakon toga element w3 iz skupa X3 na l3 nacina itd., onda je ukupan
broj nacina izbora niza Ty, X, ..., x; jednak

E =Ty lgr -l



1.2. Permutacije

U ovom potpoglavlju ¢emo se baviti na¢inom na koji se elementi odredenog skupa mogu
rasporediti.

Definicija 1.5. Permutacija skupa X = {x1,...,x,} od n razlicitih elemenata uredena je
n-torka svih njegovih ¢lanova. Broj razli¢itih permutacija skupa s n elemenata oznacavamo
s P,

P,=n-(n—1)----2-1=nl

Primjer 1.5. Neka je zadan skup A = {1,2,3,4}. Permutaciju dobivamo nekim poretkom
izbora mjegovih elemenata: - prvi element moZemo izabrati na cetirt nacina, - drugi element
mozZemo tzabrati na tri nacina, - treéi element mozZemo izabrati na dva nacina, - za izbor
ceturtog elementa ostao je samo jedan nacin (jer je samo jedan element preostao). Ukupan
broj nacina je 4 -3 -2 -1 = 24.

Sve mogucée permutacije napisane su u cetiri stupca. Svaki stupac odgovara jednoj od cCetiri
mogucénosti izbora prvog elementa. Radi jednostavnosti zapisivanja, uredenu éetvorku (1,2,3,4)
pisemo jednostavnije kao 1 2 3 4.

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Permutacija je zapravo varijacija n-tog razreda u skupu od n elemenata.

Vr =P,

n

Primjer 1.6. Koliko se razlic¢itih rijeci (smislenih © besmislenih) moZe sastaviti od svih slova
rigect PUT.

Ukupan broj rijeci je 3! = 6. Ispigimo ih:

PTU TPU UPT
PUT TUF UTPR

Moze se primijetiti da smo u prvom stupcu ispisali sve rijeci koje pocinju slovom P, koje
je prvo po abecedi, zatim u drugom stupcu rije¢i koje pocinju slovom T, koje je iduce po
abecedi. Ovakav se nacin ispisivanja permutacija naziva leksikografski poredak.

U primjeru 1.6 imali smo permutacije rijec¢i kojoj su sva slova razlicita. Pogledajmo iduéi
primjer.

Primjer 1.7. Koliko se razlic¢itih rijeci (smislenih © besmislenih) moZe sastaviti od svih slova
rije¢i PUP. Pretpostavimo, u svrhu primjera, da se slova P razlikuju te ih oznacimo s Py i
Pg.

Ukupan broj rijeci je 3! = 6. Ispigimo ih:

P,PBU P,PU UPP,
PUP, PUP, UP,P,.



Pritom PP U i@ PoPU izgledaju kao razlicite permutacije, ali, uklanjanjem indeksa one
postaju jednake. Tada je ukupan broj razlicitih rijeci koji se mogu sastaviti od slova rijeci
PUP jednak 3, i to su PUP,PPU i UPP.

Definicija 1.6. Neka u nizu 1, x5, . . ., x, postoji prva skupina od k, identi¢nih elemenata,
druga skupina od ko identiénih elemenata,..., r-ta skupina od k, identiénih elemenata, ki +
ky + ...+ k., = n. Bilo koji razmjestaj elemenata takva niza nazivamo permutacijom s
ponavljanjem. Njihov ukupni broj oznacavamo s P¥F2-kr i yrijed;
|
n!
Phukz,kr _ '
! k! - kol k!
Primjeni li se ova definicija na prethodnom primjeru dobije se
250 [ 3' . g . 3
= B oz

sto se podudara s nasim zaklju¢kom dobivenim ispisivanjem razlicitih rijeci.
Primjer 1.8. Koliko se razliditih rijeéi mozZe napisati od slova rije¢i PARALELEPIPED?
Ovdge je rige¢ o nizu slova A, A, D, E, E, E, I, L, L, P, P, P, R. Zato je
13!
21,312,310 _
Bis = FrmEn 0248200
Po dogovoru, u ovakvim primjerima me piSemo broj 1 niti v oznaci, niti v razlomcima:

13!
3,322
Py = 31312121

1.3. Kombinacije

Kada se suocavamo s problemima u kojima je redoslijed odabranih elemenata nevazan, kao
sto je to slu¢aj u mnogim igrama na srecu, koristimo kombinacije. Primjerice, u igri poput
LOTO gdje izvlacimo 7 brojeva iz skupa od 39, bitno je samo koje brojeve izvucemo, a ne
njihov redoslijed. Generalno, broj nacina na koji mozemo izabrati k elemenata iz skupa od
n elemenata bez obzira na poredak oznacavamo s C(n, k).

Definicija 1.7. Broj razlicitih podskupova s k elemenata skupa S, gdje je S = {xy, x9, ..., x,},
izracunava se na sljededi nacin:

a svaki podskup skupa S koji sadrzi k elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu

3.

Primjer 1.9. U skoli se nudi pet predmeta iz drustvenih znanosti: Povijest, Geografija, Psi-
hologija, Sociologija i Ekonomija. Na koliko nacina ucenik mozZe odabrati tocéno tri predmeta?

Neka skup D = {Povijest, Geografija, Psihologija, Sociologija, Ekonomija} predstavlja
skup predmeta drusStvenih znanosti. Ako Zelimo odabrati tri elementa iz ovog skupa, moZemo
to ucinitt na 10 nacina:

5!

c(5,3)

T



No, sto ako osim drustvenih znanosti imamo i skupinu prirodnih znanosti?

Primjer 1.10. U skoli se nudi pet predmeta iz drustvenih znanosti: Pouvijest, Geografija,
Psihologija, Sociologija i Ekonomija, te tri predmeta iz prirodnih znanosti: Biologija, Ke-
mua 1 Fizika.

Na koliko nacina ucéenik moze odabrati toéno Sest predmeta?

Neka skup
D = {Povijest, Geografija, Psihologija, Sociologija, Ekonomija}
predstavlja skup predmeta drustvenih znanosti, a skup
P = {Biologija, Kemija, Fizika}

skup predmeta prirodnih znanosti. Primjetimo najprije da su ta dva skupa disjunkina, od-
nosno da nemaju zajednickih elemenata.

Bududéi ukupan broj predmeta mora biti Sest, u prvom sluc¢aju pretpostavimo da ucenik oda-
bere sva tri ponudena predmeta iz skupa prirodnih znanosti i onda bira jos tri predmeta iz
skupa drustvenih znanosti.

Pomoéu kombinacija i principa produkta dobivamo

(5)()

Sto je 10 nacina za odabir 6 predmeta iz skupova D i P.
U drugom slucaju ucenik moze odabrati cetiri predmeta iz skupa D i dva predmeta iz skupa

P, sto rezultira s dodatnih 15 nacina:
5y 713
A2 )

Konaéno, u zadnjem slucaju ucenik moze odabrati svih pet predmeta iz skupa drustvenih
znanosti © jedan predmet iz skupa prirodnih znanosti, a to mozZe uciniti na 3 nacina:

(5)()

Dakle, itmali smo tri razlicita sluc¢aja odabira Sest elemenata iz dva disjunktna skupa D i P
te smo za svaki slucaj dobili odredeni broj nacina na koji ucenik moze odabrati predmete; 10,
15 1 3. Ukupan broj nacina na koji ucenik moze odabrati Sest predmeta i skupova D i P je
zbroj svih dobivenih mogucnosti, 28. Rezultat se dobije koristeci princip sume.

Teorem 1.3. (vidjeti [{]) Neka su skupovi Dy, Ds, ..., Dy konacni i medusobno disjunktni.
Tada je © skup Dy U Dy U . ..U Dy takoder konacan i vrijedi:

k(Dy UDyU...UDy) = k(Dy) + k(Ds) + ... + k(D).

U prethodnom primjeru lijepo se moze vidjeti kako se princip produkta i princip sume upot-
punjavaju. Prvo se principom produkta odabere iz svakog od disjunktnih skupova odredeni
broj elemenata tako da je ukupan broj izabranih elemenata jednak trazenom broju eleme-
nata, a onda se principom sume pobroji sve dobivene moguénosti te tako dode do konacnog



rjesenja.

No, ucenici cesto ”pomijesaju” ove principe $to im stvori odredene miskoncepcije pri u¢enju
kombinatorike, o ¢emu ¢emo nesto vise u poglavlju 4.

U primjeru 1.9 trebalo se izabrati tri razli¢ita predmeta od pet ponudenih predmeta. Sto
ako predmeti ne moraju biti razliciti, odnosno neki predmet mozemo odabrati vise puta? Za
to ¢e nam trebati kombinacije s ponavljanjima.

Definicija 1.8. Broj razlicitih kombinacija s ponavljanjem k-tog razreda u skupu od n ele-

menata jednak je
- n+k—1
G = .
= ()

Primjer 1.11. Na koliko nacina se moZe odabrati tocno tri predmeta iz skupa
D = {Povijest, Geografija, Psihologija, Sociologija, Ekonomija},

uz uvjet da se predmeti mogu ponavljati? Ako bi se ispisivalo sve moguée kombinacije, ispis
bt izgledao ovako:

e Pouvijest, Povijest, Povijest

e Pouvijest, Povijest, Geografija

Pouwijest, Povijest, Psihologija

Ekonomija, Ekonomija, Ekonomija

e FEkonomija, Ekonomija, Povijest

Ekonomija, Ekonomija, Geografija

tako bismo ispisali sve mogucée kombinacije s ponavijanjima i dosli do ukupno 35 kombinacija,
Sto odgovara izracunu
. 54+3—1 T
3 3

1.4. Dirichletov princip

Dirichletov princip (poznat i kao: Dirichletovo pravilo, princip kutija, princip pretinaca,
princip golubinjaka, problem zeceva i kaveza) jedan je od najosnovnijih principa elementarne
kombinatorike. Zamislimo da imamo ¢etiri para ¢arapa koje trebamo pospremiti u tri ladice.
Ako rasporedimo ¢arape po ladicama, Dirichletov princip nam kaze da ¢e barem jedna ladica
morati sadrzavati vise od jednog para Carapa, jer imamo vise parova Carapa nego ladica.
U sustini, ovaj princip govori da ako imamo vise predmeta nego mjesta za njihovo spremanje,
tada barem jedno mjesto mora sadrzavati vise od jednog predmeta.

"U skolskoj matematici Dirichletov princip ne spada u redoviti program nego u pro-
gram natjecanja iz matematike u kojemu pise da ucenici osnovnih skola koji sudjeluju na



Slika 5: Shematski prikaz Dirichletova principa. P1, P2, P3 i P4 predstavljaju parove carapa,
a L1, L2 i L3 ladice.

SN
N N S

Slika 6: Slika prikazuje 13 golubova koji su smjesteni u 12 golubinjaka. Slika preuzeta s [20]
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zupanijskom, regionalnom ili drzavnom natjecanju mogu ocekivati zadatke iz raznih po-
drucja, a medu njima i Dirichletovog principa.”, [11]. No, u narednom poglavlju vidjet ¢e se
da se ovaj princip krije i u najjednostavnijim zadatcima ve¢ u razrednoj nastavi.

Teorem 1.4. (vidjeti [11] Tm 1) Ako imamo n+1 predmeta koje, na bilo koji nacin, raspo-

redimo u n kutija (pretinaca), pri ¢emu je n prirodan broj, tada bar jedna kutija sadrzi bar
dva predmeta.

11



2. Kombinatorika u osnovnoj skoli

Ako se pogleda Kurikulum predmeta Matematika, Kombinatorika je predvidena kao nastavni
sadrzaj tre¢eg razreda srednje skole u domeni: Podatci, statistika i vjerojatnost. No, ucenici
se s osnovnim principima kombinatorike prvi put susreé¢u u okviru nastave matematike vec¢
u razrednoj nastavi osnovne skole. U ovom poglavlju proci ¢e se kroz primjere zadataka iz
podrucja kombinatorike s kojima bi se ucenici mogli susresti u redovnoj i dodatnoj nastavi
u osnovnoj skoli. Jedan od prvih principa s kojim bi se ucenici mogli upoznati je Dirichletov
princip.

Primjer 2.1. Ucionica ima 15 klupa, a razred se sastoji od 16 ucenika. Hoce li svaki ucenik
sjediti sam u klupi?

Ovakvi primjeri pokazuju kako se Dirichletov princip moze primijeniti u svakodnevnom
skolskom okruzenju, ¢inec¢i ucenje relevantnijim za ucenike. Naravno, u toj dobi jos se ne
spominju matematicki koncepti i definicije. U [9] se navodi kako bi u nizim razredima bilo
dobro ucenicima dati konkretne primjere, posude i kuglice, traziti od ucenika da razmjeste
kuglice u posude te tako na slikovit na¢in demonstrirati Dirichletov princip bez direktnog
navodenja samog principa.

U visim razredima, Dirichletov princip se krije u problemskim zadatcima, najcesée unutar
dodatne nastave matematike. Tijekom dodatne nastave, predvideno je da ucenici koji se
pripremaju za natjecateljski dio u¢e o Dirichletovom principu, ali i o formuli ukljucivanja i
iskljucivanja, te principu produkta. U problemskim zadatcima, u kojima je potrebno pri-
mijeniti Dirichletov princip, prvi je korak identificirati da se zaista radi o Dirichletovom
principu. Nakon identifikacije, [9] navodi kako je potrebno poduzeti jos nekoliko vaznih ko-
raka: razlaganje (analiza) zadatka, odredivanje i otkrivanje kutija i predmeta, generalizacija
itd. Evo jednog primjera koji bi se mogao na¢i u dodatnoj nastavi osmoga razreda, a u
kojemu je potrebno koristiti Dirichletov princip.

Primjer 2.2. U jediniécnom kvadratu dano je 5 tocaka. DokazZite da postoje dvije od njih
¢ija udaljenost nije veéa od g

Podijelimo jedini¢ni kvadrat na cetiri manja kvadrata duljine stranice % Imamo 5 tocaka
koje su rasporedene u ovih 4 kvadrata. Prema Dirichletovom principu, ako stavimo 5 tocaka
u 4 kvadrata, barem jedan kvadrat ¢e sadrzavati najmanje 2 tocke, Slika 7. Najveéa moguca

udaljenost izmedu dvije tocke unutar kvadrata sa stranicom i je dijagonala tog kvadrata,

sto je: ’
JOY () -2

Dakle, postoje dvije tocke u jediniénom kvadratu ¢ija udaljenost nije veca od g

Ovakvi zadatci su cesto izazovni za ucenike jer ucenici tesko povezuju dva razlicita podrucja
matematike, primjerice kombinatoriku i geometriju. Zato je vrlo vazno ucenike poticati da
skiciraju zadatak. Skica pomaze vizualizirati podjelu jedini¢nog kvadrata na manje dijelove
i raspored tocaka unutar tih dijelova.

Svi kombinatorni principi temelje se na skupovima, odnosno na izdvajanju odredenih ele-
menata iz istih. Upravo su skupovi dio nastavnog plana i programa za peti razred osnovne
skole, sto se moze vidjeti u Tablici 1. Kroz realizaciju ovog odgojno-obrazovnog ishoda
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Slika 7: Slika prikazuje jedini¢ni kvadrat unutar kojeg je smjesteno pet tocaka.

ODGOJNO- RAZRADA ODGOJNO-OBRAZOVNOG ISHODA
OBRAZOVNI
ISHOD

MAT OS B.5.2.
Prikazuje  sku-
pove 1 primje-

e Oblikuje i prikazuje skupove (brojeva, podataka) i njihove od-
nose s pomo¢u Vennovih dijagrama (presjek, unija, podskup).

njuje odnose

medu njima za e Odreduje broj elemenata skupa. Prepoznaje prazan skup.
prikaz  rjeSenja

problema. e Koristi se matematickim simbolima u zapisu skupova i njihovih

odnosa.

e Skupovnim zapisom prikazuje rjesenja jednostavne nejednadzbe
u skupu prirodnih brojeva s nulom.

Prosireni sadrzaji: Ispisuje i prebrojava elemente skupa u kombina-
tornim zadatcima.

Tablica 1: Sadrzaj tablice preuzet iz Kurikuluma predmeta matematika, [19].

ucenici grade temelje za razumijevanje kombinatornih principa.

U Tablici 1 moze se vidjeti da je u prosirenom dijelu kurikuluma predmeta matematika za
peti razred osnovne skole naglasak na aktivnostima kao Sto su zapisivanje i prebrojavanje
elemenata skupa u kontekstu kombinatornih problema. To se obi¢no realizira na dodatnoj
nastavi matematike. U nastavku je zadatak sa drzavnog natjecanja iz matematike za peti
razred osnovne skole.

Zadatak 2.1. (Drzavno natjecangje iz matematike 2021., 5.razred, [23])
Na Morskim susretima, natjecanju u igrama uz more i bazen, sudjeluje 8 Dubrovéana, 7
Zadrana, 2 Hvarana i 8 Splicana. Trebaju sastaviti peteroclanu ekipu u kojoj ée biti barem
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jedan natjecatel iz svakog od ta cetiri grada. Na koliko razlic¢itih nacina mogu sastaviti ekipu?

Zadatak se trebalo rijesiti pomo¢u kombinacija bez ponavljanja. Najprije se istaknu sve
moguce ekipe, pazeé¢i na uvjet zadatka. Neka D oznacava natjecatelja iz Dubrovnika, Z
natjecatelja iz Zadra, H natjecatelja iz Hvara i S natjecatelja iz Splita. Prema uvjetima
zadatka moguce su sljedece ekipe: DDZHS, ZZDHS, HHDZS i SSDZH. Nakon toga se za

svaku ekipu rac¢una na koliko se na¢ina moze izabrati pojedini ¢lan:

1. Ekipa DDZHS: Dva natjecatelja iz Dubrovnika biraju se na (2) = % = 28 nacina.
Jedan natjecatelj iz Zadra bira se na 7 nacina, jedan natjecatelj iz Hvara na 2 nacina,

a jedan natjecatelj iz Splita na 3 na¢ina. Ukupan broj ekipa DDZHS je:

28-7-2.3=1176.

2. Ekipa ZZDHS: Dva natjecatelja iz Zadra biraju se na (;) = % = 21 nacin. Jedan
natjecatelj iz Dubrovnika bira se na 8 nacina, jedan natjecatelj iz Hvara na 2 nacina,
a jedan natjecatelj iz Splita na 3 nacina. Ukupan broj ekipa ZZDHS je:

21-8-2-3=1008.

3. Ekipa HHDZS: Oba natjecatelja iz Hvara su clanovi ekipe pa ih se moze odabrati samo
na 1 nacin. Jedan natjecatelj iz Dubrovnika bira se na 8 nacina, jedan natjecatelj iz
Zadra na 7 nacina, a jedan natjecatelj iz Splita na 3 nac¢ina. Ukupan broj ekipa HHDZS
je:

1-8-7-3=168.

4. Fkipa SSDZH: Dva natjecatelja iz Splita biraju se na (g) = % = 3 nacina. Jedan
natjecatelj iz Dubrovnika bira se na 8 nacina, jedan natjecatelj iz Zadra na 7 nacina,
a jedan natjecatelj iz Hvara na 2 nacina. Ukupan broj ekipa SSDZH je:

3:-8-7.2=336.

Na kraju se rjesenje zadatka dobije, po principu sume, zbrajanjem dobivenih rjesenja:
1176 + 1008 + 168 + 336 = 2688.

Pogledajmo sada zadatak za osmi razred osnovne skole sa drzavnog natjecanja iste godine.

Zadatak 2.2. (Drzavno natjecanje iz matematike 2021., 8.razred, [23])

Dvanaest prijatelja odlucilo je n veceri zaredom izaci na zajednicku veceru. U svakom od
tih n izlazaka oni se rasporeduju tako da sjede oko m stolova, za svakim stolom isti broj
prijatelja. Pitanje je moze li svaki od njih barem jednom sjediti za istim stolom sa svakim
od 11 preostalih prijatelja, ovisno o razli¢itim kombinacijama n i m.

Medu 12 prijatelja ima (%) = 66 parova prijatelja. Moze li svaki od 66 parova barem jednom
sjediti za istim stolom? Metodom pogadanja pogledajmo nekoliko sluc¢ajeva broja stolova(m)
i broja veceri(n).

e n=>51m = 4: Za svakim od 4 stola sjede 3 prijatelja te se za jednim stolom mogu
ostvariti 3 zajednicka sjedenja. Buduci da je stolova 4, a razli¢itih vecera 5, nije moguce
ostvariti vise od 3 -4 - 5 = 60 zajednickih sjedenja, pa tako ni 66.
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e n=41im = 3: Za svakim od 3 stola sjede 4 prijatelja te se za jednim stolom mogu
ostvariti 6 zajednickih sjedenja, a na ukupno 3 stola 18 zajednickih sjedenja. Na
sljedecoj veceri nije moguce ostvariti toliko novih zajednickih sjedenja. Promotrimo 4
osobe koje su na prethodnoj veceri sjedile za istim stolom. Barem dvije od njih moraju i
na sljedecoj veceri sjediti za istim stolom, jer je stolova ukupno 3. Kako imamo ukupno
3 stola, imamo i tri para takvih osoba koji ¢e i na sljedecoj veceri morati biti za istim
stolom. To znaci da na sljede¢oj veceri moze biti najvise 18 — 3 = 15 zajednickih
sjedenja, tj. za 4 vecere to je najvise 18 + 15 + 15 4+ 15 = 63 zajednickih sjedenja, pa
ne mogu ostvariti 66 zajednickih sjedenja.

e n=31im = 2: U ovom slucaju je mogué¢ takav raspored. Oznac¢imo prijatelje broje-
vima od 1 do 12.

— 1. vecera:

* 1. stol: 1,2, 3,4, 5,6

* 2. gtol: 7,8, 9, 10, 11, 12
— 2. vecera:

x 1. stol: 1,2,3,7,8,9

x 2. stol: 4, 5, 6, 10, 11, 12
— 3. vecera:

# 1. stol: 1. 2. 3, 10, 11, 12

x 2. stol: 4,5,6,7,8,9

Ocito je takav raspored dobar. Naime, prijatelje smo podijelili u 4 grupe (1-3, 4-6, 7-9,
10-12), svaka od grupa je medusobno ostvarila zajednicko sjedenje na svakoj veceri, a
svaka od te grupe je bila s onom drugom grupom jednom za istim stolom.

Primijetimo kako su se u Zadatku 2.1 za rjeSenje koristile kombinacije bez ponavljanja, dok
se u Zadatku 2.2, uz kombinacije bez ponavljanja, pomocu kojih se dobije ukupan broj pa-
rova prijatelja, treba koristiti i analiza maksimalnog broja zajednickih sjedenja koji se mogu
ostvariti raspodjelom prijatelja po stolovima. Dakle, tezina zadatka se, kroz cetiri razreda,
znatno povecala. Ovakvi zadatci poticu napredne ucenike na razvijanje vjestina rjesavanja
problema, sto je korisno za njihov intelektualni razvoj. ”Ucenjem kombinatorike razvijaju
se svi matematicki procesi: prikazivanje i komunikacija, povezivanje, logicko misljenje, ar-
gumentiranje i zaklju¢ivanje, rjeSavanje problema i matematicko modeliranje te primjena
tehnologije.”, [12]. S druge strane, zadatci ove vrste mogu biti vrlo zahtjevni za prosjectnog
ucenika tog uzrasta, sto bi moglo dovesti do frustracije i gubitka interesa za matematiku.
Zato je vazno postupno kroz godine ”otezavati” zadatke. No, da bi se to moglo, klju¢no je s
kombinatorikom poceti u nizim razredima na najosnovnijim primjerima. Zatim, kroz godine,
postepeno uvoditi nove kombinatorne principe. Iduéi zadatak je sa skolskog natjecanja za
cetvrti razred osnovne skole.

Zadatak 2.3. (Skolsko natjecanje iz matematike 2020., 4.razred, [23]) Na Sahovskom turniru
sudjelovalo je 10 igraca. Svaki je igrac¢ igrao sa svakim od preostalih igraca po jednu partiju.

1. Koliko je svaki pojedini igraé¢ odigrao partija?

2. Koliko je ukupno partija Saha odigrano na tom turniru?
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Rijesimo najprije ovaj zadatak kako bi to trebali rijesiti ucenici cetvrtog razreda. Svaki igrac
igra protiv svakog od preostalih igraca. Ako imamo 10 igraca, svaki igrac ¢e igrati sa 9
drugih igraca. Dakle, svaki igra¢ odigra 9 partija. Do ovog zakljucka bi se moglo do¢i i
crtanjem grafa, kao $to je prikazano na Slici 8, u kojem tocke simboliziraju igrace. Crtanje

Slika 8: Graficki prikaz broja partija koji svaki igra¢ (zelena tocka) odigra sa svim ostalim
igrac¢ima (crvene tocke). Slika preuzeta s [23]

grafova korisna je metoda poucavanja permutacija, o cemu ¢emo vise u Poglavlju 3.
Za drugi dio zadatka ispisat ¢emo sve moguce partije koje igra¢i mogu igrati, pazeci da se
ve¢ zapisane partije ne ponavljaju.

o Igrac 1: 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 1-7, 1-8, 1-9, 1-10 (9 partija)
o Igrac 2: 2-3, 2-4, 2-5, 26, 2-7, 2-8, 2-9, 2-10 (8 partija)

o Tgrac 3: 3-4, 3-5, 3-6, 3-7, 3-8, 3-9, 3-10 (7 partija)

e Igrac 4: 4-5, 4-6, 4-7, 4-8, 4-9, 4-10 (6 partija)

o Tgraé 5: 56, 5-7, 58, 5-9, 5-10 (5 partija)

e Igrac 6: 6-7, 6-8, 6-9, 6-10 (4 partija)

e Igrac 7: 7-8, 7-9, 7-10 (3 partije)

e Igrac 8: 8-9, 8-10 (2 partije)

e Igrac¢ 9: 9-10 (1 partija)

Ukupno: 9 +8+7+64+5+4+4+ 3+ 2+ 1 = 45 partija.

Ovaj zadatak je dobar primjer kako se veé u cetvrtom razredu grade temelji za razumijevanje
kombinacija i permutacija. Dobra bi praksa bila dati ucenicima ovaj primjer u visim razre-
dima, mozda cak unutar redovne nastave u srednjoj skoli, kao motivaciju. Kada ga ucenici
rijese na jedan od gore navedenih nacina, uvesti pojmove permutacija i kombinacija te ih
pojasniti na danom primjeru. Ucenici bi na kraju sata trebali zakljuciti da su zadatak mogli
rijesiti na sljede¢i nacin. Ukupan broj partija mozemo izracunati pomo¢u kombinacija. U
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ovom slucaju iz skupa od 10 igraca biramo 2 igraca koja ¢ine par. Broj parova igraca koji
su igrali jedan protiv drugoga je:
10 10-9
= —— =45,
(2) =5

Takoder, mozemo razmisliti na sljedeéi nacin: svaki od 10 igraca igra 9 partija, pa bi ukupno
odigranih partija bilo
10 -9 = 90.

Medutim, ovdje smo svaku partiju brojili dva puta (jer partija izmedu A i B je ista kao
partija izmedu B i A). Dakle, moramo podijeliti s 2:

10-9
—— =4b.
2
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3. Strategije i metode za poucavanje kombinatorike

Uloga ucitelja u poucavanju kombinatorike klju¢na je za razvijanje ucenikove sposobnosti
kritickog i analitickog razmisljanja. Kroz primjenu razlic¢itih strategija i metoda, ucitelji
mogu ucinkovito voditi ucenike kroz slozene kombinatoricke koncepte, osiguravajuci razu-
mijevanje i primjenu stecenih znanja u stvarnim situacijama. Uciteljev primarni zadatak je
prepoznati miskoncepcije koje ucenik ima, a onda ih i nastojati otkloniti. Tijekom usvajanja
kombinatornih principa ucenici mogu dozivjeti "paniku” suocavajuéi se sa zadatkom kojeg
ne razumiju, sto ih navodi da uvijek traze formulu kao najbrze rjesenje, bez istinskog razumi-
jevanja zadatka, [16]. Vazno je da ucitelji ne pruzaju odmah najbrze rjesenje ili formulu za
rjesavanje problema, jer takav pristup nije uc¢inkovit te dovodi do nerazumijevanja osnovnih
koncepata i uc¢enja formula napamet.

Ucenje kombinatorike najuc¢inkovitije je kada se ucenici aktivno angaziraju i samostalno do-
laze do novih ideja i metoda. Kada naidu na problem koji ne mogu rijesiti, dobro je da o
njemu raspravljaju s drugim ucenicima u razredu. lako se ¢esto ¢ini da su svi zapeli, razmjena
biljeski i razlicitih ideja moze otvoriti vise puteva do rjesenja. Ponekad ¢e otkriti da pos-
toji vise nacina za tumacenje problema, sto ih potice na zajednicko promisljanje o zadatku.
Cilj je da ucenici nauce kako samostalno otkrivati ideje i metode, a ne samo primjenjivati
unaprijed zadane formule. [1] navodi da ovakav na¢in ucenja vodi do dubljeg razumijeva-
nja i uc¢inkovitijeg usvajanja kombinatornih principa, jer rjeSavanje problema potice razvoj
intuicije i kreativnog razmisljanja.

3.1. Placemat metoda

[zvrstan primjer strategije suradnickog ucenja je Placemat metoda. Ucenici su podijeljeni
u male grupe. Svaki ucenik pise svoje ideje na svoj dio papira, a zatim zajedno rasprav-
ljaju i pisu zajednicke zakljucke u sredisnji dio papira. Ova metoda potice suradnju, razvoj
kritickog misljenja i aktivno ukljucivanje svih ucenika. Eksperiment proveden u odabranoj
srednjoj Skoli u Slovackoj Republici, [4], pokazao je da su kroz Placemat metodu ucenici
razvili bolje razumijevanje matematickih koncepata i poboljsali uspjeh u rjesavanju zada-
taka usmjerenih na kombinatorna nacela. Eksperimentalna grupa, koja je koristila Placemat
metodu, postigla je statisticki znacajno bolje rezultate u zavrsnom testiranju u usporedbi s
kontrolnom grupom koja je koristila tradicionalne metode poucavanja. Ovi rezultati suge-
riraju da ukljuc¢ivanje novih metoda poucavanja, poput Placemat metode, moze poboljsati
razumijevanje i uspjesnost ucenika u kombinatorici. Evo jednog primjera zadatka koji bi se
mogao dati ucenicima kroz Placemat metodu.

Primjer 3.1. Na koliko razliditih nacina moZete obojiti trokut koristeéi tri razli¢ite boje:
crvenu, plavu i zelenu, tako da svaka stranica trokuta bude obojena jednom od tih boja?

Prvi nacin na koji bi neki uc¢enik mogao rijesiti zadatak je zapisivanjem i prebrojavanjem
svih moguéih nacina. Oznacimo stranice trokuta kao A, B i C.

e A: crvena, B: plava, C: zelena
e A: crvena, B: zelena, C: plava
e A: plava, B: crvena, C: zelena

e A: plava, B: zelena, C: crvena
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e A: zelena, B: crvena, C: plava
e A: zelena, B: plava, C: crvena

Ukupno: 6 razlicitih nac¢ina. Drugi bi se uc¢enik mogao dosjetiti crtati trokute kombinirajuéi
boje stranica. Tre¢i bi uc¢enik mogao razmisljati u smjeru permutacija. Ako za stranicu A
imamo na raspolaganju sve tri boje i odaberemo jednu od njih, za stranicu B tada imamo
na raspolaganju dvije boje od kojih takoder odaberemo jednu i preostala boja nam je za
stranicu C. Broj nacina je onda umnozak 3 -2 -1 = 6. Nakon $to svaki ucenik individualno
zapise svoje ideje na papir, podijele svoje rjesenje s ostalima u grupi te nakraju donesu
zajednicki zakljucak kojeg zapisuju u srediste papira.

3.2. Princip bijekcije

Jos jedna metoda koja moze uvelike olaksati razumijevanje kombinatorike je Princip bijek-
cije. Princip bijekcije navodi da dva skupa imaju isti broj elemenata ako postoji bijekcija
izmedu njih. U [14] se tvrdi da je princip bijekcije ¢esto implicitno koristen u rjesavanju
kombinatorickih problema, ali se rijetko izri¢ito navodi u udzbenicima. Kod kombinatornih
zadataka koji ukljucuju prebrojavanje elemenata ucenici nerijetko ne mogu prepoznati koje
elemente treba prebrojati. Princip bijekcije je koristan alat za rjeSavanje ovog problema.

Primjer 3.2. Na koliko nacina se moze raspodijeliti 11 kugli sladoleda na 4 korneta?

Rijesimo ga koristeci princip bijekcije. Promotrimo nekoliko razlicitih nacina za podijelu
kugli sladoleda na kornete. Recimo da su korneti dobili redom 4, 2, 1 i 4 kugle sladoleda,
tim redoslijedom; to ¢emo zapisati kao OOO0O+00+0+4+0000. Ako su korneti dobili 2,
0, 51 4 kugli sladoleda, zapisali bismo to kao OO+4+00000+0000. Sada treba pitati
ucenike uocavaju li neku sliénost u zapisima. Ucenici bi trebali do¢i do zakljucka kako u
oba zapisa imamo 11 znakova O i 3 znaka +. Sada se problem raspodjele kugli sladoleda,
pomocu principa bijekcije, zamjenjuje problemom prebrojavanja sekvenci slova O i znakova
+. Pomocu uciteljevog navodenja ucenici bi trebali zakljuciti da se zadatak svodi na biranje
tri 3 znaka + iz sekvence od ukupno 14 znakova, a to je nista drugo nego kombinacije s

ponavljanjem:
11+3\ [14
3 J \3)

Dakle, postoji (1; ) nacina da se 11 kugli sladoleda raspodijeli na 4 korneta.

3.3. Crtanje grafova

Dijagrami i grafovi pomazu ucenicima da vizualiziraju apstraktne kombinatorne probleme,
¢ime se problemi ¢ine konkretnijima i lakse razumljivima. Vizualnim prikazima ucenici
imaju mogucnost vidjeti odnose i strukture koje su teze prepoznati kroz samo tekstualne
ili numericke opise, [10]. Ucenici mogu sami crtati dijagrame ili grafove, sto ih potice da
aktivno sudjeluju u procesu ucenja.

Primjer 3.3. Na koliko razlicitih nacina moZemo rasporediti tri razlicite knjige A, B © C na
policu?

Treba odrediti sve moguce permutacije triju razlicitih knjiga na polici. Kod permutacija je
poredak bitan, a upravo se to moze lijepo demonstrirati pomoc¢u grafova. Promotrimo Sliku
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A<
c—B
A——C
B<
c—aA
A——B
c<
B— A

Slika 9: Graficki prikaz svih rasporeda tri knjige A, B i C na polici.

9. Ako prvo odaberemo knjigu A postaviti na policu, tada nakon nje mozemo postaviti ili
knjigu B ili knjigu C, sto je prikazano prvim dvijema granama grafa. Slicno zaklju¢ujemo
ako se prvo odabere knjiga B i knjiga C. Na kraju je broj razli¢itih rasporeda knjiga na
policu jednak ukupnom broju grana koje sadrzi graf, a to je u ovom slucaju 6.

3.4. Kombinatoricko-logicke igre

Kombinatoricko-logicke igre izvrstan su nacin za poticanje interesa i angazmana ucenika jer
ucenici moraju prepoznati odnose izmedu brojeva i koristiti kombinatoricke tehnike za pro-
nalazenje rjesenja, ¢ime razvijaju kriticko razmisljanje i preciznost, [24]. Neke od poznatijih
kombinatoricko- logickih igara su Sah, bridz, slaganje Rubikove kocke, i mozda najpopular-
nija od svih kombinatoricko-logickih igara, Sudoku.

5|3 7
6 1|95
98 6
8 6 3
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
41119 D
8 719

Slika 10: Sudoku, preuzeto iz [25]

Sudoku je igra s jednostavnim pravilima, [3]: svaki od devet redaka, devet stupaca i devet
3x3 kvadrata unutar mreze 9x9 mora sadrzavati sve brojeve od 1 do 9, pri ¢emu se svaki
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broj moze pojaviti samo jednom u svakom retku, stupcu i kvadratu. Sudoku zagonetke su
popularne i zabavne, $to ih ¢ini izvrsnim alatom za motiviranje uc¢enika. Ove igre ne samo
da zabavljaju ucenike, ve¢ ih takoder uvode u osnovne kombinatoricke principe na intuitivan
i praktican nacin, poticuéi kreativno razmisljanje i rjesavanje problema. ”Prednosti igre
sudoku su izuzetno jednostavna pravila i to Sto vam ne treba suigrac, a mozete je igrati bilo
gdje i bilo kada.”, [3]. Zato je sudoku vrlo praktican alat za razbijanje monotonije i poticanje
motivacije kod ucenika.
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4.

Miskoncepcije u poucavanju kombinatorike

Miskoncepcije (pogresna shvac¢anja) ucenika pri u¢enju kombinatorike mogu znacajno ome-
tati njihovo razumijevanje i rjeSavanje kombinatornih problema. Neke od najceséih miskon-
cepcija su:

1.

Sve kombinacije/permutacije imaju isti broj moguénosti. Ucenici Cesto misle
da, bez obzira na specificnosti problema, svaka kombinacija ili permutacija ima isti
broj mogué¢ih nacina. Primjerice uc¢enici mogu misliti da je broj nacina za odabrati 3
¢lana iz grupe od 5 isti kao broj nacina za odabrati 3 ¢lana iz grupe od 7, ili da je broj
nacina za rasporediti 3 razlic¢ita objekta isti bez obzira na to koliko objekata imamo na
raspolaganju. Kada uoce ovu miskoncepciju kod ucenika, ucitelji trebaju demonstrirati
kako se broj kombinacija povec¢ava kada se poveca broj elemenata u skupu. U tome ¢e
najbolje pomo¢i vizualizacija problema preko grafova ili nekih drugih vizualnih alata.

Kombinatorni problemi su isti kao i aritmeticki. Ucenici cesto misle da se
kombinatorni problemi mogu rijesiti jednostavnim aritmetickim operacijama. Mogu
pretpostaviti da je broj nacina za rasporediti 3 razlicita objekta u 3 razlic¢ita polozaja
isti kao i zbroj tih brojeva (3 + 2 4+ 1). Kako bi to sprijecio, uéitelj bi trebao uvoditi
nove principe korak po korak kroz prakti¢ne primjere koji su bliski uc¢enicima.

Redoslijed nije vazan. Ucenici ¢esto zanemaruju redoslijed elemenata u permuta-
cijama, mislec¢i da je rezultat isti bez obzira na redoslijed. Primjerice mogu zakljuciti
da su permutacije ABC i CAB iste. Ucitelji trebaju jasno objasniti razliku izmedu
permutacija, gdje je redoslijed vazan, i kombinacija, gdje redoslijed nije vazan. Ko-
riste¢i konkretne primjere i zadatke, ucenici trebaju identificirati i primijeniti ispravan
princip.

. Koristenje pogresnih formula. Ucenici pomijesaju formule za kombinacije, permu-

tacije ili varijacije. Ucitelji najprije trebaju biti sigurni da nisu ucenicima dali gotove
formule, nego da iza svake formule stoji kombinatorno nacelo koje su ucenici usvojili.
Ako i tada ucenici koriste krive formule, mogu se posluziti zadatcima u kojima se pro-
vjerava razumijevanje i pravilno koristenje formule. Na primjer, mogu kreirati zadatke
koji ukljucuju izbor elemenata s ponavljanjem i bez ponavljanja i traziti od ucenika
da identificiraju ispravnu formulu. Svakako je dobro ponuditi u¢enicima zadatak u
kojemu se mogu primijeniti i kombinacije i permutacije te na njemu pojasniti u kojem
dijelu se koristi koja formula.

Ne razumijevanje osnovnih koncepata. Primjerice ucenici mogu misliti da je
izbor 3 elementa iz skupa od 5 isti kao izbor 5 elemenata iz skupa od 3. Osnovne kon-
cepte treba uvoditi kroz aktivnosti koje uklju¢uju manipulaciju stvarnim objektima
(poput kartica, blokova ili kuglica) kako bi ucenici fizicki isprobali sve moguée kom-
binacije ili permutacije za razli¢ite skupove elemenata. Koristeci igre i zadatke koji
ukljucuju grupiranje i uredenje objekata, ucenici mogu intuitivho razumjeti osnovne
kombinatoricke principe. Na primjer, ucenici mogu koristiti blokove ili druge objekte
za stvaranje razlicitih skupova i podskupova, ¢ime se potice prakticno razumijevanje
kombinatorike.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu govori se o primjeni kombinatorike u osnovnoskolskom obra-
zovanju. Istice se da je kombinatorika kljuéna za razvoj matematickog razmisljanja kod
ucenika te da bi trebala biti integrirana u nastavni plan od rane dobi. Rad se sastoji od ne-
koliko kljuénih poglavlja koja pokrivaju osnovne principe prebrojavanja, primjere kombina-
torike u osnovnoj skoli, strategije i metode poucavanja te miskoncepcije i njihove prevencije.
Naglasava se vaznost koristenja konkretnih primjera, vizualizacije problema, manipulacije
stvarnim objektima i koristenje kombinatoricko-logickih igara kako bi se u¢enici motivirali i
angazirali u ucenju. Razlicite metoda poucavanja mogu pomodéi u prevladavanju uobicajenih
miskoncepcija i poboljsati razumijevanje kombinatorickih principa, ¢ime se potice dublje i
trajnije ucenje.

Kljué¢ne rijec¢i: Kombinatorika, Permutacije, Kombinacije
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Combinatory principles in primary school education

Summary

This thesis discusses the application of combinatorics in primary education. It emp-
hasizes that combinatorics is crucial for developing mathematical thinking in students and
should be integrated into the curriculum from an early age. The thesis consists of several
key chapters covering the basic principles of counting, examples of combinatorics in primary
school, teaching strategies and methods, and misconceptions and their prevention. The im-
portance of using concrete examples, problem visualization, manipulation of real objects,
and combinatorial-logical games is highlighted to motivate and engage students in learning.
Various teaching methods can help overcome common misconceptions and improve the un-
derstanding of combinatorial principles, fostering deeper and more lasting learning.

Keywords: Combinatorics, Permutations, Combinations
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