Verizni razlomci i neke njihove primjene

Hudecek, Lovro

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://ur.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:716418

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-09-01

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:716418
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:843
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:843
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:843

©

SVEUCILISTE JosIPA JURjA STROSSMAYERA U OsIJEKU

FakULTET PRIMIJENJENE MATEMATIKE I INFORMATIKE

Sveucilisni prijediplomski studij Matematika

Verizni razlomci i neke njihove primjene

Z.AVRSNI RAD

Mentor: Student:

izv. prof. dr. sc. Ivan Soldo Lovro Hudecek

Osijek, 2024






Sadrzaj

1 Uvod

2 Konac¢ni verizni razlomci
Z1 Delnilaa isvelshil « o : v s sweimeimssmusm s s mes s
2.2 Konvergente veriznograzlomka . . . . ... ...... ... .. ...

3 Beskonaéni verizni razlomci
Gl BEHTEHR IBTERR o - < o« 5 56 B bbb bl E e B e e
3.2 Periodski veriznirazlomci . . . . . . . ... ...

4 Primjene veriZznih razlomaka
41 Pellovajednadzba . . . . ... ... ... .. .. ... .. .. ...
42 Linearne diotentskejednadzbe . . s «: s s c v s s v v s m s 2500

Literatura
Sazetak
Summary

Zivotopis

11
11
13

17
17
19

23
25
27

29






1 | Uvod

U ovom zavrsnom radu bavit éemo se veriznim razlomcima, njihovim svojstvima
i rezultatima koji se na njih odnose.

U poglavlju Konacni verizni razlomci izvest éemo algoritam kojim dobivamo ve-
rizne razlomke. MoZe se pokazati da racionalne brojeve moZemo zapisati kao ko-
nacne verizne razlomke, a iracionalne brojeve kao beskonacne verizne razlomke te
¢emo u ovom poglavlju najprije promatrati racionalne brojeve. Nakon toga ¢emo
iskazati i dokazati neka svojstva konac¢nih veriznih razlomaka, pokazat éemo da
racionalni broj moZemo zapisati u to¢no dva oblika veriznog razlomka te ¢emo
na kraju uvesti pojam konvergente koji ¢e nam pogotovo biti koristan primjerice
prilikom rjeSavanja linearnih diofantskih jednadZzbi.

U poglavlju Beskonacni verizni razlomci ¢emo pokazati kako se iracionalni brojna
jedinstven nac¢in moZze zapisati kao verizni razlomak te éemo ponovno pokazati
neka njegova svojstva. U ovom poglavlju uvest ¢emo i pojam periodski verizni
razlomak, specifican oblik beskona¢nog veriznog razlomka te pojam kvadratne
iracionalnosti.

Na kraju zavr$nog rada, proucavat éemo Primjene veriznih razlomaka te se baviti
Pellovom jednadzbom i ostalim primjenama veriznih razlomaka.






2 | Konacni verizni razlomci

U ovom poglavlju najprije éemo izvesti algoritam kojim dobivamo verizne raz-
lomke, a nakon toga ¢éemo posebno promatrati racionalne brojeve, njihov razvoj
u konacne verizne razlomke i neka njihova svojstva te ¢emo definirati pojam ko-
nvergente.

2.1 Definicija i svojstva

Zapocnimo najprije s osnovnim algoritmom kojim dobivamo verizne razlomke.
Postoji ih nekoliko, no mi éemo u ovom radu koristiti nacin opisan u [2].

Neka su po,q0,P1,91,P2,92,--- polinomi koji ovise o varija-
blama ag,ay,a,...,4,. Definiramo py = a9, 99 = 1. Pretpostavimo
jo§ da su polinomi pg,qo,...,Pn-1,9n—1 Vvec definirani. Uz oznake

Py = pr(ar,a,...,ar1),  q, = qk(a1,az, ..., ag41), definiramo:
o / / .
Pn = a0Py—1+ qn-1, 9n = Pn-1-

Sadaje % racionalna funkcija od ag, a1, . . ., a, i moZemo pisati

e _ [, @155 5 5. 8]
qn
Posebno, [ag] = % = ag. Zan > 0 imamo:
aopy,_1 + @, 1 1
[ag, a1, ..., an] = Pu _ 2P } ] =aq0+—FF5— =g+t ——
G P 1 Pr1/ 00 (@1, an]

Ponavljanjem postupka dobivamo:

(2.1)

[a01a11a2/"'1an] - a0+
a1+ 1
wt——

oy
n

Definicija 1. Racionalne funkcije oblika (2.1) nazivaju se konacni verizni ili nepre-
kidni razlomci.
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Kako bismo lak3e ilustrirali zapisano, pogledajmo jednostavan primjer.

Primjer 1. Zapisimo [5,3,1,1,3] u konacni verizni razlomak.

Rjesenje.
1 1 1
S —F— =84 ——=— =F i
I+3 3
1 1 1 7 132
37T +3+% +% BT
1

No, cesée se dogada da Zelimo neki racionalan broj zapisati u obliku konac-
nog veriznog razlomka. Kako ¢emo to napraviti? U tu svrhu koristimo Euklidov
algoritam pomocu kojeg éemo dokazati sljedeci teorem.

Teorem 1 (vidjeti [6, Teorem 2]). Swvaki racionalni broj moZe se zapisati u obliku ko-
nacnog veriznog razlomka.

Dokaz. Neka je ; racionalni broj i pretpostavimo da je b > 0. Iz Euklidovog algo-
ritma dobivamo niz jednadZzbi:

a=ab+ b 0<by<b

b = aby + by 0< b, <b

by = azby + b3 0< by <b
by—3=ay_1by—2+by_1 0<by_1 <bys.

by_o = anby_1

Jer su b-ovi pozitivni cijeli brojevi, slijedi da su ay, a3, . .., a, takoder pozitivni
cijeli brojevi. Kada "malo" sredimo jednadzbe dobivamo:

. |
b T
b b,
b2 Tn
by bs
B "Th
bn—z —a
—
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Kontinuiranim uvrstavanjem dobivamo

PR
T=mT g =m
b b by
by QT
1
:a1+ 1 - [allaZI' Ian]
.

0

Time smo dokazali postojanost veriznog razlomka. No $to je s njegovom jedins-
tvenos¢u? Primjericeiz a +1/1 = a 4 1 moze se lako vidjeti da on nije jedinstven.
Za a, > 1 vrijedi:

[aOI a,az, ... /an] - [aOI ai1,a2,...,0n — 11 1]
dok za a, = 1 vrijedi:
lag,a1,az,...,a,] = [ag, 01,00, ...,0,_1 +1].
Dakle, iz gornjeg razmatranja slijedi kako razvoj racionalnog broja u konac¢ni
verizni razlomak nije jedinstven ve¢ da se taj razvoj moZze napisati s parno mnogo

koeficijenata, odnosno s neparno mnogo koeficijenata. Primjerice, & se moze za-
pisati u obliku [1,1, 1, 2], no on se moZe i zapisati u obliku [1,1,1,1, 1]:

Direktno iz toga slijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2 (vidjeti [6, Teorem 3]). Racionalni broj moZe se zapisati u tocno dva oblika
veriznog razlomka, s parnim ili neparnim brojem koeficijenata.

Pogledajmo sada primjer, dakle, kako neki racionalni broj pretvoriti u verizni
razlomak.

Primijer 2. Zapisimo 123 u obliku veriznog razlomka.
p 240 S

Rjesenje. Prvo ¢emo korisiti Euklidov algoritam kako bismo racionalni broj rasta-
vili na niz jednadzbi. Imamo:

123 = 0- 240 + 123, 0 <123 < 240
240 =1-123+117, 0<117 < 123
123 =1 -117 36 0<6<117
117 =19-6 43, 0<3<6

6=2-3410,



2.1. DEFINICIJA I SVOJSTVA 6

Dakle, 323 mozemo zapisati u obliku [0,1,1,19,2]. Dodatno, primjetimo jo$ da se

% moZe zapisati i u obliku [0,1,1,19,1,1] po Teoremu 2.

Pogledajmo sada neka svojstva veriznih razlomaka. U tu svrhu iskazujemo
sljedece leme.

Lema 1 (vidjeti [2, Lema 8.13.]). Za N € N vrijedi sljedece:
po=4ao, pr=amao+1, pp=anpp-1+pa-2 (2<n<N),

go =1, g1 = a, Gn = AnGu—1+qn—2 (2 <n<N).

Dokaz. Za dokaz koristimo matematicku indukciju. Dakle, za n = 2 imamo:

p2 = axp1 + po,
g2 = aq1 + qo-

Pretpostavimo da je n > 2 i tvrdnja vrijedii za n — 1. Tada imamo:

Pr1 = nPy_ o+ Pu_s
Ty1 = anly_o + Gy _3-

Napokon, pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n:

Pn = A0Py_1 + qy_1
= ag(anPy_o + Pu_z) + (andu_o + qu_3)
= ay(a0Py_o + Gu_2) + (d0Py_3 + q4_3)
= anPn—1+ Pn—2-

Na sli¢an nac¢in moZemo pokazatii za g, = a,9,—1 + gn—2. Primjetimo kako smo
rekurzivno dosli do n-tog ¢lana. O

Prije dokaza sljedece leme, napomenimo kako se dogovorno uzima sljedece:

p-—2= 0, P—1 = 1, q-—2 = L, q-1 = 0.
Lema 2 (vidjeti [2, Lema 8.15.]). Za n > —1 vrijedi:

n

GuPn—1 = Pnfn—1 = (=1)".
Dokaz. 1za ovaj dokaz koristimo princip matematicke indukcije. Uzmemo najprije
k = —1i provjerimo bazu indukcije:
g-1p-2—q-2p-1=(-1)"
0:0-1-1=-1
—1=-1
Dakle, vrijedi baza indukcije. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za svaki k <
n, pa uzmemo onda k = n — 1, ;.

B 1Py — o3 = —1
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Sada tvrdnju provjerimo za sam #:

GnPn-1— Gn-1Pn = (@nGn-1+ Gu-2)Pn-1 — (@nPn-1+ Pn—2)qn—1
= AnPn—19n—-1 + Gn—2Pn—-1 — @nPn—19n—-1 + Pn—29n-1
= qn—2Pn—1 — Pn—24n—-1
:__(_1y%4
= {—1)".
Prema tome, pokazali smo traZenu tvrdnju. O
Lema 3 (vidjeti [3, Teorem 1.3.]). Za verizne razlomke, vrijede sljedeca svojstva:

1) Akojen > 1, onda je q, > q,—1 + 1iorijedi g, > n,

2y B _pnn _ GO s

In In—1 Gndn-1 "’

3) Puln—2 — Pn—29n = (—1)"a,, n>2.

Prethodne tri leme nam omogucuju dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 3 (vidjeti [2, Lema 8.19.]). Neka su ag, a1, ay, . . . pozitivni realni brojevi. Vri-
jedi sljedece:

Bl oo

q0 q2 q4
P ps ps
2) i > o >q5 S

. . p p
3) Ako je n paran, a m neparan, onda je <

Dokaz. Prve dvije tvrdnje proizlaze iz Leme 3. Preuredimo li malo izraz iz Leme
3 pod 3), dobivamo:

Pn2  pn_ (=1)"ay

qn—2 dn qndn—2

Ako uzmemo n > 2, n paran, dobivamo £=2 < P2 dok za n > 3, n neparan,

G- G’
dobivamo £ > £ te smo tako dokazali tvrdn]e e,

Treba jos pokazatl tvrdn]u 3). Pretpostavimo da je n < m. Kako vrijedi da je

fr < = treba jog pokazati =1 < I (jer to onda povlagi £ < ). Ovdje
koristimo Lemu 2 iz koje slijedi g pm—1 — pmgm—1 = (—1)" = —1 < 0. Za slucaj

n > m provodi se analogan dokaz. O
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2.2 Konvergente veriznog razlomka

Definicija2. Nekajea = [ag,ay,a3 .. .,a,), gdjejea; € Z,i € {0,1,2,...,n}. Promo-
trimo zapis do k-tog clana, k < n, odnosno gledamo [ay, ay,a;,. .., 4] = %. Owvaj izraz
nazivamo k-ta konvergenta od w u razvoju u konacni verizni razlomak i oznacavamo ga
S Ck.

Primjer 3. Pretvorimo racionalni broj $ u kona¢ni verizni razlomak i odredimo njegove
konvergente.

Rjesenje. Primjenom Teorema 1 dobijemo da se racionalni broj & moZe zapisati
kao [0,1,5,4, 3]. Njegove konvergente bi onda izgledale na sljede¢i nacin:

Co = [ag] =0
1
Clz[ao,al]:[o,l]:O—i—I:l
il 5
Cy = |ag@1,0] = [0,1,5] = e
2 = lag,a1,82] = (0,1, 5] 151 =
i 21
C: 7 ’ , = ,1,5,4 — e s e = —=
3 = [ag,a1,a2,a3] = [0 ] T =
5+1
1 68
Ca = [a0,81,02,83,04] = [0,1,5,4,8] = ——— =+ = .
5+

443

Pogledajmo sada neka svojstva konvergenti.

Lema 4 (vidjeti [6, Teorem 6.]). Ako je Cy k-ta konvergenta konacnog veriznog raz-
lomka [ag, aq, a3, . . ., a,)|, onda vrijedi:

Ci<G << <G <G <G.
Dokaz. Direktno iz Leme 1. O
Sljededi teorem ¢emo iskazati bez dokaza. Za dokaz pogledati [6].
Teorem 4 (vidjeti [1, Korolar 8.1.4]). Nekasua € R,q € Ziq > 0. Za sve konver-
gente % vrijedi:

1 1

— P 2 >
dn+19n An+195

‘7n<

’a

Primjer 4. PokaZimo da Teorem 4 vrijedi za racionalni broj §8 iz Primjera 3.

Rjesenje. 1z razvoja racionalnog broja §& u kona¢ni verizni razlomak, slijedi da su

njegove konvergente redom Cp = 0, C; = 1, C; = g, Ly = %, Crx = g—?. Za

primjerice C, vrijedi:

1 1 1 1 1 1 1

_@_5‘: _
6

181

o— P2 =
| 162 " gaqy ~ 256 150 " mp 462 144

q2
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Odnosno, vrijedit Ce:
1 11 1 1

P2
162 = gaqy 150 ~ myp | 144

-

q2

Za ostale konvergente moZe se analogno pokazati.

Teorem 5 (Legendre, vidjeti [1, Teorem 8.1.5]). Nekajea € R,p,q € Zigq > 0za
koje vrijedi:

=5l <z

2q%

Tada je g neka konvergenta od « u razvoju u konacni verizni razlomak.

Dokaz. Neka su py, 90, 1,91 konvergente od « i neka je n takav daje g, < g <
qu+1- Pretpostavimo jos daje & # £ (jer znamo da je £* konvergenta). Koristimo
prethodne teoreme i imamo sljedec1 niz ne]ednakostl

1 < 1 i

TR
90 Gndn+1 297

PomnoZimo cijeli izraz s qq, kako bismo imali dobili nejednakost 1 < g—g + q,,qﬁ-
Akoje gn > 2q,iz q, < gimamo 1 < 1/2 + 1/2 i imamo kontradikciju.

Pretpostavimo sada da je g,+1 < 24q. Pretpostavimo jo$ da o — 5 foa— 2t

isti predznak. Iz toga slijedi da je razlika njihove apsolutne vrijednosti, |2 : qZ |
1

1 1 -
q " +1} a odozdo s T Ako pomnoZimo sve s

qqn, dobivamo 1 < max{zq " } < max{3,1} = 1, $to je opet kontradikcija s
polaznom pretpostavkom.

P _Pn
n

_ Pn
< [m— 2

p
+‘«x q‘<

==

Pr imaju

omedena odozgo s max{#,

P s Pn
" - 1 —
q & qn

sljedilo da o — 5 ia— % imaju isti predznak. PomnoZimo opet sve s gqq, i

imamo sli¢no 1 < max{qgl, = +2} Jerje q,41 < 2q,imamo 1 < max{1,1} =18to

je opet u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle, vrijedi pocetna nejednakost. [

Pretpostavimo sada da o — imaju suprotni predznak. Iz toga bi

Primjer 5. PokaZimo da je 2 konvergenta od 3% u razvoju u konacni verizni razlomak, a
da 1 nije konvergenta od 3+ u razvoju u konacni verizni razlomak.
Rjesenje.
PP S NS S
91 =207 S22 2.9 162
Dakle, po Teoremu 5, 1@ je neka konvergenta od 3} u razvoju u kona¢ni verizni

razlomak. PokaZimo sada da L o nije konvergenta od 53 i 5 urazvoju u konacni verizni
razlomak.

47 11

‘ ‘_‘__g_ PRI B
207 " 22T 2.2 162

Dakle, % nije konvergenta od 5} u razvoju u kona¢ni veriZni razlomak.






3 | Beskonacni verizni razlomci

U ovom poglavlju bavit ¢emo se beskona¢nim veriznim razlomcima te éemo se
posebno baviti periodskim veriznim razlomcima, posebnom kategorijom besko-
nacnih veriznih razlomaka. Definirat éemo kvadratnu iracionalnost koju ¢emo po-
vezati s periodskim veriznim razlomcima te za kraj ovog poglavlja pokazat ¢emo
jedan algoritam kojim moZemo razviti realan broj u verizni razlomak.

3.1 Definicija i svojstva

Do sada smo promatrali samo racionalne brojeve i njihov razvoj u verizni razlo-
mak. No, sto s iracionalnim brojevima?

Ako bismo npr. brojeve 7t i e pretvorili u verizni razlomak, dobili bismo sljedeci
razvoj:

m=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,...]
e=102,1,21,1,41,1,6,...]

Dakle, razvoj nije konacan. Prirodno je zapitati se postoji li limes tog razvoja
iracionalnog broja. O tome nam govori sljedeci rezultat.

Teorem 6 (vidjeti [6, Teorem 7]). Neka su ay, ay,a;,as, . . . pozitioni cijeli brojevi, osim
mozda ay. Neka je Cy = [ag, aq,a, . ..,ax]. Onda klim Cy postoji i konacan je.
— 00

Dokaz. Kako je Ci jedna od konvergenti veriznog razlomka, moZze se zapisati u
obliku C;, = % i po Teoremu 3, vrijedi Cpryq7 < Cpr_1 (za neparne), odnosno
Cor > Cor_p (za parne). Iz Leme 3, slijjedi C; > Cypr > Cyriq > Cy, pa onda
postoje i limesi od Cyi 1 Cpryq. Konacno, iz Leme 2 i 3 imamo |Cop — Cpr_1| =

L = 2k(2}<—1) takve da je lim Gy = im Cpy—; = lim G O

Prije nego Sto pokaZemo da je zapis iracionalnog broja u verizni razlomak je-
dinstven, definirat ¢emo kvocijente veriznog razlomka i njegova svojstva koji ¢e
nam biti potrebni prilikom dokaza sljedeéeg teorema.

Definicija 3. Neka je a = [ag, a1, a2, . . .]. Clan ay nazivamo k-ti parcijalni kvocijent
od o, a oy = [ay,ag.q, .. .| je k-ti potpuni kvocijent od «.

.1
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Lema 5 (vidjeti [3, Teorem 2.1.]). Za n > 2 vrijedi:

— — wqag+1 — AnPpn—1tpn—2
& Rg. W a7 & Xnfy—1+Tqn-2"

U sljede¢em teoremu pokazat ¢emo da postoji jedinstven zapis iracionalnog
broja u verizni razlomak.

Teorem 7 (vidjeti [3, Teorem 2.3.]). Zapis svakog iracionalnog broja u verizni razlomak
je jedinstven.

Dokaz. Neka je « = |[ag,a1,0,...] = [bo, by, by, ...] i neka su to dva zapisa
a € I. Pokazat ¢emo da su ta dva zapisa jednaka. Iz svojstava veriznih raz-
lomaka, slijedi da je a9 = by = [a] i slitno a; = by. Pretpostavimo sada
da je ay = by, za svaki k < n, i trebamo pokazati da vrijedi a, = b,. Iz
w = [ag,a1,8y,...,a, ] = [ag,a1,ay, ..., ], gdje suay ia, n-ti potpuni kvocijenti
od « i svojstava potpunih kvocijenata, imamo:

@, Pn-1+ Pn-2  Gp,Pu—1+ P2

® = 7 7 5
Ay Gn—1 + Gn—-2 Ay, dn—1 + Gn-2

Kada malo ‘'sredimo" taj izraz, moZemo ga zapisati u obliku

(@, — a3,)(Pn—19n—2 — Pn—29n—1) = 0. Iz Leme 3 slijedi da je a,, = a;, i

vrijedi a, = [a},,] = [a},] = bu. O
Konacno, definirat ¢emo beskonacni verizni razlomak.

Definicija 4. Neka su ag,aq,a;,a3,... niz pozitivnih cijelih brojeva, osim moZda ay.
Izraz

x = [aOI a,az,as,... ]
nazivamo beskonacan verizni razlomak od «.

Moze se pokazati da ako je neki broj beskonacan verizni razlomak, da je on
onda i iracionalni broj. Sljede¢i teorem ¢emo iskazati bez dokaza, a skica dokaza
se mozZe pronadiu [6].

Teorem 8 (vidjeti [6, Teorem 9.]). Ako je o beskonacan verizni razlomak, onda je
iracionalan broj.

Primjer 6. Razovijmo /6 u verizni razlomak.

Rjesenje. Imamo:

V=24 (V6—-2) =2+ }

MnoZenjem —— s ¥8+2 dobivamo:
J V6—2 7 V6+2
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Sada razlomak @ mozemo zapisati kao:

\/6+2:2+ (‘@Jrz—z) o4 1

2 2 1

MnoZenjem fész — = \/62—2 s \/fgﬁ dobivamo /6 + 2. Sada taj izraz mozemo
napisati kao:
il
V6+2=4+(V6-2)=4+—
V6-2

Primjetimo kako se izraz u nazivniku ponovio kao i na pocetku te bismo, ponav-
ljanjem postupka, opet dobivali isti rezultat, odnosno dobili bismo:

1
V6 =2+ 5 1
R
2+ T
oo
241,

Za ovakav beskonacni verizni razlomak kaZemo da je on periodski verizni razlo-
mak o ¢emu ¢emo viSe govoriti u sljede¢em potpoglavlju.

3.2 Periodski verizni razlomci

Definicija 5. Za beskonacan verizni razlomak « kaZemo da je periodski veriZni razlo-
mak ako postoje n,m € IN takvi da za svaki k > m, k € IN vrijedi

Ak = Af4n-

Najmanji n € IN za koji to vrijedi nazivamo periodom veriZnog razlomka i veriZni
razlomak moZemo zapisati na sljedeci nacin:

[a()l a1, a, ... ] = [aOI A1,02, -« oy A1,k 17+ + « r Ahtm1s -+ ]

Kazemo da je beskonacni verizni razlomak ¢isto periodski ako je njegov oblik:

[aOI ai,az,..., an]-

Primjer 7. Jedan od primjera periodskog veriznog razlomka je \/23 koji moZemo zapisati
kao /23 = [4,1,3,1,8].

Definicija 6. Za « € I kaZemo da je kvadratna iracionalost ako je « rjesenje kvadratne
jednadzbe ax® + bx + ¢ = 0, gdje su a,b,c € Z i a ée biti oblika:

ai\/E

c

,c#0,b£A0, beN.
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U sljede¢em teoremu ¢emo povezati ¢isto periodski verizni razlomak i kva-
dratnu iracionalnost.

Teorem 9 (vidjeti [6, Lema]). Svaki Cisti periodski verizni razlomak je i kvadratna ira-
cionalnost.

Dokaz. Neka je dan w = [aq, a1, a5, - .., a,] € I1ineka je Cy k-ta konvergenta od «.
1z svojstava konvergenti vrijedi sljedece:

§ = aPy + Py_q
0Qn 4+ Qu-1

Ako bismo ovu jednakost zapisali u obliku kvadratne jednadZbe dobili bismo slje-
dece:

Qn‘xz I (Qn—l - Pn)“ — B4 =10.
Dakle, kako je a iracionalan broj, slijedi i da je « kvadratna iracionalnost. O

Osim ¢isto periodskog veriznog razlomka, moZe se pokazati i da je svaki peri-
odski verizni razlomak kvadratna iracionalnost. Prije nego Sto pokaZemo sljede¢i
teorem, iskazat éemo jednu pomoc¢nu tvrdnju:

Lema 6 (vidjeti [6]). Ako je a kvadratna iracionalnost i a,b,c,d € Q, gdje ¢ i d nisu
oboje 0, vrijedi da je

a-+ b
c+da

ili racionalan broj ili kvadratna iracionalnost.

Teorem 10 (vidjeti [6, Teorem 16]). Svaki periodski verizni razlomak je ujedno i kva-
dratna iracionalnost.

Dokaz. Neka je &« = [ag,a1,a2,...,0c 1,8, k1, Ok12, - - -, 0k+n)- Oznadimo s
o = [a, Ax 11, Akt - - -, Gkrn), te Ce prema teoremu 9 slijediti da je a’ kvadratna
iracionalnost. Ako je Cy k-ta konvergenta od «, onda ¢e prema lemi 5 vrijediti

&'Py+ Pyq
&' Qn+ Qn1
i prema prethodnoj lemi, « ¢e ili biti racionalan broj ili kvadratna iracionalnost, no

kako je « beskonacan verizni razlomak, iz toga nuZzno slijedi, prema teoremu 8, da
je a kvadratna iracionalnost. O

X = [aOI ay,az, ... ,ak_l,[X/] —

Moze se pokazati da vrijedi i obrat Teorema 10. Iskazat ¢emo ga bez dokaza.
Postoji viSe nacina dokaza, a oni se mogu pogledati u [6], [1] ili [2].

Teorem 11 (vidjeti [1, Teorem 8.2.3]). Svaka kvadratna iracionalnost se moZe zapisati
u obliku periodskog veriznog razlomka.

Dakle, iz Teorema 10 i 11 konacno sljjedi:
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Korolar 1 (vidjeti [6]). Razvoj u veriZni razlomak realnog broja w je periodski <= je
« kvadratna iracionalost.

[lustrirajmo do sada iskazano jednim primjerom.

Primjer 8. Zapisite « = [2,3,2] u obliku kvadratne iracionalnosti.

Rjesenje. Oznacimo s B dio koji se periodicki ponavlja, p = [3,2], dakle imamo:

1

— 24 :
P 3+3

Sredimo izraz tako da dobijem kvadratnu jednadzbu gdje je  nepoznanica:
2% —68—3=0.

Kako rjeSenje od g > 0, dobivamo = %ﬁ ZapiSimo sada « u obliku veriznog
razlomka:

1 1 2 21
=21 —-=2F = 2 :8+ 5.
B __3+2¢T5 3+v15 34415
MnoZenjem cijelog izraza s 3-vI5 4 daljnjim sredivanjem dobivamo:

3—v15

34+ 15
a= e

Pokazimo sada algoritam kojim moZemo na jo$ jedan nacin razviti iracionalan

broj u periodski verizni razlomak. Neka jedana = ay = st Vd gdjejed € IN,d #
to
[, s9,to € Z ineka su:

Sit1 = a;t; —s;, tip1 =

d—s? S: d
L g = i+ Vd ,zai> 0.
t; L
Algoritam prestaje kada s; = sj, ti = tj, a; = aj, i # j, i,j > 0itada je a dan
kao « = [ag,ay,...,8;,8;11,...,4j—1]. Dakle, na ovaj na¢in moZemo dobiti zapis
kvadratne iracionalnosti u periodski verizni razlomak.

8+v7

Primjer 9. Razvijmo a = =3 u verizni razlomak koriste¢i prethodni algoritam.

Rjesenje. Primjetimo da iz « slijedi sy = 8,d = 7,tp = 3. Prema algoritmu dobi-

gy = &)= {8 +3\/7J =8

Sada ra¢unamo svaki s;, t;,a;,i > 1:
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K
o
S

si=aptg—sp =1, t = o =2 alz_ & _:1
So=at; —s; =1, th= d?% =3 #p= _Szfz‘/a_ =
S3 = dpty — Sy = 2, t3 = d;;% = 1, a3 = _SS_'[;/H_ =4
S4 = azfz — 83 = 2, fg = d;;‘zl = 3, a, = LS4T4ﬁJ =1

Racunanjem ss, t5, a5 dobivamo isti rezultat kao i za sq, 1, 41, te konacno mozemo
pisati:

&= [QOI ai,ap,as,a4,4as5,. .. ] — [31 1/ ]-/ 4/ 1]



4 | Primjene veriznih razlomaka

U ovom poglavlju bavit éemo se nekim primjenama veriznih razlomaka. Prouca-
vat ¢emo Pellovu jednadzbu koju ¢emo modi rijesiti uz pomoc¢ veriznih razlomaka
te ¢emo nakon toga koristiti konvergente veriznog razlomka kako bismo rijesili
linearne diofantske jednadZzbe.

4.1 Pellovajednadzba

Definicija 7. Diofantska jednadzba oblika
x>—Dy*=1,D#0
naziva se Pellova jednadZba

Ova jednadZba dobila je ime po engleskom matematicaru iz 17. stoljeca Johnu
Pellu, no pokazalo se da Pell uopce nije radio na toj jednadZzbi. Prvi koji je dao
metodu za njeno rjeSavanje je engleski matemati¢ar William Brouncker 1657. go-
dine. JednadZzba koju je on rjesavao je x> — 313y? = 1i za jedno njeno rjesenje je
dobio

(x,v) = (32188120829134849, 1819380158564160).

Brounckerova metoda je prvi put opisana u knjizi engleskog matematicara Johna
Wallisa Treatise on Algebra 1685. godine., no Euler je zaslugu za rjeSavanje te jed-
nadzbe dao Pellu te se to ime za jednadZbu zadrzalo i do danas.

Pogledajmo neka svojstva Pellove jednadZbe. Primjetimo da ako su x,y € Z
rjeSenja Pellove jednadZbe, da su onda to i —x, —y; —x,y i x, —y. Takoder, ako
bismo uzeli za y := 0, onda je x = +1, a ako bismo uzeli x := 0, onda bismo
imali rjeSenje za slucaj D = —1 i to rjeSenje je trivijalno, tj. y = £1. Ako bismo
promatrali D, za slucaj D < 0, Pellova jednadZba nece imati pozitivna rjeSenja.
Ako je D potpun kvadrat, tj. moZe se zapisati kao kvadrat nekog cijelog broja,
npr. D = d?, onda se jednadZba mozZe zapisati u obliku

x? — (dy)* = 1.

Ako postoji pozitivno rjeSenje, onda ¢e 1 biti dan kao razlika dva potpuna kva-
drata, $to nije moguce. Dakle, ni u ovom slucaju jedndazba nema pozitivna rjese-
nja.

Moze se pokazati da pozitivno, netrivijalno rjeSenje Pellove jednadZbe uvijek
postoji.

7
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Teorem 12 (vidjeti [ 1, Propozicija 8.3.1]). Neka je dana Pellova jednadzba x> — Dy? =
1, D € N, D # . Tada postoje x,y € N koja su rjesenja te jednadzbe.

Dokaz. Pogledati [1] ili [2]. O

Primjer 10. Promotrimo Pellovu jednadZbu x> — 5y*> = 1. Jedno rjesenje je danos x = 9
iy=4

Primjer 11. Promotrimo sada Pellovu jednadZbu za jedan veéi D, primjerice x> —

163y? = 1. Rjesenje ove jedandZbe postoji, a najmange rjesenje je dano s x = 64080026 i
y = 5019135! Dakle, uz uvjete iz Teorema 12, rjeSenje ée uvijek postojati.

Definicija 8. Ako Pellova jednadzba ima pozitivno rjesenje, onda postoje x1,y1 za koje
je izraz x1 + y1\/D minimalan i taj izraz je jedinstven. Minimalno rjesenje Pellove jed-
nadzbe nazivamo fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe.

Moze se pokazati veza izmedu rjeSenja Pellove jednadZzbe i fundamentalnog
rjeSenja Pellove jednadZbe.

Teorem 13 (vidjeti [2, Teorem 10.11.]). Ako je (x1, y1) fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe, onda su sva ostala rjesenja (u IN) dana izrazom:

% —i—yn\/ﬁ =% +y1\/5)", n €N

X = 2 + (2> a7+ <4> a7+
Y =13y Y+ (3> a7+ <5> Y+

Dokaz. 1z razvoja po binomnom teoremu dobivamo:

- yn\/ﬁ = (x1— yl\/ﬁ)n-

tj. vrijedi:

RaspiSimo sljedeci izraz:

Dakle, dobili smo da je (xy, y») rjeSenje Pellove jednadzbe. O
Iz prethodnog teorema nam direktno slijedi sljedeca tvrdnja.

Korolar 2 (vidjeti [2, Teorem 10.11.]). Ako Pellova jednadzba ima pozitivno rjesenje,
onda ona ima beskonacno mnogo rjesenja.
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Primjer 12. Promotrimo Pellovu jednadzbu x> — 5y> = 1. Najmanje rjesenje (zan = 1)
koje zadovoljava zadanu jednadzbu je dano s x = 9 iy = 4 i to je fundamentalno rjeSenje
Pellove jednadzbe. No moZe se pokazati, po Teoremu 13 uzn = 2,dajex = 161iy = 72
takoder jedno rjeSenje, za n = 3 da je x = 2889 i y = 1292 rjesenje... Dakle, postoji
beskonacno mnogo rjeSenja ove Pellove jednadzbe po Korolaru 2 i sva su ona dana s:

Xy +ynV'D = (9 +4V5)", n € N.

U sljede¢em teoremu éemo povezati konvergente veriznog razlomka broja v D
i rjesenje Pellove jednadZbe x? + Dy? = k, za dovoljno mali k.

Teorem 14 (vidjeti [1, Teorem 8.3.3]). Neka su x,y € IN takvi da zadovoljavaju ne-
jednadzbu |x* — Dy?| < /D. Tada je 5 konvergenta veriznog razlomka \/D.

Dokaz. Ozna¢imo s K = [v/D]. Kako je x2 — Dy? cijeli broj, iz nejednadZbe
|x2 — Dy?| < /D slijedi kako je |x2 — Dy?| < K. Pretpostavimo najprije da je
x < Ky. Tada vrijede sljedece:

x> — Dy? < x> — K*y* = (x — Ky)(x + Ky) < —K,

Sto daje kontradikciju s |x? — Dy?| < K te iz toga slijedi kako je x > Ky.
Primjetimo kako vrijedi sljedece:

K K 1
|x—\/5y|§ <L

K
< = .
x—i—\/ﬁy x+Ky = 2Ky 2y

Podijelimo nejednakost s y:

g—\/ﬁjgzl?.

Sada, prema Legendreovom teoremu (Teorem 5) slijedi kako je upravo % konver-

genta od v/D u razvoju u verizni razlomak. O

Primjer 13. PokaZimo da je § konvergenta prilikom razvoja broja \/7 u veriZni razlomak.

Rjesenje. Uzmimo x = 8,y = 3, D = 7 te uvrstimo u nejednadZbu iz Teorema 14:
%2 —Dy?| = |82 -7-32| =1 < V7.

Dakle, ispunjene su pretpostavke Teorema 14 i § je konvergenta veriznog raz-
lomka /7.

4.2 Linearne diofantske jednadzbe

Jedan od nacina primjena konvergenti veriznog razlomka imamo kod rjeSavanja
linearne diofantske jednadzbe ax + by = (—1)",zaa,b € Z,b > 0,(a,b) =1. U
tu svrhu, iskazujemo sljedeca dva teorema.
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Teorem 15 (vidjeti [6, Korolar 5.1]). Za n > 0, vrijedi:
(pn/ pn+1) - 1; (Qnr Qn—l—l) - 1/ (pn/ Qn) = 1/
gdje su S” i Q”“ konvergente u razvoju od § u verizni razlomak.

Dokaz. Dokazimo prvu tvrdnju. Najvedi zajednicki djelitelj P, i P, je najmanji
pozitivni cijeli broj koji se moZe napisati kao suma visekratnika od P, i P,41. 1z
leme 2 slijedi:

Pn+1(_1)n+lQn =+ Pn(_l)n+2Qn+l =1

Dakle, P, i P, 1 su relativno prosti, j. (P, Py11) = 1.

Dokaz je sli¢an za preostale dvije tvrdnje. O

Primjer 14. Razovijanjem racionalnog broja 33 u konacni verizni razlomak dobivamo nje-
gove njegove konvergente:

CG=1 C=2 G=] G=% =% G=3

Vidimo kako su primjerice (P3, Py) = (9,16) =1, (Q3,Q4) = (5,9) =1, (P5,Q3) =
(9,5) = 1te (Py, Q4) = (16,9) = 1. Analogno se moZze vidjeti i za ostale P,, Q,-ove.

Teorem 16 (vidjeti [6, Korolar 5.2]). Neka sua,b € Z,b > 0, (a,b) = 1. Ako razvoj
od § u verizni razlomak ima n clanova, te s x i y oznacimo x = Q,_1,y = —P,_1, onda
su to rjesenja linearne diofantske jednadzbe:

ax +by = (—1)".

Dokaz. n-ta konvergenta od j je C, = 5—” = 7. Kakosuigi 5” svedeni na najnizi

¢lan, slijedi dajebasa = P, i b = Q,. Po Lemi 3 vrijedi:

aQy-1 +b(_Pn—1) — (_1)n.

Kako znamo da se verizni razlomak mozZe zapisati u to¢no dva oblika, s parno
mnogo ili neparno mnogo ¢lanova, iz Leme 2 slijedi da su x i y rjeSenja linearnih
diofantskih jednadZzbi

ax+by=11ax+by=-1

Pogledajmo sada jedan primjer.
Primjer 15. Rijesite linearnu diofantsku jednadzbu:

73x +57y = 1.
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Rjesenje. Primjetimo najprije kako su 73 i 57 relativno prosti cijeli brojevi, pa po
8 u verizni razlomak. Dobivamo sljedece:

Teoremu 16 ima smisla razviti ==
B _ 14 1 =[1,3,1,1,3,2].
57 3+ T
+—4
g
3+5
Sada promatramo konvergente:
Ci=1 G=35 GC=2
_9 _ 32 _ 73
G=7 G=x5 GC=35
Zanima nas pretposljednja konvergenta Cs = 32, jer ¢e upravo ona biti klju¢na za
pronalazak rjeSenja. Dakle, prema Teoremu 16 za rjeSenje dobivamo x = Qs = 25
iy = —Ps = —32. Zaista, uvrstavanjem u jednadZbu dobivamo:
a-Qs+b-(—DPs5) =73-25+57- (—32) = 1825 — 1824 = 1.
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Sazetak

Prvi put spominjani i uvedeni jos u 17. stolje¢u, veriZzni razlomci su brzo pro-
nasli svoju uporabu u kompleksnom svijetu matematike. Definiraju se kao funk-
cije oblika:

lag, a1, a3,...,a,) = ag+
a, +
& 1
A

, 1

an
Verizne razlomke dijelimo na konacne i beskonac¢ne. Konac¢ni verizni razlomci
su dani kao razvoj racionalnih brojeva u verizni razlomak i oni se mogu zapisati na
to¢no dva nacina, s parnim ili neparnim brojem ¢lanova. Pokazali smo neka svoj-
stva konac¢nih veriznih razlomaka, primjerice da se ¢lanovi dobivaju rekurzivno.

Ako bismo verizni razlomak [ag,aq,4a,,...,a,] gledali do nekog ¢lana, npr.
ax, k € NN, onda izraz [ap,ai,4ay,...,a;] nazivamo k-ta konvergenta od
[ag, a1, 4z, . ..,a,]. Konvergenta veriznog razlomka ima brojne primjene, primje-
rice kod rjeSavanja linearnih diofantskih jednadzbi i kod aproksimacije iracional-
nih brojeva.

Beskonacéni verizni razlomci su verizni razlomci oblika [ag, a1, a5, ...]. Poka-
zali smo da se svaki iracionalni broj moZze zapisati u obliku beskona¢nog veriznog
razlomka i da je taj zapis jedinstven, a nakon toga smo pokazali neka njegova svoj-
stva. Uveli smo pojam periodskog veriznog razlomka, vrsta beskona¢nog veriz-
nog razlomka kod kojeg se nakon nekog ¢lana, niz prethodnih ¢lanova ponavlja u
pravilnim intervalima, te smo pokazali povezanost kvadratne iracionalnosti, rje-
Senja kvadratne jednadZbe oblika ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, i periodskog veriznog
razlomka.

Na kraju smo se bavili primjenama veriznih razlomaka, odnosno Pellovom
jednadzbom 1i linearnom diofantskom jednadzbom oblika ax + by = (—1)", za
a,b € Z,b>0,(a,b) =1, koja je usko povezana s konvergentama veriznog raz-
lomka.
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Kljuéne rijeci

konacni verizni razlomci, konvergenta veriZznog razlomka, beskona¢ni verizni raz-
lomci, periodski verizni razlomci, kvadratna iracionalnost, Pellova jednadzba, li-
nearne diofantske jednadzbe



Continued fractions and some appli-
cations

Summary

First mentioned and introduced as early as the 17th century, continued fractions
quickly found their utility in the complex realm of mathematics. They are defined
as functions of the form:

[610, ai,az,... /an] =day i
a; +
1 | 1
a —
27" 1

an
We divide continued fractions into finite and infinite. Finite continued fractions
are given as the expansion of rational numbers into continued fractions, and they
can be written in exactly two ways, with an even or odd number of terms. We
have shown some properties of finite continued fractions, for example, that the

terms are obtained recursively.

If we were to consider the continued fraction [ag, a1, 4y, . ..,a,] up to a certain
term, for example, a;, k € IN, then the expression [ag, a1, 4y, ..., a;] is called the
k-th convergent of [ag, a1, 45, .. .,a,]. Convergents of continued fractions have nu-
merous applications, such as in solving linear Diophantine equations and in ap-
proximating irrational numbers.

Infinite continued fractions are continued fractions of the form [ag, aq, 45, ... ].
We have shown that every irrational number can be represented as an infinite con-
tinued fraction, and this representation is unique. Afterward, we demonstrated
some of its properties. We have introduced the concept of a periodic continued
fraction, a type of infinite continued fraction where, after a certain term, the sequ-
ence of previous terms repeats at regular intervals. Additionally, we showed the
connection between quadratic irrationalities, solutions of quadratic equations of
the form ax? + bx +c¢ = 0, where a # 0, and periodic continued fractions.

Finally, we explored the applications of continued fractions, namely the Pell
equation and the linear Diophantine equation of the form ax + by = (—1)", where
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a,b € Z,b>0,(ab) =1, which is closely related to convergents of continued
fraction.

Keywords

finite continued fractions, convergent of continued fraction, infinite continued
fractions, periodic continued fractions, quadratic irrationality, Pell equation, li-
near Diophantine equations
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