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1 | Uvod

Problemi ra¢unanja povrSine nekog podrudja stari su vise od 4000 godina.
Odgovor na taj problem daje integralni racun. Integral je jedan od klju¢nih
pojmova matematike ¢iju su ideju rac¢unanja prvi oblikovali Isaac Newton i
Dottfried Wilhelm Leibniz, dok je prvu strogu definiciju odredenog integrala
dao Bernhard Riemann. Danas se tehnike integriranja primjenjuju u prirodnim
znanostima, inZenjerstvu, ekonomiji te brojnim drugim podrugjima. U fizici,
odredeni integrali omoguéuju precizno ra¢unanje kompleksnih pojmova, pocevsi
od klasi¢ne mehanike do elektromagnetizma i kvantne mehanike.

U prvom dijelu rada bit ¢ée objasnjeno kako procijeniti povrSinu nekog pro-
izvoljnog lika Sto je zapravo motivacija za uvodenje integrala. Nadalje, uvest
¢emo pojam Riemannovog integrala te éemo kroz teoreme objasniti i dokazati
neka njegova osnovna svojstva. Zatim ¢emo dati odgovor na pitanje koje su
to funkcije Riemann integrabilne te kako izracunati integrale takvih funkcija
koriste¢i direktnu integraciju, metodu supstitucije i metodu parcijalne integracije.
Te tri metode pripadaju metodama integracije.

U drugom dijelu rada fokusirat ¢emo se na primjene integralnog racuna u
podrudju fizike. Za pocetak, izvest ¢emo formulu za ra¢unanje duljine puta koji
je preslo tijelo zadane brzine. Zatim ¢emo objasniti kako izra¢unati rad neke sile
te kako naéi koordinate tezista tijela. Sljedece ¢emo pojasniti kako izracunati
volumen fluida koji potpuno ispunjava cijev, ako znamo povrSinu poprecnog
presjeka te cijevi. Naposljetku ¢emo uvesti pojam fluksa te izvesti formulu
za njegovo racunanje. Sve navedene probleme potkrijepit ¢emo primjerima iz
stvarnog zivota.

Cilj ovog rada je objasniti odredeni integral te Citatelju pribliziti taj apstrak-
tan matematicki pojam preko opipljivog svijeta fizike. Poznavanje primjena
integralnog rac¢una u fizici uvelike pomaZe razumjeti matematicke tehnike, kao i
koncepte fizike, Sto pokazuje povezanost matematike i fizike.






2 | Odredeni integral

2.1 Problem povrSine

Racunati povrsinu jednostavnih geometrijskih likova poput pravokutnika, trokuta
ili kruga naudili smo jo$ u osnovnoj skoli. Postavlja se pitanje kako rac¢unati povr-
Sinu nekog op¢enitog lika u ravnini?

Na primjer, zanima nas dio ravnine omeden grafom funkcije f na nekom segmentu
[a,b] i pravcima x = a,x = biy = 0 kao na Slici 2.1. Takve ¢emo likove nazvati
krivolinijski trapez ili pseudotrapez.

/
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Slika 2.1: Povr$ina ispod grafa funkcije f na segmentu [0,3]

Oznac¢imo s P funkciju koja dijelu ravnine pridruZuje njegovu povrsinu. Od te
funkcije o¢ekujemo sljedeca svojstva:

1. P(p) >0
2. prNp2 =D = P(p1Up2) = P(p1) + P(p2)
3. p1 € p2 = P(p1) < P(p2).

Ideja je koriStenjem poznatih formula odrediti povrsinu pseudotrapeza T sa Slike
2.1. PokuSamo li pseudotrapez podijeliti na pravokutnike vidimo da to nije mo-
guce jer graf funkcije f nije "ravna linija".

Stoga, nastojimo priblizno odrediti povrsinu: podijelimo segment [a,b] nan € N
dijelova tockama a = xp < x; < --- < x,1 < x, = b kao $to je to naprav-
ljeno na Slici 2.2. Time je lik T podijeljen na pseudotrapeze T3, ..., T,. Kako je
T=T,U---UT, po tre¢em svojstvu funkcije povrsine vrijedi

P(T) = P(Ty) + - - - + P(Ty,). (2.1)

3
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y=f(x)

Slika 2.2: Primjer raspodjele (n = 6)

Promotrimo proizvoljan segment I = [x;_1, %], 1 < k < n, te neka je

mp = inf{f(x):x € It } i M = sup{f(x) : x € I}

Nadalje, neka je py pravokutnik sa stranicama duljine Iy, my te Py pravokutnik sa
stranicama duljine Iy, M. Vrijedi py C Ty C Pi. Odatle, koristeci svojstva povrsine
i formulu za povrSinu pravokutnika slijedi:

my(xg — x—1) < P(Tg) < Mi(xg — x5—1)- (2.2)

Uvrstavaju¢i dobivenu jednadzbu u (2.1) dobivamo ocjenu za povrsinu ispod
grafa funkcije f:

n

Z my(xg — x¢—1) < P(T Z M (g — xp_1). (2.3)
=1 k=1

Razli¢itim raspodjelama segmenta dobijamo razlicite aproksimacije povrsine da-
nog pseudotrapeza. 1z Slike 2.2 jasno je da, u pravilu, finija raspodjela segmenata
daje bolju aproksimaciju povrsine ispod grafa funkcije f.

Motivirani ovim zakljuécima uvodimo pojam Riemannovog' integrala funkcije
i povezujemo ga s povrsinom ispod njezinog grafa.

2.2 Riemannov integral ogranicene funkcije na seg-
mentu

Neka je [a, b] segment realnih brojeva i f : [a,b] — R ograni¢ena funkcija. Stoga,
postoje realni brojevi

m= inf f(x)iM= sup f(x),

xe[ab xe[a,b}

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, 17. rujan 1826. — Selasca, 20. srpanj 1866.)
njemacki matematicar
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tj. infimum i supremum funkcije f. Uo¢imo, ako je [a1,b1] C [a, b] tada je i restrik-
cija od f na [a;, b;] ograni¢ena funkcija i iz

m< f(x) <M, x € [a,b]

slijedi
m S mq S f(X) S M1 S M, X € [lll,bl], (24)
gdjesum; = inf f(x)iM;= sup f(x).
xe[al,bl] xe[ﬂl,bﬂ

Napravimo sada analognu konstrukciju kao u problemu povrsine. Za prirodni
broj n, segment [a, b] podijelimo na n dijelova tako da je

Aa=x)<x1 < - <x<--<xp_1<x,=0.

Tada konacan skup tocaka P = {xq, x1,..., X, } nazivamo subdivizijom ili parti-
cijom segmenta [4,b]. Za subdiviziju P* kazemo da je profinjenje subdivizije P
akoje P* C P. Dijametar subdivizije je realan broj:

6(P) = max{|x; — x;4| :i=1,...,n}

Definicija 2.2.1. Neka je [2,b] C Rin € N. Za subdiviziju P = {xo,x1,...,%n}

definiranu s: "
x;:=a+ihh=: ;a’ ie{0,1,...,n},

kazemo da je ekvidistantna.
Neka je
My =sup{f(x) : x € [xp_1, x|}, mx =inf{f(x) :x € [x)_1, %)}, 1 <k <,

te t; € [xx_1, xx] proizvoljna tocka. Definiramo Darbouxove? i integralnu sumu:

n
s(f,P) = Y _ m(xx — x¢_1) je donja Darbouxova suma,
k=1

o(f,P) = )_ f(tx)(xx — x¢_1) je integralna suma, te
k=1

n
S(f,P) = Y _ M(xx — x¢_1) gornja Darbouxova suma.
k=1

Ocito vrijedi:
m(b—a) <s(f,P) <o(f,P) <S(f,P) < M(b—a). (25)
Neka je dan segment [a, b] te P skup svih subdivizija na njemu. Nadalje, neka je
A={s(f,P): Pe P}, B={S(f,P): P e P}teC={o(f,P):P e P} Zbog
(2.5) ti skupovi su ograniceni pa postoje
Zi(f;a,b) =sup AiZ*(f;a,b) = inf B.

2Jean Gaston Darboux (Nimes, 14. kolovoz 1842. - Pariz, 23. veljada 1917.) francuski matema-
ticar




2.2. RIEMANNOV INTEGRAL OGRANICENE FUNKCIJE NA SEGMENTU 6

Definicija 2.2.2. Broj Z. naziva se donji Riemannov integral funkcije f na [4,b], a
broj Z* gornji Riemannov integral funkcije f na [a, b].

Iz pokazanog je jasno da svaka ograni¢ena funkcija f na segmentu [a, b] ima
gornji i donji Riemannov integral.

Teorem 2.2.1. Neka je f : [a,b] — R funkcija ogranicena na segmentu [a, b] te neka su
T, i T* donji i gornji Riemannov integral funkcije f na [a, b].Tada je

Z.(f;a,b) <TI*(f;a,b).

Dokaz. Dokaz se provodi u 3 dijela.

Prvo pokazujemo da se donja Darbouxova suma povecava ili ostaje jednaka do-
davanjem jedne tocke. Nekajea = xp < --- < x4 < --- < x, = b zadana sub-
divizija P. Nadalje, neka je P* nova subdivizija nastala dodavanjem tocke x* takve
daje xy_1 < x* < x;. Suma s(f, P*) nastaje tako Sto pribrojnik my(xx — x¢_1)
zamijenimo s m (x* — xp_1) + m* (xp — x*) gdje su mf, m* infimumi funkcije f
na [xx_1,x*],odnosno [x*, x¢]. Bududi da su [x;_q,x*] i [x*, xx] podsegmenti od
[xk_1, x¢] iz (2.4) slijedi m; > my i m{* > my paje

my (X" — xp_q) +m (x — x7) > my (2" — x_q) +my(x — xX7) = my (X — x5_q),

odnosno s(f, P*) > s(f,P). Analogno vrijedi S(f, P*) < S(f, P) tj. gornja Darbo-
uxova suma se smanjuje ili ostaje jednaka. Uoc¢imo da zakljucak vrijedi za konacan
broj novih tocaka (svaki put dodajemo po jednu).

Sljedece ¢emo pokazati da je donja Darbouxova suma uvijek manja od gornje neo-
visno o izboru subdivizije. Neka su P;, P, dvije subdivizije, te neka je P; subdi-
vizija nastala unijom P;, P>. P; nastala je dodavanjem kona¢no mnogo tocaka iz
Py u P,, ali i obrnuto (P je nastala dodavanjem kona¢no mnogo tocaka iz P, u
Py) pa iz prethodno pokazanog vrijedi s(f, P1) < s(f, P3) i S(f, P3) < S(f, P»), te
s(f,P3) < S(f, P5) jer su obje sume na istoj subdiviziji pa vrijedi:

s(f,P1) <s(f,P3) < S(f,P3) < S(f, Pa).

Pokazali smo
(Vs € A)(VS € B) s(f,P) < S(f, P),

gdje je P proizvoljna subdivizija. Odatle vrijedi sup A < inf B, odnosno Z, <
A O

Definicija 2.2.3. Za funkciju f : [2,b] — R ograni¢enu na [a, b] kaZemo da je R-
integrabilna ili integrabilna u Riemannovom smislu ako je

Z.(f;a,b) =T*(f;a,b).

Tada se broj Z = Z, = 1" naziva integral ili R-integral funkcije f na segmentu
[ab].
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Napomena 2.2.1. Za integral funkcije f iz Definicije 2.2.3 koristimo neku od slje-
decih oznaka:

F = /W)] F(x)dx = /abf(x)dx - /Mf = /abf.

Pri tome je [a, b] podrudje integracije, funkcija f podintegralna funkcija, a x varija-
bla integracije.

Primjer 2.2.1. Za funkciju f : [a,b] — R zadanu s f(x) = x izraunajte gornju i donju
Darbouxovu sumu te ispitajte je li Riemann integrabilna.
Za ekvidistantnu subdiviziju P

b—a

Xy =a-+khh = o = s B

segmenta [a, b] vrijedi
i = fx) = a+ (k— 1)

Mk = f(xk) =a+ kh.

Tada je
n n n
Sw = Y (a+kh)h=Y_ ah+kh* =nah+h*)_
k=1 k=1 k=1
B onn—1) b—a (b—a)*n(n—1)
— nah—l—hiz = na » 4 " 7
_ P22 (b—a)
2 2 2n
Analogno se dobije:
; ¥ & (b—a)
E 2 2n
Sada je
2 a®> (b—a)?
A—{Sn TlEN}—{?—E— " T’IEN},
2 a®> (b—a)?
Odatle je
b2 aZ

tj. funkcija f je Riemann integrabilna.

Osim same definicije imamo i vazan kriterij integrabilnosti naveden u sljede¢em
teoremu:
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Teorem 2.2.2. Neka je f : [, B] — R ogranicena funkcija na &, | C R. Funkcija f je
integrabilna na [w, B] ako i samo ako za svaki € > 0 postoji subdivizija P segmenta |, B]
takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S(f, P) —s(f,P) < e.

Dokaz. Pretpostavimo da je f R-integrabilna na [«, B, tj. da vrijedi Z,. = Z*. 1z
svojstva supremuma i infimuma slijedi da za svaki € > 0 postoje subdivizije P;, P>
za Cije Darbouxove sume vrijedi:

S(f. P} < I*+§is(f,P2) > Ty — g

Neka je P = P, |J P». 1z dokaza Teorema 2.2.1 slijedi
s(f, B) < s(f,P) < S(f, P) < S(f, 1)

pa iz toga dobijemo:

S(f,P) —s(f,P) < S(f,P,) —s(f, P») <I*+§—z* +§ —e.

Neka za svaki € > 0 postoji subdivizija P od [«, 8] t.d. za pripadne Darbo-

uxove sume vrijedi
B{f, P} —a(f,P) <&

Tadajei
0<I*-Z,<S(f,P)—s(f,P) <e

pa vrijedi Z, = Z*. O

Vratimo se sada na problem povrsine s pocetka. Nekaje T = {(x,y) € Rx R :
0 <y < g(x),x € [a,b]} pseudotrapez ispod grafa funkcije ¢ : [a,b] — R™. Sada
povrsinu pseudotrapeza y(T) definiramo s

za integrabilnu funkciju f.

2.3 Osnovna svojstva Riemannovog integrala

Osnovna svojstva integrala dana su sljede¢im teoremima.

Teorem 2.3.1. Nekasu f, g : [a,b] — Rintegrabilne funkcije na [a,b] C R. Zawy, By €
R funkcija a1 f + B1g je integrabilna na [a, b] i vrijedi:

/ab(mf(x) + B1g(x))dx = ay /abf(x)dx + By /abg(x)dx,

tj. linearnost integrala.
Ako vrijedi

f(x) <g(x), Vx € [a,b]
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onda je
b b
| fax < [ g(x)dx,
a a
tj. vrijedi monotonost integrala.
Dokaz. Za dokaz teorema vidjeti [5]. O

Na temelju prethodnog teorema moze se zakljuciti daje Z([a, b]) (skup svih integra-
bilnih funkcija na segmentu [a, b]) realan vektorski prostor (zatvoren je na linearne
kombinacije pa je potprostor prostora svih realnih funkcija na segmentu [a, b]).

Teorem 2.3.2. Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija na [a,b] C Ric € (a,b).
Ako je funkcija f integrabilna na segmentima [a, c] i [c, b], onda je f integrabilna na [a, b

i vrijedi:
[ fente= [ pooant [ poi

Dokaz. Po Teoremu 2.2.2 za proizvoljni e > 0 postojisubdivizija P; segmenta [a, c] :

E=XgE L€ Xy=10
takva da je
= €
S(f,P1) —s(f, 1) = ) (My — mye) (xx — x41) < o
k=1
te subdivizija P, segmenta [c, b]:
C:x;fl<xn+1<"'<xn+m:b
takva da je
n—+m
€
S(f,P2) —s(f, Po) = ) (Mi—my)(xx—xq) < 5
k=n-+1
Sada uzemo subdiviziju P segmenta [a,b] : a = xp < x1 < -+ < Xp4m = b. Za

pripadne Darbouxove sume subdivizije P vrijedi:
S(f,P) = S(f,P1) +S(f, P2) is(f, P) = s(f, P1) +s(f, P»)-
Iz toga slijedi da je
€ €
S(f,P) = 5(f,P) = S(f, P1) — (£, 1) + 5(f, P2) —s(f,Pa) < 5 + 5 =€

pa je po Teoremu 2.2.2 f integrabilna na [a,b]. Sada po prethodno pokazanom
imamo:

b c b
| fedx— [ fadx— [ fGx)ds < (L P)=s(f, Pr) = s(f, Po)
= S(f,P) = S(f, P2) = s(f, ) = s(f, Po)

< €
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i

b c b
| fdx— [ fedx— [ f@xdx = s(£,P)=S(f,P1) = S(f, Po)
= s(f,P) +5(f, B2) = S(f, Pr) = S(f, P2)

> —€,

J2 f)dx — [€ f(x)dx — [ f(x)dx

podrudju integracije. O

odnosno < €. Odatle slijedi aditivnost po

Teorem 2.3.3. Ako je funkcija f : [a,b] — R integrabilna na [a, b], onda je i funkcija |f|
integrabilna na [a, b] i vrijedi:

b b
| fax| < [1f(x)lax (26)

Dokaz. Dokaz se moZe pronadi u [2]. O

Medutim, treba napomenuti da nije svaka ograni¢ena funkcija na segmentu Ri-
emann integrabilna. Promotrimo sljedeci primjer.

Primjer 2.3.1. Neka je f : [0,7] — R funkcija zadana s

[ 7,akojex € Q
flx) = { 0, inace.

Za svaki segment [c,d] C [0, 7] vrijedi:
inf f=0isupf =7
[C,d] [C,d]

Sto daje

tj. funkcija f nije Riemann integrabilna.

2.4 Integrabilnost monotonih i neprekidnih funkcija

Prirodno je pitati se koji su to uvjeti na (ogranicenu) funkciju na segmentu da ona
bude Riemann integrabilna.

Teorem 2.4.1. Neka je f : [a,b] — R monotona funkcija na [a,b] C R. Tada je ona
Riemann integrabilna na [a, b].

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je funkcija f padajuca na [a, ).
Ako je f(a) = f(b), onda je funkcija f konstantna na [4, b] pa je integrabilna(za
dokaz vidjeti [5]). Stoga, pretpostavimo da je f(a) > f(b). Neka je € > 0 pro-
izvoljan, te neka je n € N takav da vrijedi

(f(a) = f(b))(b—a)
n(b—a) <€
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Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju:

x, =atkhk k=1,...,8 8=

n

S obzirom da je funkcija f padajuca, za pripadne Darbouxove sume vrijedi:

s= Y flxh,

k=1
Tadaje
3 b—a
§—s=) (f(x-1) = f(x))h = (f(a) = f(b)) —— <,
k=1
te je prema Teoremu 2.2.2 funkcija f Riemann integrabilna. O

Primjer 2.4.1. Funkcija f : [a,b] — R, f(x) = x, iz Primjera 2.2.1 je rastuca:

x<y=f(x) < f(y), Vxy¢€lab],

pa moZemo direktno zakljuciti da je ona i Riemann integrabilna bez racunanja Darbouxo-
vih suma.

Sljedece Sto nas zanima je je li svaka neprekidna funkcija Riemann integrabilna.
O tome nam govori Riemannov teorem:

Teorem 2.4.2. Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a, b], onda je ona
i integrabilna na [a, b).

Dokaz. 1z Teorema 2.2.2 slijedi da je dovoljno pokazati da za svaki € > 0 postoji
subdivizija P segmenta [, b] takva da vrijedi S(f, P) —s(f, P) < €. Akoje funkcija
neprekidna na segmentu, onda je ona i uniformno neprekidna (za detalje izmedu
veze neprekidnosti i uniformne neprekidnosti vidjeti [2]) pa postoji & > 0 takav
da za svaki x,y € [a, b] za koje je |x — y| < J slijedi da je

€

)~ fW)] < 5.

Neka je P proizvoljna subdivizija segmenta [a, b] iji je dijametar §(P) manji od 6.
Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu o neprekidnim funkcijama slika funkcije f
je takoder segment (vidjeti [2], str. 148.) pa postoje xq,x, € [xx_1, Xi] takve da
vrijedi

fx) < f(x) < flx2), Vx € [x_q, x¢].

Pri tome su:

mo= inf  f(x)=f(x)iMy= sup f(x) = f(x2).

xe[xkflrxk] xe[xkillxk}
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Kako je |xp — x1| < (P) < 4, pa zbog toga §to je f uniformno neprekidna slijedi

€

My = mi = |f(x2) = f)] < 5—.

Sada je:

a(xk — Xp_1) = €.

n n ¢
S(f,P) =s(f,P) = Y (Mg — my)(xx — xx_1) < Zb—
=1

k=1

Sljededi korolar vaZzna je posljedica Riemannovog teorema:

Korolar 2.4.1. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b]. Tada postoji tocka

c € [a,b] takva da je .
| fodx = fe) o)

Dokaz. Neka je m = mm Fle)iM = max f(x). Tada za svaki x € [a, b] vrijedi:
x€[a,b] x€[a,b]

< f(x) <M

Funkcija f je Riemann integrabilna pa zbog monotonosti integrala slijedi:

m(b—a) < /abf(x)dx < M(b—a),

odnosno

1 b
< < M.
m_b_a/Qf(x)dx_M

Po Bolzano-Weierstrasseovom teoremu (vidjeti [2], str. 243.) postoji ¢ € [a,b]

takav da je
1 b
= a/a Flx)dx

iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Prethodni korolar naziva se teorem srednje vrijednosti za odredeni integral.

2.5 Primitivna funkcija

Definicija 2.5.1. Neka je f : [4,b] — R. Primitivna funkcija funkcije f na skupu
[a, b] je svaka funkcija F : [2,b] — R sa svojstvom:

F'(x) = f(x), Vx € [a,b].

S obzirom da smo pokazali da je neprekidna funkcija Riemann integrabilna za
ocekivati je da ¢e postojati primitivna funkcija svake neprekidne funkcije.
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Teorem 2.5.1. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b] te ¢ € [a,b]. Tada
postoji primitivna funkcija od f na [a, b] definirana izrazom:

Flx) = /fo(r)dr, Vx € [a,b].

Dokaz. Trebamo pokazati da je F primitivna funkcija od fna [a, ], tj. daje F'(x) =
f(x) za svaki x € [a,b]. Svaka restrikcija neprekidne funkcije je neprekidna pa za
proizvoljnu to¢ku d € [a,b] iz teorema srednje vrijednosti za odredeni integral i
Teorema 2.3.2 slijedi:

6 d x
Fx)=F(@d) = [ fodr— [ fodr = [ f(x)dr = fd+dulx—d))(x— )
Odatle imamo
F(x) — F(d)
x—d
gdje je Ay € [0,1]. Sada iz neprekidnosti funkcije f slijedi:

= f(d+ Ax(x — d)),

F'(d) = lim Flx) = Fd) _ lim f(d + Ax(x — d)) = lim = f(d).

x—d x—d x—d x—d

Sljedece $to nas zanima je jedinstvenost primitivne funkcije:

Teorem 2.5.2. Neka je f : [a,b] — R. Ako su F i G bilo koje primitivne funkcije od f na
[a, b], onda postoji konstanta o € R takva da vrijedi

G(x) =F(x)+«, Vx€lab].

Dokaz. Kako su FiG primitivne funkcije od £ vrijedi
F(x) = f(x)iG'(x) = f(x), Vxé€ [a,b].
Tadaje
(G—F)(x) = G'(x) — F(x) = f(x) - f(x) =0, Vxeab],

odnosno funkcija G-F je konstantna pa postoji « € R tako da je

G(x) =F(x)+«, Vx€lab].

0

Dakle, primitivna funkcija jedinstvena je do na konstantu.
Sada ¢emo dokazati Newton-Leibnizovu formulu koja nam daje vaznu povez-
nicu izmedu Riemannovog integrala funkcije na segmentu i primitivne funkcije:
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Teorem 2.5.3. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Ako je F bilo koja primitivna
funkcija od f na [a, b], onda je

A”@Mx:HM—FM)

Dokaz. Ako suFiG primitivne funkcije od f na [a, b] onda po prethodnom teoremu
postoji konstanta ¢ € R takvadaje G(x) = F(x) +czasvakix € [a,b]. Po Teoremu
2.5.1 slijedi da postoji primitivna funkcija od f zadana s

lﬁx):ileUﬁﬁ, x € [a,b),
a kako vrijedi
G(b) — G(a) = [F(b) + ] — [F(a) +c] = F(b) — F(a),

za neku drugu primitivhu funkciju G, moZemo pretpostaviti da je primitivna
funkcija F dana izrazom F(x) = [; f(t)dt gdjeje d € [a, b]. Slijedi:

Hm—H@:Aﬁ@m—éﬁmm:Lﬁmﬂ+éﬁmmzéﬁ@ﬁ
]

Kod upotrebe Newton-Leibnizove formule cesto se koristi oznaka:

Napomena 2.5.1. MozZe se pokazati da na segmentu |4, b] postoji derivabilna funk-
cija F za koju vrijedi: F'(x) = f(x) zasvaki x € [a,b], ali da f nije Riemann integra-
bilna. To znaci da postojanje primitivne funkcije ne povlaci integrabilnost, a onda
i Newton-Leibnizova formula nema smisla. Stoga zaklju¢ujemo da je uvjet nepre-
kidnosti u prethodnim teoremima vrlo vazan. Na primjer, neka je F : [0,1] =+ R

zadana s 5

1
_f x*sinZ5, x #0
F(x)_{o, =0
Funkcija F je derivabilna na [0, 1] panekaje f = F' j
_ [ 2xsind —2cos L, x A0
f(x)_{ 0’ * i g x:O ’

Funkcija f nije ogranic¢ena oko 0 pa nije Riemann integrabilna.

Nadi primitivnu funkciju nije uvijek jednostavno. Promotrimo sljede¢i primjer.

Primjer 2.5.1. Neka je funkcija f : [7,21] — R zadana formulom

flx) =€,

Funkcija f je neprekidna pa prema Teoremu 2.5.1 ona ima primitivnu funkciju F, za koju
se moze pokazati da nije elementarna funkcija.
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2.6 Metode integracije

S obzirom da nije uvijek lako naéi primitivnu funkciju pa time ni izracunati
integral, u ovom poglavlju proucit ¢emo metode koje olakSavaju pronalaZenje
primitivne funkcije. Ciljje od pocetne funkcije do¢i do jednostavnije ¢ija nam je
primitivna funkcija poznata.

Tablica nekih elementarnih funkcija i njezinih primitivnih funkcija:

f(x) F(x)
c,ceR cx+C
xzx—l—l
a€eR -1 C
ki =1k oc+1Jr
1
- In|x|+C
X
X ax
il C
a*(a>0,a #1) g T
er e +C
sin x —cosx+C
CoS X sinx + C
1
—_ t C
cos? x &£
1
5 —efgw -
sin“ x

Napomenimo da je u prethodnoj tablici C € R proizvoljna konstanta.

2.6.1 Direktna integracija

Ova metoda svodi se na transformaciju pocetne funkcije na nekoliko elementar-
nih funkcija za ¢iju integraciju koristimo prethodnu tablicu. Promotrimo sljede¢i
primjer.

Primjer 2.6.1. Izracunajte integral:
2
/ (x® +3)%dx.
0

Primjenom formule za kvadrat zbroja dobijemo

(x®*+3)> =x*+622+9,
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te iz linearnosti integrala i Newton-Leibnitzove formule slijedi:

2 2 2 2 B
/ (22 4 3)%dx = / (x* +6x2 +3)dx = / xtdx + 6/ x2dx + 9/ ldx
0 0 0 0

0
52 32 2
= Zly6E| por| =2 46811822
5,7 03], l,” 5 "3 5

2.6.2 Metoda supstitucije

Druga metoda je metoda supstitucije ili metoda uvodenja nove varijable. Ta me-
toda posljedica je derivacije kompozicije funkcije.

Teorem 2.6.1. Neka su K, L C R otvoreni intervali, p : L — R derivabilna funkcija i
F : K — R primitivna funkcija od f. Neka je p(L) C K. Tada je G = F o p primitivna
funkcija od (f o p)p’ na J. Takoder, za ay, B1 € J vrijedi

A1 ' _[rBy) dx

[ Femp it = [ 27)
Dokaz. Zbog ¢(L) C K funkcija G = F o p je dobro definirana i derivabilna je na
L. Vrijedi

G'(x) = F'(p(x))p'(x) = f(o(x))p'(x)
Sto daje
1 (B1)
[ Feene' 1 = 6(60) - Glar) = Flo(pr) ~ Flp(on)) = [ fx)a.

O

Primjer 2.6.2. Izracunajte integral

62
/ Inx,
1 X

Supstitucijom t = In x dobijemo dt = 1dx pa slijedi

e 2 2
/ ln—xdx:/ bt ==
1, % 0 2

2.6.3 Parcijalna integracija

==
0

Trec¢a metoda posljedica je derivacije produkta funkcija, a naziva se metoda par-
cijalne integracije.

Teorem 2.6.2. Za funkcije u,v : I C R — R te za svaki a, B € I vrijedi

p

/f u' (H)o(t)dt = u(t)o(t)| — /fu(t)vl(t)dt,

o
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Dokaz. 1z pravila derivacije produkta funkcija vrijedi da je F(t) = u(t)v(t) primi-
tivna funkcija funkcije f(t) = u/(t)v(t) + u(t)v'(t). Iz toga imamo da je

p

:/f(u’(t)v(t)+u(t)v’(t))dt:/ﬁu’(t)v(t)dt—l—/aﬁu(t)v'(t)dt,

o

u(t)o(t)

[14

Sto je i trebalo pokazati. O

Primjer 2.6.3. Izracunajte integral

1
/ xe dx.
0

Neka je u'(x) = e* i v(x) = x. Tada je

1 1
—/exdx:e—ex
0 0

Iz prethodno pokazanih teorema mozemo zakljuciti da je skup integrabilnih funk-
cija vrlo bogat. Primjenom metoda integracije mogu se integrirati brojne klase
funkcija poput racionalnih, binomnih, trigonometrijskih te neke iracionalne funk-
cije. Za viSe informacija kako rijesiti takve integrale vidjeti [2].

1
=e—(e—1)=e—e+1=1

1
/ et idx — xe”
0 0







3 | Primjene integralnog racuna u
fizici

Sada kada smo se malo bolje upoznali s integralnim racunom ostaje vidjeti 5to sve
u podrudju fizike mozemo rac¢unati preko integrala.

Napomena 3.0.1. U svim sljede¢im primjerima podrazumijevamo da su funkcije
pomocu kojih definiramo neki pojam, integrabilne.

3.1 Racunanje duljine puta

Promotrimo prvo tijelo koje se giba jednoliko pravocrtno. Ako se tijelo giba brzi-
nom v, put koje je ono preslo do trenutka t definira se kao: s := vt. Sada uvedimo
tijelo koje se giba, ne nuzno jednoliko pravocrtno. Na pravac po kojem se giba
tijelo uvedimo koordinatni sustav i pocetak gibanja ozna¢imo s 0 te oznac¢imo s
v(t) brzinu tijela u trenutku t. Zelimo odrediti put koje je tijelo preslo do trenutka
t, . s(t).

Neka je dana funkcija brzine v : [0, f] — R gdjeje t > 0. Uzmimo subdiviziju
O=ty<t <--<ty=t neN

segmenta [0,f]. Na proizvoljnom podsegmentu [f;_q,t],k < n,k € N, brzinu

tijela aproksimiramo s v(xy*) pri ¢emu je xp*x € [xx_1, Xg] proizvoljna tocka.

Tada se na tom podsegmentu tijelo giba jednoliko pravocrtno pa vrijedi da je

s =~ v(xx)(t — tx_1), odnosno

n
s~ Y o(xer) (b — ).
k=1
Ova suma je upravo jednaka integralnoj sumi funkcije v pa ima smisla definirati:

() = /Otv('c)dr.

Primjer 3.1.1. Brzina Cestice dana je funkcijom v(t) = 2t +1, t > 0, gdje je vrijeme
mjereno u sekundama. Koliko je metara presla Cestica za 10 sekundi?
Prema prethodno izvedenoj formuli imamo da je

10

+T
0

10

= 110.

10
5(10) :/ (27 + 1)dt =
0 0

Cestica je za 10 sekundi presla 110 m.

19
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Napomena 3.1.1. Umjesto definiranja prijedenog puta preko brzine, moze se de-
finirati i brzina preko puta. Tada je

o(t) =5/(t), (3.1)

za neki trenutak t(vidjeti [1]). Uoc¢imo da je to u skladu s nasom definicijom puta
preko brzine uz prirodan zahtjev s(0)=0 m (tijelo za 0 sekundi prijede 0 metara).
Integrirajuci (3.1) od 0 do t te primjenom Newton-Leibnitzove formule dobijamo:

/Ots’(r)dr = /OtU(T)dT
s(t) —s(0) = /Otv(T)dT

sif) = /Otv(”r)dr.

Napomena 3.1.2. Akceleracija ¢estice definira se kao promjena brzine u vremenu,

g
a(t) = '(t).

Tada primjenom Newton-Leibnitzove formule i integriranjem obje strane dobi-
vamo:

olf] = /Ota(T)dT—FU(O),

tj. ako nam je poznata pocetna brzina moZzemo izrac¢unati brzinu u proizvoljnom
trenutku kao integral akceleracije.

3.2 Rad sile

Ako za pocetak pretpostavimo da na tijelo djeluje konstantna sila F u istome
smjeru tada se tijelo pod utjecajem sile F giba jednoliko pravocrtno i prijede put s.
Tada se rad sile F definira se kao W := F - s.
No, iz iskustva znamo da sila ne mora uvijek biti konstantna. Primjerice, sila moZze
biti zadana funkcijom f : [a,b] — R pri ¢emu segment [a, b] predstavlja put koje
je tijelo preslo uslijed djelovanja sile f. Da bi smo izrac¢unali rad te sile, napravimo
subdiviziju

d=xg<H < <L<x=b neEN,
segmenta [a,b]. Ako promotrimo proizvoljni podsegment [xy_1,x¢], k < n,k €
N, silu na tom segmentu aproksimirat ¢emo s f(x;) pri ¢emu je x; € [xp_1, x|
proizvoljna toc¢ka. Tada je sila na tom podsegmentu konstantna, tj. gibanje je
jednoliko pravocrtno pa je rad sile na tom podsegmentu

W = f(xp) (% — X51),

odnosno na cijelom putu:

W Y F(ed) (v — xie).

k=1
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Primijetimo da je gornji izraz zapravo integralna suma funkcije f na zadanom seg-
mentu [a, b] pa rad sile ima smisla definirati kao integral funkcije f tj.

W= /abf(x)dx.

Promotrimo kako izra¢unati rad u nekim konkretnim situacijama.

Primjer 3.2.1. Ako je poznato da je potrebna sila od 50 N da bi se opruga prirodne duljine
10 cm rastegnula na 20 cm, izracunajmo koliko je rada potrebno uloZiti da bi se opruga
rastegnula s 12 na 15 cm.

Prema Hookeovom zakonu iznos sile koju treba uloZiti za produljenje opruge jednak je
umnosku koeficijenta elasticnosti k i produljenja opruge x. MoZemo iskoristiti Hookeov
zakon da izracunamo konstantu elasticnosti k te zadane podatke; x = 10cm = 0.1m
isila f = 50N. Iz toga slijedi k = 500N /m, odnosno sila opruge je dana funkcijom
f(x) = 500x. Stoga je traZeni rad jednak:

0'05 2 0.05
W = 500xdx = 500— = [.625 J.
0.02 2 |5ion

Treba napomenuti da je osim samog iznosa sile vazno i njezino usmjerenje. Pro-
motrimo sljede¢i primjer.

Primjer 3.2.2. Djecak uzme igracku koja se sastoji od uZeta i loptice na kraju te ju vrti u
zraku. UZe na kojem je loptica dugo je 5 cm, loptica je teska 0.1 kg, a sestra mu je pomogla
izmjeriti brzinu vrtnje loptice koja je stalna i iznosi 15m/s. Koliki rad obavi centripetalna
sila ako znamo da je loptica napravila 5 krugova?

Centripetalna sila pri stalnoj brzini v iznosi

0
FC — m_,
r

gdje je m masa tijela, a r polumjer kruznice po kojoj se to tijelo giba. U ovom slucaju ona
iznosi: 5
15
Fy = 0.1m =450 N.
Loptica ukupno prijede put od 5 krugova, odnosno 5 puta prijede opseg kruga (koji iznosi

2rm) pa ne uzimajuci u obzir usmjerenje centripetalne sile dobijemo:
W =F.-s=450-5-2-0.057t ~ 706,86 J.

Medutim, rad sile definiran je kao skalarni produkt, a za njega je bitno i usmjerenje vektora
za koje ga racunamo. Znamo da je centripetalna sila usmjerena prema sredistu kruZnice
po kojoj se tijelo giba (Slika 3.1),

pa je ona okomita na putanju iz cega slijedi W = F.-s = 0 |, tj. centripetalna sila ne
obavlja rad.

Sada kada smo vidjeli vaZznost usmjerenja sile s obzirom na putanju promotrimo
sljededi primjer.
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Slika 3.1: Odnos centripetalne sile i putanje u proizvoljnoj tocki

Primjer 3.2.3. Djecak vuce lagani blok na opruzi konstante elasticnosti k = 800 N /m
kao na Slici 3.2. Pri tome je blok postavljen ukoso pod kutom od 30° prema horizontali.

Slika 3.2: Djecak vuce blok

Izracunajmo rad koji djecak treba obaviti kako bi povukao blok i oprugu za 10cm ako za-
nemarujemo masu bloka.

Primijetimo da je ovdje elasticna sila usmjerena pod kutom s obzirom na smjer putanje pa
je potrebno rastaviti silu na komponente.

Slika 3.3: Rastav elasti¢ne sile

Neka je F, komponenta okomita na putanju, a F, komponenta paralelna putanji bloka. Iz
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trigonometrijskih jednakosti slijedi:
F, = Fsin30° i F, = Fcos30°.

U prethodnom smo primjeru vidjeli da je rad sile okomite na putanju jednak 0 pa nam samo
preostaje izracunati rad sile F,. Sada koristeci Hookeov zakon dobivamo ukupan rad:

0.1 0.1 201
W= / F,(x)dx = [ 800xcos30°dx = 80037 ~ 346 T.
0 0 2 2|,

3.3 Masai tezisSte

Neka je dan tanki! ravni §tap duljine /, te funkcija p : [0,!] — R koja predstav-
lja linijsku gustoéu njegove mase. Ukoliko je ona konstantna kaZemo da je Stap
homogen, a u suprotnom je nehomogen. Tada je masa tog Stapa dana s:

m= /Olp(x)dx.

Napomena 3.3.1. Umjesto racunanja mase cijelog Stapa mozemo racunati masu
dijela [0, x] € [0,]] danog Stapa. Tada je:

m(x) = /Oxp('c)dr.

Primjer 3.3.1. Na raspolaganju imamo Stap duljine 5 m, linijske gustoce mase p :
[0,5] — R zadane s p(x) = x>+ 2x% + 1. Kolika je teZina dijela $tapa izmedu pra-
vacax = 2ix = 3?

Kako bi izracunali teZinu prvo moramo izracunati masu stapa:

3 3

+ x
D

4

B %
m:/ (x> +2x2 +1)dx = =
2

T3
. &

3

X
 Jll

+ B

5 3

2

Sada je teZina jednaka:
F =myg = 2958 N.

Pojam momenta i teZiSta objasnit éemo na jednostavnom primjeru. Neka je dan
sustav koji se sastoji od tanke Sipke zanemarive mase i 2 utega mase m i m, na
koordinatama x; i x,. Zelimo na¢i koordinatu tocke ¥ u kojoj dobijemo klackalicu
u ravnotezi. Tu tocku nazivamo teziste. Koriste¢i Arhimedov zakon poluge:

my (% — x1) = ma(x2 — %),
dobivamo da je:

miXx1 + maXxp
my+my

o i—

lsmatramo da je Stap jednodimenzionalan
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Veli¢ina mx naziva se moment mase m koja se nalazi u koordinati x, a mmx1 + maxo
naziva se moment sustava u odnosu na ishodiste.
Teziste, moment i masu moZemo racunati i za opcenitije slucajeve.

Neka je nadalje dana tanka, homogena ploca R, linijske gustoce p koja se nalazi
ispod grafa funkcije f : [2,b] — R™ kao na Slici 3.4.

Slika 3.4: Homogena ploca R ispod grafa funkcije f

Koristimo princip simetrije: ukoliko je homogena ploca R simetri¢na s obzirom na
I, onda je teZziste ploce na . Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju

a=x<x1<---<xp,=b, neN

segmenta [a,b] te s Ax := x; — x,_1,k < n,k € N, ozna¢imo Sirinu svakog seg-

menta. Neka je nadalje X, = xk%ﬂk srediste tog segmenta. Tada je po prin-

cipu simetrije teZiste k-tog pravokutnika u to¢ki (%, 3 f(x¢)) i masa mu jednaka:
my = pf(X)Ax. Sada moment ploce s obzirom na os x mozemo aproksimirati s:

Mo Y o3 (F(5))Ax,

k=1

odnosno profinjenjem subdivizije dobivamo

b
M, = %p/ﬂ F2(x)dx.

Analogno definiramo moment s obzirom na os y:

M, = p/ab xf(x)dx.
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Primjer 3.3.2. Izracunajte moment sustava koji se sastoji od tanke ploce linijske gustoce
2, koja se nalazi ispod grafa funkcije g : [0,27t] — R zadane formulom g(x) = cosx, s
obzirom na x iy os.

Prema prethodno izvedenim formulama imamo:

278

27 4 27
M, = 2/0 FCOSHAS = [T i msing| = FSINLE —i—/o sin xdx
27
= —cosx| =0,
0
M, = —2/ COSZxdx:/ — 4 ~cos2x |dx = ~x el _a
2 Jo 0 2 2 2 |, 4 |,

Momenti sile se ne mijenjaju premjestanjem ukupne mase u teZiste pa slijedi da
koordinate tezista (%, i7) zadovoljavaju jednakosti

mx = My imy = My,
gdje je
b
mszzp/ f(x)dx

ukupna masa ploce R. Sada lako dobijemo izraze za kooordinate teZista:

-——/ ik 2/ Fh (3.2)

x_/af(xx’y /Qfx

Uocimo da koordinate teziSta ovise iskljucivo o funkciji £, tj. o obliku same ploce,
a ne o gustodi p.

Ako se podrudje R za koje trazimo teziste nalazi izmedu krivuljay = f(x) iy =
<(x), gdjeje f(x) > g(x) za svaki x € [a,b], moZe se pokazati da su koordinate
tezista (X, 7) dane s

[ —stnar 1 [P - 2 -
F= , F= . .
[ ()~ st [ () - s

a
Primjer 3.3.3. Odredite koordinate teZista podrucja izmedu krivulja:
g} flg)=lmga=Lr=gy=0
b) glx) = % %) ==

a) TraZeno podrucje prikazano je na Slici 3.5.

Za ovaj dio zadatka koristit cemo formulu (3.2).
Povrsina zadanog podrucja jednaka je

e |
u=Inx u'=zdx
/ Inxdy = x
1

v'=dx uv=x - xlnx

/dx—e— (e—1)=1,
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Slika 3.5: Podrucje izmedu zadanih krivulja

iz egu slijedi

€ = 1—1 1 € 1 e 2 1 .1¢
E = / xInxdx = |" Inx dex =—x"Inx| —= xdx:e———x2
1 v'=xdx v=% 2 1 2 )1 2 1
e (62 1) _e2+1
2 4 47 47
te
e o1 2 /_2lnx ¢ e
V= In? xdx = Z,_lgxx Z:x_ x e — xIn%x —2/ Inxdx = e — 2.
1 1 1

Zakljucujemo da su koordinate teZista (%,7) = (Ezzl, e—2).
b) Trazeno podrucje prikazano je na Slici 3.6.

Slika 3.6: Podrucje omedeno zadanim funkcijama

Za pocetak trebamo odrediti sjeciste ove dvije krivulje kako bi mogli odrediti podrucje in-
tegracije, zato promatramo rjesenja jednadzbe x = x?>, x € R. Rjesenja ove jednadZbe
su x = 01 x =1 pa je podrucje integracije [0, 1].

S obzirom da je x > x? za svaki x € [0, 1], koristit éemo formulu (3.3). Buduci da je

1
_Zd:x_
/O(x x)dx 7],
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dobijemo

1 5
= 6/ el — 2 dx—6/ 2 — e — 6<§

3

7 o= / x? — x* 3(2
Koordinate teZista su (%,7) = (3, 2).
Primjer 3.3.4. Markov tata odlucio je napraviti kuéicu za vrapce. Krov kucice modelirao
je funkcijom f : R — R, f(x) = —|x| + 5, pod kuéice je paralelan podlozi te su bocne
strane ispunjene. Gdje Marko mora zakaciti konac na kuéici kako bi ona stajala ravno na
drvetu?
Buduci da kucica mora biti u ravnoteZi zakljucujemo da Marko treba zakaciti konac u
koordinatama teZista.
Pod kucéice je paralelan podlozi i zato éemo uzeti pravac y = 0 kao jednu stranu kucice.
Zatim, odredujemo njegova sjecista s funkcijom f, Sto lako vidimo da su x = —5ix =
5. Ako promotrimo graficki prikaz ovog podrucja (Slika 3.7) vidimo da je simetricno s

Slika 3.7: Kuéica koju je izgradio Markov tata

obzirom na os y, pa je prema principu simetrije ¥ = 0.
Sada jo$ trebamo izracunati ij:

5 0 5
P:/ flx)dx = / (x+5)dx—|—/ (—x+5)dx
-5 -5 0
xz 5 5
— +5x| =10,
0 0

0

+ 5x
-5

0 2

2

2 -5

/5 fA(x)dx = /_05(x+5)2dx—l—/05(—x+5)2dx

0 5
_ / (x2+10x+25)dx+/ (x? — 10x + 25)dx = 50,
—5b 0
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te je

__5+50
Y= 0

Slijedi da Marko treba okaciti konac na koordinatama (0,2.5).

N[—=

= 2.5,

3.4 Volumen fluida

Sada ¢emo umjesto nekog opcenitog tijela promatrati fluid. Fluid je bilo koja te-
ku¢ina ili plin, odnosno bilo koja tvar kojoj molekule lako mijenjaju svoj relativni
polozaj. Promatrat éemo fluid u cijevi duljine [ te Zelimo odrediti njegov volumen.
Neka je dana funkcija P : [0,I] — R koja opisuje povrsinu popre¢nog presjeka
cijevi, te pretpostavimo da je cijev u potpunosti ispunjena fluidom. Napravimo
subdiviziju segmenta [0, ]:

O=lh<h<---<ly=1, neN.

S obzirom da znamo da je volumen cilindra s konstantnom bazom i visinom jed-
nak V = Ph, gdje je P povrsina baze cilindra, a h njegova visina, moZemo aprok-
simirati povr$inu baze podsegmenta [l;_1,li],k < n,k € N s vrijednosti P(I}) pa
je volumen fluida na tom podsegmentu jednak P(I)(ly — Iy_1). Tada volumen
cilindra iznosi:

V) P(l)(k — k1),
k=1

Sto je integralna suma funkcije V pa ima smisla definirati volumen cilindra kao:

[
V:/O Plx)dx. (3.4)

To znaci da moZemo izrac¢unati volumen bilo koje tekucine ili plina poznavajuéi
samo povrsinu poprecnog presjeka cijevi ili posude u kojoj se fluid nalazi.

Napomena 3.4.1. Kao i kod mase, moZemo racunati samo dio volumena unutar
cijevi kao:

/x " p(x)dx, (3.5)

1

gdje je [x1, xp| dio cijevi nad kojim promatramo volumen.

Primjer 3.4.1. Izracunajte volumen tekucine koja se nalazi u dijelu cijevi izmedu 2 i 3
metra ako je povrsina poprecnog presjeka dana funkcijom P : [0,5] — R, P(x) = x?m.

Koristimo formulu (3.5):

3
~ 19.9m°,
2

3 %5
V = / xldx = m—
ol 3

odnosno otprilike 1990 litara.
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Slika 3.8: Podrucje izmedu zadanih funkcija

Primjer 3.4.2. Odredite volumen vode koja se nalazi u tijelu Ciji se poprecni presjek na-
lazi izmedu funkija f : [—_Zﬂ, %} — R, f(x) = —sinxteg : {—_Zﬂ, %Tﬂ}

R, g(x) = cosx.

Promotrimo graficki prikaz zadanog podrucja:

Pronadimo najprije sjecista funkcije f i ¢ na danom intervalu:

—sinx =cosx, x¢€ —om 1
B ’ 4 "4 /)
Rjesenje te jednadzbe je x = —*, te vidimo da je povrsina poprecnog presjeka dana funk-

cijom

—sinx —cosx, x € [3E, =F]
P(x) =

W

cosx +sinx ,x € [F, ]

Stoga se volumen racuna kao

3 - 3z

VP = /54 Plx)dx — /54 (—sinx — cos x)dx — ! (cosx + sinx)dx
4 4
-7 3 3

4
— COS X

—_
4

-
4

4

= 4V/2.

—7T

+ sinx
—5n

4

—sinx

3.5 Fluks

Ako promatramo laminarni tok viskoznog nekompresibilnog fluida® kroz cilin-
dri¢nu cijev radijusa R Poiseuilleov zakon tvrdi da je brzina njegovog toka jednaka

P

o(r) = WI(R2 = 72) (3.6)

2Tok fluida ovisi samo o udaljenosti od sredista cijevi, a fluid ne mijenja svoj volumen prilikom
kompresije te postoji trenje izmedu njegovih slojeva.
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gdje je r € [0, R] vertikalna udaljenost tocke za koju promatramo tok od centra
cijevi, P pad tlaka, v viskoznost fluida, a 1 duljina cijevi.

Znajudi to moZemo izracunati pripadni fluks koji se definira kao volumen fluida
koji protjece kroz poprecni presjek u jedinici vremena. To éemo napraviti tako Sto
¢emo uzeti ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, R]:

O=ro<ri<---<r,=R, né€eN,

pricemus Ar := 1y — rr_1,k < n,k € N oznacavamo $irinu svakog podsegmenta.
Brzinu fluida na tom podsegmentu aproksimirat ¢emo s v(ry). Kakoje ry > r_q
priblizni volumen fluida jednak je volumenu tijela na Slici 3.7.

L

Slika 3.9: Tijelo ¢iji je volumen priblizno jednak volumenu fluida

Stoga, moZemo izracunati volumen svakog pojedinog dijela te ih potom zbrojiti
kako bi dobili kona¢nu aproksimaciju volumena. Priblizna povrSina svakog
pojedinog dijela tijela na Slici 3.9 jednaka je

Slika 3.10: Poprec¢ni presjek valjka Vi

Po=rim—ri_jm=n(r +ri_1) (e — rk — 1) = m(rg + r_q) Ar = 27riAvr,
pa je volumen priblizno jednak

V&) 2maro(rg)Ar. (3.7)

n

k=1



3.5. FLUKS 31

Izraz (3.7) predstavlja integralnu sumu funkcije f : [0, R] — R zadane formulom
f(r) = 2mtro(r) paje fluks jednak

R R R
F = / anv(r)dr — 27-(/ Vi(Rz N rz)dr _ 2nP (rR2 _ r3)dr
0 0

4vl 4vl Jo
¢ _2nP R_4 _ R_4 - 2_7TR4
o/ il \2 4] sul

Dobiveni izraz naziva se Poiseuilleov zakon koji tvrdi da je fluks proporcionalan
Cetvrtoj potenciji radijusa.

R
4

27tP r2
RZ
(R5| -

4qvl ]

0

Primjer 3.5.1. Koliki volumen krvi prode kroz ruku covjeka u jedinici vremena ako je
poznato da je promjer d krone Zile jednak 0.05 mm, viskoznost krvi je 4 m? /s, a duljina
covjekove ruke je 0.5 metra.

Trebamo izracunati pripadni fluks za podatke r = % =210 m, v=4m?/s, | =
0.5 m. Sada slijedi da je fluks jednak:

27

F=8 105

(25-107°)* ~ 3.8 - 1072 m5.

Napomena 3.5.1. 1z prikazanih primjera, moZemo zakljuciti da integrali imaju 8i-
roku primjenu u fizici. Ostala podrudja primjena integrala u fizici koja nisu obra-
dena su racunanje hidrostatskog tlaka fluida, racunanje kineticke energije fluide,
volumen rotacijskog tijela itd.
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Sazetak

U ovom radu promatrat ¢emo integrale funkcije jedne varijable te njihovu pri-
mjenu u podrudju fizike. Najprije éemo definirati pojam Riemannovog integrala
i navesti neka njegova osnovna svojstva. Nadalje, pokazat ¢emo koje su funkcije
integrabilne i kako izrac¢unati integrale takvih funkcija. Primjenu integrala u po-
drudju fizike zapocinjemo ra¢unanjem duljine puta, rada sile te odredivanjem ko-
ordinata teZiSta nekog tijela. Naposljetku promatramo volumen i fluks fluida.

Kljuéne rijeci

odreden integral, neprekidnost, derivabilnost, primitivna funkcija
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Definite integral and its applications
in physics

Summary

In this paper, we will look at the integral of a single variable functions and its
application in the field of physics. Firstly, we will define the term Riemann integral
and state some of its basic properties. Then we will show which functions are
integrable and how to calculate integrals for these functions. The application of
integrals in the field of physics begins with the calculation of the path length, the
work of a force, and finding coordinates of center of mass. Finally, we will observe
the volume and fluid flux.

Keywords

definite integral, continuity, derivability, primitive function
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