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1 Uvod

Tema ovog zavrsnog rada odnosi se na produkt matrica po imenu Kronec-
kerov produkt. Sam produkt ime je dobio po znacajnom njemackom ma-
tematicaru Leopoldu Kroneckeru (Slika 1a), koji je Zivio u razdoblju od 7.
prosinca 1823. do 29. prosinca 1891. godine. Poznat je po tome Sto je
proucavao razna matematicka podruc¢ja poput algebre i teorije brojeva, ali
ne samo matematicka, ve¢ i mnoge druge kao Sto su povijest, astronomija i
filozofija. Tijekom zivota ostvario je prijateljstvo s raznim matematicarima,
kao sto su Ernst Kummer, Evariste Galois te Karl Weierstrass. Vise se moze
pronaci u [5] 1 [6] .

Buduéi da je ostalo vrlo malo podataka da je on taj produkt opisao, ¢esto se
pridaje velik znacaj i Johannu Georgu Zehfussu (Slika 1b), po kojemu se taj
produkt ujedno naziva i Zehfussov produkt. Naime, Zehfuss je 1858. godine
prvi upotrijebio oznaku @), kojom se i danas oznacava Kroneckerov produkt.
Takoder, iste je godine objavio i zaklju¢ak u listu pod imenom "Uber eine
gewisse Determinante”, koji se odnosio na determinantu matrica A reda m i
B reda n, a glasio je |A® B| = |A|"™|B|".

Vise se o tome moze pronadi u [7].

Kroneckerov produkt primjenjuje se u rjesavanju matri¢nih jednadzbi, medu
najpoznatijima su Sylvesterova i Lyapunovljeva jednadzba, koje se primje-
nom numeric¢kih metoda mogu rijesiti. U ovom radu navest Ce se teoremi i
rezultati vezani za postojanje i jedinstvenost rjesenja tih jednadzbi.

(a) L.Kronecker (b) J.G.Zehfuss



2 Definicija i osnovna svojstva

Definicije, leme, teoremi i korolari koji se koriste u ovom radu preuzeti su iz
[1] 1 [4].

Definicija 1. Kroneckerov produkt matrica C' = [¢;;] € My, (F)i D = [d;;] €
My n(F), u oznaci C @ D, definira se kao blok-matrica

CHD # g CuD
C®RD=| : b € Mimn(F),
Cle ¢ Cle

nad poljem F, koje odgovara skupu R ili C.
Pogledajmo primjer Kroneckerovog produkta na konkretnim matricama.

Primjer 1. Izracunajte C® D te D®QC, za matrice C' i D zadane na sljedeci
nacin:
11 7 2 1
U= [3 2 & 9 ,D:ﬁ ;}
1 8 31
Rjesenje:

[33 11 21 ¥ B8 2 3 1]
11 8 7 5 2 16 1 8
9 3 6 2 15 5 27 9
3 24 2 16 5 40 9 72
3 1 24 8 9 3 3 1
1 8 8 64 3 24 1 8

11D 78 20 D
CeDbD=|3D 2D BD 90| =
D 8D 3D D

33 21 6 3 11 7 2 1]

9 6 1527 3 2 5 9

3¢ C] |3 249 3 1 8 3 1
D®C_{C 80]_ 11 7 2 11 88 56 16 8
3 2 5 9 24 16 40 72

1 8 3 11 8 64 24 8|

Uo¢imo, u prethodnom primjeru o¢ito ne vrijedi komutativnost Kroneckero-
vog produkta, tj. vrijedi C' ® D # D ® C', kao §to ni kod obi¢nog mnoZenja
matrica to svojstvo opéenito ne vrijedi.

Takoder, vidimo da je matrica C reda 4 x 3, $to iz definicije odgovara redu
k x I, a matrica D reda 2 x 2, $to odgovara redu m x n iz definicije Kronec-
kerovog produkta. Tada je rezultat C'® D blok matrica reda km x In, tj. u
ovom primjeru reda 4 - 2 x 3 - 2, odnosno 8 x 6, $to i jesmo dobili.
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2.1 Osnovna svojstva

Sada ¢emo iskazati i dokazati osnovna svojstva Kroneckerovog produkta po-
put mnoZenja skalarom, transponiranja, asocijativnosti, distributivnosti (sli-
jeva i zdesna) Kroneckerovog produkta prema zbrajanju matrica. Navedimo
ih te i dokazimo.
i) (AC)®D=C® (AD),YX€eF,C e My,(F),D € M, ,(F)
i) (C®D)T =CT® DT, 7a C € My (F),D € My, »(F)
ili) (C®D)QFE = C®(D®E), za C € My (F),D € My ,(F),E € M, ;(F)
iv) (C+ D) E=CQFE+DQ®E, zaC € My, (F),D € M,,(F),E €
M, .(F)

v) C®(D+E)=C®D+CQ®E, zaC € My;(F),D € Mp,(F),E €
M, (F)

vi) (C® D)* =C*® D*, za C € M (F),D € My, o(F).
Dokaz svojstava i) do vi), za matrice C, D, E koje izgledaju ovako:

Ci1 - Cql di1 - dip €11 " €15

Ck1 T Ckl dml T dmn €r1 e €rs

i) Najprije pogledajmo ¢emu je jednako (AC) ® D.

)\CIID a8 )\CUD
(A)yeD=| : .
)\Cle cee )\Cle
i Acndin o0 Aendi, ccc Acydin - Acndag, ]
Aciidmi 0 Aciilmn 0 Acudmi 0 Acudmn
Ackidin 0 Acgdin o Acmdin ccr Acudin
_)\Ckldml U )\Ckldmn e )\Ckldml U ACkldmn_




Sada pogledajmo ¢emu je jednako C' ® (AD).

C11 D Gwe CU)\D
CRMUD)=| : ..
CL1 D tee Ckl)\D
i Aciidin o0 Aendin ccc Aepdin - Acydig, ]
At v A v Aendem v ACulden
Ackidin o Acgidin o Acmdin ccr Acwdin
_)\ckldml U )\Ckldmn e )\Ckldml U /\Ckldmn_

Vidi se da su te dvije matrice jednake, pa je ovo svojstvo dokazano.

ii) Najprije pogledajmo ¢emu je jednako (C'® D)T.

- - T
cidin 0 endin oo cudnn o cudin
cidm1 o0 cnldmn - cudmi 0 cudmn
(CoD)T=| : :
ckidin o ckidin o cmdin o cridin
_Ckldml T ckldmn Tt Ckldml T ckldmn_
erdn  ~-- endmr - Gdu -  Gedma
e, v Culmn v Gmdie vt Chilan
eidii  +¢ Cildmi o cmdin ccr Crdmi
B Clldln to Clldmn to Ckldln T Ck:ldmn |

Zatim, pogledajmo ¢emu je jednako CT @ DT.
T
ci1 - Cu

Ck1 o Gl
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_Cl

Moze se uociti da su ove dvije matrice jednake, te je time ovo

dokazano.

ldll

c11din
cudiy

L cudin

CHDT

CuDT

eridmi

C11 dmn

c1dmi

C1l dmn

CleT

CleT

cr1din
ck1din
cridin

ckidin

ili) Dokazimo da je (C® D)® F=C® (D® E).

(C®D)RE =

ci1dmienr -

c11dmiert - -

ck1diiert

cp1dmierr - -

| ck1dmiery - -

ciidirern -+

ciidiier: -

ckidiient - -

c-cnndiiers -

ci1dmiers -

ci1dmiers - - -

coocprditers -

cp1dmie€ls - -

ck1dmiers -

serndiiels - -

scg1direls - -

i ciidnE
cridmi 2
chidn B

_CkldmlE

-c11dinent -

cc11din€ry - -

c11dmnelir -+

ci1dmneéry - -

scg1dinent -

‘cg1dinert -

cg1dmnell - -

Ck1dmnery -

cndinE

C11 dmnE

cridin

CkldmnE

rc11dinels -
» CllleLET‘S "
c11dmnels
c11dmners
‘cg1dinels e
‘cp1diners
cr1dmnels

ck1dmners -

ckrdmierl

cudiient

cuyditert -

ciydmierr - -

cydmiert - -

cprditerr - -

ckrdirery - -

cgprdmiell -

Critlngl
Ck1 dmn
ckidm1

Ckldmn ]

cudn B

cudm B

crdin B

Gl

cppdiiels - -

cyydirers - -

crrckidmlers -

ciidmiels - -

ciydmiers -

crrdirers - -+

cridirers -+

‘cprdmiels -+

svojstvo

cudi
C1ldmnE1

crdin

Ckl dmn E_

cypdineln - - ciidinels
ciidinert - - - c1pdiners
‘c11dmnels

cc1rdmnert - -

‘c11dmnert - C11dmners

ckidineil - - cprdinels
ckidineri - cprdiners
‘Cridmnell - Cgrdmnels

‘ckidmmnerl - Ckldmners_|



iv) Pokazimo da vrijedi: (C+ D)@ E=CQ® E+ D®E.

(Cu + du)E sl (Cll + dln)E
(C + D) QRQE =
<Ck1 3 dm1>E T (Ckl + dmn>E

[ (c11 +dir)err (e +din)ers - (cu+din)ers - - (cu + din)ers |
(11 + di1)em - -+ (c11 + dua)ers -+ - (cu + din)er - - - (cu + din)ers

(k1 + dma)err - (k1 + dmi)ers -+ - (Cu + dmn)err - - - (ki + dimn)€1s

_(ckl + dml)erl o (Ckl + dm1>€rs e (Ckl + dmn)erl e (Ckl ik dmn)ers_

Vidimosada CQ E+ DQ® FE =

_011611 e 3 L il 1 /5 '011615— [ direq1 - G eie -~ gl * * dinis |
C11€r1 - - " C11€rs * " " C11€r1 ~ ~ ~ C1]Eps Al ~ 6108~~~ BBy~ » ~1:iBrs
: +
Ck1€11 ° * " Ck1€1s * -~ Cki€11 ~ ~ * Cki€ls i€ * = * B Bt * * "inBil, * ©* Wil s
| Ck1€r1 * " Ck1€rs © - " CglCr1 * * * ClCrs | _dmlerl e dmlers o dmnerl . dmners_

[ (c11 +dir)err - (e +din)ers - (cu+ din)ers - -+ (cu + din)ers |
(11 +dir)ers - -+ (crn + din)ers -+ - (cu + din)ert - - - (cu + din)ers

(ke 4 D Jean ~ = (e 4 Gy Jeus < =+ (0 + D) »+ (e 4 danJe1s

_(Ckl + dml)erl e (Ckl =+ dml)ers e (Ckl + dmn)€r1 e (Ckl Al dmn)ers_
Uoc¢imo, ove dvije matrice su jednake pa svojstvo iv) vrijedi.

v) C® D+C®E =



c11di1 - - ciidin - - cudyg - cudip C11€11 * * - C11€1s * * * C11€11 * * * C1l€1s
Crutlas = G By ~ Ot =~ G Oy C11€r1 ** * C11€rs " * " C11Er1 * * * C11Crs
+
ck1di -+ Crain - - Cridi - - Cridan Ck1€11 * * " Ck1€1s * * ~ Ckl€11 * * * Ckl€1s
_Ckldml . Ckldmn U Ckldml e Ckldmn_ | Ck1€r1 * " Ck1€ps * * " CklCr1 * * * ClCrs |

[ ci1(din +enn) - enn(din + ers) -+ eu(din +enr) -« - culdin + e1s)
Cll(dml + erl) t Cll(dmn + ers) T cll(dml Al 61"1) T Cll(dmn Tt ers)

ck1(din +e11) - cpr(din + €1s) -+ - cu(din + e11) - - - crr(din + €15)

_ckl (dml o erl) &5 (dmn + ers) il ckl(dml + 67“1) i ckl(dmn + 67"5)_
= C®(D+E).

vi) Pokazimo da je (C ® D)* = C* ® D*.

*

CllD e CUD EllD* s EUD*
(C® D) = : ! — : : =
eul) =~ cgb Budr = gy’
ciu1 " Cu

= Iz | ®@D*=C"® D*.
Ck1 - Crl
Ovime smo dokazali svojstva Kroneckerovog produkta. Pogledajmo sad ne-

koliko primjera u kojima ¢emo upotrijebiti neka od prethodno dokazanih
svojstava.

A . 1 2 3 1 0| .
Primjer 2. Neka su dane matrice C = {4 0 5}, D = {8 6} 1 B =

{(1) 8} Odredimo CT @ DT te C D+ CQ E.

Rjesengje: Znamo, iz prethodno dokazanog svojstva ii) da je

CT ® DT = (C ® D)".



1 8
1 0 2 0 3 0o]" o 6

(C®D)T:{1-D 2D 3-D]T: 8 6 16 12 24 18| _ (2 16
4-D 0-D 5-D 4 0 0 0 5 0 0 12

32 24 0 0 40 30 3 24

0 18

Takoder znamo iz svojstva v) da je CQ D+CQFE = C® (D + E). Oznacimo

2 B
s]\/[.—D—i-E—[8 6}'

2 5 4 10 6 15
8 6 16 12 24 18
8 20 0 0 10 25
32 24 0 0 40 30

M_
1l =

Cesto si postavljamo pitanje, kad razmisljamo o matricama, sto se dogada
s nulmatricama, pa tako i ovdje, kod Kroneckerovog produkta. Pogledajmo
na jednom primjeru.

Primjer 3. Pokazite da je C @ D =0 ako i samo ako je C =0 ili D = 0.
Rjesenje: PokazZimo prvo nuznost. Pretpostavimo da je C @ D = 0. Uzmemo
li da su matrice C' i D istog reda kao i u definiciji, tj. C = [c;j] € My (F) i
D = [d;;] € M (), tada je

CHD e CUD
0=CD=| : : :

Cle fEH Cle

a matrica je jednaka nuli ako su joj svi elementi jednaki nula, odnosno c;;D =
0,¥i = 1;«8,Y) = L.l Iz toge direkino slijedi da je ¢y = 0, =
1,..,kVj=1,...,1 ii je D= 0. Zbog toga $to su c;; elementi matrice C %
svi su jednaki nula, tako ce © matrica C biti jednaka nula. Time je dokazana

nuznost.
Pokazimo sad dovoljnost. Pretpostavimo da je C = 0. Tada je

=B wse 0:D
C®D= . | =86.

i B eax [

Analogno vrijedi © za D = 0 pa je ovime pokazana i dovoljnost, a time 1
primjer.

O OO OO

32
24

40
30




Osim Sto se inaCe pitamo za nulmatrice, takoder je vazno i je li matrica
regularna i postoji li njezin inverz, ali prije toga pokazimo jednu lemu.

Lema 1. Neka su C € My, (F), D € My, (F), E € M;,(F) i F € M,_,. Tada
je (C ® D)(E® F) = CE ® DF.

Dokaz. Neka je C' = [c;p] te E = [ep;]. Tada je C® D = [cpD] i EQ F =
len; F]. Sada je i,j-ti blok oblika

l

(CRD)E®F)i;=) cn Dey; F=
h=1

DF.

I
E Cin€hj
h=1

Suma u uglatim zagradama predstavlja mnozenje matrica C' i F, a to je
CE® DF. O

Nakon $to smo pokazali prethodnu lemu, mozemo iskazati i dokazati korolar
vezan uz nesingularne matrice.

Korolar 1. Ako su C € M,,(F) i D € M,(F) nesingularne matrice, tada je
iCeb T =0 8D

Dokaz. Znamo iz svojstava za obi¢no mnozenje nesingularnih matrica da je
(A- B)(A™'B™!) = I. Provjerimo vrijedi li isto za ovaj produkt. Iskoristit
¢emo prethodno dokazanu Lemul, u ovom dokazu.

(CeD)(CleDH)Y=CC'eDD ' '=II=1.
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3 Operator vektorizacije

Sada ¢emo definirati pojam koji ée nam biti od vaznosti u kasnijim primje-
nama, a to je vektorizacija matrice.

Definicija 2. Uz svaku matricu C' = [¢;j] € M, (F) povezujemo vektor
vec C' € (F)* definiran s

T
vee €= [6117"' yCk1,C12,° " ,Ck2, """ ,C1l, " ackl}

i nazivamo ga operator vektorizacije matrice C'.

Navedimo jedan primjer vektoriziranja matrice.

T
3
2
Primjer 4. Neka je C' = [; i 150 i] . Tada je operator vec C'= g
10
8
- 7 -

Sada ¢emo navesti osnovna svojstva operatora vektorizacije koja ¢e nam biti
od vaznosti u kasnijim prelascima iz matri¢ne jednadzbe u jednadzbu pomocéu
operatora vektorizacije.

Teorem 1. Neka su C, D € My (F) i neka suy € F, ¢ € F'. Tada vrijede
sljedeca svojstva:

i) vec (C + D) = vec C + vec D
i) vec (7C) = yvec C

i) vec (cT) = vec (c) = c.

[c11 + di1 ]
cip+di e +dy ck1 + dia
Dokaz. i) vec (C'+ D) = vec : : = : =
ck1 +dkr -+ dg ¢y +dy
| Exp+ ity |

11



C11 d1
Ck1 dg1
= | = [ 4| ¢ | = uee C'+ wee .D.
Cu dy
k] Lk
Y1 C11
ISV E (& T VCk1 Ck1
ii) vec (yC) = vec | : =1 : | =4 : | =~weeC,
YCk1  c YCK YCu Cu
| VChi | | Cr |
&1
T Ca
iii) vec (cT) =wvec ([e1 ¢ -+ ¢])=|.| =vec (c) =c.
C

12



4 Primjene Kroneckerovog produkta

Kroneckerov produkt primjenjuje se u raznim podruc¢jima matematike, ali
ponajvise u rjeSsavanju matri¢nih jednadzbi.

4.1 Linearne matri¢cne jednadzbe

Najcesce pitanje koje si postavljamo pri rjeSavanju matri¢nih jednadzbi jest
je li jednadzba rjeSiva, tj. ima li rjeSenje. Zato imamo linearne matri¢ne
jednadzbe ¢ija definicija glasi:

Definicija 3. Neka su C € My (F),D € Mpyo(F), E € M ,(F). Jednadzba

oblika
CXD=FE

naziva se linearna matri¢na jednadzba, a matrica X € M ,,(IF) njezino rje-
Senje.

Primjena Kroneckerovog produkta je u svrhu transformacije linearnih ma-
tricnih jednadzbi, a to se ¢ini pomocu operatora vektorizacije, kojeg smo
definirali u prethodnom odlomku. U nastavku rada oznaka X, predstavljat
¢e p-ti stupac matrice X.

Lema 2. Neka su C € M;,(F),D € M,,,(F),E € My, (F). Matri¢na jed-
nadzba CXD = E je ekvivalentna nk jednadzbi u Im nepoznanica i dana je
s (DT ® C)vec X = vec E, gdje je vec (CXD) = (DT ® C)vec X.

Dokaz. Pogledajmo najprije p-ti stupac matrice C X D.

(CXD), = C(XD),
— CXD,

= [Z dipXi] (Koristimo blokovsko mnoZenje matrica, vidi [4])
=1

=Cld, dop ... dmp|-[XiT X .. XnT)F
= [dlpC dng dmpC]VeC X
= (Dg ® C)vec X.

DIeC
DIeC

Odnosno, vec (CXD) = _ vec X = (DT @ C)vec X. O
DIeC

13



4.2 Sylvesterova jednadzba

U ovom poglavlju bavit ¢emo se Sylvesterovom jednadzbom, koja je ime do-
bila po engleskom matematicaru Jamesu Josephu Sylvesteru. On je Zivio u
razdoblju od 1814. do 1897. godine. Ostavio je znacajan utjecaj u teoriji
matrica, numerickoj teoriji, kombinatorici. Prvi je upotrijebio naziv "diskri-
minanta" u kubi¢nim jednadzbama. U sje¢anje i ¢ast njemu, 1901. godine,
Kraljevsko drustvo u Londonu osnovalo je nagradu nazvanu po njemu, Syl-
vester Medal. Za vige vidi [8].

Definicija 4. Matri¢nu jednadzbu oblika
CX+XD=E,

gdje su = [Cij] € Mk(IF), B = [dlj] € MlaF),E = [61']‘] S MkJ(IF) nazivamo
Sylvesterova matri¢na jednadzba.

Buduéi da smo ve¢ spomenuli da ¢e nam operator vektorizacije biti od
vaznosti u primjenama, sada mozemo Sylvesterovu jednadzbu zapisati po-
mocu operatora vektorizacije. Stoga, jednadzba C'X + XD = F postaje
(I @ C) + (DT @ I)]vec X = vec E. Moze se lako pokazati da su ove jed-
nadzbe ekvivalentne.

Na CX + XD = FE djelujemo operatorom vektorizacije i dobijemo

vec (CX + XD) = vec E.
Primjenom Teorema 1 i) dobijemo
vec (CX) + vec (XD) = vec E

vec (CXI) + vec (IXD) = vec E

Sada direktnom primjenom Leme 2 dobijemo
(IT ® C)vec X + (DT ® Ivec X = vec E.

Znamo da je jedini¢na matrica I7 = I, pa primjenom osnovnog svojstva
operatora vektorizacije slijedi

[(I®C)+ (DT ® I]vec X = vec E.

Ovim izrazom uvodimo novi pojam, a to je Kroneckerova suma, ¢iju ¢emo
definiciju sada iskazati.

14



Definicija 5. Neka su C' € My (F), D € M;(F). Matricu lk x Ik oblika
(L®C)+ (D® I})
nazivamo Kroneckerova suma matrica C' i D.

Iskazat ¢emo teorem koji govori o svojstvenim vrijednostima Kroneckerove
sume.

Teorem 2. Neka su dane matrice C € M (F) ¢ D € M(F). Ako je A € o(C)
i x € C* odgovarajuéi svojstveni vektor od C' te ako je p € o(B) iy €
C! odgovarajuci svojstveni vektor od D, onda je X + p svojstvena vrijednost
Kroneckerove sume (I, @ C)+ (D ®I1.), i y @z € C odgovarajuéi svojstven
vektor. Svaka svojstvena vrijednost Kroneckerove sume nastaje kao suma
svojstvenih vrijednosti matrice C' ¢ matrice D, i (I; @ C) komutira s (D ® I,).

Dokaz. Vidi [1], str. 269. O

Dakle, kako svojstvenim vrijednostima Kroneckerove sume od C'i D od-
govara suma svojstvenih vrijednosti matrica C' i D, sada nas zanima kako
¢emo dobiti rjeSenje Sylvesterove jednadzbe. Sljedeéi teorem govori nesto o
jedinstvenosti rjesenja Sylvesterove jednadzbe, a upravo se koriste svojstvene
vrijednosti matrica.

Teorem 3. Neka su C = [¢;;] € My(F) i D = [dij] € My(F). Jednadzba
CX+XD=F

ima jedinstveno rjesenje X € My (F), za svaku matricu E = [e;;] € My (F)
ako i samo ako o(C)No(—D) = (.

Dokaz. Kako su svojstvene vrijednosti matrice DT iste kao i one od D, ma-
trica koeficijenata od [(I®C)+ (DT @I)|vec X = vec E ima, prema Teoremu
2, svojstvenu vrijednost 0 ako i samo ako je 0(C)Na(—D) # (). Odnosno ako
je matrica koeficijenata singularna. Dakle, nenul svojstvenu vrijednost ima
ako 1 samo ako je regularna, tj. ako je o(C) No(—D) = 0. O

Drugim rijecima, rjeSenje Sylvesterove jednadzbe jedinstveno je ako i samo
ako je \i+p; # 0, gdje su A; svojstvene vrijednosti matrice C, a 1 svojstvene
vrijednosti matrice D, zat =0, ...,k 1 j =0, ...,l. To vidimo iz Kroneckerove
sume, te svojstvenih vrijednosti vezanih uz Kroneckerovu sumu (za vise vidi
3)).

Navedimo jedan primjer Sylvesterove jednadzbe.
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Primjer 5. Neka su zadane matrice C' = {1 =

3 0

To Ty

2 3

EN TS

-1 2 . : : .
{ ], te neka je X = 1T hatrica koju trebamo izracunati. Treba

rijesiti Sylvesterovu jednadzbu CX + XD = FE. Buduci da smo izveli ek-
vwalentan oblik jednadzbe pomocu operatora vektorizacije, i ovdje éemo ga

primijeniti. On glasi

[(I® C)+ (DT ® I)]vec X = vec E.

Koristit cemo Kroneckerov produkt kako bismo izracunali sljedece:

0

0
1
2

o= O O

=N O O

0

W N O

_ o o O

1 2
1-C 0-C 2 3
el [O-C’ 1-0} ~ oo
0 0
r |2 0
EE= {1 1
20
T |22 -4 (@ 2
= ®1_L-1 11~ |1 0
01
Zbrojit éemo dobivene matrice:
3 20
T 12 50
IeO)+ (D el)=|] 0 9
oL 2
Sada moZemo zapisati sustav:
3 20 0| |& -1
250 0| |z |3
1 @2 2| |zs| |2
0 1 2 4| |z 0
koji je ekvivalentan sustavu od 4 jednadzbe s 4 nepoznanice i glasi:
3r1 + 2z = —1
2])1 -+ 51’2 =3

Z‘1+2])3+2$4:2
(I)2+2(L‘3+4l‘4:0.

— T
Rjesavanjem sustava dobivamo trazZeno rjesenje jednadzbe X = { 11 _22} ’
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4.3 Lyapunovljeva jednadzba

Alexsandr Lyapunov, ¢ije se prezime Cesto piSe i u drugim oblicima (nastalo
je zbog prilagodbe jezicima), poput Ljapunov, Liapunov ili Liapounoff, bio je
ruski matematicar, fizicar koji je zivio u razdoblju od 1857. do 1918. godine.
Za 7zivota je proucavao podrucja fizike i teorije vjerojatnosti. 1880. godine
dobio je zlatnu medalju za rad na hidrostatici. Napisao je mnoge znanstvene
radove od kojih su poznatiji: "On the equilibrium of a heavy body in a heavy
fluid contained vessel of a fixed form" i "On the potential of hydrostatic
pressure”. Za vise vidi [9)].

Definicija 6. Matri¢nu jednadzbu oblika
OX 9 %P = B,

gdje su matrice C' = [¢;;], E = [e;5] € My(F) nazivamo Lyapunovljeva jed-
nadzba.

Uocimo da je Lyapunovljeva jednadzba dana na skoro isti nac¢in kao i Sylves-
terova, samo §to u Sylvesterovu umjesto matrice D uvrstimo C7. Analogno,
Lyapunovljevu jednadzbu takoder mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku
pomocu opratora vektorizacije, pa dobivamo

(I®C)+ (CHT @ I)|vec X = vec E,
odnosno znamo (CT)T = C pa je
[(I®C)+ (C®I)vec X = vec E

ekvivalentan oblik Lyapunovljeve jednadzbe.
Teoremi vezani uz Sylvesterovu jednadzbu analogno vrijede i kod Lyapunov-
ljeve.

Teorem 4. Neka su C = [¢;;], E = [e;;] € My(F). Tada jednadzba
CX+XCT"=E
ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako o(C') No(—CT) = 0.

Dokaz. Analogno se provodi kao i dokaz Teorema 3. Dakle, matrica ko-
eficijenata od [(I ® C) 4+ (C ® I)|lvec X = vec E ima, prema Teoremu 2,
nenul svojstvenu vrijednost ima ako i samo ako je regularna, tj. ako je
o(C)Na(—=CT) =0, tj. ako matrice C'i —CT nemaju zajednickih svojstve-
nih vrijednosti. U

i B



Navedimo sada jedan primjer Lyapunovljeve jednadzbe.

Primjer 6. Neka su zadane matrice C' = ﬁ (1)] 1 = [g _32}, te neka je

X = [il i?’} matrica koju trebamo izracunati. Treba rijesiti Lyapunovljevu
2 Iy

jednadzbu CX +XCT = E. Buduéi da smo izveli ekvivalentan oblik jednadzbe
pomocu operatora vektorizacije, 1 ovdje cemo ga primijeniti. On glast

[(I®C)+ (C & I)]vec X = vec E.

Koristit cemo Kroneckerov produkt kako bismo izracunali sljedece:

2100
1-C 0-C 1 000
]®C_[O-C 1-0]_ 0021
0010
2010
2.1 1-1 0201
CQM_L-[ 0-1]_ 100 0]
0100
Zbrojit cemo dobivene matrice:
4110
1 201
IeC)+(CeD)=|, 4 5 1
0110
Sada moZemo zapisati sustav:
4 1 1 0f |m 2
1 2 0 1| |z| |3
1 62 1 =] | 3
01 1 0f |z -2

koji je ekvivalentan sustavu od 4 jednadzbe s 4 nepoznanice i glasi:
41‘1 + X9 + 23 = 2
Ty, + 21’2 + x4 = 3
T+ 21’3 + x4 = 3
Ty + T3 = —2.

Rjesavanjem sustava dobivamo traZeno rjesenje jednadzbe X = {—11 _41} '
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Postoje neke numericke metode za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe, poput
Bartels-Stewartovog algoritma te Hessenberg-Schurove metode. Obje metode
sastoje se od nekoliko koraka u kojima se tranformiraju matrice uz pomoé
sli¢nosti, a nakon toga se rijesi transformirana jednadzba i na kraju se dode
do trazenog rjesenja X. Takoder, kao Sto postoje numericke metode za Syl-
vesterovu jednadzbu, postoje i za Lyapunovljevu jednadzbu. Najpoznatiji
je Bartels-Stewartov algoritam kojim se dode do rjesenja jednadzbe X. No,
dobiveni je sustav kvadratne dimenzije $to u praksi zahtjeva ouno memorije,
a taj algoritam, koji ga bude rjesavao, ¢e zbog toga biti velike slozenosti.
Takoder, Hs-norma moze se dobiti iz kona¢nodimenzionalne Sylvesterove i
Lyapunovljeve jednadzbe. Vise o tome u [4].
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6 Sazetak

U ovom radu bavili smo se Kroneckerovim produktom matrica. To je ope-
racija dviju matrica koja rezultira blok-matricom. Naveli smo i dokazali
osnovna svojstva ovog produkta poput mnozenja skalarom, transponiranja,
asocijativnosti, distributivnosti slijeva i zdesna u odnosu na zbrajanje ma-
trica. Nadalje, uveli smo novi pojam, a to je operator vektorizacije koji
nam je bio vazan u transformaciji Sylvesterove i Lyapunovljeve jednadzbe u
jednadzbe pomocu operatora vektorizacije, gdje smo dosli do pojma Kromec-
kerova suma. Nadalje spominjali smo i svojstvene vrijednosti Kroneckerovog
produkta i Kroneckerove sume kako bismo dokazali postojanje i jedinstve-
nost rjesenja Sylvesterove i Lyapunovljeve jednadzbe. Postoje neke metode
za rjeSavanje tih jednadzbi.
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7 Kljucne rijeci

Kroneckerov produkt

Operator vektorizacije

Linearne matri¢ne jednadzbe

Sylvesterova jednadzba

Lyapunovljeva jednadzba
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8 Engleski prijevod

Title: The Kronecker product of matrices

Summary: In this work, we studied the Kronecker product of matrices.
It is an operation on two matrices, resulting in a block matrix. We stated
and proved the basic properties of this product, such as multiplication by
a scalar, transposition, associativity, left and right distributivity with res-
pect to matrix addition. Furthermore, we introduced a new term, named
the vectorization operator, which was important in the transformation of
the Sylvester and Lyapunov equations into equations using the vectoriza-
tion operator. This results with the term Kronecker sum. Furthermore, we
mentioned the eigenvalues of the Kronecker product and the Kronecker sum
in order to prove the existence and uniqueness of the solution of the Syl-
vester and Lyapunov equations. We presented one method for the solution
of the Sylvester and Lyapunov equations based on the vectorization operator.

Keywords:
e Kronecker product
e Vectorization operator

e Linear matrix equations

Sylvester equation

Lyapunov equation
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