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1 | Uvod

Geometrija bi, kao grana matematike, trebala biti jedan od vrhunaca nastave mate-
matike u osnovnim i srednjim skolama (Gardiner, 2016). Geometrija se u¢enicima
intuitivno ¢ini veoma privlacna i prakti¢na, no ukoliko se ona poucava na pogre-
San nacin, ucenicima postaje apstraktna i teSka. Zato ucenike treba poticati na
njihovu kreativnost i sve 5to je apstraktno pribliZiti im na njima blizak nacin. Ge-
ometrija nudi veliku slobodu za crtanje i konstruiranje zanimljivih geometrijskih
likova, te nudi slobodu izrade lijepih i zanimljivih geometrijskih tijela. Alati koji
nam omogucuju izradu ovakvih geometrijskih likova i tijela ¢esto su ucenicima
lako dostupni i iznenadujuce jednostavni. Kada se geometriji u nastavi pristupi
na ovako inovativan i prakti¢an nacin, svi u¢enici mogu rijesiti mnogo zanimljivih
problema i zadataka, te neki ucenici na ovaj nac¢in mogu dokazati i neke izrazito
korisne ¢injenice i rezultate. Ono Sto geometrija razvija kod ucenika je logicko i
deduktivno razmisljanje Sto ucenicima pomaZze da prosire svoje mentalne i mate-
maticke vidike.






2 | Geometrija u osnovnim i sred-
njim Skolama

2.1 Kurikulum nastave geometrije

Kada govorimo o nastavnim sadrzajima vezanim uz geometriju, oni se svakom
nastavnom godinom ponavljaju i nadograduju. Medutim, u¢enicima je geometrija
i dalje jedna od najteZih grana matematike. Kada bismo prosli kroz kurikulum
za osnovne $kole, vidjeli bismo da se od najranijih pocetaka ucenja matematike
krece sa osnovama geometrije. Kada bismo kronoloskim redoslijedom od prvog
razreda do osmog razreda osnovne Skole pogledali Sto je sve kurikulumom
predvideo da ucenici usvoje glede nastavnih sadrzaja iz geometrije, to bi otprilike
bilo slijedece.

e Zaprvirazred osnovne $kole predvideno je da ¢e ucenik modi izdvajati i ime-
novati geometrijska tijela i likove i povezati ih s oblicima objekata u okruzju.
Osim toga, predvideno je da ¢e ucenik modi crtati i razlikovati ravne i zakriv-
ljene crte, te prepoznavati i imenovati tocke u ravnini. Vazno je u¢enicima, na
ovoj pocetnoj razini, detaljno i jasno objasniti i vizualizirati pojmove i sadr-
Zaje koji se trebaju usvojiti jer ucenici u prvom razredu osnovne skole stvaraju
temelje za daljnje napredovanje i shvac¢anje geometrijskih nastavnih sadrZaja.

e Za drugi razred osnovne Skole predvideno je da ¢e ucenik modi opisivati i
crtati duZine zadanih duljina, procjenjivati i mjeriti ve¢ nacrtane duZine, te
povezivati poznate geometrijske oblike. Na ovoj razini vazno je da ucenici
shvate da je duzina omedena krajnjim dvjema tockama kako u visim godi-
nama ucenja ne bi mjesali duzinu s pravcem ili polupravcem. Isto tako, vazno
je da kada usvoje nastavne sadrzaje vezane uz duzinu, povezu bridove ge-
ometrijskih tijela, odnosno stranice geometrijskih likova s pojmom duZine.

e Za trei razred osnovne $kole predvideno je da ¢e uc¢enik modi opisivati i cr-
tati tocku, duZinu, polupravac i pravac te njihove odnose. Kada govorimo
o pravcima i polupravcima, ocekuje se da ¢e ucenik moéi prepoznati i cr-
tati pravce u razlic¢itim medusobnim odnosima. Kod crtanja i konstruiranja
ucenik ce se sluziti Sestarom. Nadalje, osim Sto ¢e ucenik, kao i u drugom
razredu osnovne $kole, moci procjenjivati, crtati i mjeriti duzine zadanih du-
ljiina, on ¢e modi i procjenjivati i mjeriti masu tijela. Isto tako, ocekuje se da
¢e ucenik modi odredivati opseg geometrijskih likova i procjenjivati i mjeriti
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2.1. KURIKULUM NASTAVE GEOMETRIJE 4

volumen tekucine. Na ovoj nastavnoj godini vazno je naglasak staviti na raz-
liku izmedu pravca, polupravca i duZine. Isto tako, vazno je sve Sto se moze
demonstrirati i pokazati prakti¢nim primjerom tako i prezentirati u¢enicima
kako bismo im olaksali vizualizaciju zahtjevnih i apstrakinih pojmova.

e U Cetvrtom razredu osnovne Skole od ucenika se ocekuje da ¢e modi pre-
poznati i crtati kut, razlikovati i opisivati trokute prema duljinama stranica
te pravokutni trokut. Nadalje, od ucenika se ocekuje da ¢e moci opisivati
i konstruirati krug i njegove dijelove, te crtati, konstruirati i povezivati sve
geometrijske oblike. Sto se tice mjerenja, od ucenika se oc¢ekuje da ¢e moci
procjeniti i mjeriti volumen tekucine na visoj razini nego u tre¢em razredu
osnovne Skole, te da ¢e modi usporedivati povrsine geometrijskih likova te
ih mjeriti jedini¢nim kvadratom. VaZno je staviti naglasak na to da geome-
trijski likovi nisu “suplji”, nego da su oni dio ravnine i da im zato moZemo
izracunati, odnosno izmjeriti povrsinu jedini¢nim kvadratom.

e U petom razredu osnovne Skole od ucenika se ocekuje da ¢e modi opisivati
skupove tocaka u ravnini i primjenjivati njihova svojstva i odnose. Nadalje,
ucenik ¢e modi opisivati i crtati geometrijske likove te stvarati motive koriste¢i
se njima, te osnosimetri¢no i centralnosimetri¢no preslikavati skupove tocaka
u ravnini. Sto se tice mjerenja, uenik ée moci mijeriti i crtati kutove odre-
dene mjere, te odredivati mjere susjednih i vrénih kutova. Osim toga, moci
¢e racunati i primjenjivati opseg i povrsinu geometrijskih likova, te racunati
i primjenjivati volumen kocke i kvadra. Uo¢imo da se nastavni sadrZaji ove
nastavne godine uvelike temelje na nastavnim sadrzajima prva Cetiri razreda
osnovne Skole, te ¢e, ukoliko ti sadrZaji nisu u niZzim razredima usvojeni do-
bro, ucenici imati velikih poteSkoca u svladavanju nastavnih sadrzaja petog
razreda osnovne Skole.

e U Sestom razredu osnovne $kole od ucenika se ocekuje da ¢e moéi konstru-
irati kut i njegovu simetralu, te konstruirati trokute i analizirati njihova svoj-
stva i odnose. Nadalje, od ucenika se oc¢ekuje da ¢e moéi konstruirati cetve-
rokute, analizirati njihova svojstva i odnose i ra¢unati i primjenjivati opseg
i povrsinu trokuta i cetverokuta te mjeru kuta. Vazno je obratiti pozornost
na preciznost kod konstrukcija i objasniti vaznost skiciranja pomo¢nih skica
kako bi kod rjesavanja problemskog zadatka vezanih uz konstrukcije i izra-
¢une olaksali vizualizaciju.

e U sedmom razredu osnovne $kole od ucenika se oc¢ekuje da ¢e modi crtati
i konstruirati mnogokute i koristiti se njima pri stvaranju sloZenijih geome-
trijskih motiva. Nadalje, od ucenika se ocekuje da ¢e mo¢i crtati, oduzimati
i zbrajati vektore u ravnini te translatirati skupove tocaka u ravnini. Zatim,
ocekuje se da ¢e ucenik moci odabirati strategije za racunanje opsega i po-
vrS$ine mnogokuta, te opsega i povrsine kruga i njegovih dijelova. Vaznoj je
povezati gradivo povrsine i opsega mnogokuta, odnosno kruga sa situaci-
jama i primjerima iz svakodnevnog Zivota kako bi ucenici uvidjeli potrebu i
smisao ucenja ovog dijela gradiva.
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e U osmom razredu osnovne $kole od ucenika se o¢ekuje da ¢e moci skicirati
prikaz uspravnoga geometrijskog tijela u ravnini, te da ¢e modi analizirati
i izraditi modele i mreZe tih geometrijskih tijela. Ocekuje se da ¢e ucenik
primjenjivati oplosje i volumen tih geometrijskih tijela. Zatim se od ucenika
osmih razreda ocekuje da ¢e modi primjenjivati Talesov poucak i Pitagorin
poucak. Nadalje, ocekuje se da ¢e ucenik modéi prikazivati medusobne
odnose dviju kruZnica u ravnini. Vazno je kod obrade nastavnih sadrZaja
vezanih za geometrijska tijela ucenicima donijeti geometrijska tijela koja se
spominju na satu i sve nastavne sadrZaje i svojstva koja se spominju na satu
pokazati na konkretnom primjeru i modelu geometrijskog tijela, te povezati
sa situacijama iz njihove svakodnevice.

Sto se ti¢e kurikuluma iz geometrije vezanim za srednje $kole, opseg nastavnih
sadrzaja vezanih uz geometriju ovisi o tome o kojoj se skoli radi i koliko ona ima
godis$nje nastavnih sati matematike. Ovi ishodi navedeni za osnovne $kole su sva-
kako temelj za svaku srednju Skolu, bez obzira koliko sati matematike godisnje je
predvideno za nju, jer se u svakoj srednjoj Skoli dio gradiva osnovne skole ponovi,
ali se svakako nadograduje, te se u¢enici koji nisu na vrijeme usvojili nastavne sa-
drZaje osnovne $kole susrecu s teSko¢ama i zaostacima (vidi [9])

2.2 Vazinost poucavanja geometrije

Geometrija je grana matematike za koju se obi¢no smatra da se bavi proucava-
njem ravnine i prostora, te odnosa likova i figura u ravnini, odnosno prostoru. Na
medunarodnoj razini, geometrija ima veliki udio u nastavi matematike osnovnih
i srednjih Skola. Mnogi medunarodni ispiti, kao $to je PISA, u svojim ispitima sa-
drze mnostvo zadataka iz geometrije. Prema istrazivanjima, geometrija se ne bavi
samo ucenjem definicija i svojstava, niti u¢enjem geometrijskih dokaza napamet.
Umjesto toga, dokazano je da proucavanje geometrije razvija logicko i deduktivno
zakljucivanje, sto pomaZze ucenicima da prosire mentalne i matematicke vidike.
Ostala istraZivanja pokazala su da geometrija, ukoliko se poducava na pravilan i
ucinkovit nac¢in, moZe pomodi u¢enicima da zavole matematiku. Ucenici su naveli
da su zavoljeli geometriju, pa zbog nje i matematiku, zato Sto im je ona omogucila
da matematiku povezu s umjetnoséu, fizickom aktivnosti, biologijom i situacijama
iz stvarnog zZivota, te samim time je dopustila da budu mastoviti i kreativni.
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Slika 2.1: Primjer zadatka koji potice kreativnost ucenika

Jedan od zadataka koji ¢e potaknuti kreativnost ucenika srednjih skola je, na
primjer, da im na papiru damo sliku kruga u koji je upisan kvadrat, bas kao na
(slika 2.1), i da od njih traZimo da postave i rijeSe $to viSe problema vezanih uz
tu sliku. Na taj nacin ucenici bi se prisjetili nastavnih sadrzaja koje su do sada
usvojili, a imat ¢e dovoljno slobode za istraZivanje i kreatinost. Osim toga, ge-
ometrija je idealno podrudje unutar kojeg se mogu izvoditi eksperimenti, razvijati
vizualni stilovi zaklju¢ivanja, istrazivati razliciti slucajevi pojedinog problema i
koristiti razliciti stilovi zakljucivanja za stvaranje konstruktivnih argumenata i za-
kljucaka. Sadrzaj geometrije docarava bit matematike bolje nego bilo koji drugi
dio elementarne matematike. (vidi [1])

2.3 GreSke u poucavanju geometrije

U suvremenom $kolstvu, kada govorimo o nastavi geometrije, malo je naglaska
na crtanje i izradu kreativnih radova. Cesto nastavnici ne koriste dovoljno de-
duktivnih struktura poucavanja za ovaj sadrZaj i ne povezuju ga sa svijetom oko
nas. Zbog toga je geometrija u Skolama cesto veliki problem za ucenike. Kada
ucenike pitate zasto im je geometrija toliko teska, veéina njih odgovorit e da im
je apstraktna i da si ne mogu zamisliti ili skicirati probleme koje nastavnik stav-
lja pred njih. Problem takvog pristupa geometriji dolazi od poucavanja algebre
i ostalih grana matematike gdje se nastava svodi na metode demonstracije i ana-
logije. U tim podrudjima zadaci koji se stavljaju pred ucenike mogu se, gotovo
svi, rijesiti nekim videnim i dobro uvjeZbanim algoritmom, odnosno postupkom.
Rijetko koji nastavnik u svojoj praksi koristi zadatke otvorenog tipa kako bi potak-
nio ucenicku kreativnost. Obi¢no su zadani zadaci u kojima je jasno definirano
Sto se treba izracunati, te je ucenicima jasno odakle trebaju poceti, te na taj nacin
mogu uvjezbati strategije i algoritme za rjeSavanje problema i zadataka koje im je
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ucitelj zadao bez da razmisljaju ili razumiju $to zapravo rade i zasto to rade bas na
takav nacin. Jedan od klasi¢nih zadataka koje nastavnici zadaju ucenicima glasi
na primjer ovako: ,, Izracunaj oplosje valjka ako baza ima duljinu polumjera 5cm, a va-
ljak je visok 18cm.” Ucenici ¢e uvjezbati algoritam za rjeSavanje ovakvog zadatka
koristeéi formulu za ra¢unanje oplosja valjka, ali zapravo vecina njih neée ni skici-
rati taj valjak, niti ¢e razumijeti $to to oplosje valjka zapravo jest. Tu dolazimo do
problema da, ako nastavnik samo malo izmijeni tekst zadatka, ucenici viSe nece
znati odakle krenuti i kako rijeSiti dani zadatak jer za takvu vrstu zadatka nisu
uvjezbali postupak rjeSavanja. Vec¢ina nastavnika u osnovnim i srednjim skolama
zapravo je svjesna tog problema, ali je vrlo malo pokusaja da se taj problem anali-
ziraipokusa rijesiti. Isto tako, ve¢ina nastavnika smatra da su dokazi bitni i korisni
samo nekolicini ljudi i ¢esto ih preskacu kada obraduju neke nastavne sadrZzaje iz
geometrije. Kako bi u¢enici bolje razumijeli geometriju, nastavnici bi trebali viSe
dokazivati geometrijske tvrdnje kojima se koriste pri rjeSavanju zadataka. Bez ob-
zira koristi li se taj dokaz za izvodenje novih metoda i rezultata na temelju onoga
Sto ve¢ znamo ili se daje smisao standardnim postupcima, on ¢ée apstrakine ge-
ometrijske tvrdnje i formule svesti na viSe manjih i uceniku razumljivih tvrdnji i
pojmova. (vidi [4])






3 | Van Hiele-ove razine ucenja ge-
ometrije

Pedesetih godina proslog stolje¢a Dina i Pierre van Hiele objasnili su hijerarhijski
poredak procesa kroz koje ucenici prolaze kada usvajaju nove geometrijske sadr-
Zaje. Razine kroz koje ucenici prolaze pri usvajanju novih geometrijskih sadrzaja
su vizualizacija, analiza, apstrakcija, dedukcija i strogost. Ovaj hijerarhijski pore-
dak od pet razina opisuje nacine razmisljanja koje koriste u¢enici u geometrijskim i
prostornim problemima, s idejama koje se nazivaju "objekti misljenja" (van Hiele,
1959). Potpomognuti odgovaraju¢im iskustvom u nastavi, u¢enici napreduju kroz
tih pet razina, od kojih svaka ovisi o uspjeSnom postignuéu prethodnih razina.

Prva razina - vizualizacija

Ucenici na ovoj razini prepoznaju i imenuju geometrijske likove i tijela iskljucivo
na temelju njihovih globalnih vizualnih karakteristika, ¢esto usporedujuci geome-
trijske likove i tijela s ve¢ poznatim geometrijskim likovima i tijelima. Na primjer,
ucenik na ovoj razini moZze kvadrat definirati kao kvadrat jer “izgleda kao kvadrat”
(Van de Walle, Karp i Bay-Williams, 2014). Na ovoj razini cilj je da ucenici prepoz-
naju oblike koji su sli¢ni i razli¢iti, te koriste te ideje za grupiranje geometrijskih
likova, odnosno tijela (Mason, 2014).

Druga razina - analiza

Ucenici na ovoj razini analiziraju geometrijske likove i tijela kroz dijelove od ko-
jih se sastoje, proucavaju njihova svojstva, te otkrivaju svojstva i pravila skupina
oblika, ali ne povezuju geometrijske likove, odnosno tijela, ili njthova svojstva. Na
primjer, ucenici mogu prepoznati Sto karakterizira pravokutnik (npr. Cetiri stra-
nice, suprotne stranice paralelne, suprotne stranice iste duljine, Cetiri prava kuta,
sukladne dijagonale) (Van de Walle, Karp i Bay-Williams, 2014).
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Treca razina - apstrakcija

Ucenici na ovoj razini pocinju uocavati odnose izmedu pojedinih geometrijskih
likova, odnosno tijela i njihovih svojstava. Odredene neformalne zakljucke uce-
nici donose kada se od njih traZi da stvore smislene definicije i opravdaju svoje
razmi$ljanje (Mason, 2014). Takav zaklju¢ak na primjer moZze biti da ako su sva
Cetiri kuta Cetverokuta prava, cetverokut mora biti pravokutnik. Ili, ako je dani
Cetverokut kvadrat, svi njegovi kutovi su pravi kutovi. (Van de Walle, Karp i Bay-
Williams, 2014). U ovoj fazi ucenici ne razumiju ulogu i znacaj njihovih zaklju-
caka.

Cetvrta razina - dedukcija

Ucenici na ovoj razini sposobni su raditi s apstraktnim izjavama o svojstvima ge-
ometrijskih likova, odnosno tijela i donositi zakljucke temeljene na logici i pove-
zivanju (Van de Walle, Karp i Bay-Williams, 2014). Da bi to postigli, uc¢enici su
sposobni konstruirati dokaze, razumjeti vaznost aksioma, definicija, teorema, ko-
rolara i postulata te tumaciti znacenje nuznih i dovoljnih uvjeta za utvrdivanje
istine odredenih tvrdnji (Mason, 2014).

Peta razina - strogost

Ucenici na ovoj razini razmisljaju o svojstvima i aksiomima vezanim uz geometrij-
ske likove, odnosno tijela. Isto tako mogu razumjeti koriStenje neizravnih dokaza,
kontrapozitivnih dokaza i neeuklidskih sustava (Mason, 2014). Na primjer, uce-
nik koji je ve¢ razumio formalne aspekte dedukcije moZe primjenjivati teoreme u
razli¢itim situacijama, prije analize problemske situacije. Primjer za to moZze biti
analiza sferne geometrije, koja se temelji na linjjama nacrtanim na sferi, a ne u
ravnini ili prostoru (Van de Walle, Karp i Bay-Williams, 2014).

3.1 Faze ucdenja

Ucenici koji prolaze kroz van Hiele - ovih pet razina ucenja geometrije mogu us-
pjesno napredovati samo uz odgovarajué¢u podrsku, dobre upute i usmjeravanje.
Faze kroz koje ucitelji mogu pomo¢i ucenicima da uspjesno usvoje geometrijske
nastavne sadrZaje i napreduju su informiranje, vodena orijentacija, objasnjavanje,
slobodna orijentacija i integracija.
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Prva faza - informiranje

U pocetnoj fazi ucitelji trebaju ukljuditi ucenike u razgovore i aktivnosti vezane uz
nastavne sadrzaje koje bi ucenici trebali usvojiti. Na taj nacin ucenici se orijentiraju
na nove nastavne sadrzaje i otkrivaju u kojem smjeru ¢e i¢i njihovo daljnje ucenje
(Mason, 2014).

Druga faza - vodena orijentacija

U ovoj fazi uditelji trebaju ucenicima pruziti moguénost istrazivanja nove nastavne
teme kroz pazljivo odabrane i strukturirane zadatke i materijale za u¢enje. Prema
Crowleyu (1987), zadaci bi trebali biti dizajnirani tako da izazovu specifi¢ne odgo-
vore koji postupno otkrivaju ucenicima strukture karakteristicne za drugu razinu,
odnosno vizualizaciju. Na primjer, ucitelj moZe traZiti od u¢enika da pomocu Ge-
oGebre skiciraju paralelogram i njegove dijagonale, a zatim vecu i manju verziju
tog paralelograma.

Treca faza - objaSnjavanje

U ovoj fazi uditelj bi trebao navoditi ucenike da samostalno objasnjavaju pojmove
i nastavne sadrZaje koji se trebaju usvojiti i da, tijekom objasnjavanja, uenici opi-
suju ono $to su naucili o nastavnoj temi vlastitim rije¢ima (Mason, 2014). U us-
poredbi s prethodnim fazama ucenja, u ovoj fazi uloga nastavnika je minimalna,
osim upoznavanja ucenika s matematickim pojmovima i osiguravanja da ucenici
te pojmove to¢no koriste i razumiju.

Cetvrta faza - slobodna orijentacija

U ovoj fazi ucenici se susrecu sa sloZenijim zadacima u kojima mogu primijeniti
svojstva i odnose izmedu geometrijskih likova, odnosno tijela, koje uce za rjeSava-
nje problema (Mason, 2014). Zadaci u ovoj fazi mogu biti otvorenog tipa, mogu
sadrzavati viSe koraka ili mogu biti dizajnirani tako da se mogu rijeSiti na vise
nacina.

Peta faza - integracija

U zavrsnoj fazi ucenici ponavljaju i sazimaju ono $to su usvojili, a cilj je integrirati
novo znanje s postoje¢éim znanjem (Crowley, 1987; Mason, 2014).






4 | Uspjesno poucavanje geometrije

Kako geometrija u osnovnim i srednjim $kolama ucenicima ne bi vise bila pro-
blem, nastavnici moraju razviti u¢inkovit pristup tim nastavnim sadrzajima koji ée
biti razumljiv i privlacan vecini u¢enika. Na primjer, kada govorimo o nastavnim
sadrzajima vezanim uz duZine odredenih duljina, volumene geometrijskih tijela,
povrsine geometrijskih likova, kutove geometrijskih likova, i tako dalje, vazno je
ucenicima omoguditi da, umjesto standardnog ra¢unanja nepoznate veli¢ine, oni
nacrtaju, skiciraju odredeni problem ili izmjere samostalno neke veli¢ine geome-
trijskog lika ili tijela, te na temelju svojih slika, skica ili mjerenja nesto izracunaju
i donesu neki konkretan zakljucak potkrjepljen tvrdnjama koje su se usvojile na
nastavnom satu. Na taj nacin ¢e oni povezati sadrzaje koje tek trebaju usvojiti i
sadrzaje koje su vec ranije usvojili. Zatim, kada govorimo o geometrijskim liko-
vima i geometrijskim tijelima, vaZno je taj geometrijski lik ili geometrijsko tijelo
“rastaviti” na niz tocaka, pravaca, duzina, kutova, mnogokuta(ako govorimo o
geometrijskim tijelima), te detaljno analizirati svaki dio tog lika ili tijela kako bi
ucenicima bilo jasno zasto se odredeni problemski zadatak rjeSava bas na taj odre-
deni nacin. Na primjer, kada racunamo oplosje kvadra, vazno je prvo objasniti i
skicirati od Cega se sastoji kvadar i kako izgleda njegova mreZza, vidi (slika 4.1),
te onda na primjeru te mreZe objasniti $to u stvari to oploSje jest i povezati ga s
primjerima iz stvarnog Zivota.

BAZA

PO B o] C J|E

POBOCKA | POBOCKA POBOCKA | POBOCKA

BAZA

Slika 4.1: Kvadar i mreza kvadra, preuzeto iz [10]

L3
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Isto tako, kada govorimo o cjelokupnim nastavnim sadrZajima vezanim za
geometriju, iako se treba staviti naglasak na razumijevanje i logicko i deduktivno
zakljucivanje, geometriju u odredenoj dozi moramo povezati i s algebrom i
ostalim granama matematike. Kao $to smo ve¢ rekli, u skoli se stavlja naglasak
na rac¢unanje nepoznatih veli¢ina koje se traZze u odredenom zadatku, i od toga
svakako ne treba bjeZzati, ali se treba staviti veliki naglasak na to da ucenik prvo
razumije i moZe zamisliti i opisati geometrijske likove, tijela, oplosje, volumen i
tako dalje, a tek onda kada je doSao na razinu da razumije sve $to je usvojio, pred
njega se trebaju staviti konkretni zadaci u kojima ¢e on primjeniti svoje znanje.
Kako bi se ucinkovitost poucavanja geometrije u osnovnim i srednjim Skolama
poboljsala, geometrijske nastavne sadrZaje mozemo podijeliti u 3 velike skupine:

e Crtanje, mjerenje i terminologija
e Opseg, povrsina i volumen

e Konstrukcije

Kada govorimo o crtanju, mjerenju i terminologiji, uenici bi trebali opisivati, ski-
cirati i crtati dane likove ili geometrijska tijela uz pomoc usvojenih pojmova i pret-
hodno usvojenih pojmova kao $to su tocke, pravci, paralelni pravci, okomiti pravci,
kutovi odredene veli¢ine i sli¢no. Takoder, trebali bi ilustrirati svojstva trokuta, ce-
tverokuta, kruga i drugih jednostavnijih geometrijskih likova i tijela. Kada govo-
rimo o opsegu, povrsini i volumenu geometrijskih likova, odnosono geometrijskih
tijela, ucenici bi trebali izvesti i primjeniti formule za racunanje opsega i povrsine
geometrijskih likova, volumena i oplosja geometrijskih tijela i slicno. Kada govo-
rimo o konstrukcijama geometrijskih likova, ucenici bi trebali, primjenom znanja
usvojenih na prethodne dvije stavke, i koriste¢i se osnovnim konstrukcijama rav-
nalom i Sestarom, konstruirati odredene cetverokute, trokute ili krugove i kruz-
nice. (vidi [1])



5 | Digitalni alati u nastavi geome-
trije

Istrazivanja su pokazala da postoje mnoge prednosti koristenja tehnologije pri
ucenju matematickih koncepata. Prije nekoliko desetljeca, rukom crtani dijagrami
i skice bili su jedine mogude konstrukcije i primjeri u geometriji za ucenike. Od po-
jave i sve veceg razvoja tehnologije postoje mnoga dinamicka geometrijska okru-
Zenja, kasnije u ovom radu éemo se osvrnuti na GeoGebru, koja mogu ukljuciti
ucenike u interaktivne aktivnosti. Geometrija zapravo predstavlja jedinu vizu-
alno orijentiranu matematiku koja se nudi ucenicima, a nastavni planovi i pro-
grami imaju tendenciju predstavljanja vizualno osiromasene, gotovo potpuno lin-
gvisticki posredovane matematike, matematike koja ne koristi, ne trenira ili ¢ak
ne privla¢i mozak. Zbog toga mnogi ucenici koji Zele vizualno bogat kurikulum
matematike, gdje se vizualizacija i vizualno razmisljanje razvijaju u punom poten-
cijalu i koriste kao prva prilika za sudjelovanje u nastavi, ve¢ su odustali prije nego
Sto su mogli iskusiti matematiku na pristupacan i njima blizak nacin. Zbog ovak-
vog miSljenja ucenika, ucitelji sve viSe u praksi uc¢enicima pri poucavanju nastave
geometrije omogucavaju koriStenje raznih digitalnih alata, naj¢es¢e GeoGebre. To
omogucuje ucenicima da razviju vjestine vizualizacije koje se oslanjaju na praksu
i da istraZuju geometrijske probleme (npr. gledajuéi $to se mijenja, a Sto ostaje
nepromjenjivo nakon geometrijskih transformacija). Na taj nacin ucenici razvijaju
svoje vjestine vizualizacije i bolje razumiju bit problemskog zadatka.

5.1 GeoGebra

GeoGebra je besplatni matematicki digitalni alat napravljen 2004. godine. Ovaj
digitalni alat omogucuje nastavnicima i u¢enicima dinami¢nu interakciju s mate-
matickim temama kao $to su geometrija, algebra, statistika itd. Prema istraZiva-
njima o matematickom obrazovanju, jedna od klju¢nih prednosti GeoGebre je ta
Sto moZe olaksati u¢enje matematike ucenicima svake Zivotne dobi, od osnovne
Skole do fakulteta.

3
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Slika 5.1: GeoGebrin komplet kalkulatora, preuzeto iz [11]

Prema istraZivanju, doneSen je zakljucak da je GeoGebra pomogla ucenicima u
povecanju sloZenosti njihovih odgovora pri argumentiranju donesenih zakljucaka.
Osim toga, ucenici su izjavili da uZivaju u dinami¢noj prirodi GeoGebre jer im
dopusta da pomocu nje brzo rijeSe zadane matematicke probleme. Osim Sto su
ucenici pokazali sveukupno povecanje znanja uz pomo¢ GeoGebre, kod ucenika
se povecala i ispravna upotreba matematicke terminologije.



6 | Zanimljivi zadaci iz nastave ge-
ometrije

Jedan od najucinkovitijih nacina poucavanja geometrije je eksperimentalna
nastava. Slijedeéi primjeri omogucavaju ucenicima da promisljaju o moguéim
rjeSenjima, otkriju korisne podstrukture odredenih oblika i kreativno rijeSe dani
zadatak. Svrha takvih zadataka je ukljuciti ucenike u istrazZivanje i povezivanje
matematickih podrudja, te poticanje na argumentaciju njihovih zakljucivanja.
Zadaci su strukturirani na nac¢in da ucenici prelaze s jednostavnih oblika na
sloZenije srodne oblike, ¢ime postupno razvijaju i usavrSavaju svoje vizualne i
percepcijske vjestine. Ovakvi zadaci i primjeri takoder imaju prednost jer omo-
gucavaju ucenicima s razli¢itim intelektualnim i matematickim sposobnostima
da se ukljuce na razli¢itim razinama u rjeSavanje zadataka.

Primjer 1. (vidi [2]) U ovom primjeru usredotocit éemo se na geometrijske likove kva-
drat i krug. Iako su to, sami po sebi, jednostavni geometrijski likovi, kada se kombiniraju
mogu rezultirati velikim brojem sloZenih oblika koji se mogu rastaviti na razlicite nacine.
Owvakvi zadaci trebali bi ucenicima pruZiti potrebne vjestine za generiranje novih oblika i
odredivanje njihove povrsine kombiniranjem osnovnih tordnji vezanih uz kvadrat i krug
na nove nacine. U primjeru se nalazi 8 slicica na kojima su kombinirani kvadrat i krug.
Omno sto se treba izracunati jest povrsina osjencanog dijela slicice. Jedina zadana velicina u
ovom primjeru je duljina stranice kvadrata koja iznosi 20mm, a iz tog podatka se mogu iz-
racunati svi ostali podaci. Slicice su posloZene u niz, od jednostavnijih prema sloZenijima
(slika 6.1).

7
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Slika 6.1: Primjer zadatka koji potice kreativnost kod ucenika

Rjesenje. Ovaj primjer moZemo rijesiti na slijedeéi nacin:

e Prva slicica - Uo¢imo da je povrsina osjencanog dijela jednaka povrsini kva-
drata duljine stranice 20mm - povrsina kruga polumjera 10mm, tj.

P =20 — 10?7t = (400 — 10077) mm?

e Druga slicica - Uo¢imo da je povrsina osjencanog dijela jednaka povrsini kva-
drata duljine stranice 20mm - povrsina dva kruga polumjera 5mm, tj.

P =20% — 2527 = 400 — 2 - 257t = (400 — 5077 )mm?>

e Treca slicica - Uo¢imo da je povrsina osjencanog dijela jednaka povrsini kva-
drata duljine stranice 20mm - povrsina Cetiri kruga polumjera 5mm, tj.

P =20% — 451 = 400 — 4 - 2571 = (400 — 10077) mm?

e Cetvrta sli¢ica - Uo¢imo da je povrsina osjenéanog dijela jednaka povrsini
kvadrata duljine stranice 20mm - povrSina tri Cetvrtine kruga polumjera
10mm, tj.

3
P=20*-=
4

-10* 7t = (400 — 757)mm?

e Peta sli¢ica - Uo¢imo da se na sli¢ici u svakom kutu nalazi } povrsine kruga,
te kako imamo 4 kuta, povrSina ne osjencanog dijela slicice jednaka je povr-
Sini 1 cijelog kruga, pa ¢éemo povrsinu osjencanog dijela dobiti ako od povr-
Sine kvadrata duljine stranice 20mm oduzmemo povrsinu kruga polumjera
10mm, tj.

P = 20% — 10*7r = (400 — 10077)mm?
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e Sesta sli¢ica - Uo¢imo da je povrsina ne osjencanog dijela sli¢ice jednaka §
povrsine kruga polumjera 20mm, pa je povrsina osjenc¢anog dijela jednaka
povrsini kvadrata duljine stranice 20mm oduzmemo povr$inu 1 kruga polu-
mjera 20mm, tj.

P= 20F — 411 - 20271 = (400 — 1007T)mm?>

e Sedma sli¢ica - Uo¢imo da je povrsina ne osjencanog dijela sli¢ice jednaka
dvostrukoj povrsini osjenc¢anog dijela slike 6., pa stoga je povrSina osjenca-
nog dijela jednaka povrsini kvadrata duljine stranice 20mm minus dvostruka
povrsina osjencanog dijela slike 6., tj.

P =202 —2- (400 — 10077) = 400 — 800 4 2007 = (2007r — 400)mm?>

e Osma slic¢ica - Uo¢imo da ako povrsinu osjencanog dijela slike 5 podijelimo
vodoravnom ili okomitom linijom po pola, dobit éemo povrsinu jednog od
Cetiri ne osjencana dijela slike 8. Znaci da je povrsina osjencanog dijela ove
slike jednaka povrsini kvadrata duljine stranice 20mm minus dvostruka po-
vrsina osjencanog dijela slike 5., tj.

P =20% —2- (400 — 10077) = 400 — 800 + 2007t = (2007 — 400)mm?>

Primjer 2. (vidi [2]) U ovom primjeru cemo se takoder usredotociti na geometrijske likove
kvadrat i krug. Na slici se nalaze dva sloZena lika koja se sastoje od kombinacije kvadrata
i krugova, a od ucenika se traZi da izracunaju i usporede osjencano podrucje svakog lika.
(slika 6.2) Svaki od kvadrata ima stranicu duljine 20 mm.

Slika 6.2: Primjer zadatka koji potice ucenike na donosenje smislenih zakljucaka,
a ne ogranicava njihovu kreativnost
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Rjesenje. Jedan od nacina na koji se mozZe rijesiti ovakav primjer jest sljededi:
Ako promotrimo prvi lik na slici, uo¢avamo kako se on sastoji od velikog kvadrata
ija povrsina iznosi

Py = 20mm - 20mm = 400mm?> (6.1)
i u kojem se nalazi 7 nizova krugova poloZenih vodoravno, a svaki niz se se sastoji
od 7 krugova, Sto znaci da ukupno ima 49 krugova unutar kvadrata. Uo¢imo da
zbroj promjera svih 7 krugova u nizu iznosi 20mm, a kako su svi krugovi u nizu
medusobno sukladni, ako promjer jednog kruga oznac¢imo s d;, vrijedi

7-d; = 20mm,

iz &ega slijedi da je dy = & ~ 2.8571mm . Sada znamo da povrsina jednog kruga

u nizu iznosi
2
dq
P = — | 7T
2

1.42862 7T
2.04097rmm?.

Kako se na slici nalazi 49 krugova, povrsina neosjenc¢anog dijela prve sli¢ice iznosi

P; = 49.2.04097

= 1007tmm?>.

Sada ¢emo povrsinu osjencanog dijela prve slike dobiti tako da od povrsine kva-
drata oduzmemo povrsinu neosjencanog dijela prve slike

P = P—F
= (400 — 10077) mm?
Uocimo da se na slican na¢in moZe dobiti i povrsina osjencanog dijela lika na dru-
goj slici. Taj lik se sastoji od kvadrata jednake povrsine kao i kvadrat lika na prvoj
slici i 3 vodoravna niza koji se sastoje od 3 kruga, ukupno 9 krugova. Uoc¢imo
da analogno prethodnoj slici, vrijedi da je zbroj duljina promjera 3 kruga u jed-

nom nizu, jednak duljini stranice kvadrata, odnosno ako sa d, ozna¢imo duljinu
promjera jednog kruga u tom nizu, vrijedi

3-dy, = 20mm,

iz Cega slijedi da je d» = & ~ 6.6667mm. Prema tome, znamo da povrina jednog

kruga u nizu iznosi
dy\*
pp = (2
O

= 3.3334%7
11.11167Tmm?,
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a iz toga slijedi da povrsina neosjencanog dijela lika iznosi

Ps = 9-11.11167 (6.2)
1007rmm?. (6.3)

Sada iz (6.3) i (6.5) vidimo da povrsina osjencanog lika s druge slike iznosi

P = P—Ds
(400 — 10077)mm?

Cilj ovog zadatka jest da ucenici zaklju¢e da geometrijski likovi na ove dvije
slike imaju jednaku povrsinu osjencanog dijela, iako su sastavljeni od razli¢itog
broja i razli¢itih veli¢ina geometrijskih likova. Ovakav zadatak ée potaknuti
ucenike da kriticki promisljaju, donose smislene zakljucke, potkrjepljuju ih
raznim tvrdnjama i dokazima i istodobno dopusta ucenicima slobodu da izaberu
metodu kojom Ce rijesiti zadatak i da budu kreativni.

Primjer 3. (vidi [2]) Za razliku od prethodna dva primjera, u ovom primjeru usredotocit
éemo se samo na kvadrat duljine stranice 20mm. Trebamo izracunati povrSinu osjencanog
dijela kvadrata. (slika 6.3) Cilj ovakvog zadatka jest ucenike potaknuti da stvore niz pove-
zanih oblika razmisljanjem o pocetnom dizajnu, a zatim translacijom, rotacijom, itd. dodu
do povrsine osjencanog dijela geometrijskog lika. Preporuca se da ovakvi zadaci ukljucuju
kombinaciju osnovnih oblika kao sto su krug i kvadrat ili kao u ovom primjeru, kojeg ¢emo
rijesiti, kvadrat i njegove dijelove.

ol 88 00

Slika 6.3: Primjer zadatka koji kod ucenika razvija razmisljanje o apstraktnim ge-
ometrijskim pojmovima i slikama
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Rjesenje. Ovaj primjer mozemo rijesiti na slijedeci nacin:
e Prva slicica - uo¢imo da povrsina velikog kvadrata iznosi
P = 20° = 400mm*

Ako promotrimo osjencane kvadrate na slici, uo¢imo da zbroj duljina dija-
gonala ta dva kvadrata iznosi 20mm, a kako iz slike vidimo da su ta dva
kvadrata medusobno sukladna, znaci da duljina dijagonale jednog osjenca-
nog kvadrata iznosi 10mm, te uo¢imo da ona dijeli osjencani kvadrat na dva
sukladna pravokutna trokuta. Kako se dijagonale kvadrata medusobno ras-
polavljaju, okomite su i jednake su duljine, slijedi da povrsina polovice osjen-
¢anog kvadrata iznosi
P, =105 = 50mm?,

$to znaci da povrsina jednog osjencanog kvadrata iznosi 100mm?. Nadalje,
uocimo kako na slici osjencano podrucje ima oblik dva kvadrata i Cetiri suk-
ladna pravokutna trokuta. Kada bi trokute spojili u parove dobili bismo dva
sukladna osjen¢ana kvadrata, pa moZemo interpretirati da osjencano podru-
&e prve slike ima oblik cetiri sukladna kvadrata povrsine 100m?2, iz ega sli-
jedi da osjencana povrsina prve slike iznosi

Py = 4-100 = 400mm>.

e Druga slicica - Uo¢imo da na ovoj slici osjen¢ano podrucje kvadrata ima oblik
Cetiri kvadrata povrsine 100mm?, pa analogno prvoj sli¢ici mozemo zaklju¢iti
da povrsina osjencanog dijela kvadrata iznosi

P, = 400mm>.

e Treca slicica - Uo¢imo da na ovoj slici osjenc¢ano podrucje ima oblik dva suk-
ladna kvadrata ¢iji zbroj duljina dijagonala iznosi 20mm. Zbog sukladnosti
tih osjencanih kvadrata, duljina dijagonale jednog osjenc¢anog kvadrata iz-
nosi 10mm, pa analogno prvoj sli¢ici, povrsina jednog osjencanog kvadrata
iznosi 100mm?. Prema tome, povrina osjen¢anog podrudja ove sli¢ice iznosi

Py = 2-100 = 200mm?.

e Cetvrta sli¢ica - Uo¢imo da osjencani dio kvadrata ima oblik dva sukladna
pravokutna trokuta koji imaju zajednicki vrh pri pravom kutu. Ako bolje
proucimo sli¢icu, uocit ¢emo da ako jedan od tih osjencanih trokuta zaro-
tiramo i spojimo s drugim trokutom dobit éemo da je povrsina osjencanog
dijela kvadrata jednaka polovini ukupne povrsine tog kvadrata, odnosno

Py = % - 400 = 200mm?>.
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e Peta sli¢ica - Uo¢imo da osjencani dio ima oblik kvadrata ¢ija dijagonala iz-
nosi 20mm. Nadalje, kako se dijagonale kvadrata medusobno raspolavljaju,
jednake su duljine i okomite su, povrsina polovine osjencanog dijela iznosi

P, = 2010 = 200mm?, (6.4)
iz ¢ega slijedi da je povrsina osjencanog dijela kvadrata jednaka

Ps = 400mm?.

e Sesta sli¢ica - Uo¢imo da je povrsina osjenéanog dijela kvadrata jednaka po-
lovini ukupne povrsine kvadrata, odnosno

Py = 200mm?.






7 | Zakljucak

Geometrija nije grana matematike koja ¢e ucenike nauciti uvjezbati neke, ve¢ do-
bro poznate, procese rjeSavanja problema, ve¢ nudi svakom uceniku slobodu da
pokusa dodi do rjeSenja odredenog geometrijskog problema na svoj nacin, i pri
tome ga potice da bude kreativan i da razvija svoje psihicko, matematicko, logicko
i kriticko razmiSljanje. Osim toga, geometrija kod ucenika razvija prostornu ori-
jentaciju i sposobnost za rjeSavanje problema. Kod usvajanja nastavnih sadrZaja
iz geometrije vazno je kombinirati tradicionalne i moderne metode s posebnim
naglaskom na aktiviranje ucenika u proces usvajanja nastavnih sadrzaja i vjeZbu
usvojenih nastavnih sadrzaja. VaZno je ucenike kroz razne interaktivne sadrzaje i
digitalne alate ukljuciti, kao aktivne suradnike, u proces usvajanja nastavnih sadr-
zaja, kako bi geometrija, koja je veéini ucenika teSka, postala izazovna, dinamicna,
motivirajuca i zanimljiva grana matematike.
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Sazetak

Geometrija u osnovnim i srednjim $kolama za ucenike moZe biti jako apstraktna i
zbunjujuca. Ali unatoc¢ tome, poucavanje geometrije ima mnoge prednosti. Uce-
nici u¢enjem geometrije mogu razviti svoje logicko i deduktivno razmisljanje i za-
kljuc¢ivanje, te proSiriti svoje mentalne i matematicke vidike. Medutim, ovakvi
pozitivni ucinci geometrije na ucenike mogu se posti¢i samo ukoliko se geome-
trija u osnovnim i srednjim $kolama poducava na pravilan nacin. U proslosti su
mnogi ucitelji geometriju predstavljali na sli¢an nacin kao i algebru, gdje se pred
ucenike stavlja nekakav tipican problem koji treba rijesiti primjenom neke dobro
uvjezbane procedure. Za razliku od algebre, u¢enicima cesto nije jasno odakle po-
Cetiitu dolazimo do problema zasto ucenici najéesée ne vole geometriju. Umjesto
takvog pristupa geometriji, postoji niz razli¢itih metoda i digitalnih alata koje ¢e
ucenike privudi da opet zavole geometriju i dopustiti im da izraze svoju kreativ-
nost.

Klju¢ne rijeci

nastava geometrije, problemski zadatak, geometrijski lik, geometrijsko tijelo
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Teaching geometry - challenges, stra-
tegies and motivation in learning

Summary

Geometry can be very abstract and confusing for students in primary and secon-
dary schools. Despite that, teaching geometry has many advantages. By learning
geometry, students can develop their logical and deductive thinking and reaso-
ning, and expand their mental and mathematical perspectives. However, such
positive effects of geometry on students can only be achieved if geometry is ta-
ught properly in primary and secondary schools. In the past, many teachers ta-
ught geometry in a similar way as they did algebra, students were presented with
a typical problem that needed to be solved by applying some well-rehearsed pro-
cedure. Unlike algebra, with geometry students often don’t know where to start,
and that’s where we get to the problem why they often don't like geometry. Ins-
tead of taking such an approach to geometry, there are many different methods
that could help students fall in love with geometry and express their creativity.

Keywords

teaching geometry, problem task, geometric figure, geometric body
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