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1 | Uvod

Tema ovog rada su blok-matrice, operacije s njima te njihov svojstveni i minimalni
polinom.

Da bismo definirali blok-matrice, prvo ¢emo definirati pojam podmatrice, u
ovom dijelu opisno, dok ¢emo se u sljede¢em poglavlju upoznati s preciznim de-
finicijama.

Podmatrica matrice A je matrica koju moZemo dobiti uklanjanjem redaka i/ili
stupaca matrice A. Blok-matrica B je matrica koja je (za neke pozitivne cijele bro-
jeve r i c) podijeljena u rc podmatrice B;; (i = 1,...,7; j = 1,...,¢) koje nazivamo
blokovi. Ovi koncepti se vrlo ¢esto pojavljuju u statistici i drugim disciplinama
koje ukljucuju vjerojatnost. Blok-matrice moZemo mnoziti skalarom, transponi-
rati, zbrajati i medusobno mnoZiti o ¢emu ¢emo reci nesto detaljnije. Ukoliko je
dana blok-matrica pozitivno semidefinitna onda mozemo racunati rang, determi-
nantu i inverz dane matrice $to éemo vidjeti u primjerima.

Poseban oblik blok-matrica su blok-trokutaste matrice i blok-dijagonalne ma-
trice. Blok-trokutaste matrice dijelimo na gornje i donje blok-trokutaste.

Akoje Ajj=0zaj<i=1,...,rt. akoje

Ay A ... Ay
. 0 A.zz .. g3 A.Zr
0 0 e A

tada se A naziva gornja blok-trokutasta matrica. Sli¢no, akoje A;; =0zaj > i =
1;:: ;7 tj. ako je

A, 0 s 0
| Am A ... 0
Arl Ar2 vae Lgy

tada se A naziva donja blok-trokutasta matrica. Za blok-matricu A koja je gor-
nje i/ili donje trokutasta jednostavnije kaZemo da je blok-trokutasta matrica. Za
matricu A koja je i gornje i donje blok-trokutasta kazemo da je blok-dijagonalna
matrica. Primjerice:

Apy U ... O
MEE TS
0 0 ... Ap



Sto krace zapisujemo kao diag(A11,A22,...,Ar). Kod blok-trokutastih matrica tra-
zit ¢emo
svojstvene polinome, a kod blok-dijagonalnih matrica minimalne polinome.

U posljednjem poglavlju ovog rada navest ¢emo nekoliko zadataka. Zadaci su
preuzeti sa studentskih natjecanja IMC i Putnam ([5] i [6]).

International Mathematics Competition (IMC) je studentsko natjecanje koje or-

ganizira University College London. Na natjecanje moze i¢i po nekoliko stude-
nata za svakog sveucilista koje sudjeluje u natjecanju i jedan ili vise mentora koji
su ujedno i ¢lanovi komisije. Studenti bez mentora takoder su dobrodosli. Natje-
canje je planirano za studente koji su zavrsili prvu, drugu, tre¢u ili cetvrtu godinu
studija, a da u trenutku natjecanja nisu stariji od 23 godine. Istovremeno, ne pos-
toji minimalna dobna granica. Natjecanje traje dva dana, svaki dan po pet sati,
a problemi koji se pojavljuju su iz polja algebre, analize, geometrije i kombinato-
rike. SluZbeni jezik natjecanja je engleski, a na natjecanju ukupno sudjeluje oko
200 studenata iz cijeloga svijeta.
Matematicko natjecanje Williama Lowella Putnama najistaknutije je matematicko
natjecanje za studente preddiplomskih studija u Sjedinjenim DrZavama i Kanadi.
Natjecanje u Putnamu odrZava se svake godine prve subote u prosincu. Natjeca-
nje se sastoji od dva trosatna zasjedanja, jednog ujutro i jednog popodne. Tijekom
svake sesije sudionici individualno rade na 6 izazovnih matematickih problema.
Putnam je zapoceo 1938. godine kao natjecanje izmedu matematickih odsjeka
na fakultetima i sveudilistima. Sada je natjecanje preraslo u vodeci svjetski ispit
iz matematike na sveuciliSnoj razini. Iako sudionici samostalno rade na proble-
mima, u natjecanju postoji i timski aspekt. Institucije se rangiraju prema zbroju
bodova njihova tri sudionika s najvise bodova. Nagrade se dodjeljuju sudionicima
snajvisim ocjenama i odjelima za matematiku pet institucija ¢iji je zbroj tri najbolja
rezultata najvedi.



2 | Osnovni pojmovi

2.1 Podmatrice i blok-matrice

Sljedec¢i pojmovi i primjeri su nuzni za razumijevanje ovog rada. Sve definicije su
preuzete iz [2], [3] ili [4].

Definicija 1 (Podmatrica). Podmatrica matrice A je matrica koju dobijemo uklanjanjem
redaka i/ili stupaca matrice A.

Primjerice, neka je dana 4 x5 matrica

S W W
B~ N O
Ul = = W
N o oo
O = W

te ako uklonimo 2. i 3. redak i 3. stupac dobijemo 2 x4 matricu

206 1
32[0470}'

Primjetimo da je svaka matrica sama sebi podmatrica dobivena uklanjanjem O re-
daka i 0 stupaca. Podmatrica kvadratne matrice reda n naziva se glavna pod-
matrica ako je dobivena uklanjanjem istih redaka i stupaca (tj. uklonimo i-ti
redak svaki put kad uklonimo i-ti stupac, i obrnuto). Lako se pokaze da je
glavna podmatrica simetricne matrice simetri¢na, dijagonalne matrice dijago-
nalna, gornje/donje-trokutaste matrice gornje/donje trokutasta.

Matrica moZe biti podijeljena na podmatrice na razlicite nacine horizontalnim
i/ili vertikalnim isprekidanim linjjama, npr.

a dobivene podmatrice zovemo blokovi iz ¢ega prirodno slijedi iduca definicija:

Definicija 2 (Blok-matrica). Blok-matrica je matrica koja je (isprekidanim) horizontal-
nim i vertikalnim linijama izmedu redaka i stupaca podijeljena u manje podmatrice, od-
nosno, blokove.
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Drugim rije¢ima, m xn blok-matrica je m xn matrica A = [A;;] koja je zadana u
opéem obliku kao:

All Alz e e AlC

| An Axp ... Ax

Arl Ar2 s Arc
pri ¢emu je A;; matrica tipa m; x n; (i = 1,...,r;j = 1,...,¢), amy,...,my
i ny,...,ne su pozitivni cijeli brojevi takvi da vrijedi m; + --- +m, = m i

ny + ---+n. = n. Dakle, blok-matricu moZemo smatrati matricom ¢iji su ele-
menti matrice.

Primjer 1. Neka je dana matrica

oW WM
NN TN
WUl RO
No oo
Wk W

Matrice B i C prikazuju razlic¢itu podjelu matrice A na blokove:

20061 2 000 6:1
g_ 34103 C_ 841708
37501/’ 3 75 0i1
04373 LR ENAED

Definicija 3. Neka je zadana blok-matrica M. KazZemo da je M kvadratna blok-matrica
ako:

1. blokovi formiraju kvadratnu matricu,
2. dijagonalni blokovi su kvadratne matrice.

Iz posljednja dva uvjeta zaklju¢ujemo da je blok-matrica kvadratna ako i samo
ako je podijeljena jednakim brojem horizontalnih i vertikalnih linija i one su sime-
tricne.

Primjer 2. Neka su dane blok-matrice

2 BB d 2 000 61
3 4:1:03 34103
A=|837i541|, B=|87i50i1
1300 T 00153
0 8:3!7 3 0 4/3 73

Jesu li A i B kvadratne blok-matrice?

Prema prethodnoj definiciji zaklju¢ujemo da je A kvadratna blok-matrica, a B
nije jer joj 1. i 3. dijagonalni blok nisu kvadratne matrice.



3 | Blok-matrice

U ovom poglavlju éemo se upoznati s operacijama koje moZemo vrsiti nad blok-
matricama.

3.1 Racunske operacije s blok-matricama

3.1.1 Mnozenje skalarom blok-matrica

Neka je
Ay Agg oo Agg
. A21 Azz o e AZC
Arl Ar2 g 1% Arc

blok-matrica m xn Ciji je ij-ti blok A;; tipa m;xn;. Tada je, za bilo koji skalar k,

KAy kA ... kAr
LA — kA.Zl kf‘.\zz kz‘.\zc
KAn KAy ... KAx
Posebno, ako je k=—1, tada je
—dg1 —lge w0 —lle
i —1.‘\21 —1.‘\22 —zf\zc
—An _ArZ —Arc

_____________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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i skalar k = 2. Tada je

_________________________

_________________________



3.1. RACUNSKE OPERACIJE S BLOK-MATRICAMA s

3.1.2 Transponiranje blok-matrica

Transponiranu matricu blok-matrice A oznacavamo s AT. Ako je

All Alz o e Alc
| A Axp ... Axe
Arl ArZ s o Arc

onda je njezina transponirana matrica

Alil Azil A;l
AT: A12 A22 Arz
AT AT ... AL

Drugim rije¢ima, ako je A mxn blok-matrica koja se sastoji od rc blokova, onda
je AT blok-matrica koja sadrZi cr blokova pri ¢emu je svaki ji-ti blok matrice AT
jednak transponiranom ij-tom bloku matrice A.

Primjer 4. Neka je dana blok-matrica

_____________________

_____________________

Tada je

_____________________

_____________________
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3.1.3 Zbrajanje blok-matrica

Neka je
All Alz . se AlC
| Az Axm ... Axe
Arl Ar2 g 1% Arc

blok-matrica m xn Ciji je ij-ti blok A;; tipa m;xn; i neka je

Bll Blz PR BlU
. 3?1 B.22 B?v
Bul BMZ “ e Buv

blok-matrica pxq ¢iji je ij-ti blok B;; tipa p;xg;. Matrice A i B mozemo zbrajati
pod uvjetom da su istog tipa, odnosno, akojep =migq =n. Akojeu =r,v =g,
pi=m;(zai=1,..,r)iq; =n;(zaj = 1,...,¢), 4. ako su, osim toga sto je zbrajanje
dobro definirano za matrice A i B, retci i stupci matrice B podijeljeni na isti nac¢in
kao kod matrice A. Tada vrijedi

A1 +Bi1 Aip+Bip ... A+ By

Ap1 +Byy Axp+ By ... Ay + By
A+B= . i ) g

Arl L s Brl ArZ + Br2 B Arc + Brc

Prethodni rezultat moZemo prosiriti na zbrajanje kona¢nog broja blok-matrica.

Primjer 5. Neka su dane blok-matrice

2 0i2i3 1 3 24111 5
3 4:1:03 9 0:4:.-5 2
A=|37i5141|, B=|"61/1-273
1 3i0i01 | | 2 0/47-2'5
0 8:3:7 3 & 21! 2 1
Tada je
5 2i3:4 6
12 4:5:—5 5
A+B=| -3 8:6:2 4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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3.14 Mnozenje blok-matrica

Kako bismo mogli definirati mnoZenje blok-matrica, matrice moraju biti takve da
je operacija mnoZenja dobro definirana.

Definicija 4. Neka su X = [Xy]| i Y = [Yyj] blok-matrice takve da je broj stupaca
svakog bloka Xy, jednak broju redaka svakog bloka Yy; (time je svaki produkt X Yy; dobro
definiran). Tada je

le Z12 Zln
Vi Z o Z
XY — '21 .22 . .Zn
Zml ZmZ oo L
gdjeje ZZ] = Xilylj + XiZYZj + -+ Xiprj/ 1= 1, 5 m,j = 1, wosy N

Primjer 6. Neka su dane blok-matrice

pri emu je blok-matrica A tipa 2 x 2, a blok-matrica B tipa 2 x 1. Neka su Ay =
3 0 —i , 1 2
{_52},1‘112:[4],1‘121:[—2 —6],/\22:[3}1311:{_3 4},

By = [ =2 1] redom blokovi matrice A i B. Tada je produkt AB blok-matrica tipa
2 x 1 ¢iji su blokovi jednaki:

1 5|,
[AB]J11 = AnBu + AppBa = {_3 2} i [AB]o1 = AnBi + AnBy =
1
[ 22 —25 | pa je blok-matrica AB jednaka AB = | =3 2
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3.2 Rang, inverz, determinanta

Da bismo odredili rang, inverz i determinantu potrebne su nam iducée tvrdnje pre-
uzete iz [2] koje ¢emo iskazati bez dokaza.

Teorem 1. Neka je kvadratna blok-matrica A dana izrazom

T U
A=l wl

gdje su T i W kvadratne matrice reda m i n, U matrica tipa mxn i V matrica tipa nxm.
Ako je rang(T) = m, tj. ako je T nesingularna tada je

rang(A) = rang [ ‘7; Vb\g } = m + rang[W — VT~ U].

Teorem 2. Neka je kvadratna blok-matrica A dana izrazom

r u
A=lv )
gdje su T i W kvadratne matrice reda n, U matrica tipa mxn i V matrica tipa nxm.

Pretpostavimo da je T nesingularna. Tada je A nesingularna ako i samo ako je matrica
reda n oblika Q = W — VT U nesingularna i u tom slucaju je

. riergowr?t —r g
A = _Q—lVT—l Q—l

7 0 el Y . _
:{ g 0]+[ I, }Ql[—VT1 L].

Teorem 3. Neka je kvadratna blok-matrica A dana izrazom

T U
A=l wl

gdje su T i W kvadratne matrice reda m i n, U matrica tipa mxn i V matrica tipa n xm.
Ako je T nesingularna, tada je

r u

% = |T||W — VT Ul

A= |
Ukoliko imamo blok-matricu koja je gornje (donje) trokutasta, onda njezinu
determinantu ra¢unamo pomocu iduéeg teorema (preuzetog iz [4]).

Teorem 4. Neka je A gornje (donje) blok-trokutasta matrica s dijagonalnim blokovima
A11, A, ..., Apn. Tada je

det(A) = det(Aq1) det(An)...det(Aun).
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3.3 Blok-dijagonalna i blok-trokutasta matrica

Poseban oblik blok-matrica su blok-dijagonalne i blok-trokutaste matrice za koje
¢emo na jednostavan nacin racunati svojstveni i minimalni polinom o ¢emu éemo
reci nesto detaljnije u iduéem potpoglavlju.

Definicija 5 (Blok-dijagonalna matrica). Blok-matrica oblika

Apg O e @
an| 8 A 8
0 0 ... Aum

(¢iji su svi nedijagonalni elementi nul-matrice) zove se blok-dijagonalna matrica i moZe se
kraée zapisati kao
A= diﬂg(All, Azz, ey Ann)-

Lema 1. Neka A;; predstavlja matricu redan; (i =1,...,n),n=ny+ny+---+n,i
neka je A blok-dijagonalna matrica reda n, A = diag(Aq1, A, . .., Any). Tada vrijedi:

1. A je pozitivno semidefinitna ako i samo ako su A11,A2,. .., Any pozitivno semidefi-
nitne;

2. A je pozitivno definitna ako i samo ako su Ay1, A2, . .., Any pozitiono definitne.

Dokaz prethodne tvrdnje moZe se pronaci u [2].
Idudi rezultat preuzet je iz [3].

Primjer 7. Neka

Ay Ap ... Ay
o 0 A‘zz - A'Zr
0 0 ... A

predstavlja gornju blok-trokutastu matricu reda n Ciji je ij-ti blok Al] tipa nixn; (j >
i =1,...,r). PokaZimo da je A gornje-trokutasta ako i samo ako je svaki od njezinih
dijagonalmh blokova gornje-trokutast.
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Rjesenje.
Neka ays predstavlja ts-i element od A (t,s =1,...,n). Neka je

an1+...+ni71+1ln1+...+n].71+1 saE an1+...+ni71+1,n1+..,+n].71+n].
Al] - . N .
an1+...+ni71+ni,n1+...+nj71+1 - anl"‘"'+ni71+nirnl+"'+nj—1+nj
(j > i,i = 1,...,r). Pretpostavimo da je A gornje-trokutasta. Tada je, prema
definiciji gornje-trokutaste matrice a;s = 0 za s < t, t = 1,...,n.  Stoga,

Ay ooty y+kny+tn;_y+1 (5t0 je kl-ti element i-tog dijagonalnog bloka A;;) je jednako
Ozal <k k=1,...,n;8to implicira da je A;; gornje trokutasta (i =1,...,7r).

Obratno, pretpostavimo da su A1, Apy,..., Ay gornje-trokutaste. Neka su t i s cijeli
brojevi (1 < t,s < n) takvi da je a;s # 0. Tada je, ocito, za neke cijele brojeve i i j > i, ass
element podmatrice A;j, recimo kil-ti element, u kojem slucaju jet = ny +---+n; 1 +k
is=mny+ - +nj_+1L Akojej > i, tada (obziromk < n;)t <s. Stovise, ako je
j = i, tada (obzirom da je A;; gornje-trokutasta) k < I sto implicira t < s. Stoga je, u
svakom slucaju, t < s. Zakljucujemo da je A gornje-trokutasta.
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3.4 Svojstveni i minimalni polinom

U ovom dijelu promotrit éemo kako odrediti svojstveni i minimalni polinom. Pri-
sjetimo se definicije svojstvenog polinoma:

Definicija 6. Neka je A kvadratna matrica reda n. Polinom
Ky = det(/\I — A)

zove se svojstveni polinom matrice A. Nultocke svojstvenog polinoma su svojstvene vri-
jednosti matrice A.

Ako su A i B sli¢ne matrice, tj. ako postoji proizvoljna nesingularna matrica S
takva da vrijedi B = S"!AS, onda A i B imaju jednake svojstvene polinome.

Ako matricu svedemo na blok-trokutastu matricu onda njezin svojstveni poli-
nom ra¢unamo na sljedeci nacin:

Lema 2. Neka je M blok-trokutasta matrica oblika

o A11 B
M_{ 0 AZJ'

gdje su Aqy i App kvadratne matrice. Tada je tI — M takoder blok-trokutasta matrica s
dijagonalnim blokovima tI—Aqy i tI—Ayp, a svojstveni polinom matrice M je produkt
svojstvenih polinoma njezinih dijagonalnih blokova A1 i Ao, tj.

tI— Ay —B
0 tI — Ay
= det(tI = All) det(tI . Azz)

= KAy (t)KAzz (t)

kpm(t) = det(t] — M) =

Prethodne tvrdnje i nesto vi$e o njima mozemo pronaci u [1].
Sljededi teorem dokazuje se na induktivan nac¢in primjenom prethodne leme:

Teorem 5 (Svojstveni polinom). Neka je M blok-trokutasta matrica s dijagonalnim blo-
kovima Ayy,..., Ay Tada je svojstveni polinom matrice M jednak produktu svojstvenih
polinoma dijagonalnih blokova Ay, tj. kp(t) = xa,, (£)ka,, (£) -+ x4, ().

Uz svojstveni polinom, vazno je spomenuti i minimalni polinom. Minimalni
polinom matrice A je normirani polinom 4 najmanjeg mogudeg stupnja takav
daje 14 (A) = 0, a nesto vise o njemu spominje se u [1].

Teorem 6 (Minimalan polinom). Neka je M blok-dijagonalna matrica s dijagonalnim
blokovima A1y,...,As. Minimalni polinom matrice M jednak je najmanjem zajednickom
visekratniku (NZV) minimalnih polinoma od dijagonalnih blokova Aj;.

Primjetimo da se Teorem 3.9. odnosi samo na blok-dijagonalne matrice, a Te-
orem 3.8. na blok-trokutaste matrice.






4 | Zadacis medunarodnih natjeca-
nja

U ovom poglavlju rijesit éemo nekoliko zadataka sa studentskih natjecanja [5] i [6].

Zadatak 1. Neka je n prirodan broj. Pretpostavimo da su A, B i M realne
matrice reda n takve da je AM = MB ida A i B imaju jednake svojstvene
polinome. Pokazite da je det(A — MX) = det(B — XM) za svaku realnu matricu
X reda n.

Rjesenje. Koriste¢i transformacije nad retcima i stupcima matrice M, mo-
7emo konstruirati regularne matrice U i V takve da je U~ MV blok dijagonalna
matrica oblika

;=1 |4 ©
M=U MV—{0 0]'

Ozna¢imos A’ = U AU, B' = V1BV, X' = V"1XU. Vrijedi A’M' = M'B/,

det(A — MX) = det(U (A — MX)U) = det(A’ — M'X")

det(B — XM) = det(V1(B — XM)V) = det(B’ — X'M’).
Odredimo pripadajuce blok dekompozicije matrica A’, B i X:

A A By; B X1 X
A — | An A } g =|Bu B w1 Xn X
[ Ay Ax By; By X1 X»

Imamo A il
gt 1 rpr | Bi1 B2
AM_{AH 0}, MB_{ iy B }
paje A = Byp i Ay = By = 01z Cega slijedi da je svojstveni polinom matrice A
umnoZzak svojstvenih polinoma matrica Ay i App i svojstveni polinom matrice B
je umnoZak svojstvenih polinoma matrica By; i Byy. Kako je A3 = By, slijedi da
Ap i Byy imaju jednake svojstvene polinome, te i jednake determinante. Kako je

| X110 v | X1 Xa2
XM_{le 0}' MX_[ 0 0 !
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zaklju¢ujemo da je

det(A 2 MX) = det(A' — M/X/) = det |: All - Xll AlZ — X12

0 A
= det(A11 — Xll) det(Azz) = det(B11 — Xn) det(Bzz)
By — X 0
| By —Xa1 Bx & )
= det(B — XM)

Sto je i trebalo pokazati.
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Zadatak 2. Neka je M invertibilna blok-matrica reda 2n dana izrazom

C D

we[e8] e[

=B E].

Pokazite da je det(M) det(H) = det(A).

RjeSenje.
Neka je I jedini¢na matrica reda n. Tada je

det(M) det(H) = det {é‘ g } det {é fl} _ et [é‘ H _ det(A).

Zadatak 3. Neka su A i B realne matrice takve da je A 4x2 matricai B 2x4
matrica i neka je

1 0 -1 0
0 1 0 -1

AB=1 1 9 1 0
0 -1 0 1

Pronadite BA.

RjeSenje.
Neka je A = { ﬁl } iB=[ By B, ] gdjesuA, Ay, By i B, matrice reda 2.
)
Tadaje

1 0 -1 0
-1 0 1 0 | | A 12217 | AB; AyxB,
0 -1 0 1

iz Cega slijedi da je A1B; = AzBy = I i A1By = AB; = —I. Tadaje B1=A1_1,
Bs = _A1_1 iA, = Bz_1 = —A;. Konacno je

Aq

BA=[ B, Bz][AZ

2
:|:BlA1—|—B2A2:212: |:0 g:|
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Zadatak 4. Neka su A, B, C i D realne matrice reda n takve da su matrice ABT
i CDT simetri¢tnei ADT — BCT = I. DokaZite daje ATD — cTE =

RjesSenje. Uvijeti koje zapravo imamo su:
ADT — BCT =1,—ABT + BAT =0

cDT —DCT =0,-CBT + DAT =1
A B pf —-BT]1 [T 0
¢ D —cT AT |7 |0 I

e les]-lo )

Donji desni blok nam daje ATD — CTB = I.

Sto je ekvivalentno

pa slijedi
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Sazetak

U ovom zavr$nom radu proucavali smo pojam podmatrica, definirali blok-matrice
i naveli nekoliko primjera blok-matrica. Takoder smo proucili mnoZenje blok-
matrica skalarom, transponiranje, zbrajanje i mnoZenje blok-matrica uz odgova-
rajuce primjere. Definirali smo rang, inverz i determinantu blok-matrice te zatim
i blok-dijagonalnu i blok-trokutastu matricu te smo naveli neka svojstva i objasnili
nacin kako pronadi svojstveni i minimalni polinom blok-matrice. Na kraju smo
naveli primjere rijeSenih zadataka s matematickih natjecanja.

Kljuéne rijeci

podmatrica, blok-matrica, svojstveni polinom, minimalni polinom
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Partitioned matrices

Summary

In this final paper we have studied the concept of submatrices, defined partiti-
oned matrices (block matrices) and gave some examples of partitioned matrices.
Also, we have studied multiplication of partitioned matrices by a scalar, transpo-
ses, sums and products of partitioned matrices with appropriate examples. We
have defined rank, inverse and determinant of partitioned matrix and then we’ve
defined partitioned-diagonal matrix and partitioned-triangular matrix and some
of their properties and explained how to find characteristic and minimal polyno-
mial. Atthe end, we listed some examples of solved tasks from math competitions.

Keywords

submatrix, partitioned matrix (block-matrix), characteristic polynomial, minimal
polynomial
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