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1 | Uvod

U ovom radu obradit ¢emo poznati teorem iz matematicke analize poznat pod
imenom "L'Hopitalovo pravilo". Teorem je dobio ime po francuskom matemati-
¢aru Guillaume Frangois Antoine Marquis de L'Hopital (1661.-1704.). L'Hopital
je teorem objavio u knjizi "Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des
lignes courbes" 1696. godine koja pokriva podrudje diferencijalnog racuna. Tek
se nakon L'Hopitalove smrti saznalo da je L'Hopital placao Svicarskom matemati-
¢aru Johannu Bernoulliju za poduke u matematici, koje je L'Hopital mogao koris-
titi u svojim djelima, tj. da je Bernoulli zapravo otkrio taj teorem. Zato se teorem
jos zove Bernoulljjevo pravilo.

Prije obrade tog teorema najprije trebamo razumjeti tri pojma koji su takoder
iz matematicke analize. U prvom poglavlju definirat éemo o limesu funkcije i
neprekidnosti funkcije, a u drugom poglavlju ée se obraditi derivacija funkcije.
L'Hopitalovo pravilo i njegove primjene ¢e se detaljno obraditi u tre¢em poglavlju.
Pomocu tog teorema mozemo izracunati limese neodredenih oblika.






2 | Limes funkcije i neprekidnost
funkcije

2.1 Limes funkcije
U ovom podpoglavlju éemo govoriti o limesu funkcije pomoc¢u kojega se definiraju
ostali pojmovi u radu.
Definicija 1 (Heineova definicija limesa funkcije). Neka je
(i) xo € [a,b] 1
(ii) f : D — R, gdje je D = [a,b] ili D = [a, b]\ {xo}.
KazZemo da je granicna vrijednost (ili limes) funkcije f u tocki xo jednaka L i piSemo

lim f(x) =1L,

X—rXQ

ako za svaki niz (x,) iz D (x,, # xo) koji konvergira prema x, niz funkcijskih vrijednosti
(f (xn)) konvergira prema L.

Pogledajmo na sljede¢em primjeru kako se odreduje limes funkcije f pomocu
prethodne definicije:

Primjer 1. Neka je f : R — R\{—3}, f(x) = 2x3+10§%:319x+21. Odredimo xl_i)rr_l?)f(x).
Rjesenje. Neka je (x,,) bilo koji niz za koji x,, # —3 i lgn X, = —3.
n o0

Sada je:
2x3 +10x2 + 19x, + 21

lim f(x,) = lim

n—oo n—co K 3
2x2 + 4 7
_ i Pt St N +8) 02 gy 47y 13,
n—oo X, +3 n—so0

Osim Heineove definicije limesa funkcije, postoji i Cauchyjeva definicija limesa
funkcije. Ovdje ¢emo ju iskazati u obliku sljedeceg teorema:

Teorem 1 (Cauchyjeva definicija limesa). [vidjeti [3, Theorem 3.1]]
Neka je I C R otvoren interval, xo € 1i f : I\{xo} — R. Limes funkcije f u tocki
X postoji i li_)m f(x) = L ako i samo ako vrijedi
X—XQ

(Ve > 0)(30 > 0)(Yx € 1)((0 < |x — x| <) = (If(x) —L| <€)).  (2.1)

3
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Dokaz. Najprije pretpostavimo da vrijedi (2.1). Odaberimo neki niz (x,) iz inter-
vala I\ {x(} takav da vrijedi nll_I>II X, = Xo. Prema definiciji limesa niza slijedi:

(Vo > 0)(3ns > 0)(Vx € N)((n > ns) = (|xn — x0| < 9)). (2.2)
Ponovno koristedi definiciju o limesu niza pokaZimo da je 1/11E>Ic}o P B ) = L
(Ve > 0)(Ine > 0)(Vx € N)((n > ne) = (|f(xn) — L| < €)). (2.3)

Za e > 0postoji > 0 takav da vrijedi (2.1). Za takav J postoji ns takav da vrijedi
(2.2). Za n. odaberimo da je jednak n5 i Vi € IN dobijemo

(n>ne) = (|Jxn—x0| <9) = (|f(xn) — L| <6), (24)

odnosno dobijemo (2.3).
Obrat ovog teorema moZete pronaci u [3, Theorem 3.1] na stranici 64. O

I
|
|
|
|
I
I
|
I
I
I
I
I
|
|
I
|
I
1

xXg—90 X0 xg+ 0

Slika 2.1: Geometrijski prikaz Cauchyjeve definicije limesa funkcije.

Prethodni teorem mozemo i geometrijski interpretirati: Za svaku otvorenu
okolinu broja L, < L —¢€,L + € >, moZe se pronaci otvorena okolina broja x,
< x9 — 0,x9 + 0 >, koja se preslika u okolinu < L —¢,L + € >.

Pomocu Cauchyjeve definicije limesa funkcije éemo odrediti limes funkcije na
sljede¢em primjeru.

Primjer 2. Imamo funkciju f definiranu izrazom f(x) = X 4H4x43  Pokazimo da vrijedi

i ’ x+1
A, S =2

Rjesenje. Znamo da po Cauchyjevoj definiciji mora vrijediti:

(Ve >0)(30 > 0)(Vx € N{—-1})((0 < |[x—(—1)| < 9) = (|f(x) — 2| <¢€)).
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Pojednostavimo |f(x) — 2|:

x2+4x+3 ¥ +4x+3—-2x—2
|f(x) I x+1 ‘ x+1 I
2 2
| +2x 41 |(x+1) = le+1].
x+1 x+1

Posto je e > 0 bilo koji pozitivan broj, trebamo naci § > 0 takavda (Vx € I\{—1})((|x+
1| <6) = (Jx+1| <e)).
Dovoljno je da 6 bude neki pozitivan broj koji je manji ili jednak od €.

Nekada promatramo limes funkcije kod koje se samo s jedne strane moZze do¢i
do tocke gomilanja. Te limese zovemo jednostranim limesima, odnosno limes sli-
jeva ilimes zdesna.

Definicija 2. Neka je f : D — R realna funkcija realne varijable i xo € D'. KaZemo da
f ima limes L slijeva [limes L zdesna] u tocki xo i pisemo

L= lim f(x) [L= lim f(x)]
X=Xy x—>xg
Heine: ako za svaki niz (x,,) iz D takav da je x, < xo [xn > x| i li_r>n Xy = X vrijedi
n—oo
lim () = L.

n—00
Cauchy: ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € D sa svojstvom

xXo— 0 < x < x[x0 < x < xo+ 0] vrijedi |f(xo) — L| <e.
Pogledajmo na primjeru kako se odreduju jednostrani limesi.
Primjer 3. Odredimo limes slijeva i limes zdesna funkcije f1 zadane formulom

_J1, x € (=00, —1)
filx) = {5, x € [—1,+00)

u tocki x = —1.
Y
6
@
.
2
e
: x
-3 -2 -1 1 2 3 4

Slika 2.2: Graf funkcije f;.
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Rjesenje. Funkcija poprima vrijednost 1 za svaki x < —1,a 5 za x > —1. Najprije
odredimo lim fi(x).

Al
Prema Heinovoj definiciji, neka je (x,), x, < —1, bilo koji niz realnih brojeva koji
konvergira ka —1. Onda je li_r)n Fil®n) = li_r>n l=1% lim Giz)=1L
n—oo n—»o00 x——1—

Prema Cauchyjevoj definiciji, neka je € > 0 neki pozitivan realan broj. Posto za svaki
x < —1orijedi |f1(x) — 1| = 0 < €, izaberemo da 6 > 0 bude bilo koji pozitivan realan
broj.

Limes zdesna, lim fy(x), se analogno odreduje kao i limes slijeva i dobijemo da je

| | x—1t
i = lim 5 =35.
x—>ml:1+ fl (x) x—>1r{1+

Sada kada smo se upoznali s definicijom jednostranih limesa pogledajmo vezu
izmedu njih i limesa funkcije.

Teorem 2 (vidjeti [3, Theorem 3.5]). Neka je I C IR otvoren interval, xo € I i
f : I\{xo} = R. Za funkciju f postoji 1i_>m f(x) ako i samo ako postoje i jednaki su
X—X(

lim f(x)i lim Filz):

x—>x0 x—>x0

Dokaz. Neka postoji limes xll)nxl f(x) = L. Tada vrijedi (2.1) i iz Cauchyjeve de-
0

finicije limesa funkcije slijedi Cauchyjeva tvrdnja iz Definicije 2, odnosno postoje
limesi slijeva i zdesna koji iznose L.

S druge strane neka prema Cauchyjevoj tvrdnji iz Definicije 2 postoje limesi
slijeva i zdesna koji su jednaki L. Tada za € > 0 odaberemo najmanji § > 0 iz
Cauchyjeve tvrdnje iz Definicije 2 i on povlaci (2.1). O

Primijenimo prethodni teorem na sljede¢em zadatku.

Primjer 4. Postoji li limes funkcije f, zadane formulom

) = {2, x € (—o0,1)

3x, x € [l,+00)

u tocki x = 1?

-3 -2 -1

Slika 2.3: Graf funkcije f5.
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Rjesenje. Najprije odredimo jednostrane limese u tocki x = 1, odnosno lim f(x,) i

y x—1-
Jim, f(a).

lim f(x) = lim 2=2, lim f(x)= lim 3x =3.

x—1- x—1— x—1t x—1t

U tocki x = 1 limes slijeva iznosi 2, a limes zdesna je 3. Jednostrani limesi se razlikuju
u tocki x = 1 pa zakljuc¢ujemo da ne postoji limes funkcije f, u tocki x = 1.

Iduca definicija nam govori o limesu funkcije f kada se x priblizava co.

Definicija 3. Neka je D C R odozgo neomeden skup i f : D — IR bilo koja funk-
cija. KaZemo da je realan broj L limes ili grani¢na vrijednost funkcije f u oo i pisemo
lim f(x) =L

X—r00
Heine: ako za svaki niz (x,,) iz D za koji je lim x, = oo vrijedi
n—o0

lim f{%,) = L.

n—oo

Cauchy: ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj M = M(e) takav da
(xeD;x>M) = (|f(x) —L| <e).

Napomena: Sli¢no se definira i limes funkcije f : D — R gdje x teZi prema —oco.
Upotrijebimo definiciju na sljede¢em primjeru:

_ _— S T
Primjer 5. Izracunajmo koliko iznosi lim £+5=3
Y300 X°—x°+16
Rjesenje. Neka je x, bilo koji niz za koji vrijedi lim x, = oco. Onda racunamo
n—oo
2.1 o4
. -3
lim a2
n—sco X5—X3+16
2 4
1 xn xn _ 3
. Emtas—B . a2t —83 £ B
B ———F = R . gy e
5 3 o 5 3 1 5 3
n—oo X2 — X 16 n—ooco x2 — x 16 L n—oo X X 16
n n I n n + x% ;% — ;g -+ ;2

e BT W 040-0

n—eo 1 1 4 16 _1_0+0_0‘

U sljede¢em teoremu navedena su osnovna svojstva za ra¢unanje limesa funk-
cije u tocki.

Teorem 3 (vidjeti [5, Theorem 5.1]). Neka vrijedi:
(i) xo € [a, ],
(ii) f : D — R, gdje je D = [a,b] ili D = [a,b]\{x0},
(iii) postoje li_>m f(x)i lim g(x).
X—X(

X—XQ
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Tada vrijedi:
(i) postoji li_>m (f(x) £ g(x)) i vrijedi
X—X(
lira (i) £ e{x)) = li_>m f(x) £ lim g(x) =Ly £ Ly,
X—X0

X—X( X—X(Q
tj. limes zbroja [ili razlike] dviju funkcija jednak je zbroju [ili razlici]| njihovih
limesa;
(ii) postoji li_>m (f(x) - g(x)) i vrijedi

X—X(
Jim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - im g(x) = L1 - Ly,
tj. limes produkta dviju funkcija jednak je produktu njihovih limesa;
(iii) ako je li_>m g(x) # 0iako je g(x) # 0 unekoj okolini broja x,

X—rX(

N f(x) PO f(x) limx—>x0 f(x) Ly
tad toji lim —— di 1 = = — s 510,
ada postoji lim -3 vrijedi lim <3 iy g) Lo 2 #
tj. limes kvocijenta dviju funkcija jednak je kvocijentu njihovih limesa.

Dokaz. Teorem je moguce dokazati pomoc¢u Heineove definicije limesa funkcije u
tocki xp, a mi ¢emo ga dokazati primjenom Cauchyjeve definicije limesa funkcije
u tocki xg.

(i) Za limes zbroja [razlike] trebamo dokazati da za svaki e > 0 postoji d(€) >
0takodaiz 0 < |x — xg| < d slijedi |f(x) £ g(x) — (L1 £ Lp)| < e.

Neka su L; i L limesi funkcija f i g u tocki xo. Time za svaki 5, € > 0, postoje
0116, takvi da:

0< |x— | <1 = |f(x) ~Li| <
0 < |x — xo| < 82 = |g(x) — Lo <§.

Odaberimo najmanji 6, odnosno § = min(dy,d,). Zbog 0 < |x — xg| < J, slijedi:

f(x) £8(x) = (La £ Lo)[ = |(f (%) — L) £ (g(x) — La)|-

Zbog nejednakosti trokuta vrijedi

() — L) £ (8(x) ~ Lo)| < 1f () ~ Ll +[g(x) ~ Lol < S+ 5 =€

(ii) Ako postoji limes funkcije f u tocki xy, onda postoji okolina tocke x u kojoj
je funkcija f omedena. Ta tvrdnja je posljedica definicije limesa funkcije u tocki.
Znamo da |f(x) — L1| < €, za svaki x iz okoline xy, povlaéi —e < f(x) — L1 < €,
odnosno vrijedi L1 — e < f(x) < Ly + €. Ako je limes funkcije f jednak broju L,,
onda |f(x) — Lq| moZe biti proizvoljno mali za svaki x iz okoline xy. Tada vrijedi:

[f(x)g(x) = Lila| =|f(x)g(x) — L1g(x) + L1g(x) — L1 Lo
=[(f(x) = L1)g(x) + L1(g(x) — L2)|
<|f(x) = Lallg(x)| +[Lallg(x) = La.
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Ako za funkciju f vrijedi ,}LH,} |f(x) — L] = 0, tada za svaki A € R vrijedi
0
lim |A - (f(x) — Ly)| = 0. Tvrdnja vrijedi i za funkciju g.

X—rX(
Postoje L, realan broj i funkcija g je omedena u okolini tocke x(, upotrebljavamo

prethodnu tvrdnju i tada vrijedi:

£ (%) = Lallg(x)[ + [Lalg(x) — L2| < §+§ =e.

(iii) Za limes kvocijenta trebamo dokazati da za svaki € > 0 postoji 6(e) > 0

takodaiz 0 < |x — x| < ¢ slijedi |Jg% = %| < €. Najprije raspisimo |§% - é—;|

‘@_E :‘f(x)Lz—g(x)Ll _ lf(x)Lz—L1L2+L1L2—g(x)L1
g(x) Ly g(x)L, g(x)L,
Lallf (%) = La| + [LaIg(x) — Lo
- g (x)[|L2]
1 Ly
el M iy 800 ~ Bl

.. i = L ey .. ..
Funkcije FCIRAT (X)l\l I Su omedene u okolini tocke xg jer je funkcija g omedena

u okolini tocke x( pa slijedi:

1 Ly € e_e
W|f(x)—L1’+m|g(x)—Lz|SEJFE— :

Pogledajmo na sljede¢em primjeru primjenu prethodnog teorema.
Primjer 6. Zadane su funkcije f(x) = sinx i g(x) = e*.
a) Izracunajmo zbroj limesa funkcija f i g u tocki x = 0.
Rjesenje.
lim(f(x)+g(x)) = lim(sinx +¢*) = limsinx + lime* =0+1=1.
x—0 x—0

x—0 x—0

b) Izracunajmo produkt limesa funkcija f i g u tocki x = 7.
Rjesenje.

lim (f(x) - g(x)) = lim (sinx - ¢*) = lim sinx - lim e* = 1-¢? =73,
x—7 x—7 x—5 x—7

¢) Izracunajmo kvocijent limesa funkcija f i g u tocki x = 7.

Rjesenje.
) () xh_>m% f(x) xh_{r% sin x \/75
im = = =2
—Zg(x)  lim g(x) lim e* e

T T
x—)z x—)z
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Pomocu sljedeceg teorema naucit ¢emo jo$ jedan nacin za odredivanje limesa.

Teorem 4 (Teorem o sendvicu). [vidjeti [3, Theorem 3.3]] Neka je I C IR otvoren
interval, xo € 1i f,g : I\{x0} — R za koje postoje li_>m f(x)i lim g(x).
X—X(

X—XQ

1. Akoje f(x) < g(x),Vx € I\{xo}, onda je J}l_)n;of(x) < lim g(x).

X—X(
2. Akoje h : I\{xo} — R takva da vrijedi f(x) < h(x) < g(x),Vx € I\{xo} i

xh_}rrj}of(x) = xh_)rrxlog(x) = L, onda funkcija h ima limes u x i xh_)nJ}O h(x) = L.

Dokaz. Dokaz teorema je moguce pogledati u [3, Theorem 3.3]. O
Primijenimo teorem na sljedec¢em primjeru:

Primjer 7.
a) Promotrimo funkcije f, ¢ zadane formulama f(x) = x i g(x) = e* u tocki x = 5.

Vidimo da je x manji ili jednak e* za svaki x € R pa vrijedi lim x < lim e*. Od-
X—XQ X—X(Q

nosno, lim x < lim é°.

xX—5 X—rXQ
b) Promotrimo funkciju h definiranu izrazom h(x) = FE2E y tocki x = 0. Vidimo

da funkcija h nije definirana u tocki x = 0 pa nas zanima koliko je lins arcsinx
x—

Pomoéu funkcija zadanih formulama f (x) = cos xi g(x) = x> + 1 moZemo iskoristiti
teorem o sendvicu jer:

arcsin x

cosx < <241
i limesi funkcija f i g tocki x = 0 su jednaki:

limcosx = lim(x* +1) = 1.

x—0 x—0
Tada vrijedi:
. arcsinx
lim =1.
x—0 X

2.2 Neprekidnost funkcije

Neprekidnost funkcije je, uz limes funkcije, drugi osnovni pojam iz matematicke
analize. Intuitivno, funkcija je neprekidna ako se njen graf moZze nacrtati bez po-
dizanja olovke s papira. ZapiSimo matematicki definiciju neprekidnosti funkcije
u tocki:

Definicija 4. KaZemo da je funkcija f : (a,b) — R neprekidna u tocki xy € (a,b) ako
ona ima limes u tocki xg koji je jednak f(xo), tj. ako je

lim £(x) = f(x0).

X—XQ

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna na intervalu (a, b) ako je ona neprekidna u svakoj
tocki intervala.



2.2. NEPREKIDNOST FUNKCIJE 11

Pokazimo primjenu ove definicije na sljedeéem primjeru:

Primjer 8. Provjerimo je li funkcija f zadana formulom

(22, xeR\{0}
f<x>—{2, T

neprekidna u tocki x = 0.
Rjesenje. Najprije pogledajmo koliki su odgovarajuci jednostrani limesi:

li =l 2=0, i =1 ¥ =,
oy = gy o =0, L M= o

Limesi slijeva i zdesna iznose 0 pa je i lin}) f(x) = 0. Posto limes u tocki x =01 £(0)
x—
nisu jednaki zakljucujemo da funkcija f nije neprekidna u toj tocki.

Iako neke funkcije imaju prekide one se mogu prosiriti tako sa budu nepre-
kidne. To objasnjava sljedeca definicija:

Definicija 5. Neka je f : D — R,D C R, bilo koja funkcija, xo € D' i neka postoji
lim f(x) = L. Ako funkcija f nije definirana u tocki xq ili L # f(xg), onda za funkciju

£—>XO
f definiranu formulom:

7(.‘)(?) _ {f(x)/ x 7& X0

Ly X = Xxq
kazemo da je proSirenje funkcije f po neprekidnosti u tocki x.

U sljede¢em primjeru ¢emo prosiriti zadanu funkciju & po neprekidnosti.
Primjer 9. Funkcija h(x) = 20X ng svojoj domeni [—1,1], nije definirana u tocki
x = 0. Znamo da je lirré aresint — 1 pa se funkcija h moZe prosiriti po neprekidnosti na

X—¥

sljedeci nacin:

sy jEenr s x e [-1,1\{0}
W) {1, 5 = 0.

Sljedeci teorem govori o vezi izmedu neprekidnosti funkcije i limesa funkcije u
tocki.
Teorem 5 (vidjeti [2, Theorem 5.2.1]). Nekasu f : D - Rig: K = R, f(D) CK,
bilo koje dvije funkcije i xo € D'. Ako postoji L = li_)m f(x) iako je g neprekidna u tocki
X—XQ
L, onda je

lim g(f(x)) = g(lim f(x)),

X—XQ X—XQ

tj. limes i neprekidna funkcija | “komutiraju”.
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Dokaz. Dokaz ovog teorema se moZze pronaci u [2, Theorem 5.2.1] na stranici 149.
U

Pogledajmo na primjeru primjenu prethodnog teorema.
Primjer 10. Imamo funkcije ¢ i f zadane formulama g(x) = x° i f(x) = —5x + 20.
Najprije odredimo lin’é g(f(x)).
X—¥

lim g(f(x)) = lim g(—5x +20) = lim (—5x 4 20)° = (30 — 20)® = 1000.
X— xX—

x—6

Zatim odredimo g(lirré f(x)).
X—r

g(lim f(x)) = g(}lci_>n%(—5x +20)) = ¢(10) = 1000.

x—6

Dobili smo da su limesi jednaki.



3 | Derivacija funkcije

Derivacija funkcije je najbitniji pojam diferencijalnog rac¢una. Pojam derivacije
su otkrili britanski matematicar Isaac Newton Gottfried i njemacki matematicar
Wilhelm Leibniz. Newton je pokuSavao odrediti brzinu gibanja tijela u nekom
trenutku, dok je Leibniz proucavao jednadZzbu tangente na graf funkcije u danoj
tocki. Navedimo sada preciznu definiciju derivacije funkcije u tocki.

Definicija 6. KaZemo da je funkcija f : 1 — IR, diferencijabilna ili derivabilna u tocki
fx)—f(x0)

Xo otvorenog intervala I C R, ako postoji lim —=—

. Taj broj zovemo derivacija
X—rX(

funkcije f u tocki xq i pisemo

Jos se koriste oznake D f(xg) ili % (x0).

U sljede¢em primjeru derivirat ¢emo formulom zadanu funkciju f koristedi
prethodnu definiciju.

2

Primjer 11. Pogledajmo koliko iznosi derivacija funkcije f dane izrazom f(x) = x* u

tocki xg = 7.

Rjesenje.
f'(x0) = lim f(x) = flxo) _ lim L — %
X=X X — Xo x—=x) X — X
= lim (x — x0)(x + %o) = lim x4+ x9 = x0 + x9 = 2x¢ = 14.
X—Xx0 X — X X—rxQ

Derivacije elementarnih funkcija u tocki xp dobivaju se na sli¢an nacin primje-
nom Definicije 6. Svi ra¢uni mogu se vidjeti u [2]. Kao rezultat toga, navodimo
tablicu derivacija elementarnih funkcija:

L3
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[ ) ] fl(x) |
% cxLceRxeR
sin x cosx, x € R
COS X —sinx, x € R
tg x —x#@2k-1)3,keZ
ctg x — xz,x;«ékrkaZ
arcsin x o x| <1
arccos x = x| <1
arctg x Hsz,x e R
arcctg x Hsz,x eRR
sh x chx,xeR
ch x shx,x e R
th x ch X =1
cthx —m,x =i
arsh x ﬁ,x eR
arch x \/#__ |x| > 1
arthh x — x2' x| <1
arcth x = x2' |z| > 1
e~ e, x €eR
a* a*Ina, x € R
In x 1 sk 2
log, x x&w,x >0

Tablica 3.1: Tablica derivacija elementarnih funkcija.

Sljededi teorem objasnjava pravila za deriviranje funkcija.

Teorem 6 (vidjeti [5, Theorem 6.3]). Nekasu f, g : I — R funkcije derivabilne u tocki
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x € I. Tada vrijedi:

) f + g je derivabilna u x i vrijedi
f+8)(x)=f(x)+g'(x),

(i
(
(ii) f — g je derivabilna u x i vrijedi
(f-8)(x) = f(x) - §'(x),
(iii) f - g je derivabilna u x i vrijedi
(f-8) (%) = f'(x)  g(x) + f(x) - §'(x),
(iv) ako je ¢(x) # 0,onda je f/g derivabilna u x i vrijedi
(J_‘ () = [0)8() — Fg (x)
¥ 8% (%)

Dokaz. Dokaz ovoga teorema moZe se pronadi u [2] od 167. do 169. stranice. [
Iskoristimo pravila za deriviranje funkcija na sljede¢em primjeru:

Primjer 12. Izracunajmo derivaciju zbroja funkcija f i g zadanih formulama f(x) = Inx

i gy =5,

Rjesenje.

(f 4+0) (%) = (=) 4/ (2) = (Inx)" 4-(52*) = %—I—ZOX‘% == 1 —!—ij .

Izraunajmo derivaciju razlike funkcija f i g definiranih izrazima f(x) = cos x i
g(x) =8

Rjesenje.

(f —9) (x) = f'(x) — ¢ (x)(cosx)" — (8%) = —sinx — 8" - In8.

Izra¢unajmo derivaciju produkta funkcija f i g zadanih formulama f(x) = e* i

glx) = %,

Rjesenje.

(f-8)'(x) =f'(x) - 8(x) + f(x) - ' (x) = (") - () + () - (=)
=e*x° +e* - 3x% = e"x%(x + 3x).

Izra¢unajmo derivaciju kvocijenta funkcija f i ¢ definiranim izrazima f(x) = tgx i
glx) =x.
Rjesenje.
£\ () ' @8(x) — f(0)g'(x) _ (tg%)" - x — tgx - (x)'
(x) = 2 = 2
8 g*(x) x

1

Bk x—1-tgx

X _ sinx
_ cos’x cosx __

x2 x2  x2cos?x

X — sin x cos x
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Sljededi teorem opisuje kako se deriviraju kompozicije funkcija.

Teorem 7 (vidjeti [5, Theorem 6.4]). Neka su f i g realne funkcije takve da je kom-
pozicija f o g definirana. Neka je takoder ¢ derivabilna u xo, a f u tocki g(xo). Tada
vrijedi:

(fog)'(x0) = f'(g(x0)) - &' (x0)-
Dokaz. Dokaz ovoga teorema moZete pronaci u [2] na 171. stranici. a
Na primjeru ¢emo primijeniti prethodni teorem.

Primjer 13. Izracunajmo derivaciju funkcije y zadane formulom y(x) = (In(sinx))2.
Ta funkcija je kompozicija funkcija f, g i h koje su definirane izrazima f(x) = x2,

g(x) =Inx, h(x) = sinx, odnosno y(x) = f(g(h(x))) = (fo(goh)).
Rjesenje. Najprije pogledamo kako izgleda derivacija kompozicije funkcija:

y = (fo(goh) =(feo(goh)) (goh) =(fo(goh))-(g'oh) N

Sada uvrstimo zadane funkcije:

X

oS X , oS X
—— =2In(sinx) - ——.
inx sin x

y'(x) =(2x o (Inx o sinx)) - (1 osinx) - COS X

=(2xoln (sinx)) -

Idudi teorem je bitan jer ée se upotrijebiti za dokaz L'Hopitalovog pravila.

Teorem 8 (Cauchyjev teorem). [vidjeti [4, Theorem 9.4]] Neka su zadane funkcije f i
g za koje vrijedi:

1. f i g su neprekinute na zatvorenom intervalu [a, ],
2. postoje derivacije f’ i ¢’ na otvorenom intervalu (a, b),
3.¢'(x) # 0 zasvaki x € (a,b).

Tada postoji ¢ € (a, b) za koji je

f(b) — f(a) _ f'(c)
g(b) —g(a) g'(c)

Dokaz. Dokaz teorema se moZze pronaci u [4, Theorem 9.4] na stranicama 149 i
150. O




4 | L'Hopitalovo pravilo

U ovom poglavlju obradit éemo L'Hopitalovo pravilo. Koriste¢i L'Hopitalovo pra-

vilo ra¢unat éemo limese oblika: %, =, 0-0x, 09, 000, 1% i 0o — 00, takozvane neo-
dredene oblike.

4.1 Neodredeni oblik J

_ x3—12x24+49x—68
- x—4

nije definirana u to¢ki x = 4 i u toj tocki poprima oblik 3. Pogledajmo sada njen
graf:

Promotrimo formulom zadanu funkciju i(x) . Ta funkcija jedino

Slika 4.1: Graf funkcije h.

Tako funkcija nije definirana u to¢ki xy = 4 vidimo da graf funkcije # nema pre-

kida. Zato nas zanima kako da odredimo iznos funkcije & kada se x priblizava 4,

23 —12x24+49x—68

odnosno zanima nas koliko iznosi lim o

x—4

. Odgovor nam daje sljedeci

teorem.

Teorem 9 (L'Hopitalovo pravilo). [vidjeti [2, Theorem 6.8.4]] Neka su f i g bilo koje

dvije funkcije takve da je xl1_>nx1 f(x) = lim g(x) = 0. Ako su ispunjene sljedece pretpos-
0

X—XQ

7
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tavke:

(i) postoji realan broj 6 > 0 takav da su funkcije f i ¢ derivabilne u svakoj tocki
intervala (xg — ¢, xo + ¢), osim mozda u tocki 4,
(ii) ¢'(x) # 0 za svaki x € (xg — 6, x9 + )\ {x0},

/
(i) postoji L = lim g ,8

onda je

A (C)

xh—>n;C10 m - xh—)n;o g/(x) ’

Dokaz. Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da su u tocki x funkcije f i g
neprekidne. Tada vrijedi f(xp) = xh_)nx\ Flx) = Qi glx) = xli_>rrx1 g(x) = 0. Ako
0 0

funkcije f i ¢ nisu neprekidne u tocki x¢ prosirimo ih po neprekidnosti, odnosno
umjesto f(xg) gledamo ,}E‘,} f(x) =01 g(xp) preoblikujemo u xh_}n; g(x) =0.
0 0

LzA 1)), xl1_>nx10 Jgr—:g—; = L1izae > 0 po definiciji limesa postoji 0 < Je < §, takav

da vrijedi:

(x € (x0 — e, %0+ 6e)\{x0}) = (

58 . L‘ < €> . (4.1)

Nadalje, neka je x € (xg, x0 + de) [(xo0 — e, X0)], a funkcije f i g, na segmentu

[x0,x] [[x, x0]], su neprekidne i na intervalu (xg, x) [(x,x0)]. Tada po Teoremu 8
postoji tocka ¢ € (xg, xg + J¢) takva da vrijedi:

)= f@) _ fe) i)

Analogno vrijediiza x € (xg — ¢, xo). Time smo dobili daje ¢ € (xg — Je, X0 +
de), paiz (4.1) i (4.2) imamo:

_ f) | [fx)

(x S <x0 BesX0 —l—(5e>\{x0}) = (‘g(x) L) = g/(x) Ll <e€

Stoga prema definiciji limesa funkcije u tocki xy imamo li_>m fg% = ylig O
X—X(

Napomena : L'Hopitalovo pravilo moZze se primijeniti i na jednostrane limese.
Kako bi shvatili zasto smijemo koristiti derivacije pogledajmo grafove funkcija
f i g zadane formulama f(x) = x> — 12x? + 49x — 68, g(x) = x — 4.



4.1. NEODREDENI OBLIK 8 19

Slika 4.2: Graf funkcija f i g.

Vidimo da funkcije f i g u tocki xp = 4 poprimaju vrijednost 0. Kada bi trazili
pribliZznu vrijednost kvocijenta funkcija f i ¢ u tocki x9 = 4, tada za mali pomak
po varijabli x dobijemo mali pomak funkcija f i g. Ako gledamo beskona¢no mali

pomak kod kvocijenta funkcija f i g, dobijemo kvocijent derivacija funkcija fi g, i

23 —12x24+49x—68
x—4 .

to nije priblizno, nego pravo rjeSenje lin}1
X—
Derivirajmo brojnik i nazivnik:
. X0 —12x24+49x—68 .. (¥®—12x24+49x—68) . 3x%—24x+49
lim = lim = lim .

x—4 x—4 x—>4 (x —4) x—4 1

Limes viSe nije oblika J pa dobijemo

lim (3x? — 24x +49) = 48 — 96 + 49 = 1.
x—4
Pogledajmo jos jedan primjer limesa funkcija koji je oblika g.

arcsin x

Primjer 14. Izracunajmo lirr(lJ ~—— iz Primjera 7.
xX—

Rjesenje. Primjecujemo da je limes oblika 3 i zadovoljeni su uvjeti iz Teorema 9 pa
smijemo upotrijebiti L’ Hopitalovo pravilo:

1
. . / —
. arcsinx : arcsin x e a2 .. 1 1
lim :hmgzhm LY Jim =-=1
x—0 X x—0 X x=0 1 x=0+4/1— %2 1

Sada znamo kako se ra¢unaju limesi oblika §, ali $to kada nakon koristenja
L'Hopitalovog pravila i dalje imamo oblik 37 Odgovor na to pitanje nam daje
sljededi rezultat:

Teorem 10 (vidjeti [3, Korolar 4.4]). Neka funkcije f, g imaju n-tu derivaciju na skupu
I\{x0} C R ineka vrijedi:

lim f®(x) =0, lim ¢®(x)=0,(k=0,1,..,n—1),

X—XQ X—X(

g®(x) #£0,Vx € I\{xo}, (k=0,1,...,n).
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o

Ako je lim alud CIQ P8 jei lim L&) =,

x—xg 8™ (x) x—xp 8(%)

Dokaz. Dokaz slijedi uzastopnom primjenom Teorema 9. O
Upotrijebimo prethodni teorem kroz sljede¢i primjer:

Primjer 15. Odredimo koliko iznosi lim @
x—0 X

Rjesenje. Limes je oblika 3 pa moZemo upotrijebiti L' Hopitalovo pravilo:

. sin*fx . (sin*x)’ . 4sin®xcosx
lim = lim =lm —————.
x—0 x3 x—0 (x3)’ x—0 3x2
Nakon sto smo primijenili L'Hopitalovo pravilo limes je i dalje oblika 3. Zato prema Te-

oremu 10 nastavljamo koristiti L'Hopitalovo pravilo sve dok ne dobijemo limes ispravnog
oblika.

. 4sin®xcosx . (4sin®xcosx)’ .. 12sin?xcos®x —4sin*x
lim ————— =1lim S = lim
x—0 3x x—0 (3x ) x—0 6x
. (12sin® x cos? x — 4sin? x)/
=lim ;
x—+0 (6x)
. 24sin x cos® x — 40 sin> x cos x
=lim =0.
x—0 6

4.2 Neodredeni oblik 2

. ;e w . . i) . _
Idu¢i neodredeni oblik je 22, odnosno prouc¢avamo xh_g}o FOL kada xh_)n;g flx) =

li_>m g(x) = oo. Analogno Ce biti ako se jedna ili dvije funkcije kre¢u prema —oo.
X—X(

Pogledajmo sada teorem koji pomaZe u odredivanju tih oblika:

Teorem 11. [vidjeti [ 1, Theorem 20.2.3]] Neka su funkcije f (x), g(x) definirane u nekom

intervalu (xo, x1| i neka vrijedi xh_ggof(x) = o0, xl1_)nx10 (x) = oo. U intervalu (xg, x1]

neka postoje derivacije f'(x) i ¢’ (x) # 0. Ako postoji (pravi ili nepravi)

lim = =sidly, (4.3)

x—)x@L (x)

f(x)

onda postoji i limes kvocijenta e i jednak je L, tj.

f(x)

!
lim —= = lim f/(x) = L.
x—xg g(x) x—xg & (x)

(4.4)

Pravilo se moZe primijeniti i na slucaj x — oo, x — —oo na isti nacin kako je to prije
izloZeno.
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Dokaz. Neka x i ¢ budu brojevi takvi da vrijedi xg < x < ¢ < x3.

Sada fiksiramo broj ¢. Funkcije f i g ispunjavaju uvijete Teorema 8 na svakome
segmentu [x, ¢] i zato postoji broj ¢ € (x, ) za koji je

£(x) = &) _ f(0)
s 3@ g

Smijemo pretpostaviti da za svaki € > 0 postoji okolina broja xy takva da za
svaki x iz te okoline vrijedi:

f€)

odnosno, kada x — xaL , onda vrijedi 38 .

g(x)

Sada rezultat Teorema 8 moZemo zapisati u obliku:

Posto ¢ moze biti bilo koji broj, odaberimo da ¢ teZi ka x; . Tada i c teZi ka x;
pa vrijedi:

lim @ = lim H{z)

x—>x0+ g(x) x—>x0+ g/(x)

U
Upotrijebimo teorem na sljede¢em primjeru:
Primjer 16. TraZimo lim %
X—>00
Rjesenje. Vidimo da vrijedi lim Inx = lim x = oco. Zato zbog Teorema 11 moZemo

X—00 X—00
i ovdje primijeniti L'Hopitalovo pravilo, odnosno deriviramo i brojnik i nazivnik. Dobi-
vamo:
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4.3 Neodredeni oblik 0 - o0

U ovom odjeljku promatramo produkt funkcija fi g kada za x — x¢ vrijedi f(x) —
0ig(x) — oo. Tada f(x)g(x) u tocki xy poprima neodredeni oblik 0 - co. Znamo
da ako za x — xp, ¢(x) teZi prema oo, onda ﬁ — 0. Sada produkt funkcija

zapiSsemo u obliku:

F)g) = fa) -~ =),

1
g(x) g(x)

Dobivamo neodredeni oblik § koji ve¢ znamo rijesiti primjenom L'Hépitalovog
pravila.
Promotrimo kako se limes oblika 0 - co odreduje na dolaze¢em primjeru:

Primjer 17. TraZimo lim (cos x - 7).
x—=7 %

Rjesenje. Svedimo neodredeni oblik 0 - oo na otprije poznat oblik 3:

/ - .
lim (cosx- = . ) = lim (;osx) = lim (cos x) = lim BIE i i

7T /
=3 7 X 2 =5 (3 =) xg 1

Takoder, za ra¢unanje produkta f(x)g(x), f(x) se moZe preoblikovati u oblik
L Tada imamo:

()

|

f(x)g(x) = Tg(x) =1 _°
f(x) f(x)

Oblik g(Tx) je neodredeni oblik £ koji se takoder moZze rijeSiti pomocu
fG&)
L'Hopitalovog pravila. To ¢emo vidjeti na predstoje¢em primjeru.

Primjer 18. TraZimo lim x?-e™*.

X—>00

Rjesenje. Svedimo limes na neki drugi neodredeni oblik:

2 %

lim x¢™* = lim y

X—>r00 X—r00 —
=

X

Dobili smo neodredeni oblik 2. Uzastopno primijenimo L'Hopitalovo pravilo. Dobivamo:
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4.4 Neodredeni oblik co — o0

Nadalje promatramo razliku funkcija f i ¢ kada za x — x( vrijedi f(x) — oo
i g(x) — oo. Tada f(x) — g(x), za x — xp, poprima neodredeni oblik co — co.
Razliku funkcija zapisSimo kao:

11

L ORI €3]
¢ el

L
f(x) —gx) = 1 - 1
fx) glx) f(x)g(x)
U takvom zapisu brojnik i nazivnik teZe ka nuli, odnosno dobili smo neodredeni
oblik 9.
cols x )

Primjer 19. Izracunajmo lim (tgx —
x—=5

2
Rjesenje. Preoblikujmo razliku funkcija u drugi oblik:

1

1 1 1 COSX — gz
8 oex T L i sz
tgx cos lx tgx
i . Osx_tg% s 0 5, Uy A, ;
Sada je lim —cosx" oblika . Iskoristimo L'Hopitalovo pravilo:
x—ZIT BT
2
1 1y ' 1
COSX — 7 COSX — 7= —sinx
li tgx i ( tgx) — T 8 ¢ sin? x
im ——— = lim —————-— = lim -
e cos i (_COS )/ n— —sinx-fgx———
7 tgx x—>2— fgx X-}z— S Cos x
tgex
1-sin’ x . 3
. in2 ' sin’x — 1
= lim S = lim -
x—Z~ Zeosx(sin“x+1)  y_,x- cosx(sin” x 4 1)
sin” x
: (sin® x — 1)
= lim -
x—%~ (cosx(sin“x + 1))’
, 3 sin” x cos x 0
= lim — . — =—=0
x—%~ 2sinxcos?x —sinx(sin®x+1) =2

Nekada su obje funkcije zapisane kao razlomak, tj. f(x) = % ig(x) = =

kada f; i g teZze prema nuli. Onda racunamo:

fa(x)  g2(x)

lim
X—X(Q

(4 a1y,

Raspi$imo razlomak:

filx)  s1(x) _ fi(x)ga(x) — g1(x)fa(x)

f2(x)  ga(x) f2(x)g2(x)

Dobili smo neodredeni oblik 3.
Upotrijebimo ovaj postupak na sljede¢em primjeru:
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Primjer 20. Odredimo J1611;% (Sm% — 27;%)

Rjesenje. Limes je oblika co — co. Funkcije najprije svedimo na zajednicki razlomak:

. 1 2+ mTx . 2x—2sinx — 7txsinx
lim = lim )

x—0 \ sinx 2x x—0 2xsin x

Sada imamo neodredeni oblik % na koji mozemo primijeniti L'Hopitalovo pravilo i Teorem
10.

. 2x—2sinx —mxsinx .. (2x —2sinx — ;rxsinx)’
lim , = lim —
x—0 2xsinx x—0 (2x sin x)
. 2—2c0osx — 7TsSinx — 7TX CcOS X
= lim -
x—0 2(sin x + x cos x)
. (2—2cosx — msinx — wx cos x)’
lim . :
x—+0 (2(sinx + x cos x))
2sinx —27wcosx + mxsinx —27 T
— llm - = = — —
x—0 4cosx —2xsinx 4 2

4.5 Neodredeni oblici 0°, co?, 1

Kod neodredenih oblika oo, 0%, 1 radi se o limesima oblika lim [f(x)]$ ),
X—X0

Funkciju [f(x)]8*) ozna¢imo s F(x) i obje funkcije logaritmiramo prirodnim
logaritmom pa dobijemo:

In F(x) = In[(x)}¢®)
InF(x) = g(x)In f(x).

Nadalje, gledamo koliko iznosi limIn F(x) = lim g(x)In f(x). Znamo da Te-
oremu 5 limes i neprekidna funkcija “komutiraju” pa se lim In F(x) moZe zapisati
kao:

lim In F(x) = In lim F(x).

X—XQ X—X0

Ako uspijemo pronaci li_)m In F(x) = L, vrijedi:
X—X(

In lim F(x) = L = lim F(x) = e’.

X—XQ X—X(

Kod svih triju oblika o, 0°, 1° najprije ra¢unamo lim ¢(x) In f(x) = L pa ra-
¢unamo lim In[f(x)]8() = el

Kod oblika 0° i eksponent (funkcija f) i baza (funkcija ¢) teZe ka 0. TadaIn f(x)
tezi prema —oo, zato $to f tezi ka 0, i onda je lim g(x)In f(x) oblika 0 - (—o0).
Promotrimo sljedeéi primjer:
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Primjer 21. Izracunajmo lirr(l)(l —cosx)”*.
x—

Rjesenje. Limes je neodredenog oblika 0°. Najprije izracunajmo koliko iznosi L. Za to
rjesavamo lim (x - In(1 — cos x)):
x—0
In(1 — cos x)

k= chg%(x ‘In(1 —cosx)) = chliI;l) pos

Limes je bio oblika O - (—oo) pa je sveden na oblik <. Upotrebom L'Hopitalovog pravila
dobijemo:

. (In(1—cosx)) . ax . x%sinx . (x?sinx)’
L:hm( ( T ) :hm%:hmizhm(i)/
x50 (1) X0 —X~ x=0cosx —1  x—0 (1 —cosx)
. 2xsinx+x?cosx .. (2xsinx+ x%cosx)’
— lim - = lim > 7
20 —sinx x—0 (—sinx)
. 2(sinx + xcosx) +2xcosx —x?sinx . 4xcosx+sinx(2 — x?)
= lim = lim
x—0 —Cos X x—0 —Cosx
I T

Dobili smo da je L = 0. Stoga je:

lim(1 —cosx)* = ¢e® = 1.
x—0
Kod oblika oo baza f teZi prema oo pa i In f(x) teZi prema oo, a eksponent g
tezi ka nuli. Tada je lim g(x) In f(x) oblika O - co.
Pogledajmo primjer u kojem se pojavljuje limes tog oblika:

Primjer 22. Odredimo lim ()"~
x—1"
Rjesenje. Imamo neodredeni oblik oo°. Najprije izracunajmo koliki je L:
1 In 1
L= li Inx) -1 = lim —=.
Jim (nin ) = i

Limes je sveden na oblik O - co pa je prikazan u obliku 3. Kada upotrijebimo L' Hopitalovo
pravilo dobijemo:

1y —(1—x)72
L=HK =) _ iy T
a2 ((Inx)=1) - —(Inx)-2.1
: ~1 (Inx)?
= lim —(x(1—-x)""(Inx)%) = lim 3
x—1- x—1- %

Limes je i dalje oblika 3. Ponovno iskoristimo L'Hopitalovo pravilo:

2 2\/ 2(1 1
fim 09 _ gy @Y 205 syinr=2.0=0.
x—1- % x—1- (xT—l)/ x—l —x_;;_l x—1-

Posto je L = 0, slijedi da je:



4.5. NEODREDENI OBLICI 0, 00?, 1% 26

U slucaju 1*° baza tezi prema 1 pa In f(x) tezi prema 0. Eksponent teZi ka
co i zato je lim g(x) In f(x) oblika oo - 0, kao i prethodni oblici u ovom odjeljku.
Analizirajmo taj oblik na idu¢em primjeru:

Primjer 23. Odredimo lim(e")ﬁ%.

x—0
Rjesenje. Ovo je neodreden oblik 1%°. U pocetku trebamo znati koliki je L:

X

x—0 \ sinx x—0sinx

L = lim < ,1 . lnex) = lim
Limes je prikazan u obliku oo - 0 pa je sveden na oblik 8. Upotrebom L'Hopitalovog pravila
dobijemo

/
L == lim (x) = lim 1 — 1 1.

x>0 (sinx)’  x—0cosx cosO

Kako je L = 1, slijedi da je traZeni limes jednak

lim(ex)s“u% —el=el =
x—0



Literatura

[1] D. BLanu$a, Visa matematika I, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1965.

[2] M. Crnjac, D. Juki¢, R. Scrrovski, Matematika, Ekonomski fakultet, Osijek,
1994.

3] B. Guarjas, Matematicka analiza [ & II, PMF-MO, Zagreb, 2018.
4] P. Javor, Matematicka analiza 1, Element, Zagreb, 2003.

3]
[4]
[5] D. Juki¢, R. Scrrovski, Matematika I, Odjel za matematiku, Osijek, 2017.
[6] Guillaume Frangois Antoine Marquis de L'Hopital, dostupno na
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/De_LHopital/.

27






Sazetak

U zavr$nom radu govorit ¢emo o rezultatu zvanom L'Hopitalovo pravilo i njego-
vim primjenama. Prije nego $to obradimo sam teorem kojim je opisan taj rezultat
definirat ¢emo osnovne pojmove iz matematicke analize. Prvotno ¢emo objasniti
limes funkcije. Nakon toga opisat ¢emo neprekidnost funkcije, a potom éemo de-
finirati derivaciju funkcije. Na kraju obuhva¢amo L'Hopitalovo pravilo, njegov
dokaz i primjenu kod racunanja limesa neodredenih oblika.

Klju¢ne rijeci

limes funkcije, neprekidnost funkcije, derivacija funkcije, L'Ho6pitalovo pravilo,
neodredeni oblici

29






L’'Hopital’s rule and applications

Summary

In this final paper we will talk about the theorem called L'Hopital’s rule and its
applications. Before we go over the theorem we will define basic terms of calculus.
First we are going to explain the limit of a function. After that we will describe
the continuous function and then we will define the derivative of a function. Fi-
nally, we will go over L'Hopital’s rule, its proof and apply it to evaluate limits of
inderteminate forms.

Keywords

limit of function, continuous function, function derivative, L'Hopital’s rule, inder-
teminate form
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