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1 | Uvod

Kako je u 17. stolje¢u porasla potreba za to¢nim racunanjem viSeznamenkastih
brojeva, matematicari su probali osmisliti neki novi nacin ra¢unanja takvih bro-
jeva. To je dovelo do pojave logaritama te se zato 17. stolje¢e smatra pocetkom
pojave nove matematicke operacije koju zovemo logaritmiranje. Matematicari
koji su prvi otkrili logaritme su Svicarski matematicar i proizvodac¢ satova Jost
Biirgi i Skotski matematicar John Napier. Napier je 1614. godine u svojoj poznatoj
knjizi Opis divnog kanona logaritama (lat. Mirifici Logarithmorum Canonis Descrip-
tio) prvi opisao metodu prirodnog logaritma. Nakon toga je William Oughtred
1632. godine konstruirao prvo logaritamsko rac¢unalo, zapravo dvije vrste: linij-
sko i kruzno. To sve je pomoglo u daljnjem razvijanju znanosti, a posebno astro-
nomiji, fizici i astrologiji. Osim Sto su olaksali racunanje, logaritmi imaju vazno
mjesto i u teorijskoj matematici.

Zakon velikih brojeva i centralni grani¢ni teorem se smatraju dvama najvaznijim
teoremima u modernoj teoriji vjerojatnosti, a najizgledniji kandidat za trecu po-
ziciju je upravo zakon ponovljenog logaritma. Stoga neki znanstvenici navode da
se on moZe promatrati kao usavrsavanje zakona velikih brojeva i centralnog gra-
ni¢nog teorema. Cilj ovog diplomskog rada je prikazati i dokazati zakon ponov-
ljenog logaritma te objasniti pojmove i teoreme iz teorije vjerojatnosti koji su nam
potrebni za sami rad.






2 | Osnovni pojmovi

2.1 Vjerojatnost

Za $to bolje razumijevanje teme ovog diplomskog rada prvo ¢emo definirati bitne
pojmove te iskazati teoreme koje ¢emo spominjati tokom cijelog rada i koji su nam
potrebni za dokaz zakona ponovljenog logaritma.

Definicija 1 (c-algebra). Familija F podskupova od Q) (F C P(Q)) jest o-algebra
skupova na Q) ako je

1.3 e F;

2. Ae JF=A%e F,

3 Ay Gf,iENiU;ilAi E JF.
Uredeni par (Q), F) zove se izmjeriv prostor, a elemente familije 7 nazivamo iz-
mjerivim skupovima.
Definicija 2. Neka je (Q), F) izmjeriv prostor. Funkcija P: F — R jest vjerojatnost
na Q) ako vrijedi

1. P(A) >0,A € F,

Z. Pii=1},

3. Ai GJT'.,ZGNZAIUAJZQZQZ#]
Uredena trojka (Q), F, P), gdje je F c-algebra na ) i P vjerojatnost na F zove se
vjerojatnosni prostor.

Definicija 3. Neka je R skup realnih brojeva. Sa B oznacimo o-algebru generiranu fa-
milijom svih otvorenih skupova na R. B zovemo o-algebra Borelovih skupovana R, a
elemente o-algebre B zovemo Borelovi skupovi.

Definicija 4. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X: QO — R jest slu-
cajna varijabla na Q) ako je X~ Y(B) € F za proizvoljni B € B, tj. X 1(B) C F.

Definicija 5. Neka su Xi,..., X, slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Kazemodasu X, ..., X, nezavisne ako za proizvoljne B; € B,i =1,...,n,
vrijedi

n

P(X; €By,...,X, €B,) =P (ﬂ{xi - Bi}> = ﬁP(Xi € B;)

i=1
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Definicija 6. Neka je X slucajna varijabla i neka EX postoji. Varijanca od X definira se
sa

VarX = E[(X — EX)?] (2.1)
ako ocekivanje u (2.1) postoyi.

Teorem 1 (Cebisevljeva nejednakost). [6] Neka je X slucajna varijabla s konacnom
varijancom. Tada za proizvoljan € > 0 vrijedi

VarX
P(|X—EX| > e) < 2

2.2 Konvergencija
Sljedeci pojam koji je vrlo vazan u teoriji vjerojatnosti i za ovaj rad je konvergencija
slucajnih varijabli te kakve sve konvergencije postoje.

Definicija 7. KaZemo da niz (X,,,n € IN) slucajnih varijabli konvergira gotovo si-
gurno (g.s.) prema slucajnoj varijabli X ako je

P({w € O;X(w) = lim X,(w)}) =1.

To oznacujemo (g.s.) limy, X, ili X, L (n — o0). Takav limes je (g.s.) jedinstven.

Definicija 8. KaZemo da niz (X,,n € IN) slucajnih varijabli konvergira po vjerojat-
nosti prema slucajnoj varijabli X ako za svaki € > 0 vrijedi

lim P(|X, — X| >¢€) =0.

n—o0
To oznacujemo (P) lim, X, = X ili X, Lox (n — o0).

Definicija 9. Neka je 1 < p < oo ineka je X, X € Ly(Q)(n € IN. KaZemo da niz
(Xy, n € IN) konvergira u srednjem reda p prema X ako vrijedi

lim E(|X, — X|?) = 0.

n—oo

To oznacujemo (mP) lim, X, = X ili X, LN (n — o0).

Definicija 10. KaZemo da niz (X,,n € IN) slucajnih varijabli konvergira po distri-
buciji prema slucajnoj varijabli X ako je

lim Fxn(x) — FX(x),x € C(Fx).

n—o0
Fx je funkcija distribucije od X, a C(Fy) je skup svih tocaka neprekidnosti od F.

Napomena 1. KaZemo da je g.s. konvergencija jaca od konvergencije po vjerojatnosti,
odnosno da je konvergencija po vjerojatnosti slabija od g.s. konvergencije.



3 | Granicni teoremi u vjerojatnosti

3.1 Zakoni nula-jedan

Neka je (X;, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli. U ovom odlomku nas za-
nima kolika je vjerojatnost da ) ;> ; X,; konvergira. MoZemo naslutiti da bi vje-
rojatnost dogadaja na kojem dani red konvergira mogla biti bilo koji realni broj iz
segmenta [0, 1], ali ustvari vrijedi da ta vjerojatnost moze biti samo 0 ili 1. Takoder,
to svojstvo ,nula-jedan” imaju i mnogi drugi dogadaji vezani za niz nezavisnih
slucajnih varijabli.

Definicija 11. Neka je (X, n € IN) niz slucajnih varijabli i F, = 0(Xu, Xy41,-- )
(n € IN) o-algebru induciranu sa Xy, X1, . . .. Za svaki n vrijedi

Fn=0 (U O'(Xk)> = (U Xk_l(B)> ,
k=n k=n
dakle na F,, mozemo gledati kao na c-algebru koja sadrzi dogadaje vezane za Xy, Xy 41, - . -
Niz (Fyu, n € IN) je padajuéi niz o-algebri. Stavimo
Foo — m fn.
n=1

Foo zovemo repna c-algebra niza (X,, n € IN), a elemente od Fo, repni dogadayji.
Funkciju f: Q — R, koja je izmjeriva u odnosu na Fe, zovemo repna funkcija (u
odnosu na niz (X)).

Primjer 1. Za svaki n € IN imamo

{ Xy konvergim} = { Z X konvergim} € Fu,
n

=1 k=n
dakle { Yoo i X konvergim} € Feo, tj. to je repni dogadaj.

Sli¢no gornjem primjeru, sljedeéi dogadaji su repni:

{li_r>n X, postoji}, { X, < 1 za beskonatno mnogo n},
n—oo

n
{limsup X, < oo}, {% Y Xk konvergira}.
k=1

n—oo

5



3.1. ZAKONI NULA-JEDAN 6

Primjer 2. Za proizvoljan n € IN i proizvoljan ¢ € R imamo

{limsup X, < c} = {limsup Xy < c} € Fy,
n—o0 kk—>>oo
>n

dakle, limsup, ., Xy je Feo-izmjeriva, tj. to je repna funkcija.

Slicno Primjeru 2, sljedeée funkcije su repne:

limsup — 1 Z X l1m mf X l1m mf 1 Z X

n—oo n k=1

Nadalje, definirat éemo dva vaZna pojma za daljnje pisanje rada, a to su limes
superior i limes inferior dogadaja.

Definicija 12. Neka je (A, n € IN) niz dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P).
Limes superior tog niza je dogadaj

limsup A, = ﬂ U Ap = 11m U Ag,

1i=ro0 n=1k=n

a limes inferior

liminf A, = U ﬂ Ap = lim ﬂ Ag.

n—oo n—>oo
n=1k=n

Kada malo bolje pogledamo gornju definiciju te uzmemo w € limsup, .. Ay,
onda vrijediw € Uy, Arzasvakin € IN. Toustvariznadidajew € AjUAU-- -,
w € Ap UA3zU--- itd. Koliko god da daleko gledamo nizove A;, A3,..., w éese
nalaziti barem u jednom od preostalih skupova, a to znaci da ¢e w biti u besko-
na¢no mnogo skupova A,, n € N. Moramo uzeti u obzir da je moguca situacija i
da w ne bude u beskona¢no mnogo njih.

Takoder, ako je w € liminf, ,, A,, onda je w u barem jednom od skupova
MNk=n Ar, 1 € IN. étoustvariznaéidajew c AiNAN---iliwe AbNAzN---
itd. MoZemo zakljuciti da ¢e w biti u svim skupovima A, n € IN osim u eventu-
alno kona¢no mnogo njih.

Time smo pokazali da je

limsupA, = {we Q: we A, zabeskonatno mnogo n},
n—oo

lini infA, = {weQ: we A, zasve n osim eventualno kona¢no mnogo njih},
n o0

tj. limsup,,_, A, se dogodi ako i samo ako se dogodi beskona¢no mnogo doga-
daja A,;, aliminf, .. A, se dogodiako isamo ako se dogode svi dogadaji A, osim
eventualno kona¢no mnogo njih. To pisemo kao P(limsup,, ., An) = P(Ax b..),
a to stoji za beskonacno cesto.

Teorem 2 (Prva Borel-Cantellijeva lema). Akoje ) ;> ; P(A,) < oo, onda je
P(limsup A,) = P(A, b.c.) = 0.

n—oo
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Dokaz. Familija {Us—, A, n € IN} je padajuda pa je

P(limsup A,) = lim P (U Ak> < nh_I)IC}OkZ P(Ap) =10,
=n

n—oco
n—oo k=n

0

Teorem 3 (Druga Borel-Cantellijeva lema). Ako su A,,n € IN, nezavisni dogadaji
iy P(A;) = oo, onda je

Pllimsup A, )} = P{A, bé) =1

n—oo

Dokaz. Kakojel —x < e~ * zax > 0, zbog nezavisnosti imamo

(00 - o{f)- oo

m
= I -P(Ay) < e E=nPA) 0,
k=n

kad m — oo. Sada slijedi

P(limsup A,) = lim P (U Ak>

n—00 n—oo P
m
= lim lim P A
n—00 m—00 kU k
=n

m ¢
aminr((0))

Napomena 2. Prethodna dva teorema zajedno su poznata pod nazivom Borelov zakon
0-1 za niz nezavisnih dogadaja jer P(A, b.¢.) moZe imati ili vjerojatnost nula ili jedan.

O

Sljededi teorem koji éemo spomenuti je Kolmogorovljev zakon nula-jedan koji je
opcenitija verzija teorema Borelov zakon nula-jedan. On govori o repnim doga-
dajima i repnim funkcijama.

Teorem 4 (Kolmogorovljev zakon nula-jedan). Neka je (X, n € IN) niz nezavisnih
slucajnih varijabli. Tada je vjerojatnost svakog repnog dogadaja 0 ili 1, a svaka repna
funkcija je g.s. konstantna.

Dokaz. Kako je niz (X,, n € IN) nezavisan, onda to povladi da je i familija o-
algebri {0 (X,); n € IN} nezavisna. Takoder, vrijedi da za svaki n su c-algebre
o(Xy,...,Xn) i Fye1 = 0(Xps1, Xno, .. .) isto nezavisne. Nadalje, vrijedi da je
Foo C Fui1, tj. Foo je pravi podskup od F, 41 jer vrijedi

Fo=() Fu C Fu,

n=1
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aFn CFui1 = Foo CFpi1. Zbog toga mozemo zakljuditidasu Feo i 0 (X, ..., Xn)
nezavisne za svaki n. To znadi da je familija { Fe, 0(X1), 0(X2),...)} nezavisna,
aondasui Fei0(Xy,Xp,...) = Fp nezavisne. 1z Fo, C F; zakljuujemo da je
Fe nezavisna sama sa sobom. To sada znaci da za proizvoljan A € Fu vrijedi
P(ANA) = P(A) = [P(A)]? aiz toga slijedi P(A) = 0ili P(A) = 1. Uzet éemo
sada funkciju f koja je repna funkcija u odnosu na niz (X, ), odnosno o-algebru
Feo. Tada za svaki y € R dogadaj {f < y} je repni dogadaj, a to znaci da ima
vjerojatnost 0 ili 1. Neka je F funkcija distribucije funkcije f. Zbog monotonog
rasta distribucije F imamo:

Fly)=0 zanekiy=y; = F(y)=0, zasvey<y,
—1,

F(y) =1 =zanekiy=y, = F(y) za sve Yy > Y.

Iz toga slijedi da postoji konstanta c takva daje F(y) =0zay < ciF(y) = 1za
y>c. Tadaje f =cgs.pajec =sup{y € R: P(f <y) =0} O

3.2 Zakoni velikih brojeva

Takoder, kako smo spomenuli na pocetku ovog diplomskog rada, jedan od bitnih
teorema u teoriji vjerojatnosti je zakon velikih brojeva. KaZemo da zakoni velikih
brojeva govore o asimptotskom ponaSanju sume, tj. prosjeka niza nezavisnih
slucajnih varijabli. Ovisno o tipu konvergencije, razlikujemo slabe i jake zakone
velikih brojeva. U nastavku ¢emo navesti slabi i jaki zakon velikih brojeva.

Parcijalne sume niza slucajnih varijabli definiramo s
n
Sn=)Y. Xy, neN,
k=1

dok aritmeti¢ku sredinu s X,, = —=.
n

Slabi zakon velikih brojeva govori o konvergenciji po vjerojatnosti.

Teorem 5 (Slabi zakon velikih brojeva - Hin¢in). [2] Neka je (X, n € IN) n.j.d. niz,
E|X;| < 00i EXy = p. Tada

2

n
Sliedeci oblik slabog zakona nazivamo Cebisevljev i kod njega slucajne varijable

ne moraju biti jednako distribuirane, ¢ak ni nezavisne nego samo nekorelirane.

Teorem 6 (Slabi zakon velikih brojeva - Cebisev). [2] Neka je (X,,n € N) niz
nekoreliranih slucajnih varijabli takvih da za neki C > 0 vrijedi EX,, = p i VarX,, < C

za sve n € IN. Tada "

n P
— — U.
" M
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Teorem 7 (Slabi zakon velikih brojeva - Feller). [2] Neka je (X,,n € IN) n.j.d. niz
takav da
xP(|X1| > x) — 0, kad x — oo. (3.1)

Tada

S P
— = E(XaT{jxj<mp) = 0.

Uvjet (3.1) je nuzan za postojanje niza konstanti (a,) takvih da % —a S0

Gornji teorem, od hrvatsko-americkog matematicara Vilima Fellera, pokazuje da
konacnost prvog momenta nije nuZan uvjet za slabi zakon velikih brojeva. U tak-
voj situaciji je potrebno samo redefinirati smisao limesa.

Razli¢ito od slabog zakona, koji govori o konvergenciji prosjeka po vjerojatnosti,
jaki zakon velikih brojeva govori o konvergenciji g.s.

Teorem 8 (Jaki zakon velikih brojeva). [2] Nekaje (X,,n € IN) n.j.d. niz, E|X;| < oo
i EXq = p. Tada vrijedi
Ly L

n

3.3 Centralni grani¢ni teorem

Sljededi vazan teorem u teoriji vjerojatnosti koji éemo navesti je centralni grani¢ni
teorem koji govori o uvjetima pod kojima niz funkcija distribucije standardizi-
ranih suma slucajnih varijabli konvergira prema funkciji distribucije standardne
normalne slucajne varijable.

Teorem 9. Neka je (X, n € IN) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli
s olekivanjem m i varijancom 0%, 0 < 0> < oo inekaje S, = Y}_, X (n € N). Tada
vrijedi
— ES
Sn—dh 2>N(0,1) za n — oo.
o\/n

Dokaz. Neka je Z; = Xk; e (k € N). Tada je

Sy — ESy,
R

Niz (Zi, k € IN) je niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli i za
sve k vrijedi EZ; = 0,E(Z2) = VarZ; = 1. Sada ¢emo definirati karakteristi¢nu
funkciju od Zy.

Y,=—— nelN

tZ
¢z, (t) =1— 5 +o(t?)

Kako su Z jednako distribuirane, one imaju jednake karakteristi¢ne funkcije, tj.
o(t?) ne ovisi o k. Zbog nezavisnosti dobijemo

Py, (f H(sz(f) {1—;+0(i)} , teR.
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Sada iz donje leme zaklju¢ujemo

2
i —g 2
nh_r)ro}o Py, (t) =e t e R.
To znadi da tvrdnja ovog teorema slijedi iz teorema neprekidnosti. O

Lema 1. Neka je g: IN — R takva funkcija da je lim, . g(n) = A (A € R). Tada je

lim [1+ @]n =t

n— o0



4 | Zakon ponovljenog logaritma

Zakon ponovljenog logaritma prvi je uveo sovjetski matematicar Aleksandr
Jakovlevi¢ Hinc¢in 1924. godine. Najveci dio svojeg rada je posvetio nezavisnim,
jednako distribuiranim sluc¢ajnim varijablama. Njegove rezultate vezane uz zakon
ponovljenog logaritma je dodatno usavrsio Andrej Kolmogorov 1929. godine.
On je u svojoj verziji zakona govorio o sumama nezavisnih slucajnih varijabli.

Mnogo napisanih radova moZemo pronaci o zakonu ponovljenog logaritma
i to za razne vrste zavisnih struktura i stohastickih procesa. Nabrojat ¢emo
neke znacajnije radove. Generalizacija zakona ponovljenog logaritma pripala je
americkom matematicaru P. Hartmanu i madarskom matematic¢aru A. Wintneru
1940. godine i oni u svojoj generalizaciji govore o slucajnim Setnjama s prirastima
koje imaju ocekivanje nula i kona¢nu varijancu. Nakon njih je 1948. godine
matematicar Kai Lai Chung dokazao zakon ponovljenog logaritma za apsolutnu
vrijednost Brownovog gibanja. Veliki napredak u povijesti zakona ponovljenog
logaritma se dogodio 1964. godine s nacelom invarijantnosti kad je Volker
Strassen pokazao da se zakon moZe izvesti iz konvergencije slucajnih procesa
u funkcijskim prostorima. Njegov rad je povezao sam zakon s opéim nacelima
slabe konvergencije i funkcionalne analize. Nadalje, spomenimo da je W. F.
Stout generalizirao zakon na stacionarne ergodicke martingale 1970. godine.
Zanimljiva verzija zakona ponovljenog logaritma je napisana 1987. godine od
strane matematicara V.Vovka koja je o Kolmogorovljevom slucajnom nizu i ova
verzija je posebno znacajna jer izlazi iz okvira klasi¢ne teorije vjerojatnosti. Danas
se posebno koristi u financijskoj matematici, slucajnim Setnjama i statistickoj
mehanici te je kljucan rezultat za razumijevanje slucajnih procesa.

Zakon ponovljenog logaritma govori o maksimalnim moguéim odstupanjima
parcijalnih suma nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli od njihove
ocekivane vrijednosti. Takoder, on daje preciznu granicu veli¢ine oscilacija te
isti¢e da iako sume nece rasti neograniceno, njihova maksimalna odstupanja su

reda veli¢ine v2#n In In n.

Sada ¢emo navesti jedan nacin na koji moZemo objasniti zakon ponovljenog
logaritma.

Neka je (X, n € IN) niz nezavisnih slucajnih varijabli i neka je S, = Y}_; Xj
(n € IN). Sada nas zanima brzina konvergencija niza (S,, n € IN) gdje su

.1
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Xy (n € IN) jednako distribuirane s o¢ekivanjem 0 i varijancom 1. Vrijedi da je

. Sn
lim sup
n—oo 4/ (2n InIn n)

repna funkcija pa iz Kolmogorovljevog zakona nula-jedan slijedi

. Sn
lim sup =& (gs.),

n—oo /(21 InIn n)
gdje je ¢ konstanta. Zakon ponovljenog logaritma tvrdi da je ta konstanta c = 1.
To bi onda znacilo da poveéanjem n dolazi do naizmjeni¢ne oscilacije S, izmedu
++v/2n In In n beskonac¢no mnogo puta, ali nee premasiti te granice. MoZemo
to reéi i na nacin da s vjerojatnoséu 1, S, nece rasti brze od v/2n In In n, ali ¢e se
pribliZiti toj granici beskona¢no mnogo puta.

Spomenut ¢emo jo$ jedan nacin na koji mozemo objasniti zakon ponovlje-
nog logaritma.

Kao $to smo veé¢ spomenuli u ovom radu, zakon velikih brojeva govori da
prosjek tih suma, kada je ocekivanje 0 i varijanca 1, konvergira prema 0 po
vjerojatnosti i g.s. Isto tako kada je ocekivanje 0 i varijanca 1 onda centralni

n
vn
malnoj distribuciji. Zbog toga moZemo slobodno reéi da se zakon ponovljenog
logaritma nalazi izmedu gore navedenih zakona. Nadalje, Kolmogorovljev zakon
nula-jedan govori da za bilo koju fiksnu vrijednost M, vjerojatnost da se dogodi

grani¢ni teorem kaZe da konvergira po distribuciji prema standardnoj nor-

dogadaj lim sup % > M, je0ili 1. Znamo da vrijedi

S S
P(limsup—n > M | > limsup P B >M),

n—00 n n—o0
a prema centralnom grani¢cnom teoremu slijedi da za velike n vrijedi

p (% > M> — P(N(0,1) > M).

Stoga, mozemo zakljuciti da vrijedi

S
P (limsup —= > M) > P(N(0,1) > M) > 0.
(tmoup 7 2 1) 2 P01 230

Zbog toga Sto vrijedi gore navedena nejednakost je

: Sn
limsup —

n—oo \/E

= oo s vjerojatnoséu 1

odnosno

1. . f Sn _ 00 . T . tn v z 1
im in N s vjerojatnoscéu 1.
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Iz jednakosti
S Sn o _ 1 Sm—Sn (1_L>i
vnooyno V2o n V2) Vn
Sow— By, 8§
i toga da slucajne varijable Zrz—nn i T’; konvergiraju po distribuciji prema stan-
dardnoj normalnoj dolazimo do zakljucka da gore definirani lim sup i lim inf im-
pliciraju da ti izrazi ne mogu konvergirati niti po vjerojatnosti niti gotovo sigurno.
Zakon ponovljenog logaritma daje faktor skaliranja gdje dva ograni¢enja postaju
razlicita:

LiOiL%Ogs zan — o
V2nInlnn V2ninlnn

Dakle, iako je apsolutna vrijednost izraza manja od bilo kojeg una-

Sn
V2nInlnn
prijed definiranog M > 0, s vjerojatnos¢u koja tezi u 1, ona e g.s. biti ve¢a od M
beskonacno puta, tj. ta veli¢ina ¢e g.s. posjecivati okolinu tocka iz intervala [—1, 1]

Za $to bolje razumijevanje zakona ponovljenog logaritma prikazat ¢emo ga
i graficki. Slika prikazuje slucajne sume skalirane po V7 In In 7 koji su ograni-
geni granicama ++/2.

10 LIL: S,/V nloglogn — [— NORY, 2]

=10}

=15
1

10 100 1000 10000 100000 1000000

Slika 4.1: Zakon ponovljenog logaritma [5]

Osim Sto se zakon ponovljenog logaritma koristi u teoriji vjerojatnosti on se
primijenjuje i u teoriji brojeva. Njegove ¢injenice o ponasanju sume slucajnih
varijabla i njihovih fluktuacija mogu se primijeniti na probleme u teoriji bro-
jeva. Sada ¢emo navesti neke od poznatijih primjena. Prvo ¢emo spomenuti
kako zakon ponovljenog logaritma pomaze u odredivanju granica fluktuacija u
problemima koji se interpretiraju kao slucajne Setnje ili pseudo-slucajni procesi.
Jedan takav primjer je proucavanje distribucije kvadratnih razmaka izmedu
uzastopnih prostih brojeva. Isto tako nam zakon ponovljenog logaritma moze
pomocdi u uvidanju pogreSaka kod aproksimacije odredenih brojevnih funkcija
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kao npr. 7(x). Ona broji koliko ima prostih brojeva manjih ili jednakih od x.
Spomenut ¢emo jos jednu primjenu zakona ponovljenog logaritma. Koristimo ga
kada analiziramo vjerojatnosnu funkciju djelitelja d(n). Ova funkcija broji broj
djelitelja broja n i koristimo zakon kao pomo¢ u odredivanju granica fluktuacija
te funkcije kod velikih intervala.

Sada ¢emo navesti dva iskaza zakona ponovljenog logaritma. Prvi teorem,
kojeg nazivamo Kolmogorovljev, ima pretpostavku o nezavisnim slucajnim
varijablama i njega ¢emo kasnije u radu dokazati dok drugi teorem, poznat pod
nazivom Hartman-Wintnerov teorem, ima pretpostavku o nezavisnim i jednako
distribuiranim slucajnim varijablama i detaljnije opisuje akumuliranje tocaka u
limesu.

Teorem 10 (Zakon ponovljenoglogaritma). [6] Neka je (X, n € IN) niz nezavisnih
slucajnih varijabli i neka je EX, = 0i E(X2) < oo zasven € IN. Za svaki n neka je
¢y > 0 takav da vrijedi P(|X,| < ¢,,) = 1 i stavimo

Shn=Xq1+...+ Xy, su=+/VarS,, t, =4/2InIn s2.

Cntn

Ako je limy 0 2 = 007 limy_se0 = 0, tada vrijedi

n

5
P ( limsup u =1)=1.
n—oo /252 Inln s2
Teorem 11 (Hartman-Wintner). [3] Pretpostavimo da su X, X1, X5, . . . nezavisne slu-

cajne varijable s ocekivanjem 0 i konacnim varijancama . Stavimo da je S, = Y }_; Xg
za svaki n > 1. Tada vrijedi

limsup(liminf)L =+1(-1) (gs.). (4.1)

n—oo 1% " /252 InIns2

Takoder, vrijedi i obrat. Ako je

p <lim sup )
- Vnlnlnn

onda vrijedi EX? < 0o, EX = 0i jednakost (5.1)

<00)>0,

4.1 Ideja dokaza

Dokaz zakona ponovljenog logaritma je podijeljen u nekoliko koraka. Prvi klju¢ni
korak je iskazati i dokazati Kolmogorovljev teorem gornje i donje eksponencijalne
granice za repne vjerojatnosti. U ovom radu ¢emo dokazati samo gornju granicu.
Zatim treba te granice primijeniti na Borelov-Cantellijeve leme za sume za geome-
trijski rastu¢i podniz parcijalnih suma. Prva Borel-Cantellijeva lema uz konver-
genciju daju dokaz za gornju granicu limsup tog podniza. Kako parcijalne sume
nisu medusobno nezavisne, moramo ustanoviti i divergentan dio za prirast. Za to
¢e biti potrebna druga Borel-Cantellijeva lema uz neke dodatne argumente.
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4.2 Eksponencijalne granice

Neka su Yi, Ys, ... nezavisne slu¢ajne varijable s o¢ekivanjem 0. Definiramo ¢ =
Var Yy zak > 1is2 = Y}, 0f zan > 1. Sada pretpostavimo da za ¢ > 0 vrijedi

Y| < 5y, (g8) 2o k=120..,m 821

Nadalje, iskazat ¢emo i dokazati lemu za gornju eksponencijalnu granicu. Prije
toga navedimo jednu vaZnu nejednakost u teoriji vjerojatnosti, a to je Markovljeva
nejednakost.

Korolar 1 (Markovljeva nejednakost). Za slucajnu varijablu X i proizvoljne p > 0

ie > 0 orijedi
E|X
P(x| > ¢) < ZXE

Napomena 3. MozZemo primijetiti da ako gornji korolar primijenimona X — EXzap = 2
dobijemo Cebisevljevu nejednakost.

Teorem 12 (Teorem o dominiranoj konvergenciji). [6] Ako X,, — X g.5. 1 |X,| <Y
zasven € NiE|Y| < oo, onda vrijedi

lim EX, = E(lim X,) = EX.

n—o0 n—oo
Lema 2 (Gornja eksponencijalna granica). Neka je 0 < x < 1/c. Tada vrijedi
L x? xc
< s .
P(k;Yk>xsn>_exp{ 2(1 2)}

Dokaz. Neka je Y proizvoljna slu¢ajna varijabla takva daje EY = 0i |Y| < c gs.
te VarY = EY? = ¢%,a 02 > 0. Kakoje |Y| < condaje E(|Y|") < ¢"™ zasve m i
vrijedi

[BlT)] <" 2B¥ )y =2""%" mue>2

Sada ¢emo iskoristiti teorem o dominiranoj konvergenciji te za 0 < tc < 1 slijedi

r rr22
E[eY] = 1+Z E(Y <1+Zt =
r=2
t22 tC t22
t tc tc ¢
= 1+— |1 14— f—
+2 +3(+4+45+ )]
202 ic =2 1 20 tc
< 1+T 1+ 24]] HT(Hz)'

Kada iskoristimo ¢injenicu da kod razvoja e’ u red potencija vrijedi 1+t < ¢’ pa
za t > 0 dobivamo

g2
E[e"] < exp {tT(T (1 + tzc> }, za 0 < tc < 1. (4.2)
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Nadalje, rekli smo da vrijedi E(Y") > —c 202, za r > 2, pa onda imamo sli¢no
kaoiu (4.1)

E[eY] > 1+ 72 <1 — t—c) : (4.3)

1-1)

Kako vrijedi nejednakost e/ =*) < 14-t,! za t > 0, dobivamo pomocu nje i (4.2)

E[e'Y] > exp{¥ (1 - %) (1 - ﬂT (1 - %C)) } (4.4)

Takoder, zbog toga §to je 0 < 0% < ¢? vrijedi

tc 202 tc tc 202
_— e — — ____> —
(1 2)[1 2 (1 2)} =1 2 2 L —

To onda znaci da iz nejednakosti (4.3) slijedi
1202
E[e™] > exp {T(l - tc)}, za 0 < tc < 1. (4.5)

Na pocetku ovog poglavlja smo spomenuli da su Yj,...,Y, nezavisne slucajne
varijable. Zbog te njihove nezavisnosti imamo

o] felee(2))

Sada pomocu te jednakosti (4.5) i nejednakosti (4.1) imamoza0 < tc < 1iY = Y

e {S)] <or{ag (103) Brmf = oo {3 (45) 1

To sada uzmemo u kombinaciju s nejednakosti (4.4) i dobivamo za 0 < tc <1

exp{g(l—tc)}<E{exp{f—:H <exp{t2 <1+tzc)} (47)

Lagano se dokaZe da vrijedi

e fon {0 > fop {Sehips e (S55).

Sada iz toga i desne nejednakosti u (4.6) slijedi

Fla>e) < ]

9= ghp
< exp{—x+ +—}

2 4
%2 *E
= exp{ 2(1—?)}, sax <1l/eit=x
A to je upravo ono $to smo trebali dokazati. O
1za t > 1je o¢ita nejednakost dok za 0 < t < 1 vrijedi In(1+t) =t — (£2/2) 4 (£3/3) —... >

t— (/) >t—12
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Sada ¢emo iskazati donju eksponencijalnu granicu koju ne¢emo dokazivati.

Lema 3 (Donja eksponencijalna granica). [3] Pretpostavimo da je v > 0. Tada
postoje konstante x(7y) i k(vy) takve da za x(7y) < x < k() /c,

P (iYk > xsn> > exp { —%2(1+'y)}.

k=1

4.3 Borel-Cantellijeve leme

Nakon Sto smo iskazali teoreme za gornju i donju eksponencijalnu granicu mo-
Zemo te granice primijeniti na Borel-Cantellijeve leme za sume geometrijski ras-
tu¢ih podnizova.

Lema 4. Nekasu X, X1, Xy, . . . nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable s oce-
kivanjem 0, konacnom varijancom o i parcijalnim sumama S, = Y}_ X;, n > 1.
Nadalje, neka je A > 1 i definiramo ny = [A]. Tada je

(ISn| > ev/nx Inln ny) < 0o za e > av/2, (4.8)

3 B

k=1
Y P(Sy,>evmInlnm) =00 zae< V2. (4.9)
k=1

Dokaz ove leme je prili¢no tehnicki pa éemo pogledati slucaj s normalnim slucaj-

nim varijablama.

4.3.1 Normalne slucajne varijable

Neka su X3, Xj, ... normalno distribuirane slucajne varijable s o¢ekivanjem 0, va-
rijancom ¢? i parcijalnim sumama S, n > 1.
Primjenjujuéi eksponencijalne granice slijedi da za svaki ¢ > 0 vrijedi

82

(ln n) 20?2 —

[e]

= o
P(S, >evnlnlnn) ~ S —
n; s ) ,Els\/lnlnn

Mozemo vidjeti iz toga da ne moZemo iskoristiti Borel-Cantellijevu lemu na ci-
jeli niz. Stoga ¢emo pronadi neki njegov podniz na koji ¢emo iskoristiti Borel-
Cantellijevu lemu.

Prema tome, neka je A > 1, n = [A¥] i uzmemo ko dovoljno veliki tako da vrijedi

n A Ny Inln n
Hepg > H+1, 1< 2L A2 § 1« Lan RECY S
1y ny In In ny

Napomena 4. Ouvdje treba imati na umu da se gornji zahtjevi uvijek mogu ispuniti jer
vrijedi ngq/ng — A > 1zak — oo. Odnosno, trebamo uzeti u obzir da je A "blizu" 1
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Za dokaz nejednakosti (4.1) koristimo gornje zahtjeve i gornju eksponencijalnu
granicu

1 1,
n < —-exp 5% za x >0
p (E::Y}Z> XU\/E) ﬁ_ 1
k=1 Z —— = XD ——xz, zax>\@
2x 2
Tada slijedi
o2
o 0_, o
P(|Sy| >eyvmInlnn, < 2y ———— - (Inn) 207
k_zko " k:zko ev/In In ny
-y e s il
<=7 Y (log(Ak ) 202 = =T Y ((k—1)In)) 202
€ k=ko € k=ko
Dok za donju granicu vrijedi
o2
(o] [o.°] 0— JE—
P(Sy, > evnInlnng) > ———— - (Inny) 20?
kgo s k;c:o 2e4/In In ny
2
> 202
2 Z k In A)

4.4 Dodatne pomocne tvrdnje

Prije dokaza zakona ponovljenog logaritma potrebno je iskazati jo$ nekoliko tvrd-
nji koje ¢emo koristiti u samom dokazu.

Korolar 2. [6] Neka su Xy, ..., Xy, nezavisne slucajne varijable s konacnim drugim mo-
mentima. Akoje EXy =0zak =1,...,n, onda za proizvoljan &€ > 0 vrijedi

P(1I21?<X Sk >¢€) <2P(S, > e—+/2VarS,).

n

Lema 5. [6] Neka je (b, n € IN) neopadajuci niz pozitivnih realnih brojeva takav da
n+1

n

by = coi — 1 kada n — co. Tada za svaki ¢ > 1 postoji rastuci (od nekog clana)

k

b
niz prirodnih brojeva (ny, k € IN) takav da je b, ~ c*, tj. % — 1 kada k — oo.
c

Dokaz. Na pocetku, moZemo primijetiti da postoji ky € IN takav da u svakom
intervalu koji je oblika (c¥,c**1) je sadrZan barem jedan b, za svaki k > k. Kada
n+1
by

s pretpostavkom ove leme, odnosno u kontradikciji s

to ne bi vrijedilo onda bi limsup,, .

> ¢, ac > 1. To je u kontradikciji

bn+1

n

— 1lkadan — o.
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Stavimosadadajen; = ny = ... = ny = 1tedefiniramo n; kao najmanji prirodan
broj takav da je by, > c za j > ko. Tada vrijedi nj < mnjyqzasvej > ko, ato znadi
daje niz (nj,j € IN) rastudi od nekog ¢lana (4. strogo raste za j > ko). Stoga, za
j > ko vrijedi

sz — < bc—] <1.
1 1
Koriste¢i pretpostavku leme Zj — — 1 dobivamo bn; ~ ¢/, a to je upravno ono $to
"
smo htjeli dokazati. ] O
Lema 6. [6] Neka je 0 < by, (n € IN) i neka b, — oo kada n — oo. Ako je 5 T~
n—1
1, onda In by — 1 kada n — oo.
In bn—l
Dokaz. Vrijedi
by
Inb, In (bn—1> +1In b,
In bn—l N In bn—l '
Tvrdnja leme slijedi iz In bb" —Inciln b, — cokadan — . O
n—1

Lema 7. [6] Neka je A = [a,j] (n,j € IN) beskonacna realna matrica. Pretpostavimo da
je imy—co ayj = 0 za svaki fiksni j i da postoji ¢ € R, ¢ > 0 takvo da je Y3 4 ay;| < ¢
za sve n € IN. Ako je (x,,n € IN) ograniceni niz u R, definirajmo

(o]
Yn = Zan]-x]-, n € IN.
j=1

Tada vrijedi:
1. Ako je lity,_seo Xy = 0, tada fe limy ;e iy = 0.

2. Ako je limy e 2]90:1 ayj = 11 ako je limyox, = x(x € R), tada je
limy o0 Yn = x.

4.5 Dokaz zakona ponovljenog logaritma

Nakon $to smo iskazali tvrdnje koje ¢e pomo¢i u dokazu zakona ponovljenog lo-
garitma sada ga moZemo dokazati.

Dokaz. Spomenuli smo ranije u dokazu eksponencijalne granice da vrijedi

0 S j
Inlnsz )’ b

Viark, = B(X%) <&
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(VarX,) In In s2

2
S

= (1),
Sada koristedi ¢injenicu da je VarX, = s2 i gornju jednakost dobivamo da je

2 2
Sn+1 1_+<VaKXh+1__ Sn+1. 0(1)
s2 s2 2 Inln s?
n n n =

’
+1

odnosno

S%H—l 1— 0(1) —1q
52 Inlns2 '

U ovoj jednakosti za nazivnik In In s2 | vrijediln In s2 | — oo kada n — oo, a to
znaci da

Bl — 1 (4.10)

Sada uzmimo proizvoljne ¢ i § koji zadovoljavaju 1 > ¢ > § > 0. Teorem ¢emo
dokazati u dva koraka i to na nacin da dokazemo sljedece dvije relacije:

P(limsup{S, > (1 +)sutn}) =0 (4.11)
n—oo
i
P(limsup{S, > (1 —€)suts}) = 1. (4.12)
n—0o0

Prvo ¢emo dokazati (4.10). Neka je ¢ fiksan takav da vrijedi 1 + ¢ > ¢ > 1. S tako
odabranim ¢ i dokazanom jednakosti (4.9) mozemo zaklju¢iti da niz (s, ) zadovo-
ljava uvjete Leme 5. To znadi da postoji rastuéi (od nekog ¢lana) niz (ng, k € IN)
takav da je s, ~ c*. Takoder, slijedi iz Leme 6 t,,_, ~ t,,, a to zajedno s s, ~ ck
daje

1+6
(1 + 5)Snk71tnk7] d TSnktnk. (4.13)

Sada definiramo S;, na sljedeci nadin: Sj = max;<j<,, S;. Tada vrijedi

limsup{S, > (1+9)suty} C limsup{S;, = > (14 0)sytn,}. (4.14)

Mgt
n—oo k—o0

Znamo da to vrijedi jer ako uzmemo neku toc¢ku s lijevoj strani od (4.13) onda

n

moZemo nadi proizvoljno veliki n takav da je > 1+ 6. Ustvari postoji besko-

Snln
na¢no mnogo takvih n. Nadalje, ako vrijedi n, < n < ny,4 i zbog Cinjenice da je

niz (s,t,, n € N) rastué¢i imamo

*
Sn S Snk+1 .
Sntn Sny by
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Zbog toga mozemo zakljuciti da (4.13) stvarno vrijedi. Gore smo pretpostavili da

5 > 1+ 7. Zbog

vrijedi 1 +6 > ¢ > 1. Sada odaberemo 7y > 0 tako da je :
relacije (4.12) vrijedi

limsup{S;, ., > (1 +8)su.tn,} C limsup{S; > (1+7)snts,}. (4.15)
k—o0 k—o0

Mozemo iz svega do sad navedenog zakljuciti da ¢e nam za dokazivanje relacije
(4.10) biti dovoljno dokazati da je

P(limsup{S,, > (1+7)sntn}) =0.

n—oo

U dokazivanju ove jednakosti koristit éemo prvu Borel-Cantellijevu lemu koja
nam kaZe da je dovoljno dokazati da je

Z P(SZk = (1 + r)/)snkt”k) < .
k=1
Isto tako iskoristit éemo Korolar 2 te iz njega slijedi

P(S;‘;k Z (1 + 'Y)Snktnk) S 2P(Snk Z (1 + ’)’)Snktnk - \/ank)

2
= 2P (snk > Sy bn (1 fy— g)) .
g

To znaci da za dovoljno velike k vrijedi

P(Sh, = (1+ Vsmtn) < 2P (Su, 2 sntn, (14 7)) (4.16)
Prvo Zelimo iz nejednakosti (4.15) saznati koliko iznosi desna strana nejednakosti.
Za to nam je potrebno iskoristiti pretpostavke teorema koje kazu da za proizvoljni
Cntn

a > 0 postoji 1y takvo da je S <wazan>no.
n

Zatim za ng < m < n vrijedi

Cnl Syt
PP gt <oy,

Sn EmSn

t . R T ,
Kako = — 0 zan — oo, onda navedene nejednakosti vrijede i za m < ny ako je

Sn
n dovoljno veliki.

v el
Sada stavimo d, = maxi<j<, ¢; i iz toga moZemo zakljuciti da je lim, Z % =il
n

Nadalje, definiramo ¢; = t;, (1 + %) Tada vrijedi

Skdi’lk o dnktnk 1
et <1 + 2) — 0 kada k — o (4.17)
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d
To znaci daje 0 < S’;—nk < 1 za dovoljno velike k.
n

7

onda slijedi iz gornje nejednakosti

Bududi da vrijedi

X; d
g §ﬂ> =1 zaf=LyeiupBp

Sny Sny

7\2
P <Snk > Syt <1—l— %)) < exp —M (1 — %) ,

za dovoljno velike k. Zbog relacije (4.16) mozemo reéi da postoji f > 0 takav da
za sve dovoljno velike k vrijedi

<1+%>2(1—8"d”k> >1+4+6>1.

25y,

KoriStenjem te ¢injenice i toga kako smo definirali t,, uiskazu teorema, dobivamo
da za dovoljno velike k vrijedi

P <Snk > S tn, (1 4 %)) <exp{—(1+p) Inlns;, }.

Niz (ny) smo odabrali na na¢in da zadovoljava pretpostavke Leme 5 pa onda iz nje
slijedi c* < sy, a tada iz toga dobijemo

P <Snk > Sty (1 + %)) <exp{—(1+8) Inln &} = (2k In ¢)~(1+P),
Kako je Y2 ; k~(11F) < co onda mozemo zakljuciti da prva relacija koju smo tre-
bali dokazati vrijedi, tj. vrijedi relacija (4.10).

Preostaje nam jo$ dokazati drugu relaciju, odnosno relaciju (4.11).

Nekasu ¢, 0, ciniz (ny) definirani kao kod dokaza relacije (4.3). Budu¢i da vrijedi
1>¢e> 4> 0iuzmemo c > 1 dovoljno veliki da vrijedi

1>(1_5)<”1_C12>_§>1_8' (4.18)

Nadalje, kako smo uzeli niz (1) koji je definirani kao u prvom dijelu dokaza, onda
i ovdje vrijedi s,, ~ c¥ineka je c fiksan. Tada je
2

s
n
~ ¢, odnosno In =5 ~In ¢%.

k Si’lk

S”k+1
Sn

Sada ¢emo iskoristiti Lemu 7, pri tome je s%o = 1, te nezavisnost varijabla i dobi-
vamo

2 k(s 1¢ & 2 2k
lnsnk:InH " =k EZIn . ~k Inc* =1n c*,
=1\ ] Hy

i—1 =1 i—1
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tj. vrijedi
In sf,k ~1In ¢ zak — oo

Definiramo sada 3 i to na na¢in da je u; = s; —

drugaciji nacin dobivamo

sy, Sada kada to zapiSemo na

Po uzoru na dokaz Leme 6 dobivamo

vi=02Innu)~2In {lns + In (1—(:1—2” ~21nlnsflk:t%k.
Takoder, neka je Ay = {Sn, — S, > (1 — 0)uvy }.
Sada je potrebno dokazati da je P(limsup, Ay) = 1. Kako su varijable S,, — Sy, ,
nezavisne za k = 1,2,... onda su i dogadaji A, A», ... nezavisni.
Koristit ¢emo Borelov zakon nula-jedan koji kaZe da je dovoljno dokazati da je
Y1 P(Ax) = oo. Stavimo da je ¢y = (1 — 0)vy, a kako vrijedi 0 < 6 < 1ivg ~ ty,
onda imamo da ¢, — oo kada k — co. Nadalje, neka je

ar = max{cj; np_1 < j < ng}.

Tada vrijedi
PllI—=l &= ]=1 zanm<jsn.
Uk Uk

Kako je ar = ¢, za neki n i kako taj n zadovoljava ny_; < n < nj onda iz toga
slijedi
1
Hk . Cntn Sn Cntn Sn (1 ]. >_§
Uk Sn Enlk Sn tnSn .

2
1z toga se jasno vidi da limy # =0,
Kako smo ¢, definirali kao ¢ = (1 — §)vg i g — oo onda je limy (1 — )y = oo.
Sada iz Leme 3 i
I4g=[l—-&"
slijedi da za dovoljno velike vrijednosti k vrijedi

P(Ax) > exp {—1 ; ? vi} =exp[—(1-0) Inln u?] =
= (In u2)"(079) ~ (In &*)~(179) =
|
(2k In ¢)(1-9)°

Bududéidared )7 , ﬁ

divergira, imamo

Z (Ag) = 00 = P(limsup Ag) = 1.

k—o0
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Sada definirajmo
By = {|S”k71| = ankq”kfl}'

Pretpostavke teorema ce biti istinite i ako svaku varijablu X, zamijenimo sa —X,.
Kako smo dokazali da vrijedi relacija (4.10) iz toga tada dobivamo

P(limsup {—S; > (14 6)sntn}) = 0.

n—oo

Tada to znaci da vrijedi

P(limsup {|Sx| > (14 6)sutn}) = 0.

n—oo

Zbog 0 < 6 < 1 slijedi
P(limsup Bj) = 0.
k—ro0
Prema tome je P(liminfy .., Bx) = 1. Zbog Cinjenice da je
(limsup Ay) N (liminf By) C limsup (Ax N By)
k—so0 ke k—sc0
dobijemo
P(limsup (Ax N By)) = 1. (4.19)
k—oo
Nadalje, vrijedi
ArNBy = {Snk - Snkq > (1 - 5)”kvk} N {|S”k—1| < ank—lt”kfl} C
C {8y, > (1 —8)ugvr+ Sy, } N {Sp y = —28p; tn, 1} C
C {Sp > (1 —O)ugvy — 25y, ty, ,}.

1
Gore u dokazu smo pokazali da vrijede relacije ug ~ s3, (1 — c_2) ivg ~ ty te

koristevsi Lemu 6 dobivamo

1 .
Sy by ™~ 2 Sl (relacija (4.5))

pa iz toga slijedi

/ 1
(1 — 5)ukvk — 2Snk71tnk71 ™ (]. — 5)Snktnk ]. — C_2 — 257/1](71 tnk71 I~
1 2
~Y Snktnk Ii(]_ - 5) 1 - C—z - _] .

Varijablu ¢ smo izabrali na na¢in da bude zadovoljena (4.17) pa zbog toga za do-
voljno velike k vrijedi

Ap N By C {5y, > (1 — €)sp tn }- (4.20)
Sada iz (4.18) i (4.19) slijedi
P(limsup{Sy, > (1 —€)sp,tn,}) = 1.
k—o0

Iz ove jednakosti jednostavno slijedi druga relacija koju smo trebali dokazati, tj.
relacija (4.11). Dokazivanjem relacija (4.10) i (4.11) smo dokazali navedeni te-
orem. .



5 | ProSirenja zakona ponovljenog
logaritma

5.1 Zakon ponovljenog logaritma za Brownovo giba-
nje

Spomenuli smo u gornjem dijelu rada da postoji zakon ponovljenog logaritma
za Brownovo gibanje. Sada ¢emo definirati Brownovo gibanje i iskazati zakon
ponovljenog logaritma za to gibanje.

Definicija 13. Slucajni proces (By, t > 0) na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) je
standardno Brownovo gibanje ako vrijedi:

1. trajektorije t — B(w) su g.s. neprekidne funkcije s [0,00) u R
2. By =0
3. zasveQ =ty <t <...<ty prirasti

Btl = Btl - Btor Bt?_ - Bfll Tt Btm o Btmfl

su nezavisne slucajne varijable (nezavisnost prirasta)

4. za sve 0 < s < t je prirast (B; — Bs) normalno distribuiran s ocekivanjem 0 i
varijancom (t — s) (stacionarnost prirasta).

Teorem 13. [4] Neka je (B, t > 0) standardno Brownovo gibanje. Tada je skup granicnih
vrijednosti familije slucajnih varijabli

By
_ zat — oo
(\/Zt In In t)

g.s. interval [—1,1].

5.2 Zakon ponovljenog logaritma za podnizove
U prethodno navedenim dokazima za zakon ponovljenog logaritma smo koristili

geometrijski rastu¢e podnize. Zanima nas kako bi se druge vrste podniza uklopile
u zakon ponovljenog logaritma. Zbog toga je prirodno da si postavimo pitanje:

25
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"Koji zakljucci se mogu izvesti iz toga za druge podnizove, npr. za brzo rastucée podnizove
poput ny = 2% ili potencije (koje rastu sporije od geometrijskog)?" Odgovor na to
pitanje je da su zakljucci isti kao i prije za nizove koji rastu najvise geometrijski, a
razlicite zakljucke imamo za brZe rastuée podnizove.

Prvo ¢emo pogledati za gusto rasporedene podnizove, tj. za podnizove koji
rastu najviSe geometrijski.

Teorem 14. [3] Neka su X, Xy, Xy, ... nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem 0 i
konac¢nom varijancom 0% i neka je S, = Y.p_, X, n > 1. Nadalje, neka je {n, k > 1}
strogo rastuci podniz cijelih brojeva takav da je

o n
liminf — > 0.
k—s o0 7’1k_|_1

Tada vrijedi

. . . Snk o
l1r;1ﬁs$p(l1lgglf)m =+0V2 (gs.).

Sada ¢emo pogledati za podnizove koji rastu barem geometrijski, ali oni su vrlo
rijetki podnizovi. Prvo definiramo

e inf{e >0:) (In nk)_‘c'z/2 < oo}.
k=3

iovaj ¢* predstavlja granicu izmedu konvergencije i divergencije te ¢e u ovom kon-
tekstu iznositi v/2, a to ¢e nam potvrditi i sljedeéi teorem.

Teorem 15. [3] Neka su X, X1, Xy, ... nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem 0 i
konac¢nom varijancom 0% i neka je S, = Yp_, X, n > 1. Nadalje, neka je {ny, k > 1}
strogo rastuci podniz cijelih brojeva takav da je

, n
limsup —— < 1.
k—oo  THk+1
Tada vrijedi

lim sup (lim inf) oy

koo koo T y/mp In In ny

Napomena 5. Poseban slucaj Teorema 13 je kada €* iznosi 0. Tada govorimo o brzo
rastuéim podnizovima, odnosno vrlo rijetkim podnizovima.

= +oe*  (gs.).

Korolar 3. [3] Neka su X, Xy, Xa, . . . nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem 0 i ko-
nacnom varijancom o2 i neka je S, = Y}_; Xy, n > 1. Nadalje, neka je {ny, k > 1}
strogo rastuci podniz cijelih brojeva takav da je

: n ;
limsup —— <1 i & =0.
k—oo k41

Tada vrijedi
Snk g

Vg In In n

.S
0 zan— oo.
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Sada ¢emo navesti nekoliko primjera da Sto bolje shvatimo gore navedene rezul-
tate.

Primjer 3. Proi primjer smo veé kratko spomenuli ranije, a to je ny = 2~. Tada je
nyx/ngy1 = 1/2 sto znaci da je ovaj podniz rijedak i gust te moZemo primijeniti oba dva
gore navedena teorema. Takoder, vrijedi da je ¢* = /2.

Primjer 4. Za podnizove koji rastu kao potencije vrijedi da su gusti. Jedan takav podniz je
ny =k%zad =2,3,.... Tadavrijeding/ngy =k/(k+1) = 1zan — oo. To znacida
bi u ovom primjeru koristili Teorem 12. Opéenitije, ny = [ck*] zak >1,¢ >0, a > 1.

Primjer 5. Sada éemo navesti jedan poseban primjer i to podniz Cije ekstremne granicne
tocke su strogo izmedu 0 i +0+/2. Jedan takav podniz je ny = [2K'], k > 1ia > 1. Taj
podniz raste brZe od geometrijskog, ali ne tolko brzo ko podniz u Primjer 4. Tada vrijedi
Ny /Ny ~ 2=%*"" 5 0zan — oo. Buduéidaln ny ~ k*In2 onda je e* = \/2/a pa
prema Teorem 13 slijedi

b s k—>oo) nklnlnn \/7 (8:5.)

lim sup (lim inf

Kada bi vrijedilo 0 < o < 1 onda bi ovaj podniz bio gust.
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Sazetak

Na pocetku diplomskog rada definiraju se pojmovi iz teorije vjerojatnosti koji se
spominju tijekom ¢itavog rada i potrebni su za dokaz zakona ponovljenog loga-
ritma. Uz to, navode se zakoni nula-jedan, zakoni velikih brojeva te centralni gra-
ni¢ni teorem. Nakon toga slijedi dokaz gornje eksponencijalne granice te iskaz
Borel-Cantellijeve leme koji su potrebni za dokaz zakona ponovljenog logaritma.
Zatim, uz neke dodatne pomocne tvrdnje, se dokazuje zakon ponovljenog loga-
ritma. Na samom kraju rada, navodimo nekoliko prosirenja zakona ponovljenog
logaritma te na koji nacin vrijedi na razli¢itim vrstama podnizova.

Klju¢ne rijeci
e zakoni nula-jedan
e zakoni velikih brojeva
e centralni grani¢ni teorem

e Borel-Cantellijeve leme

e zakon ponovljenog logaritma
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The law of the iterated logarithm

Summary

The thesis starts with the definition of basic terms from probability theory that
are used through the thesis and are necessary for the proof of the law of iterated
logarithm. In addition, the zero-one laws, laws of large numbers and the central
limit theorem are presented. Following this, the proof of the upper exponential
bound and the statement of the Borel-Cantelli lemma which are necessary for the
proof of the law of the iterated logarithm, are provided. Then, with some additi-
onal auxiliary claims, the law of the iterated logarithm is proven. At the end of the
thesis, several extensions of the law of the iterated logarithm are presented and
the behavior on subsequences is analysed.

Keywords

e the zero-one laws

e laws of large numbers
e central limit theorem
e Borel-Cantelli lemmas

e the law of the iterated logarithm
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