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1 Uvod

Jednu od najznacajnijih relacija u teoriji brojeva, relaciju kongruencija, predstavio je i razvio
njemacki matematicar Karl Friedrich Gauss 1801. u svom djelu , Disquistiones Arithmeti-
cae“. Gauss se usredotocCio na ostatak koji se dobije kada se jedan prirodan broj dijeli s
drugim prirodnim brojem. Kongruencija je omogucila da se lakse formuliraju rezultati koji
se dobiju u teoriji djeljivosti, tako da se ne prenose nepotrebni izrac¢uni. Relacija kongruen-
cija dijeli puno svojstava s relacijom jednakosti, stoga nije slu¢ajno da je simbol kongruencija

—

»,=", koji je uveo Gauss, slican znaku jednakosti ,=*.

Definicija. Neka je m pozitivan cijeli broj. Tada je cijeli broj a kongruentan cijelom broju
b modulo m ako m | (a —b). U simbolima pisemo a = b (mod m), m je modul relacije
kongruencije.

Ako m t (a — b) onda kazemo da a nije kongruentan b modulo m i pisemo a # b (mod m).

Bududi da je a — b djeljivo s m ako i samo ako je djeljivo s —m, bez smanjenja opc¢enitosti
mozemo se usredotociti na pozitivne module i ubuduc¢e ¢e modul m biti prirodan broj.

U sljedeé¢im teoremima su navedena svojstva kongruencija.
Teorem 1.1. ,Biti kongruentan® je relacija ekvivalencije.

e a =a (mod m) (refleksivnost).

e Ako a=0b (mod m), onda b= a (mod m) (simetricnost).

e Akoa=0b (mod m) ib=c (mod m), onda a = ¢ (mod m) (tranzitivnost).
Teorem 1.2. Neka je m prirodan broj, a, b, ¢ i d cijeli brojevi, ¢ # 0. Tada vrijedi:

1. Ako jea=0b (mod m) i c=d (mod m) vrijedi a+c=b+d (mod m).

2. Ako jea=b (mod m) i c=d (mod m) vrijedi a —c =b—d (mod m).

3. Ako je a =b (mod m) tada ca = cb (mod m).

4. Za bilo koji zajednicki djeljitelj ¢ od a, b i m, a = b (mod m) ako i samo ako je
a/c=0b/c (mod m/c).

5. Ako jea=0b (mod m) i c=d (mod m) vrijedi ac = bd (mod m).

6. Ako je a =b (mod m) vrijedi a™ = b (mod m) za bilo koji prirodan broj n.

7. a =b (mod m) ako i samo ako je a = b+ km, za neki cijeli broj k.

8. a=0b (mod m) ako i samo ako a i b imaju isti ostatak pri dijeljenju s m.

9. Cijeli broj r je ostatak pri dijeljenju a s m ako i samo ako je a =r (mod m).



Prema teoremu (9, svaki cijeli broj a je kongruentan sa svojim ostatkom 7 modulo m:
r se zove najmanji nenegativni ostatak modulo m, ali nadalje u radu ¢emo ga zbog jednos-
tavnosti zvati najmanji ostatak. Na primjer, najmanji ostatak od 21, —6 i 7 modulo 4 su 1,
2 1 3, redom. Kako r mozemo izabrati izmedu totno m brojeva 0, 1, 2, ..., (m — 1), a je
kongruentan s tocno jednim od njih modulo m.

Skup cijelih brojeva Z moze se podijeliti na m nepraznih disjunktnih klasa koriste¢i najmanje
ostatke, koje zovemo klase kongruencije modulo m. Na primjer, klase kongruencije za modulo
4 su:

0]=(..,—8—-4,0,4,8,...)
[ =(..,—7,-3,1,5,9,...)
2] =(...,—6,-2,2,6,10,...)
3] =(..,—5,-1,3,7,11,...)

Predstavnici klasa [0], [1], [2] i [3] su najmanji ostatci 0, 1, 2 1 3, redom. Opéenito, oni
ne moraju predstavljati klase, po teoremu dva cijela broja pripadaju istoj klasi ako
i samo ako imaju isti ostatak pri dijeljenju s m, $to znaci da bilo koji element iz klase [r]
moze posluziti kao predstavnik. Na primjer, -4, 5, 10 i 7 mogu biti predstavnici klase [0],
[1], [2] i [3], redom. Takav skup brojeva je potpun skup ostataka modulo 4.

Skup od m cijelih brojeva je potpun skup ostataka modulo m ako je svaki cijeli broj kon-
gruentan modulo m s tocno jednim od njih.

Dakle, skup cijelih brojeva {a1, ..., a,} je potpun skup ostataka modulo m, ako su oni kon-
gruentni modulo m s najmanjim ostacima 0, 1, 2, ..., (m — 1) u nekom redoslijedu. Na
primjer, skup {—12,9,6,23} je potpun skup ostataka modulo 4 jer —12 =0 (mod 4),
9=1 (mod4),6=2 (mod4)i23=3 (mod 4).

Kongruencije oblika ax = b (mod m) zovemo linearne kongruencije. RjeSenjem smatramo
cijeli broj xy takav da vrijedi axg = b (mod m). Na primjer, rjesenje kongruencije 2z = 1
(mod 5) je 8 jer vrijedi 2-8 =1 (mod 5).

Ako je xq rjesenje kongruencije ax = b (mod m), tada je axg = b (mod m). Pretpostavimo
da je x1 = x¢ (mod m) tada po teoremu je ar; = axg (mod m) i prema svojstvu
tranzitivnosti vrijedi ax; = b (mod m). Dakle i z; je rjesenje kongruencije. Ali 1 i g su iz
iste klase kongruencije, iz toga slijedi da ako je z( rjesenje, svaki clan iz te klase je takoder
rjesenje. Za dva rjesenja xg i x; kongruencije ax = b (mod b) kazemo da su ekvivalentna ako
je ax; = axy (mod m). Ako postoje rjesenja kongruencija ima ih beskona¢no mnogo. Nas
zanimaju samo neekvivalentna rjesenja. Sljede¢i teorem daje broj neekvivalentnih rjesenja i
formulu kako ih pronaci ako je kongruencija rjesiva.

Teorem 1.3. Linearna kongruencija axz = b (mod m) je rjesiva ako i samo ako d | b, gdje
je d = (a,m). Ako d | b tada postoje d neekvivalentna rjesenja. Opce rjesenje linearne
kongruencije dano je s x = xg + (%)t, gdje 0 <t < d.

Korolar 1.1. Linearna kongruencija axr = b (mod m) ima jedinstveno rjesenje ako i samo
ako vrijedi (a,m) = 1.



U ovom radu ¢emo se posvetiti primjeni kongruencija i vidjeti da je ona sastavni dio sva-
kodnevnog zivota. Najpoznatija primjena je sat. Vrijeme na satu pomice se koriste¢i kon-
gruenciju modulo 12. Na primjer ako je 10 sati za 4 sata ¢e biti 14 sati, no medutim sat
je podijeljen na 12 jednako rasporedenih tocaka, zato se na satu prikazuje 10 + 4 = 14
(mod 12) = 2 (mod 12). Takoder svagdje oko nas su brojevi, brojevi na vozackim dozvo-
lama, knjigama, proizvodima i pokazat ¢emo da i ti brojevi koriste kongruencije kao oblik
zastite 1 provjere. Vidjet ¢emo da se pomocu kongruencija mogu stvoriti i prekrasni dizajni.
Mnogi sportovi takoder koriste kongruenciju pri rasporedu po skupinama. I na kraju ¢emo
vidjeti kako pomoc¢u kongruencija se mogu odrediti dani u tjednu.



2 Testovi djeljivosti

Jedan od jednostavnih primjena teorije kongruencija je u razvijanju testova djeljivosti, od-
nosno u provjeravanju je li cijeli broj djeljiv s drugim cijelim brojem. Kako bi to pokazali
koristit ¢emo decimalni prikaz broja n. U svakom brojevnom sustavu vrijedi da svaka zna-
menka u nizu ima jedinstvenu tezinsku vrijednost. Tezinska se vrijednost svake znamenke
dobije na nacin da se osnova brojevnog sustava potencira eksponentom c¢ija vrijednost ovisi o
polozaju znamenke. Krajnji desni eksponent ima vrijednost 0, predzadnji ima 1, itd. Dakle
n mozemo prikazati u obliku n = n,10% 4+ ny_1 10571 + ... + n110" 4+ ng. U ovom poglavlju
¢emo pokazati testove djeljivosti za 10, 5, 2¢, 3, 9, i 11.

2.1 Test djeljivosti s 10

Propozicija 2.1. Prirodan broj je djelyiv s 10 ako i samo ako mu je zadnja znamenka
jednaka 0.

Dokaz. Kako je 10 =0 (mod 10) i iz toga po teoremuslijedi da je 10¥ = 0% (mod 10) = 0
(mod 10) za k =1,2,3... i

n=ng-10°F +np_ - 105+ .. 4+ n;-10+ne  (mod 10)
=mny (mod 10).

Zbog toga je n djeljiv s 10 ako i samo ako je ng djeljiv s 10; to znaci, ako i samo ako je
ng = 0, drugim rje¢ima broj je djeljiv s 10 ako mu je zadnja znamenka nula. O

2.2 Test djeljivosti s 5

Dokaz za test djeljivost s 5 je slican dokazu za test djeljivost s 10.

Propozicija 2.2. Prirodan broj n je djeljiv s 5 ako ¢ samo ako mu je zadnja znamenka
jednaka 0 ilz 5.

Dokaz. Znamo da je 10 = 0 (mod 5), pa iz teorema slijedi 10 = 0¥ (mod 10) = 0
(mod 10) za k =1,2,3..., pa prema teoremu se dobije

n=mng-10° +nu_y - 104 .. 40110+ ne (mod 5)
=np (mod b).

n je djeljiv s 5 ako i samo ako je ng djeljiv s 5, a jednoznamenkasti brojevi djeljivi s 5 su
samo 01 5. [



2.3 Test djeljivost s 2!

Propozicija 2.3. Prirodan broj n je djeljiv s 2¢ ako i samo ako mu je i zadnjih znamenaka
djeljivo s 2°.

Dokaz. Zbog toga $to je 10 = 0 (mod 2), 10’ = 0 (mod 2%) za sve pozitivne cijele brojeve i.
Zbog toga, po teoremu slijedi

n=mny (mod 2)
=nny (mod 2?%)

=nyning  (mod 2%)

=Nj—1Nj—2° NN (HlOd 21)

Ova kongruencija dokazuje teorem jer ako je lijeva strana kongruentna s 0 modulo 2¢, onda
mora biti i desna strana, a to je jedino moguée ako je n;_1m;_s - - - ning djeljivo s 2% O]

Iz prethodnog teorema slijedi da je n djeljiv s 2 ako i samo ako mu je zadnja znamenka
djeljiva s 2, djeljiv je s 4 ako su mu zadnje dvije znamenke djeljive s 4, djeljiv je s 8 ako su
mu zadnje tri znamenke djeljive s 8 itd.
Na primjer broj n = 245196, 2 dijeli 6 pa je broj n djeljiv s 2, 4 dijeli 96 pa je broj djeljiv s
4, 8 ne dijeli 196, broj n nije djeljiv s 8.

2.4 Testovi djeljivosti s 319

Propozicija 2.4. Prirodan broj je djeljiv s 9 ako i samo ako mu je zbroj znamenaka djeljiv
5 9.

Dokaz. Kako je 10 = 1 (mod 9) po teoremu vrijedi 10" = 1 (mod 9). Opet prema
teoremu [I.2] slijedi

n=mng-10° +nu_ - 104 ... 40110+ ne (mod 9)
=nr+ng1+...+n +ny (mod?9).

]

Slican dokaz vrijedi 1 s test djeljivosti za 3 jer je 10 = 1 (mod 3). Stoga je prirodan broj
djeljiv s 3 ako i samo ako mu je zbroj znamenki djeljiv s tri. Primjetimo da to ne vrijedi
opcenito u testovima s 3* jer 10 £ 1 (mod 27).

Primjer, neka je n = 154305174. Suma znamenki je 30, kako 3 dijeli 30, 3 dijeli n, ali 9 ne
dijeli 30, stoga n nije djeljiv s 9.



2.5 Test djeljivosti s 11

Propozicija 2.5. Prirodan broj n je djeljiv s 11 ako i samo ako je (ng +no+...) — (ng +
ns + ...) djeljiv s 11, odnosno djeljiv je ako i samo ako je suma “parnih” pozicija minus
suma "neparnih” pozicija (tzv. alternirajuéa suma) djeljiva s 11.

Dokaz. Treba primjetiti da je 10 = —1 (mod 11), 10° = (—1)° (mod 11), po teoremu [1.2,
Dakle ponovno po teoremu

n=ng- (=) +np_y- (=) + ... +n - (=1)4+ny (mod 11)
= (—1)k-nk+...—n3+n2—n1+n0 (InOd 11).
[

Na primjer, broj n = 125478964 nije djeljiv s 11 jer razlika (4 +9+7+5+ 1) — (6 +
8 +4+2) = 26— 20 = 6 nije djeljiva s 11, a broj m = 613173825 je djeljiv s 11 zbog
(54+8+7+3+4+6)—(2+3+1+1)=22, abroj 22 je djeljiv s 11, stoga je i m djeljiv s 11.
Sljededi teorem identificira klasu cijelih brojeva koji su djeljivi s 11.

Teorem 2.1. Palindrom s parnim brojem znamenk: je djeljiv s 11.

Dokaz. Neka je n = nogpnok_1 . ..n1ng palindrom s parnim brojem znamenki. Tada

n=(no+nes+...+ng_1)—(n1+n3+...+ng_1) (mod1l)=0 (mod 11)
jer je n palindrom s parnim brojem znamenki. Dakle, 11 dijeli n. O]

Na primjer, palindrom 8456886548 sadrzi paran broj znamenki i djeljivi su s 11.

2.6 Odbacivanje devetki

Metoda odbacivanje devetki (casting out nines) odbacuje brojeve koji zbrojeni daju devet,
temelji se na kongruenciji 10’ = 1 (mod 9) odnosno da je svaki cijeli broj kongruentan
zbroju svojih znamenki modulo 9. Koristi se za provjeru rjeSenja pri racunskim operacijama
i otkrivanje eventualnih gresaka.

Primjer 2.1. Koristeéi odbacivanje devetki, provjerite da li je 309791 suma brojeva 25416,
69852 7 214523.

Rjesenge.
Racunamo
25416 =24+54+4+14+6=0 (mod?9)
69852=6+9+8+5+2=3 (mod9)
214523 =2+414+44+5+2+3=8 (mod9).



Nakon toga se zbroje ostatci modulo 9: 0+ 3 4+ 8 = 11 (mod 9) = 2 (mod 9). Sada treba
provjeriti odgovara li to zadanoj sumi: 309791 =34+04+9+7+9+1=2 (mod 9).
Rjesenje je vjerojatno tocno.

Naime u proslom primjeru 309791 je suma brojeva 25416, 69852 i 214523, no metodom od-
bacivanja devetki ukoliko se promijeni redoslijed znamenki takoder bi dobili da je, na primjer
307991 =34+ 04+ 7+9+9+1=2 (mod 9) takoder to¢no rjesenje, pa stoga odgovor koji
daje metoda odbacivanja devetke je definitivno pogresno ili vjerojatno tocno.

Primjer 2.2. Provjerite da li je produkt brojeva 3215 1 8526 jednak 27411090, koristeci
odbacivanje devetki.

Rjesenge.

3215=34+24+14+5=2 (mod9)
8526=8+5+2+6=3 (mod 9).

Pomnozimo dobivene ostatke modulo 9 i dobijemo 2 -3 (mod 9) = 6 (mod 9). Provjerimo
zadani produkt. Suma znamenaka je jednaka 27411090 = 2+7+4+1+1+04+94+0
(mod 9) =6 (mod 9). Dakle produkt brojeva 3215 i 8526 je vjerojatno jednak 27411090.

Za provjeru rezlutata pri racunskoj operaciji djeljenja koristi se teorem o djeljenju s ostatkom.
Teorem 2.2. Neka je a bilo koji cijeli broj i b pozitivan cijeli broj. Tada postoje jedinstveni
cijely brojevi q 1 v takvi da vrijeds
a=b-q+r,
gdje je O < r < b.
Primjer 2.3. Koristeéi odbacivange devetki, provjerite da li je 80387/39 = 2061 s ostatkom
7.
Rjesenge.
80387 = (2061 -39) + 9
2061 =24+04+6+1=8 (mod9)
39=3 (mod9)
7=7 (mod)9).

Izracunamo: (8-3) 4+ 7 =31 (mod 9) =4 (mod 9).
Sada pogledamo sumu znamenki od zadanog rjesenja 80387 = 8+0+3+8+7 =8 (mod 9).
Rjesenje je definitivno krivo (to¢no rjesenje je 2061 s ostatkom 8).



2.7 Digitalni korijen

Digitalni korijen od pozitivnog cijelog broja n je jednoznamenkasti pozitivan cijeli broj ¢ija
se vrijednost racuna iteracijom da se pronade suma s znamenaka broja n, ukoliko se ne
dobije jednoznamenkasti broj trazi se suma znamenaka od s, sve dok se ne dode do jednoz-
namenkastog broja p(n), koji je digitalni korijen od broja n.

Ako zelimo pronaci digitalni korijen od broja 547, zbrojimo njegove znamenke 5+4+7 = 16,
dobili smo dvoznamenkasti broj ¢ije znamenke nastavljamo dalje zbrajati 16 = 1 +6 = 7.
Primjetimo da koriste¢i metodu odbacivanja devetki mozemo izracunati digitalni korijen,
vrijedi 547 =7 (mod 9).

Generalno, neka je n = (a,---ajag)io 1 neka je p(n) njegov digitalni korijen. Tada je
p(n) = (a, + -+ + a1 + ap) (mod 9). Dakle, digitalni korijen broja n je ostatak pri dje-
ljenju n s 9, s jednim izuzetkom, ako je ostatak 0 onda je digitalni korijen 9.

Svojstva digitalnog korijena:

L p(p(n)) = p(n).

Dokaz. Zato sto je 0 < p(n) <9 vrijedi p(p(n)) = p(n). O

2. p(m+n) = p(p(m) + p(n)).

Dokaz. Akojen = (a,...aj1a0)101m = (b, ...b1bo)10, tada je p(n) = (ap,+...+ai1+ap)
(mod 9) i p(m) = (by+...4+b1+by) (mod 9) tada je po teoremu[L.2] p(p(n) + p(m)) =
(an+...+a+ag)+ (by+ ...+ b +by) (mod9).

S druge strane m +n = ((ay, ...a1a9) + (by ... b1b))10 1 p(n + m) = (a, + ... + a1 +
ap) + (bp+ ...+ by +by) (mod 9).

Dakle p(m +n) = p(p(m) + p(n)). O

3. p(mn) = p(p(m)p(n)).

Dokaz. Neka su m i n zadani kao u prethodnom slucaju pod 2.

Tada mn = ((ay, ... a1a0)(by, . . . bibo))10 1z Cega slijedi

p(nm) = (a, + ...+ a1+ ap)(by + ...+ by +by) (mod 9).

S druge srane prema teoremu (1.2 p(p(n)p(m)) = (an + ...+ a1 +ao) (b, + ...+ b1 +bo)
(mod 9). Iz ¢ega slijedi p(mn) = p(p(m)p(n)).

[]



Primjer 2.4. Pronadite digitalni korijen potpunih kvadratnih brojeva.

Rjesenge.
Po teoremu [2.2] svaki cijeli broj se moze prikazati u obliku 9k +r, 0 < r < 9 tako n = r
(mod 9) i kao je n? =r? (mod 9). Kako jer =r —9 (mod 9),

0=0 (mod9)
+1°=1 (mod 9)
+22 =4 (mod 9)
+3?=0 (mod 9)
+4* =7 (mod 9)

Dakle, n? je kongruentno 0, 1, 4 ili 7 i njegov digitalni korijen moze biti 1, 4, 7 ili 9.

Na temelju ovog primjera moze se provjeriti da li je pozitivan cijeli broj kvadrat nekog broja.
Primjer 2.5. Odredite moze li 22°* + ... 4+ 22916 piti kvadrat nekog broja.

Rjesenge.
Pomo¢u kongruencije 23 = —1 (mod 9) slijedi da je digitalni korijen:

22011 a4 22016 — (23)670 .9 4 (23)670 . 22 i (23)671 + (23)671 .9 + (23)671 . 22 4 (23)672
= (=1) 24 (=1) 4+ (=) + (=1) - 24+ (=1) - 4 + (—1)
=-2-4-1-2-4—-1=-14 (mod9)=4 (mod?9).

22016

Digitalni korijen je jednak 4, §to znaci da broj 2201t + ... + moze biti kvadrat nekog

broja.

Treba primjetiti da ako je neki broj kvadrat tada mu digitalni korijen mora biti 1, 4, 7 ili 9.
No ako mu je digitalni korijen jedan od 1, 4, 7 ili 9, broj ne mora biti kvadrat, primjerice
digitalni korijen broja 67 je broj 4, a broj 67 nije kvadrat niti jednog broja.

Primjer 2.6. Dokazite da je digitalni korijen od produkta prostih blizanaca brojeva, osim 3
15, jednak 8.

Rjesenge.
Blizanci prostih brojeva su parovi prostih brojeva ¢ija razlika iznosi 2. Svaki prosti broj p
vedi od tri je kongruentan +1 (mod 6). To je radi toga $to ukoliko bi bio kongruentan 0, 2
ili 4 modulo 6, bio bi paran broj, a ako bi bio kongruentan 3 modulo 6, onda bi trebao biti
3 (jedini brojevi kongruentni 3 modulo 6 su visekratnici broja 3). Dakle svaki p > 3 mora
biti kongruentan 1 ili 5 modulo 6. Bududéi da je 5 (mod 6) = —1 (mod 6), svaki prost broj
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p > 3 se moze zapisati u obliku 6k + 11 6k — 1.
Uzmimo par blizanaca prostih brojeva 6k + 1 i 6k — 5. Njihov produkt je

(6k —1)(6k +1)=36k*~1=0—-1 (mod 9)=8 (mod 9).
Dakle digitalni korijen produkta je jednak 8.
Brojevi oblika f(n) = 22" + 1 zovu se Fermatovi brojevi, gdje je n nenegativan cijeli broj.
Fermat je smatrao da su svi brojevi toga oblika prosti. Prvih pet ¢lanova niza fo, f1, f2, f3, fa

jesu prosti, no za f5 se pronasao rastav na faktore. U sljede¢em primjeru ¢emo pogledati
kako izgleda digitalni korijen Fermatovih brojeva.

Primjer 2.7. Digitalni korijen p(f,) od n-tog Fermatovog broja f, zan > 1 je zadan s

5, ako je n paran
8, 1nace

p(fa) = {

Rjesenge.
Upotrijebit ¢emo rekurzivnu relaciju koju zadovoljavaju Fermatovi brojevi

fao=(fasr = 1)* +1
iz koje slijedi
fn - f3_1 - 2fn—1 + 2.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom.

Pogledajmo za n = 1, f; = 5 pa vrijedi da je digitalni korijen od neparnog broja jednak
5.

Pretpostavimo da je istina za n — 1 i napravimo korak indukcije za n.

p(fn) (fr%—l —2fn1+2)
2

=p
= p(fima) = 2p(fna) + 2.

Ako je n neparan tada vrijedi
p(fn)=5"—=2-5+2=8 (mod9).
Ako je n paran tada vrijedi

p(fn) =8 —=2-84+2=5 (mod?9).
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3 Modularni dizajni

Kongruencije se mogu koristiti za kreiranje razli¢itih dizajna. U ovom poglavlju ¢emo po-
kazati kako se kreira zvijezda s m vrhova, dizajn ostataka (m,n) i dizajn dobiven pomoéu
tablica mnozenja i zbrajanja najmanjih ostataka modulo m (quilt dizajni).

3.1 Zvijezda s m vrhova

Kako bi konstruirali zvijezdu s m vrhova na kruznici proizvoljnog polumjera oznacimo m
jednako udaljenih toc¢aka i oznac¢imo ih s 0 do m — 1 modulo m. Izaberemo najmanji ostatak
i modulo m za koji vrijedi da su i i m relativno prosti, tj. (¢,m) = 1. Spojimo svaku toc¢ku
x s tockom x + ¢ modulo m, to¢nije 0 spojimo s i (mod m), 1 spojimo s 1+ 4 (mod m) i
nastavimo tako dok sve tocke ne budu spojene te obojimo dobivenu zvijezdu.

Primjer, konstruirajmo zvijezdu s 12 vrhova i odaberemo ostatak 7, (12,7) = 1. Spojimo 0
s7,1s8,2s9,...111s 6. Na taj smo nacin dobili zvijezdu s 12 vrhova prikazanu na slici
1.

Slika 1. Zvijezda s 12 vrhova

3.2 (m,n) dizajn ostataka

Da bi konstruirali (m,n) dizajn ostataka, gdje je 1 < n < m i (m,n) = 1, podijelimo
kruznicu pomoc¢u m — 1 tocaka na m — 1 lukova jednake duljine i oznac¢imo ih s 1 dom —1 te
svaku tocku x spojimo s tockom nx modulo m. Obojimo razli¢ite regije formirane na ovaj
nacin da bi kreirali zanimljive dizajne.

Za konstruiranje (11,8) dizajna ostataka podijelimo krug na 10 jednako rasporedenih tocaka
i oznacimo ih s 1 do 10. Pomnozimo svaki nenul ostatak modulo 11 s 8, oznac¢imo ostatke
modulo 11 s z:

z|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x-8 |8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
8 (mod11) {8 5 2 10 7 4 1 9 6 3




Dakle, spajanjem tocaka 118,215, ... te 10 i 3 nastaje dizajn prikazan na slici 2.

Slika 2. (11,8) dizajn ostataka

Na slici 3. su prikazani jos neki dizajni.

Slika 3. (23,16) i (61,59) dizajn ostataka

12
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3.3 Quilt dizajn

Zanimljivi dizajni mogu se kreirati koristec¢i tablice zbrajanja i mnozenja najmanjih ostataka
modulo m, odnosno mozemo na taj nacin kreirati quilt dizajne.

Na primjer, za m = 5 prvo treba konstruirati tablicu zbrajanja najmanjih ostataka 0 do 4
modulo 5.

A w o~ ot
=~ W N = OO
O =W N =
— O =W NN
N = O R W W
W N~ O

Zatim se svakom unosu u tablici dodijeli neki element dizajna. Elementi dizajna koji ¢e se
upotrijebiti za zbrajanje najmanjih ostataka modulo 5 su prikazani na slici 4.

4l
7al e

Slika 4. Osnovni dizajni modulo 5

Sada se zamijeni svaki unos u glavnom dijelu tablice s odgovaraju¢im elementom dizajna.
Slika 5. prikazuje dobiveni dizajn.

Slika 5. Quilt dizajn modulo 5

Ovaj dizajn se moze koristiti za dobivanje novih dizajna. Ako se ovaj dizajn okrene prvo
njegovoj desnoj strani ruba, i zatim taj dobiveni dizajn se okrene o donji rub (zrcalno se
preslika prema dolje) dobije se dizajn prikazan na slici 6.



Slika 6. Quilt dizajn s okretajima modulo 5

Za sljedeci primjer konstruira se tablica mnozenja najmanjih ostatak modulo 4.

+]o 1 2 3
0o 0 0 0
10 1 2 3
210 2 0 2
3/0 3 2 1

Za svaki unos u tablici upotrijebit ¢e elementi dizajna prikazani na slici 7.

Slika 7. Elementi dizajna modulo 4

14

Svaki unos u tablici mnozenja najmanjih ostataka modulo 4 zamijeni se s elementima dizajna

i ukoliko ih se postavi u mrezu oblika:
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Dobije se dizajn prikazan na slici 8.

/

Slika 8. Quilt dizajn modulo 4

Takoder okretanjem dizajna prvo o njegovom desnom rubu, a zatim okretanjem dobivenog
dizajna o njegov donji rub dobijemo dizajn na slici 9.

Slika 9. Quilt dizajn s okretajima modulo 4
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4 Provjera znamenki

Teorija kodiranja je grana matematike koja se bavi analiziranjem kodova koji se prenose
kanalima te otkrivanjem i ispravljanjem gresaka koje pri tome mogu nastati. U ovom po-
glavlju ¢emo pokazati kako kongruencije mogu pomoci pri pronalazenju i ispravljanju gresaka
u poslanim porukama.

4.1 Binarni kodovi

Kada se poruka salje kanalima (kao $to je telefonska linija), poruka se pretvara (kodira) u
bitove i postaje binarni kod. Primatelj, kada primi poruku, pokusava dekodiranjem vratiti
poruku u prvobitno stanje. Naravno pri procesu slanja mogu se dogoditi greske koje se
trebaju otkriti i popraviti.

Kako bi se otkrile greske binarnom kodu se, prije slanja, dodaje paritetni bit. To je zapravo
znamenka provjere koja broj jedinica u binarnom kodu uvijek odrzava parnim. Paritetni bit
ZTni1 se dodaje na svaki binarni string zyxs...x, i definiran je s 01 = 21 + 22+ ... + 2,
(mod 2). Ukoliko binarni string sadrzi neparan broj jedinica dodaje se 1, a 0 ako ima paran
broj jedinica.

Pretpostavimo da je dan osmobitni niz 11101001. Paritetni bit je x9 = 14+1+1+0+140+0+1
(mod 2) = 1 (mod 2), te je poslana poruka 111010011. Pretpostavimo da primimo string
111010111, kako on sadrzi neparan broj jedinica, pogreska se dogodila tijekom slanja poruke.
Paritetnim bitom mozemo otkriti greske, a ako znamo lokaciju greske, promjenom toga bita
mozemo dobiti prvobitnu poruku.

4.2 Identifikacijski brojevi

Mnoge institucije (kao sto su banke, izdavaci knjiga, poste, ...) i kompanije koriste identifi-
kacijske brojeve za oznacavanje svojih proizvoda, dokumenata, rac¢una, ljudi i mnogih drugih
stvari. Identifikacijski brojevi sadrze kodirane informacije stvari koje oznacavaju i tipi¢no
mogu biti numericki (sastoje se od znamenki) ili alfanumericki (tj. sastoje se od znamenki i
slova engleske abecede). Dvije informacije koje nose su bitne, duzina identifikacijskog broja
(ukupan broj znamenki ili slova) i pozicija svake znamenke ili slova. Identifikacijski broj
duzine n oznacava se s dids ...d,, gdje je d; prva znamenka ili slovo broja, dy druga zna-
menka ili slovo sve od d,, koja je zadnja znamenka ili slovo.

Svaki dan identifikacijski brojevi se Salju putem telefona, skeniraju ili unose u racunala, pre-
nose internetom ili Salju putem poste. Pri tome mogu nastati pogreske, odnosno mogu se
zamijeniti jedna ili viSe znamenki.

Bitno je da se identifikacijski brojevi prenose tocno. Na primjer, ukoliko se u prodavaonici
bar-kod s proizvoda skenira pogresno, moguce je da ¢e kupcu biti naplacena cijena od 100
kn za proizvod koji kosta 15 kn.

Najcesce pogreske pri slanju koje se dogadaju su greska jedne znamenke (jedna znamenka u
identifikacijskom broju promijeni vrijednost) i greska zamjene mjesta dvije uzastopne zna-
menke.
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Kako bi se to sprijecilo trebalo je razviti metodu koja bi takve pogreske prepoznala, odnosno
koja bi prepoznala kada je identifikacijski broj pogresan. Ta metoda je metoda znamenke
provjere koja najvise ovisi o skalarnom produktu dva vektora i modulu.

Znamenka provjere je najces¢e dodatna znamenka koja sluzi kako bi se provjerio primljeni
identifikacijski broj. Moze se nalaziti na bilo kojem mjestu u identifikacijskom broju, no
najcesce je to zadnja znamenka broja.

Definicija. Skalarni produkt vektora (x1,...,2,) € Z™ i (y1,...,Yyn) € Z™ je definiran s

(1, @n) - (Y1y oy Yn) = Zq:lyz
i=1

Primjer 4.1. Svaki bankovni ¢ek se sastoji od osmoznamenkastog broja dids . . .ds iza kojeg
slijedi znamenka provjere d, definirana s d = (dy,do, ... ,ds) - (7,3,9,7,3,9,7,3) (mod 10).
Treba izracunati znamenku provjere za identifikacijski broj 24512932.

Rjesenge.
d=(2,4,5,1,2,9,3,2)-(7,3,9,7,3,9,7,3) (mod 10)
=2-7+4-345-941-742-349-943-74+2-3=2 (mod 10).

Devetoznamenkasti broj c¢eka je 245129322.

Najces¢e metode znamenke provjere su linearne metode koje znamenku provjere racunaju na
sljededi nacin d, = —(dy,ds, ..., dy_1) (w1, ..., w,—1) (mod n), gdje je d; ...d,_; identifika-
cijski broj, d,, znamenka provjere, (wy, ..., w,_1) tezinski vektor i n modul metode znamenke
provijere.

Teorem 4.1. Pretpostavimo da je d,, = —(dy,ds, ... dp_1)(wy, ..., w,_1) (mod n). Greska
zamgjene jedne znamenke (d; se zamijeni s d; ) nece biti otkrivena ako i samo ako je (d; —d;)w;
djeljivo s n. Greska zamgjene dvije uzastopne znamenke (d;d; — d;d;) nece biti otkrivena ako
i samo ako je (d; — d;)(w; — w;) djeljivo s n.

Dokaz. Ako je d; zamijenjena da d; tada se skalarni produkt znamenke provjere poslanog i
primljenog identifikacijskog broja razlikuje za (d; — d;)w; i ukoliko je to djeljivo s n slijedi
da je (d} — d;)w; =0 (mod n), tj. tada zamijenjena znamenka nema utjecaja na rezultat te
se pogreska ne moze otkriti.

Sli¢no vrijedi i za pogresku zamjene dvije uzastopne znamenke. Poslani i primljeni identifi-
kacijski broj, odnosno znamenka provjere se razlikuje za

Ukoliko je (d; — d;)(w; —w;) =0 (mod n) gresku nije moguce otkriti.
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4.3 UPC i EAN-13

UPC (The Universal Product Code) koristi se u Sjedinjenim Americkim Drzavama za iden-
tificiranje proizvoda. Sastoji se od 12 znamenki dy,...,d;s od kojih prvih Sest znamenki
oznacavaju drzavu i proizvodaca, sljede¢ih 5 identificiraju proizvod i znamenke provjere dis
koja se racuna po formuli

dis = —(dv,da, ..., d11) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10).

Primjer 4.2. Izracunati znamenku provjere Kellogg’s proizvoda Product 19, ako je 11-
znamenkastt broj 0 — 38000 — 01912.

Rjesenge.

dip = —(dv,ds, ..., dy) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
—(0,3,8,0,0,0,0,1,9,1,2) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
—(0+3+24+040+0+0+1+27+1+6) (mod 10)

=8 (mod 10).

Zmamenka provjere je 8 a UPC broj je 0-38000-01912-8.

1974. osnovana je radna skupina iz dvanaest europskih zemalja koja je razvila sustav EAN
(European Article Number) koji se koristi za kodiranje proizvoda i koji je kompatibilan s
UPC sustavom.

Lijewa Desna
svijetla Granini Sredinji Granni svijetla
margina znak znak znak margina
3"8501 23 045672”
l_r_l 1 Y J \_'_;
Ozna_ka O_znak_a twrike Znamenka
zemlje i proizvoda proviere

Slika 10. EAN-13 bar-kod

EAN-13 se sastoji od trinaestoznamenkastog broja dids...d;3 od kojih prve tri znamenke
oznacavaju zemlju proizvodaca (385 je Hrvatska), sljede¢ih 9 znamenki oznacavaju proizvodaca
i proizvod i zadnja znamenka je znamenka provjere. EAN bar-kod sastoji se od tamnih i
svijetlih linija koje predstavljaju citljivu prezentaciju informacija.

Znamenka provjere dy3 u EAN-13 kodu mora zadovoljiti uvjet

(dv,do, ..., di2)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) =0 (mod 10),
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dakle
di3 = —(dy,ds, ..., d12)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10).

Sada ¢emo pokazati tu metodu na primjeru.

Primjer 4.3. [zracunati znamenku provjere diz3 uw EAN-13 kodu Kandit ¢okolade s rizom
¢igi je 12-znamenkasti kod 385888104047.

Rjesenge.

dvy = —(dy,ds, ... dis) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)

dis = —(3,8,5,8,8,8,1,0,4,0,4,7) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
= (342445424 +8+24+1+0+4+0+4+21) (mod 10)
=2 (mod 10).

Znamenka provjere je 2, a EAN-13 identifikacijski broj je 385-8881-04047-2.

Primjetimo da znamenka provjere UPC-a i EAN-13 mogu otkriti sve pogreske zamjene jedne
znamenke. Prema teoremu ukoliko d; zamijenimo s d; mogu se dogoditi dva slucaja:

e Ukoliko su obje znamenke pomnozene s tezinskom vrijednosti 3. Tada vrijedi 3(d; —
d;) # 0 (mod 10), zato sto d; # d;, d; — d; # 0, a d; i d; su znamenke od 0 do 9131
10 su relativno prosti brojevi, 3(d; — d;) nikad nece biti djeljivo s 10.

e Ukoliko su obje znamenke pomnozene s tezinskom vrijednosti 1. Tada vrijedi (d,—d;) #
0 zato Sto d; # d;, d; — d; # 0, a d; i d; su znamenke od 0 do 9 te (d; — d;) nikad nece
biti djeljivo s 10.

Ako zamijenimo dvije uzastopne znamenke, ukoliko d; je pomnoZena s tezinom 3, a d; s
tezinom 1, tezinska suma se razlikuje za (3d; + d;) — (3d; + d;) = 2(d; — d;), greske dva
uzastopna broja se nece prepoznati ukoliko 2(d; —d;) = 0 (mod 10), odnosno greske zamjene
nece biti prepoznate ako je razlika d; — d; = 5. Na isti nacin, ako d; je pomnoZena s
tezinom 1, a d; s 3, suma se razlikuje za (d; + 3d;) — (d; + 3d;) = 2(d; — d;), takoder se
greska nece prepoznati ako je d; — d; = 5. Dakle, metoda znamenke provjere UPC i EAN-
13 identifikacijskog broja nece prepoznati gresku zamjene dva uzastopna broja ukoliko je

4.4 Postanski brojevi

Kako bi ubrzala isporuku poste, posta u Sjedinjenim Americkim Drzavama koristi bar-kodove
za kodiranje postanskih brojeva. POSTNET (POSTal Numeric Encoding Technique) bar-
kod mogu biti petoznamenkasti postanski broj (32 stupca), devetoznamenkasti postanski
broj plus cetveroznamenkasti kod (52 stupca) ili jedanaestoznamenkasti kod mjesta dostave
(62 stupca), koji sadrze i binarne brojeve i znamenku provjere.
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Slika 11. Znamenka POSTNET koda

Bar-kodovi se sastoje od dugih stupaca (ili cijelih stupaca) koji predstavljaju 1 i kratkih
stupaca (pola stupca) koji predstavljaju nulu. Dva krajnja stupca su uvijek dugi i oni se
ignoriraju. Jednu znamenku predstavlja 5 stupaca, pa se stupci grupiraju u blokove od 5
stupaca i znamenku provjere ¢ini zadnjih 5 stupaca. Kako bi pretvorili decimalne brojeve u
binarne koristi se shema koja je temeljena na shemi koju su 1940-tih koristili Bell Telephone
Labs (danas Lucent Technologies).

51!

2,—3,:1010111

Koriste se dva duga stupca i tri kratka stupca ¢ijih kombinacija ima tocno
predstavljaju 10 znamenki.

Tezina pozicije stupca
Numericka | Binarni zapis Bar-kod
Vrijednost 74210 74210
1 00011 mil
00101 il
00110 il
01001 il
01010 Il
01100 I
10001 M
10010 il
10100 il
11000 1

O © 00 O Ui Wi

Svakoj kombinaciji od 5 stupaca se izra¢unava numericka vrijednost dodavanjem tezina na
dva duga stupca. Tezina se dodjeljuje na pozicije stupaca, i to s lijeva na desno, 7, 4, 2, 1i
0. Jedina kombinacija [lin koja predstavlja nulu je izuzetak jer joj je tezina 11, a prepisuje
se vrijednost nula.

Ako imamo postanski broj zjz9232425, kako bi otkrili moguéu gresku na njega se dodaje
znamenka provjere d koja se racuna na sljede¢i nacin:

5
= — Zzi (mod 10).
i=1

Na primjer, znamenka provjere postanskog broja 90210 je

d=—-(9+0+2+4+1+0) (mod 10)
—12 (mod 10) =8 (mod 10).
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Znamenka provjere je 8, bar-kod je prikazan na slici 12.

5-znamenkasti
postanski broj

|I|IIII I|I|I II|I|
9 0

o 0o 2 1 8
Okvirni 5-znamenkasti OKvirni
stupac postanski broj stupac
Znamenka
provjere

Slika 12. Bar-kod postanskog broja
1983. godine posta u SAD-u predstavila je postanski broj + 4 koda, koji je takoder sadrzavao

znamenku provjere. Na primjer, ako devetoznamenkasti postanski broj iznosi 90210-9049,
njegovu znamenku provjeru izrac¢unali bi na sljede¢i nacin:

d=—(94+0+2+1+0+9+0+4+9) (mod 10)
=—-34 (mod 10) =6 (mod 10).

Na slici 13. je prikazan bar-kod.

5-znamenkasti postanski broj + 4 koda

""l"‘””“""“'””'”“"”‘"”'"“'

|I|II
9

"”J"

0o 2 1 019 0 4
OKkvirni 5-znamenkasti +4 koda ‘ Okvirni
stupac postanski broj stupac
Znamenka
provjere

Slika 13. Bar-kod postanskog broja

Posta u SAD-u je 1993. godine uvela jedinstveni kod mjesta dostave kako bi se identifici-
rala sva moguca mjesta dostave i omogucilo razvrstavanje poste neposredno prije dostave.
Kreiran je dodavanjem 10 stupaca na postojec¢i postanski broj + 4 koda. Dodani stupci
predstavljaju dva dodatna broja koji mogu predstavljati dva zadnja broja kuéne adrese,
broja postanskog sanducica, sanduci¢ ruralnog puta (rural route box) ili sanduci¢ ugovo-
renog puta autoceste (highway contract route box). Na primjer ako je 90210-9049-01 kod
mjesta dostave, mjesto dostave je 01, a znamenku provjere d racunamo na sljedec¢i nacin:
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=¥
Il

—(9404+2+1+0+94+04+4+9+0+1) (mod 10)
—35 (mod 10) =5 (mod 10).

Znamenka provjere iznosi 5, a bar-kod za kod mjesta isporuke je prikazan na slici 14.

Primjer koda mjesta dostave

ol ol o
9 0 2 1 019 0 4 910 1 5

mjesto

d Okvirni
ostave

stupac

5-znamenkKasti + 4 koda
postanski broj

Okvirni
stupac

Znamenka
provjere

Slika 14. Bar-kod postanskog broja

4.5 ISBN

Pojavom rac¢unala izdavaci knjiga poceli su razmisljati o tome kako stvoriti efikasan racunalni
sustav koji bi na jedinstven i jednostavan nacin identificirao broj izdanih knjiga. Osmisljen
je sustav ISBN (International standard book number) kojeg su u Ujedinjenom Kraljevstvu
1968. godine predstavili J.Whitaler & Sons., a godinu dana kasnije R.R Bowker Company
ISBN sustav je predstavio u SAD-u. Od 1972. godine gotovo sve izdane knjige u svijetu
imaju jedinstveni ISBN broj.

ISBN se prvo sastojao od 10 znamenaka podijeljenih u 4 dijela: prva znamenka je oznacavala
govorno podrucje drzave u kojoj je izdana (0 englesko govorno podruéjeE], 1 ostale drzave),
sljedece dvije znamenke su oznacavale izdavaca knjiga, zatim sljedec¢ih 6 znamenki kod knjige
koje je odredio izdava¢ i na kraju znamenka provjere d, 0 < d < 9 i X oznacava 10,
racunala se na nacin: d = —(x1, 9, ...,29)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11), gdje x1, ..., 9
oznacavaju prvih devet znamenki ISBN broja.

Primjer 4.4. Koriste¢i ISBN shemu kodiranja, treba izracunati znamenku provjere d ako
je prvih devet znamenki 0 — 19 — 28004 — 1 (The Concise Dictionary of Mathematics, C.
Clapham, 2ed edition, Oxford University Press, 1996.).

Rjesenge.

d=—(z1,29,...,29)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
~(0,1,9,2,8,0,0,4,1) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
—(0-10+1-949-84+2-7+8-6+0-5+0-4+4-3+1-2) (mod 11)
—157 (mod 11) =8 (mod 11).

! Australija, Engleski govorni dio Kanade, Novi Zeland, Juznoafricka republika, Velika Britanija, Sjedi-
njene Americke Drzave i Zimbabve.
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Dakle, znamenka provjere je 8 i ISBN je 0-19-280041-8.

ISBN shema kodiranja s 10 znamenki je otkrivala sve greske zamjene jedne znamenke. Pret-
postavimo da je d; zamijenjena s d; (d; # d}). Tezinske sume znamenke provjere bi se tada
razlikovale za k(d; — d}), za 2 < k < 10. Buduéi da je 11 prost broj, tada su ki 11 relativno
prosti brojevi i d; — d; # 0, k - (d; — d) nikad neée biti djeljivo s 11.

Takoder je otkrivala sve greske zamjene dvije uzastopne znamenke. Ukoliko zamijenimo dvije
znamenke d; s d; (d; # d;) tada ¢e se tezinske sume razlikovati za (d; — d;)(k — (kK — 1)) =

Kako bi se uskladio ISBN broj s EAN-13 2001. godine povec¢an je broj znamenki s 10 na
13, dodavanjem prefiksa 978 ispred devetoznamenkosatog [ISBN broja i izracunavanjem nove
znamenke provjere po pravilima EAN-13 koda. Od 1. sijecnja 2007. ISBN agencije omogucuju
samo dobivanje ISBN 13 identifikacijskog broja, a desetoznamenkasti ISBN vise ne vrijedi.

Primjer 4.5. Koriste¢i EAN-13 shemu kodiranja, treba izracunati znamenku provjere d ako
je prvih dvanaest znamenk: 978 — 019 — 280041.

Rjesenge.

d=—(z1,%s,...,712) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
—(9,7,8,0,1,9,2,8,0,0,4,1) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
—(94+214+8+34+49+6+8+12+1) (mod 10)

—99 (mod 10) =1 (mod 10).

ISBN 13 je 978-019-280041-1.

4.6 Broj vozacke dozvole

U Sjedinjenim Americkim Drzavama, metoda koja se koristi pri odredivanju broja vozacke
dozvole varira od savezne drzave do savezne drzave. Neke savezne drzave koriste metodu pro-
vjere znamenaka kada dodjeljuju broj vozacke dozvole kako bi otkrili krivotvorine ili greske.
Na primjer, savezna drzava Utah dodjeljuje osmoznamenkasti broj dyds . .. dg u sekvencijal-
nom poretku i onda slijedi znamenka provjere dy definirana dy = 325 (10 — i)d; (mod 10).
Americko Kemijsko Drustvo koristi isti princip pri registriranju kemikalija, dok Kanadska
provincija Newfoundland koristi skoro identicnu shemu za vozacke dozvole.

Primjer 4.6. I[zracunati znamenku provjere dy u vozackoj dozvoli u saveznoj drzavi Utah
ako je osmoznamenkasti broj 14921994.
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Rjesenge.

8
dy Z (10 — 1) (mod 10)

= (9 8,7,6,5,4,3,2) - (1,4,9,2,1,9,9,4) (mod 10)
=(9+32+63+12+5+36+27+8) (mod 10)
=192 (mod 10) =2 (mod 10).

Cijeli broj vozacke dozvole iznosi 149219942.

Primjetimo da ova metoda kao i metoda ISBN 10 otkriva sve greske zamjene jedne znamenke
i greske zamjene dviju uzastopnih znamenki.

Pri dodjeljivanju broja vozackih dozvola mogu se koristiti i kompliciranije metode znamenke
provjere, kao $to neke savezne drzave i Cine. Arkansas, Novi Meksiko i Tennessee dodaju
znamenku provjere dg na sedmeroznamenkasti broj dids . .. d; definiranu na nacin:
Neka je

x=—(d1,dy,...,d7)(2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)

Tada
1, akojex =0
dg =< 0, ako je x =10
T, inace

Vermont koristi istu shemu, osim kada je x = 0, koristi se slovo A kao znamenka provjere.

Primjer 4.7. Ako je sedmeroznamenkasti identifikacijski broj vozacke dozvole, u saveznoj
drzavi Tenneesse, jednak 0243579, odredite znamenku provjere ds.

Rjesenge.
r=—(dy,dy,...,d7)-(2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
=—(0,2,4,3,5,7,9) - (2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)

04+ 14+24+15+20+21+18) (mod 11)
=192 (mod 11) =2 (mod 11).

Kako je x = 9, tada je dg = 9 i cijeli broj vozacke dozvole je 02435799.

Primjetimo takoder da ova metoda provjere znamenke otkriva sve greske zamjene jedne
znamenke, i hvata sve greske zamjene dva uzastopna broja, ukoliko se zamjene prve dvije
znamenke d; i dy, tada (do — dy)(7 —2) = 5(de — dy), 51 11 su relativno prosti.
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Pri konstruiranju identifikacijskih brojeva ponekad se koriste i egzoticne sheme kodiranja.
Tako, na primjer, Norveska koristi shemu dvije znamenke provjere pri dodijeli registracijskog
broja svojim gradanima. Registracijski broj se sastoji od jedanaest znamenki dq, ds, ..., d11,
gdje zadnje dvije znamenke su znamenke provjere i racunaju se na sljede¢i nacin:

le = _(dla d27 SR dg) : (37 77 67 1a 87 9747 5’ 2) (mOd 11)

dll = —(dl, dQ, ceey le) : (5, 4, 3, 2, 7, 67 5, 47 3, 2) (mod ]_1)

Registracijski brojevi kojima je dyq ili di; jednaka ”10” nisu dodijeljeni.
Primjer 4.8. Registracijski broj u Norveskoj pocinje s devetoznamenkastim brojem 051268214.
Treba izracunati dvije znamenke provjere u identifikacijskom broju.

Rjesenge.

Prvo éemo izracunati dqg:

dyg = —(di,do,...,dg) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
—(0,5,1,2,6,8,2,1,4) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
—(0+35+6+24+48+72+8+5+8) (mod 11)
= —184 (mod 11) =3 (mod 11).

Druga znamenka provjere dy; je:

d11 dl,dg,...,dl()) : (5,4,3,2,7,675,4, 3,2) (HlOd 1].)

—(
—(0,5,1,2,6,8,2,1,4,3) - (5,4,3,2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
—(
—1

0+20+34+4+42+48+10+4+1246) (mod 11)
49 (mod 11) =5 (mod 11).

Dakle dvije znamenke provjere su 3 i 5, i stoga je identifikacijski broj 05126821435.

Takoder se moze provjeriti je li identifikacijski broj ispravan.

Primjer 4.9. Provjerite da li je 06516330708 ispravan norveski identifikacijski broj.
Rjesenge.

Treba provjeriti znamenke 0 i 8. Prvo provjeravamo znamenku 0.

dip = —(0,6,5,1,6,3,3,0,7,3) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
=—-(0+424+304+44+48+27+124+0+14) (mod 11)
= —177 (mod 11) =10 (mod 11).
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Dakle dyy je trebala biti 0, no medutim ona iznosi 10, a identifikacijski brojevi kojima je
znamenka provjere 10 nisu ni dodjeljivani, stoga ovo nije ispravan identifikacijski broj u
Norveskoj.

Ova metoda otkriva sve greske zamjene jedne znamenke i sve greske zamjene dvije uzastopne
znamenke.

4.7 Identifikacijski broj vozila

Ranih 80-tih godina proslog stolje¢a automobilima i kamionima proizvodaci su poceli dodje-
ljivati jedinstvene identifikacijske brojeve vozila (VIN). VIN se tipi¢no sastoji od 17 alfanu-
merickih simbola (tj. slova engleske abecede ili znamenki), te sadrzi kodirane informacije za
zemlju u kojoj je vozilo napravljeno, proizvodaca, vrstu vozila, tip karoserije, tip motora,
seriju, sigurnosni sustav, liniju vozilu, znamenku provjere, godinu modela, kod tvornice i
redni broj tvornice.

WAUAC48H24K049124

znamenka provjere ‘
tip karoserije

Slika 15. Identifikacijski broj vozila za Audi A4 iz 2004. godine []

Znamenka provjere se nalazi na devetom mjestu (nije smjestena na kraj, nego u sredini). Za
izracunavanje dgy koristi se sljedec¢i algoritam:

e Pretvori slova A do Z u brojeve prema tablici 1. Koriste se sva slova i brojevi, osim
slova I, O i Q. To daje broj dids ... dy . ..dr.

Tablica 1:
A:1 B:2 C:3 D:4 E:5 F:6 G:7 H:8 N/A
J;1 K:2 L:3 M:4 N:5 N/A P:7 N/A R:9
S:2 T:3 U:4 V:5 Wi6 X:7 Y:8 Z:9

e Dodijeli tezine 8,7,...,2,10,9,...,2 na pozicije dids . . .dy . .. di7, svakom posebno.

e Izracunaj najmanji nenegativni ostatak r = (dids ... dy ... d17)-(8,7,...,2,10,9,...,2)
(mod 11).

2Generiran pomoéu http://randomvin.com/.


http://randomvin.com/
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e Znamenka provjere je jednaka:

de — r,akoje 0 <r <10
7 1 X, inace

Algoritam ¢emo demonstrirati na sljedeéem primjeru.

Primjer 4.10. [zracunati znamenku provjere identifikacijskog broja vozila W AU ACASH —
4K049124.

Rjesenge.
Prvo treba pretvoriti slova iz VIN u numericki kod:

VIN: W A U A C 4 8 H - 4 K 0 4 9
numerickikod 6 1 4 1 3 4 8 8 - 4 2 0 4 9 1 2 4

Vertikalno poredamo svaki numericki kod s odgovaraju¢om tezinom:

numericki kod 6

1 413 48 8 - 420491
Tezina: 8 7 6 5 4 3 2 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Sada treba izracunati tezinsku sumu r modulo 11:

r=6-8+1-7+4-6+1-5+3-4+4-3+8-2+8-10+4-9

+2:-840-T+4-6+9-5+1-4+2-3+4-2 (mod 11)
=48+7+24+5+12+124+16+80+36+16+0+24+45+4+6+8 (mod 11)
=343 (mod 11) =2 (mod 11).

Kako je 0 < 2 < 10, znamenka provjere je 2.
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5 Problem p-kraljica

Veoma poznat problem i u matematici i u racunarstvu je problem n-kraljica, gdje je ideja
postaviti n-kraljica na n x n Sahovsku plocu na takav nacin da se one medusobno ne napa-
daju. U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se kongruencije mogu primjeniti za rjesavanje
postavljanja p-kraljica na p x p Ssahovsku plocu, gdje je p prost broj veéi od 3.

Problem p-kraljica se rjeSava tako da se se kraljice postavljaju redak po redak. Definira se
funkcija f(7) koja oznacava poziciju (indeks stupca) od i-te kraljice, gdje je 1 <i < p.
Rekurzivna definicija od f dana je na sljedec¢i nacin:

£(0) =0
fiy=fi-n+ (M) uodp) wdiee1<i<y
fp)=p

Rjesavanjem rekurzivne definicije, pomocu iteracija, dolazi se do eksplicitne formule za f(7)
koja glasi:

ﬂwz(p§ﬁ¢<mwpx sdje je 1 <1< p, 1)

gdje f(i) predstavlja najmanji ostatak od (p+1)i/2 modulo p, a ostatak 0 je interpretiran s p.

Teorem 5.1. Funkcija f je injekcija.

Dokaz. Neka su ¢ i j najmanji ostaci modulo p takvi da je

Tada

e o

Kako je ((p+1)/2,p) = 1, slijedi da je i = j (mod p). Ali i1 j su najmanji ostatci modulo
p, dakle 1 = 7.
[

Bududi da je funkcija f injekcija, ona dodjeljuje u svaki redak i svaki stupac to¢no jednu
kraljicu, kao Sto pokazuje sljedeca tablica.
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Tablica 2: Problem 7-kraljica
W1 2 3 4 5 6 7

Q

Q

O T W N
O

Q

Idu¢i teorem dokazuje da ovako postavljene kraljice ne napadaju jedna drugu, Sto nam je
preostalo dokazati.

Teorem 5.2. Ne postoje duvije kraljice smjestene na p X p sahovsku plocu prema raspodijeli
f koje napadaju jedna drugu.

Dokaz. Kako svaki stupac i svaki redak sadrzi tocno jednu kraljicu, ne postoje dvije kraljice
koje napadaju jedna drugu preko retka ili stupca. Dakle dovoljno je pokazati da se ne mogu
napasti preko bilo koje jugoistocne ili sjevernoistocne dijagonale.

Za svaku sjeveroistocnu dijagonalu, suma ¢ + j od indeksa retka 7 i stupca j je konstanta k,
gdje je 2 < k < 2p. Ocito, trebamo samo gledati dijagonalu, gdje je 3 < k <2p — 1.
Pretpostavimo da imamo dvije takve kraljice na pozicijama (iy, j;) i (i2,72). Onda

iy = (5 (mod )

i = ()i (mod )

2

Prema tome,

jlz(pgl)z‘l (mod p) i jzz(p“)z'z (mod p). @)

gdje je iy + j1 = k = is + jo. Tada imamo

. . +3\.
zl+j15<p2 )zl (mod p).

Odatle je,

Sli¢no,
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Te dvije kongruencije povlace da je (p+3)i1/2 = (p+3)iz/2, dakle i; (mod p) =iy (mod p),
zbog (p, (p + 3)) = 1. Dakle iy = is, jer su najmanji pozitivni ostaci modulo p. Tada, po
kongruenciji , 71 = Jja2. Dakle, ne postoji sjeveroistocna dijagonala koja sadrzi dvije
kraljice.

Kako bi pokazali da ne postoji jugoisto¢na dijagonala koja sadrzi dvije kraljice, primjetimo
da za svaku takvu dijagonalu i — j je konstanta [, gdje je 1 —p <1 < p— 1. O¢ito mozemo
pretpostavitil #1 —pil #p— 1.

Pretpostavimo da jugoistoéna dijagonala sadrzi dvije kraljice na poziciji (i1,71) 1 (42, j2)-
Tada

iy = ("5 )i (modp)

2
F(i) = (p-; 1) (mod p).
Odnosno,
g1 = (p;—l)il (mod p) i jo= (p—;—l)zé (mod p). (3)

GdJe 7:1 - jl == ig - jg. Tada

. . ) +1Y.
n—n=u-— <p )21 (mod p)

Na slican nacin bi dobili 1

| = <p-51)2,2 (mod p).

Te dvije kongruencije pokazuju i; = is, jer ((p + 1)/2,p) = 11 4 i iy su najmanji ostatci
modulo p. Po kongruenciji (3|) j; = jo, dakle niti jedna jugoistocna dijagonala ne sadrzi dvije
kraljice.
Iz toga slijedi, da ne postoje dvije kraljice na p X p Sahovskoj plo¢i koje napadaju jedna
drugu.

O
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Algoritam za postavljanje p-kraljica na p x p Sahovsku plocu

e Postavi prvu kraljicu u stupac (p+1)/2. U svaki sljedeéi redak, u pomaku za (p+1)/2
polja (modulo p) u smjeru kazaljke postavi kraljicu na dobiveno polje i nastavi tako
sve dok kraljica nije postavljena u svaki redak.



32

6 Round-robin turnir

U svijetu sporta, cesto se timovi i igraci rasporeduju u skupine po n na takav nacin da svaki
tim igra sa svakim drugim timom to¢no jedanput. Turnir koji se odigrava prema takvom
rasporedu se naziva round-robin turnir, te ¢emo pokazati kako se sastavlja raspored za takav
turnir. Pretpostavimo da imamo n timova, oznac¢imo ih s 1 do n. Turnir se moze predstaviti
potpunim grafom s n vrhova, gdje svaki vrh predstavlja tim i svaki brid spojen s vrhovima
1 1 j predstavlja utakmicu izmedu timova 7 i j.

Na primjer na slici 16. je prikazan round-robin turnir s pet timova.

Slika 16. Round-Robin turnir s pet timova

Neka g,, oznacava broj utakmica koji ukupno n timova odigra u round-robin turiniru. Moze
se prikazati rekurzivno:

g1 =0
gn =01+ (n—1), n>2

Rjesavanjem rekurzivne relacije, dobivamo

Na primjer, pet timova ¢e igrati 10 utakmica.

Kongruencija se moze upotrijebiti za sastavljanje rasporeda turnira po skupinama. Ako
imamo paran broj timova, svaki tim moze igrati s drugim timom, ali ako je broj timova
neparan tada nemaju svi timovi par, dakle jedan tim je slobodan u tom kolu. Dakle, kadgod
je n neparan, dodajemo jedan umjetni tim X, ako tim igra s timom X u nekom kolu, to znaci
da je slobodan u tom kolu.

Neka ¢(1, ) oznacava tim koji igra u kolu ¢ s timom j. Ako je g(i,7) = j, tim j je slobodan
u tom kolu. Definiramo g s
g(i,j) =i—j (mod p)

gdje se 0 modulo p oznacava s p.
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Na primjer, neka je p = 5. Tada ¢g(1,1) = 0 (mod 5), dakle g(1,1) = 5, ¢g(1,2) = —1
(mod 5), odnosno ¢(1,2) = 4, ¢(1,3) = —2 (mod 5), tj. ¢(1,3) = 3, tim 3 je slobodan u
prvom kolu. Tako nastavimo dalje i dobijemo raspored za turnir po skupinama za 5 timova,
prikazan u tablici 3.

Tablica 3: Raspored po skupinama za 5 timova

Tim j
Kolo 7 1 2 3 4 g
1 5 4 slobodan 2 1
2 slobodan 5 4 3 2
3 2 1 5 slobodan 3
4 3 slobodan 1 5 4
5 4 3 2 1 slobodan

Preostaje dokazati da ovako definirana funkcija g konstruira raspored po skupinama.
Teorem 6.1. Tocno je jedan tim slobodan u svakom kolu.

Dokaz. Pretpostavimo da su timovi j; i jo slobodni u kolu . Tada
gli,j1) =j1 (modp) i g(i,j2) =j2 (mod p).

Slucaj 1. Ako je i = j;, onda i = j; = p. Zato $to g(i,J2) = jo, i — Jo = jo (mod p). Iz
toga slijedi

p—Jj2=j2 (modp)
2j =0 (mod p)
Jj2=0 (mod p).

Odnosno j, = p. Dakle j; = js.

Slucaj 2. Ako i # ji, onda g(i,71) =1 — ji (mod p) = j; (mod p), stoga i = 2j; (mod p).
Ako i = j onda ¢(i,j2) =i (mod p) = p (mod p). Tada p = 2j; (mod p), dakle 2j; = 0
(mod p). To znaci j; =0 (mod p) ili j; = p. Tada je i = 2p (mod p) = 0 (mod p) iz ¢ega
slijedi da je + = p. Dakle tada bi imali ¢ = j;, Sto nije moguce.

Dakle i # j,. Iz toga slijedi ¢(7,j2) = i — 72 (mod p) = jo (mod p). To povlaci i = 2j,
(mod p) i imamo

2j1 = 2j,  (mod p)
Jj1 =jo (mod p).

Zbog toga je j1 = jo, jer su oni najmanji ostaci modulo p.
U oba slucaja j; = jo, Sto znaci da je to¢no jedan tim slobodan u svakom kolu. O
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Tim koji ¢e biti slobodan u odredenom kolu identificira se pomocu sljedec¢eg teorema.
Teorem 6.2. ¢(i,j) = j (mod p) ako i samo samo je j = (Z1)i (mod p).

Dokaz. Pretpostavimo g(7,j) = j (mod p).

Ako je i = j , tada je g(i,7) = p (mod p) i iz toga slijedi i = j = p = 0 (mod p). Stoga,
j=(p+1)i/2 (mod p).

Ako i # j, tada g(i,j) =i — j (mod p). Zatim

i—j=j (mod p).

Sto znaéi
i=2j (mod p).
Dakle, (p+1)i/2=(p+1)2j/2=pj+j =7 (mod p).
Prema tome, u oba slucaja, tim j je slobodan u kolu i ako je j = (p + 1)i/2 (mod p).
Sada pretpostavimo da je j = (p+ 1)i/2 (mod p). Tada imamo

A

(mod p)
>z’ (mod p) = (1;]9)@ (mod p)

2
) (mod p) =j (mod p).

g9(i,j) =i

("

Dakle tim 5 ¢e biti slobodan u kolu 4.

Sljedeci teorem pokazuje da g rasporeduje svaki tim to¢no jednom u svakom kolu.
Teorem 6.3. Funkcija g je injekcija.

Dokaz. Pretpostavimo ¢(i,j1) = g(i,7j2). Onda je i — j1 =i — jo (mod p), i vrijedi j; = jo
(mod p). Dakle, j; = jo (mod p) te slijedi da je g injekcija. O

Iz teorema [6.1], [6.2] i [6.3] slijedi da funkcija g na jedinstven nacin odreduje protivnike tima
j u svakom kolu i, gdje 1 <, j > p. U kolu 1, tlm j je slobodan ako j = (zil)z (mod p).
Zanimljivo je da je to upravo ista vrijednost od (|1|) iz proslog poglavlja na koju se postavlja
i-ta kraljica, gdje je 1 < ¢ < p. Dakle, tim koji je slobodan u i-tom kolu u round-robin
rasporedu bi se nalazio na istom polju na kojem se pojavljuje kraljica @) u redu i na p x p
sahovskoj ploci.

Mozemo upotrijebiti funkciju g kako bi modificirali algoritam p-kraljica za dobivanje algo-
ritma za raspored turnira s p timova, p > 3.



35

Algoritam za izradu rasporeda igranja po skupinama za p timova

e Staviti prvi slobodan tim u stupac (p 4+ 1)/2, sljedeéi red sa slobodnim timom se
popunjava u smjeru kazaljke na satu pomakom za (p+1)/2 gdje se postavlja slobodan
tim u polje prema dobivenom rezultatu. Nastaviti tako dok slobodan tim nije u svakom
redu.

e Pocevsi s prvim poljem u redu odbrojavaju se brojevi i upisuju u praznu celiju kako bi
se odrzala permutacija p,p — 1,...,...2,1 (preskociti polje u kojoj je slobodan tim).
Kako bi se popunili svi redovi kruzno permutirajte brojeve na desno u sljededi red.

Ako broj timova n, nije prost broj, timovi se uparuju u k kola, na sljedeci naéinE]: tim i(#£ n)
igra protiv tima j(# n) ako je i+ j = k (mod n — 1), gdje je i # j. Tako se rasporeduju svi
timovi osim n i 4, gdje je 2i = k (mod n —1). Linearna kongurencija 2i = k (mod n—1), po
korolaru ima jedinstveno rjesenje kada je (2,n —1) = 1, dakle tim 7 i tim n igraju u kolu
k. Ista se procedura primjenjuje sa svim ostalim timovima u svim kolima. Promotrimo na
primjeru tima ¢, gdje je 1 < ¢ < n. S obzirom da je ¢ jedinstveno rjesenje kongurencija 2i = k
(mod n — 1), timovi ¢ i n igraju zajedno, slijedi da tim n igra n — 1 razli¢itih utakmica. Ako
pretpostavimo da tim ¢ i tim j igraju zajedno dva razlicita kola k i k' tada je i + j = k
(modn—1)ii+j =k (modn— 1), sto znaci da je k = k' (mod n — 1), odnosno timovi
¢ 1 j se ne susrecu u dva razli¢ita kola. Dakle svaki od prvih n — 1 timova igra to¢no n — 1
utakmica, a dva tima ne igraju dva puta zajedno, tj. svaki tim igra to¢no n — 1 utakmica.
Tim n takoder igra n — 1 utakmica.

Primjer 6.1. Napravite raspored po skupinama za Sest timova.

Rjesenge.
Imamo Sest timova, koje oznac¢imo s 1, 2, 3, 4, 51 6. Imamo paran broj timova tako da svaki
tim moze igrati u svakom kolu.

Jedinstveno rjesenje kongruencije 2i = 1 (mod 5) je 3, (2,5) = 1. Iz toga slijedi da tim 3
igra s timom 6 u prvom kolu.

Tim 1 igra s timom j ako i +j = k (modn —1) = 14+ j = 1 (mod 5), odnosno tim 1
igra s timom 5.

Tim 2 igra timom 2 4 j =1 (mod 5), odnosno tim 2 igra s timom 4.

U drugom kolu kongruencija ima jedinstveno rjesenje za i = 1, (2,5) = 1. Tim 1 u drugom
kolu igra s timom 6.

Tim 2 igra s timom 2 4 j = 2 (mod 5), odnosno igra s timom 5.

Tim 3 igra s timom 3 + j = 2 (mod 5), tj. igra a timom 4.

<

<

U treéem kolu rjesenje kongruencije 2i = 3 (mod 5) je 4, (2,5) = 1, tim 4 igra s timom
6.

3metoda koju je razvio J.E. Freund, 1956.
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(mod 5), odnosno igra s timom 2.
(mod 5), tj. igra s timom 5.

Tim 1 igra s timom 1+ 5 =3
Tim 3 igra s timom 3+ j =3
U cetvrtom kolu jedinstveno rjesenje od 2i = 4 (mod 5) je 2, (2,5) = 1, tim 2 igra s ti-
mom 6.

Tim 1 igra s timom 1+ j =4 (mod 5), tj. igra s timom 3.

Tim 4 igra s timom 4 + 7 = 4 (mod 5), tj. igra s timom 5.

U zadnjem petom kolu jedinstveno rjesenje kongruencije 2i = 5 (mod 5) je 5, dakle tim
5 igra s timom 6.

Tim 1 igra s timom 1+ j =5 (mod 5), tj. igra s timom 4.

Tim 2 igra s timom 2 + 7 =5 (mod 5), tj. igra s timom 3.

Tablica 4: Raspored 6 timova po skupinama

Tim j
Kolo i 1 2 3 4 5 6
1 5> 4 6 2 1 3
2 6 5 4 3 2 1
3 21 5 6 3 4
4 3 6 1 5 4 2
) 4 3 2 1 6 5
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7 Perpetual kalendar

Ideja ovog poglavlja je odrediti dan u tjednu za bilo koji datum u bilo kojoj godini. Svakih
sedam dana dolazi isti dan, pa da bi se mogla provesti ideja primjenjuje se modul 7. Prvo
slijedi povijest razvoja kalendara.

Prema legendi, oko 738. godine pr. Kr. osniva¢ Rima Romul je predstavio kalendar koji
se sastojao od 304 dana i 10 mjeseci i nije obuhva¢ao 61 zimskih dana. Taj kalendar nije
bio dugo u upotrebi jer se nije slagao s godisnjim dobima, pa je nasljednik Romula Numa
Pompilias oko 700 pr. Kr. reformirao kalendar dodavanjem dva mjeseca i produzio godinu
na 355 dana. No medutim niti taj kalendar nije pratio godisnja doba, odnosano postojala
su odstupanja. Bio je u upotrebi do 46. pr. Kr. kada je car Julije Cezar predstavio novi
Julijanski kalendar. Napravljen je na aproksimaciji da Zemlji treba 365 dana i 6 sati da se
okrene oko Sunca. Prosje¢no bi godina trebala imati 365.25 dana pa se svake 4 godine uvela
prijestupna godina s 366, koji se dodavao na veljacu koja je tada bila zadnji mjesec u godini.
No medutim Zemlji treba 365 dana 5 sati, 48 minuta i 46 sekundi da se okrene oko Sunca,
pa se pojavio visak od 11 minuta i 14 sekundi u kalendaru svake godine. Kroz 128 godina
tih 11 minuta ¢ine jedan dan. Do 16. stolje¢a Julijanski kalendar je imao 10 dana viska.
Astronomi Christopher Clavius i Aloysius Giglio su na zahtjev pape Grgura XIII. u listo-
padu 1582. godine predstavili novi kalendar koji je trebao ispraviti greske staroga. Greska
od 10 dana je ispravljena izbacivanjem 10 dana u listopadu 1582. (5.10. postao je 15.10.).
Stoljetne godine su prijestupne ako su djeljive s 400, a obi¢ne godine su prijestupne ako su
djeljive s 4 (1900. godina nije bila prijestupna, a 2000. godina je prijestupna). Gregorijanski
kalendar je sad opceprihvacen u svijetu, ali se jos uvijek razlikuje od sunceve godine, trajanje
Gregorijanske godine je 365.2425 dana, a stvarna sunceva godina (okret Zemlje oko Sunca)
traje 365.2421897 dana. To znaci gresku od 3 dana svakih 10000 godina.

Cilj je odrediti dan u tjednu d, za bilo koji dan, mjesec i godinu prema Gregorijanskom
kalendaru. Prva stoljetna prijestupna godina je bila 1600., 18 godina poslije predstavljanja
Gregorijanskog kalendara. Treba razviti formulu koja obuhvac¢a godine poslije 1600. Kako
je prijestupana godina dodana u veljaci, nova godina ¢e se u formuli racunati od 1. ozujka
(sijecanj ¢e se racunati kao jedanaesti mjesec u godini, a veljaca kao dvanaesti).

Brojevima od 1 do 12 oznacit ¢e se mjeseci u godini od ozujka do veljace, 1 < m < 12.
Brojevima od 0 do 6 ¢emo oznaciti dane u tjednu od subote do nedjelje 0 < d < 6, s r dan
u mjesecu 1 < r < 31.

Neka d, oznacava dan u tjednu od 1. ozujka (prvi dan godine) u godini y, y > 1600.

Ako imamo 365 dana u godini, 365 = 1 (mod 7), d, se razlikuje od d,_; za jedan ako nije
prijestupna ili za dva ako je prijestupna godina odnosno:

Q- dy—1 + 1, ako y nije prijestupna
Y| dy-1+ 2, inace

Za izracunavanje d, od dieoo treba znati broj prijestupnih godina [ poslije 1600.
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Neka je y dana godina. Broj prijestupnih godina | izmedu 1600. i dane godine y (ukljucujuci
y) dan je formulom:

l=|y/4] — |y/100| + |y/400| — 388.
(Neka su a i b pozitivni cijeli brojevi. Tada je broj pozitivnih cijelih brojeva koji su < a i
djeljivi s b jednak |a/b|.)
Dokaz. Neka je n godina za koju vrijedi 1600 < n < y. Dokaz se sastoji od nekoliko koraka:

e Treba naci broj godina n koje su djeljive s 4.
Neka je 4n; takva godina, onda 1600 < 4n; < y, odnosno 400 < n; < y/4. Znadi da
postoji ny; = |y/4] — 400 takvih godina.

e Treba pronaci broj od godina stoljeca koje su djeljive s 100.
Neka je 100n, takva godina, onda 1600 < 1001y < y, odnosno 16 < ny < y/100. Znadi
da postoji ny = |y/100] — 16 takvih godina.

e Treba pronaci broj od godina stoljeca koje su djeljive s 400.
Neka je 400n3 takva godina, onda 1600 < 400n3 < y, odnosno 4 < ng < y/400. Znaci
da postoji ng = |y/400] — 4 takvih godina.

e Dakle:

l=n1—ns+ns
l=ly/4] — 400 — |y/100] + 16 + |y/400] — 4
l=|y/4] — |y/100] + |y/400| — 388.

Iz teorema o djeljenju s ostatkom je
y = 100C + D,
gdje je C broj stoljeca, a 0 < D < 100 ostatak i vrijedi:
C =|y/100] i D=y (mod 100).
Tada slijedi

I = [(100C + D)/4] — [ (100C + D)/100] + [(100C + D)/400] — 388
= |25C + D/4| — |C + D/100] + |C/4 + D/400| — 388
=25C+ |D/4]| — C + |C/4] — 388, zbog toga sto je D < 100
=24C + |D/4| + |C/4] — 388
=3C+ |C/4] +|D/4] —3 (mod 7).
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Zbog toga je

d, = digoo + (1 dan za svaku godinu poslije 1600.)
+ (1 dan za svaku prijestupnu godinu poslije 1600.) (mod 7)
= d1600 + (y — 1600) +1 (mod 7)

Uvrstavanjem y = 100C' + D il =3C + |C/4] + |D/4] — 3 (mod 7) dobiva se

d, = digoo + (100C + D — 1600) + (3C + |C/4] + | D/4] —3) (mod 7)
= digoo + (2C+ D —4+3C —-3)+ [C/4] + |[D/4] (mod 7)
= digoo +5C + D+ |C/4| + | D/4] (mod T7)
= digoo —2C + D+ |C/4] + |D/4] (mod 7).

Da bi se odredio d,,, odnosno, dan 1. ozujka u godini y treba znati i koji je dan bio 1. ozujak
1600., odnosno treba znati dig99. Da bi to izrac¢unali iskoristit ¢emo takoder tu formulu za
odredivanje dig00-

Treba znati jedan poznati dan za 1. ozujka neke godine, ove godine je 1. ozujka 2016. bio
utorak, odnosno d, = 2. Za y = 2016, C' = [2016/100] =201 D =161id, = 2 je:

disoo = 2 +2-20 — 16 — [20/4] — [16/4] (mod 7)
=92440-16—5—4 (mod 7)
=17 (mod 7) =3 (mod 7).

1. ozujak 1600. godine je bio srijeda. Sada vra¢anjem dig00 u formulu za d, dobije se
dy=3-2C+D+ |C/4| + [D/4]. (4)

Sada se moze odrediti dan za 1. ozujka bilo koje godine. Ova formula se treba prosiriti
kako bi mogli odrediti dan za bilo koji dan i bilo koji mjesec. Kako bi se to ostvarilo treba
znati za koliko se dana prvi u mjesecu pomice u odnosu na prethodni mjesec modulo 7.
Prvi u mjesecu u odnosu na prvi u mjesecu prethodnog mjeseca se pomice za dva dana ako
je prethodni mjesec imao 30 dana, odnosno ako je prethodni mjesec imao 31 dan onda se
pomice 3 dana unaprijed (30 =2 (mod 7) 131 =3 (mod 7)). Tocnije:
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1. travanj u odnosu na 1. ozujak: 3 dana
1. svibanj u odnosu na 1. travanj: 2 dana
1. lipanj u odnosu na 1. svibanj: 3 dana

1. srpanj u odnosu na 1. lipanj: 2 dana

1. kolovoz u odnosu na 1. srpanj: 3 dana
1. rujan u odnosu na 1. kolovoz: 3 dana

1. listopad u odnosu na 1. rujan: 2 dana
1. studeni u odnosu na 1. listopad: 3 dana
1. prosinac u odnosu na 1. studeni: 2 dana
1. sijecanj u odnosu na 1. prosinac: 3 dana
1. veljace u odnosu na 1. sijecanj: 3 dana

Ako se zbroje ti dani dobije se 29. Dakle prosje¢no povecanje broja dana prvog u mjesecu
u odnosu na prethodni prvi je 29/11 = 2.6, to je promatrao Christian Zeller i uocio da se
funkcija f(m) = |2.6m—0.2] —2 moze upotrijebiti za mjesece m od 2 do 12. Ako pogledamo,

F5) = F(4) = (|2.6-5] —02) —2) — (|2.6 -4 — 0.2] — 2)
= ([13-02]) = (|104—02]) —2=12— 10 = 2.

To je povecanje od 3 dana od 1. ozujka mjeseca 4 (lipnja) do 1. ozujka mjeseca 5 (srpnja).
Pomocu sada se moze izracunati prvi u mjesecu za bilo koji mjesec i on je dan s:

d=d,+[26m—02]—2 (mod7)
=3-2C+D+ |C/4| +|D/4] + [2.6m —0.2] =2 (mod 7)
=1+ 1[26m—02]3-2C+ D+ |C/4| + |D/4| (mod 7).

Jos treba samo pronadi formulu za r-ti dan mjeseca m i ona glasi:
d=d+(r—1) (mod7)=r+[26m—0.2] —2C+ D+ |C/4|+ |D/4] (mod 7). (5)

I na taj nacin smo dobili formulu koja omogué¢ava odredivanje dana u tjednu za bilo koji
datum prema Gregorijanskom kalendaru.

Primjer 7.1. Odredite koji ée dan u tjednu biti na 12. sijecanj 2125.
Rjesenge.
Budu¢i da je prvi dan u godini 1. ozujak, zadnji je 28. ili 29. veljace, stoga je sijecan]

2125. zapravo jedanaesti mjesec 2124. Znaci y = 2124, C =21, D =24, m = 11ir = 12,
kada se to ubaci u formulu (5)) dobiva se

d=12+[2.6-11—0.2] —2-21 + 24+ [21/4] + [24/4] (mod 7)
= 12428 42+24+54+6 (mod7)
=5 (mod 7).

Zmaci 12. sijecanj 2125. ¢e biti u petak.
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8 Zakljucak

Jedna od najstarijih grana matematike je teorija brojeva, a dio teorije brojeva je teorija
kongruencija.

Kongruencija kao jednostavna ideja pronalazi siroku primjenu te ponekad nismo ni svjesni
njene primjene u svakodnevnom zivotu. Gledajuéi na sat ili sjetivsi se dana u tjednu pri-
mjenjujemo kongruenciju. Takoder i prije nego smo znali njenu definiciju koristili smo ju i
u osnovnoj skoli pri odredivanju kada je neki broj djeljiv s nekim drugim brojem.

Razvojem tehnologije i sve ve¢im brojem proizvoda i usluga trebalo se pronaéi jednostavan i
lak na¢in da se oni prate te su se poceli oznacavati brojevima. Identifikacijski brojevi sadrze
kodirane informacije proizvoda, ljudi, dokumenata i ostalih stvari. Budué¢i da su kodirani
bitno je da se greske pri njihovom slanju, skreniranju ili unosu u ra¢unalo otkriju. Naravno
da nam ne bi bilo svejedno da se recimo bar-kod EAN-13 skenira pogresno i da se naplati
veca cijena proizvoda nego Sto ona je. OlaksSana je i ubrzana isporuka poste u Sjedinjenim
Americkim drzavama. Metoda znamenke provjere ima i nedostataka, jer se ponekad greske
ne mogu otkriti, no u vecini slucajeva se greske otkriju.

U umjetnosti kongruencija se moze primijeniti za dizajniranje predivnih modularnih dizajna,
na sportskim terenima za odredivanje utakmica po skupinama, te za odredivanje dana u
tjednu za bilo koji datum bilo koje godine. To su samo neki primjeri primjene kongruencija
koji su prikazani u radu, jer se kongruencija moze primijeniti i u glazbi, kemiji, kriptografiji

itd.
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9 Sazetak i kljucne rijeci

U diplomskom radu pokazat ¢emo kako se kongruencija moze primjeniti na razli¢ite nacine.
Prvo ¢emo definirati kongruenciju i navesti njezina svojstva koja ¢emo koristiti u radu. Zatim
¢emo prikazati neke od njezinih primjena. Prvo neke od jednostavnjih poput testa djeljivosti
za brojeve 10, 5, 2°, 3, 9 i 11 koje se dokazuju primjenom kongruencija, zatim metoda
odbacivanja devetki i digitalni korijen. Nakon toga ¢emo vidjeti kako se kongruencija koristi
za modeliranje dizajna, preko zvijezde s m vrhova, (m,n) dizajna ostataka do quilt dizajna.
Zatim slijede primjene koje omugucavaju otkrivanje gresaka u identifikacijskim brojevima
(UPC, EAN-13, ISBN,...).

I na kraju ¢emo prikazati kako se primjenom kongruencija moze rjesiti problem p-kraljica,
raspored timova po skupinama (round-robin turnir) te odredivanje dana u tjednu za bilo
koji datum i bilo koju godinu (Perpetual kalendar).

Kljucne rijeci: kongruencija, primjena kongruencija, testovi djeljivosti, odbacivanje de-
vetke, digitalni korijen, modularni dizajni, znamenka provjere, problem p-kraljica, round-
robin turnir, Perpetual kalendar
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10 Title, summary and keywords

Title: Congruence Applications

Summary

In this work we will show how congruence has applications on many different ways.

First we will define congruence and show it properties that we will use in work. Then we
will show some simple applications like divisibility test for numbers 10, 5, 2¢, 3 , 9 and 11,
prove them with congruence. Then we will show method casting out nines and digital roots.
After that we will see how congruence is applied on design modular designs, from m-pointed
star, (m,n) residue design to quilt design.

In third part we will show how congruence is used to detect mistakes in identification numbers
(UPC, EAN-13, ISBN,...)

In the final three parts we will show how congruence applications can help to solve the p-
Queens Puzzle, Round-Robin tournaments and to determinate the day of the week for any
date and any year.

Keywords: Congruence, Congruence Applications, divisibility test, casting out nines, digi-
tal roots, modular designs, check digit, p-Queens Puzzle, Round-Robin tournament, Perpe-
tual calendar
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11 Zivotopis

Rodena sam 6. lipnja 1988. u Osijeku. Osnovnu skolu sam zavrsila u Petrijevcima, te
sam upisala Ekonomsku i Upravnu skolu u Osijeku. Nakon zavrsene srednje skole upisujem
studij matematike na Odjelu za matematiku u Osijeku, a nakon zavrsenog preddiplomskom
studija upisujem Diplomski studij, smjer Financijska matematika i statistika na Sveucilistu
J.J. Strossmayera u Osijeku.
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