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1 Uvod

Jo² od neovisnosti Singapura 1965. godine, u obrazovnom sustavu napravljeno je nekoliko
reformi. Prva glavna reforma pod nazivom �Novi obrazovni sustav� kasnih 1970-ih godina,
imala je za cilj pruºiti u£enicima barem deset godina op¢eg obrazovanja (osnovna ²kola u
trajanju od ²est godina i srednja ²kola u trajanju od £etiri godine). Matematika je postala
obavezan predmet do kraja tog obrazovanja. Nastavni plan i program za razli£ite smjerove
bio je prilago�en potrebama i sposobnostima u£enika.

Singapursko ministarstvo obrazovanja 1975. godine provelo je istraºivanje o postignu¢u
u£enika u osnovnoj ²koli. Istraºivanje je pokazalo da najmanje 25% u£enika sa zavr²enom
osnovnom ²kolom (²est razreda) nisu postigli osnovne matemati£ke vje²tine. Tako�er, is-
traºivanje iz 1981. godine provedeno na 17000 u£enika osnovne ²kole do £etvrtog razreda
pokazalo je da 87% u£enika mogu rije²iti zadatak ako je u njemu nagla²ena klju£na rije£, ali
samo 46% njih je rije²ilo zadatak bez klju£ne rije£i. Ova naznaka ukazuje da u£enici nisu
usvojili osnovne matemati£ke vje²tine. Zabrinutost zbog slabog postignu¢a bila je poziv na
izmjenu nastavnog plana i programa, pristupa nastavnika i materijala za pou£avanje.

Osnivanje instituta za razvoj kurikuluma u Singapuru 1980. godine bila je vaºna pre-
kretnica u obrazovanju. Me�u raznim timovima, tim �Primary Mathematics Project� (PMP)
predvo�en dr. Kho Tek Hongom bio je zaduºen napraviti nastavne materijale za pou£avanje
i u£enje matematike u osnovnoj ²koli s u£inkovitim nastavnim pristupom i profesionalnim
razvojem nastavnika. Nastavni materijali bili su temeljeni na pristupu konkretno-slikovno-
apstraktno. U ovom pristupu u£enici koriste konkretne objekte i slikovne prikaze koji im
pomaºu pri rje²avanju apstraktnih problema u matematici.

Metoda modela za rje²avanje problema, kako je obi£no zvana u Singapuru, bila je novost
u pou£avanju i u£enju matematike. Metoda je osmi²ljena 1980-ih godina kako bi u£enici
lak²e rje²avali zadatke s rije£ima u niºim razredima osnovne ²kole. Od tada metoda modela
postaje posebna zna£ajka kurikuluma za osnovnu ²kolu u Singapuru. Ovaj pristup podra-
zumijeva da u£enici crtaju slikovni model kako bi predstavili matemati£ke veli£ine (poznate
i nepoznate) i njihove me�usobne odnose dane u zadatku kako bi sami rije²ili zadatak. Os-
novni pojmovi u ovom pristupu su �model dio-cjelina� i �model usporedbe�. Model dio-cjelina
i model usporedbe se koriste za prikaz razlomaka, decimalnih brojeva i postotaka. U srednjoj
²koli metoda modela je integrirana s algebarskom metodom kako bi u£enici lak²e postavili
algebarske jednadºbe i rije²ili zadatak. Metoda modela povezuje matematiku osnovne ²kole
s matematikom srednje ²kole, tj. povezuje zadatke iz aritmetike i zadatke iz algebre.

Obrazovni sustav u Singapuru promijenjen je 1990-ih godina kako bi odgovorio izazo-
vima novog stolje¢a. Naglasak je bio na pobolj²anju i pruºanju kvalitetnog obrazovanja za
sve u£enike. Matemati£ki kurikulum izmijenjen je 1990. godine kako bi naglasio vaºnost
matemati£kih procesa i proizvoda pri u£enju matematike. Ovo je rezultiralo izradom mate-
mati£kog okvira koji je postao jo² jedno vaºno obiljeºje u obrazovanju. Matemati£ki okvir
izraºava i obja²njava namjeru matemati£kog obrazovanja i daje smjernice u pou£avanju i
u£enju matematike te vrednovanju. Cilj je bio napraviti matemati£ki kurikulum koji ¢e
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omogu¢iti svim u£enicima u£enje matematike te njenu primjenu.
Matemati£ki okvir i metoda modela su klju£ne zna£ajke singapurskog matemati£kog ku-

rikuluma. Oboje su dobili na vaºnosti nakon ²to je Singapur bio prvi na TIMSS istraºivanju
1995. godine, a zatim i 1999. i 2003. godine.
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2 Matemati£ki okvir singapurskog matemati£kog kuriku-
luma

Singapurski matemati£ki kurikulum vo�en matemati£kim okvirom za cilj ima razvijati mate-
mati£ke sposobnosti u£enika, posebice njihovu sposobnost rje²avanja problema. Matemati£ki
okvir je uveden 1990. godine u osnovnoj ²koli i niºim razredima srednje ²kole u nastavnom
planu i programu, a 2003. godine formalno je pro²iren na sve razine obrazovanja. On pri-
kazuje temeljne principe u£inkovitog matemati£kog programa koji se primjenjuje na svim
razinama, od osnovne do napredne razine. To odre�uje smjer pou£avanja, u£enja i ocjenji-
vanja matematike.

Rje²avanje matemati£kih problema je klju£no za u£enje matematike. To uklju£uje stjeca-
nje i primjenu matemati£kih pojmova i vje²tina u raznim situacijama, uklju£uju¢i i nerutin-
ske zadatke, zadatke otvorenog tipa i probleme iz svakodnevnog ºivota. Razvoj sposobnosti
matemati£kog rje²avanja problema ovisi o pet me�usobno povezanih komponenata, a to su
pojmovi, vje²tine, procesi, stavovi i metakognicija.

2.1 Pojmovi i vje²tine

U matemati£ke pojmove spadaju numeri£ki, algebarski, geometrijski, statisti£ki, vjerojat-
nosni i analiti£ki pojmovi. U£enici bi trebali razviti i istraºiti matemati£ke ideje te uvidjeti
da je matematika integrirana cjelina, a ne samo izolirani dio znanja. Trebali bi dobiti razna
obrazovna iskustva koja im pomaºu razumjeti matemati£ke pojmove i smisao raznih matema-
ti£kih ideja, kao i njihove veze i primjene, kako bi aktivno sudjelovali u u£enju matematike te
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postigli vi²e samopouzdanja u istraºivanju i primjeni matematike. Ovo uklju£uje kori²tenje
manipulativa (konkretni objekti), prakti£ni rad i tehnologijska pomagala.

Matemati£ke vje²tine uklju£uju proceduralne vje²tine za: numeri£ko ra£unavanje, alge-
barske operacije, prostornu vizualizaciju, analizu podataka, mjerenje, procjene i kori²tenje
matemati£kih alata. Razvoj vje²tina kod studenata je bitno za u£enje i primjenu matema-
tike. U£enici bi trebali postati kompetentni u raznim matemati£kim vje²tinama, no treba
izbjegavati pretjerano isticanje proceduralnih vje²tina bez razumijevanja temeljnih matema-
ti£kih principa. Gdje god je to mogu¢e vje²tine uklju£uju mogu¢nost kori²tenja tehnologije
za istraºivanje i rje²avanje problema. Tako�er vaºno je uklju£iti misaone vje²tine i heuris-
tike u proces razvoja vje²tina. Matemati£ko obrazovanje u Singapuru stavlja naglasak na
stjecanje i primjenu matemati£kih pojmova i vje²tina. Pojmovi i vje²tine su paºljivo plani-
rani i izri£ito navedeni kao matemati£ki sadrºaji koji u£enici trebaju nau£iti za svaki razred,
kako bi bili spremni za sljede¢u razinu u£enja. Postoje poºeljni ishodi u£enja i speci�£ne
kompetencije koje bi u£enici trebali posti¢i tijekom ²kolovanja. Od uvo�enja matemati£kog
okvira 1990. godine napravljene su neke promjene na podru£ju pojmova i vje²tina. Tijekom
kurikularne reforme 2003. godine matemati£ki okvir je pro²iren na srednjo²kolsku i vi²u ra-
zinu. Vjerojatnosni i analiti£ki pojmovi su uklju£eni kako bi ukazali na vaºnost matematike
u situacijama koje uklju£uju nesigurnost i promjene. Pod komponentom vje²tine naglasak
je bio na vje²tinama prostorne vizualizacije i mjerenja. To ukazuje na vaºnost pruºanja
prakti£nog iskustva i prilika za istraºivanje geometrije u stvarnom ºivotu.

2.2 Procesi

Matemati£ki procesi odnose se na vje²tine znanja uklju£ene u proces stjecanja i primjene
matemati£kog znanja, uklju£uju¢i rasu�ivanje, komunikaciju i povezivanje, misaone vje²tine
i heuristike te primjene i modeliranje.

2.2.1 Rasu�ivanje, komunikacija i veze

Matemati£ko rasu�ivanje se odnosi na sposobnost analize matemati£ke situacije i izgradnju
logi£kih argumenata. To je stanje svijesti koje se razvija kroz primjenu matematike u razli£i-
tim kontekstima. Komunikacija se odnosi na sposobnost da se matemati£ka ideja i argumenti
izraze matemati£kim jezikom to£no, saºeto i logi£no. Pomaºe u£enicima razviti vlastito ra-
zumijevanje matematike i izo²travanje svog matemati£kog razmi²ljanja. Veze se odnose na
sposobnost da u£enik uo£i i napravi korelaciju izme�u matemati£kih pojmova, izme�u mate-
matike i drugih predmeta, te izme�u matematike i svakodnevnog ºivota. Pomaºu u£enicima
dati smisao onomu ²to su nau£ili iz matematike. Matemati£ko rasu�ivanje, komunikacija i
veze trebaju proºimati sve razine u£enja matematike, od osnovne do napredne razine.

2.2.2 Misaone vje²tine i heuristika

U£enici bi trebali koristiti razli£ite misaone vje²tine i heuristike kako bi rje²avali matemati£ke
probleme. Misaone vje²tine su vje²tine koje se mogu koristiti u misaonim procesima kao ²to
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su razvrstavanje, uspore�ivanje, slaganje podataka u nekom redoslijedu, analiza dijelova
i cjeline, identi�ciranje uzoraka i odnosa, indukcija, dedukcija, generaliziranje, provjera i
prostorna vizualizacija. Heuristika je na£in na koji u£enik pristupa problemu kada rje²enje
problema nije o£ito. Neki od primjera heuristike su podijeljeni u £etiri kategorije prema
tome kako se koriste:

• dati prikaz (nacrtati dijagram, napraviti popis, koristiti jednadºbe)

• pretpostaviti rje²enje (pogodi i provjeri, traºiti uzorak, napraviti pretpostavke)

• pro¢i kroz postupak (napraviti obratni postupak, situacija prije i poslije neke promjene)

• promijeniti problem (druga£ije izre¢i problem, pojednostavniti problem i rije²iti dio
problema)

2.2.3 Primjene i modeliranje

Primjene i modeliranje igraju vaºnu ulogu u razvoju matemati£kog razumijevanja i kompe-
tencija. Matemati£ko modeliranje je proces formuliranja i pobolj²anja matemati£kog modela
za predstavljanje i rje²avanje stvarnih problema. Kroz matemati£ko modeliranje u£enici u£e
kako koristiti razne prikaze podataka, te odabrati i primijeniti odgovaraju¢e matemati£ke
metode i alate za rje²avanje stvarnih problema. Mogu¢nost bavljenja empirijskim poda-
cima i kori²tenje matemati£kih alata za analizu podataka trebala bi biti dio u£enja na svim
razinama.

Dok su stjecanje i primjena matemati£kih pojmova i vje²tina jo² uvijek glavni ciljevi mate-
matike, matemati£ki procesi poti£u u£enike na razmi²ljanje i razvijanje vje²tina za rje²avanje
problema. U matemati£kom okviru, 2000. godine deduktivno rasu�ivanje i induktivno ra-
su�ivanje su ujedinjeni u misaone vje²tine. Dvije nove dimenzije �rasu�ivanje, komunikacija
i veze� te �primjene i modeliranje� uklju£ene su 2003. godine u matemati£ki okvir kako bi
istaknuli vaºnost tih procesa kao odgovor na izazove 21. stolje¢a. �Komunikacija�, izvorno
kao komponenta vje²tina, predstavljena je i kao komponenta rasu�ivanja i veza kako bi u
centar pozornosti stavila u£enika, te aktivno i suradni£ko u£enje. Tako�er, u£enicima bi
trebalo dati priliku da istraºe i rije²e stvarne probleme upotrebom tehnologije.

2.3 Metakognicija

Metakognicija ili �mi²ljenje o mi²ljenju� upu¢uje na svijest i mogu¢nost kontroliranja misa-
onih procesa, osobito izbora i upotrebe strategija za rje²avanje problema. Uklju£uje nadgle-
danje vlastitih misli i samoregulaciju u£enja. Mjera metakognitivnog iskustva je potrebna
u£enicima pri razvijanju vlastitih mogu¢nosti rje²avanja problema. Sljede¢e strategije mogu
se koristiti pri razvijanju metakognitivne svijesti u£enika i obogatiti njihovo metakognitivno
iskustvo:

• izlaganje u£enika op¢enitim vje²tinama za rje²avanje problema, misaonim vje²tinama
i heuristici
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• ohrabriti i potaknuti u£enike na razmi²ljanje naglas o strategijama i metodama koje
koriste pri rje²avanju speci�£nih problema

• dati u£enicima zadatke koji zahtijevaju planiranje (prije rje²avanja) i vrednovanje (pos-
lije rje²avanja)

• ohrabriti i potaknuti u£enike na istraºivanje drugih na£ina rje²avanja istog problema i
odabir najprikladnijeg rje²enja

• dopustiti u£enicima komentirati na£ine rje²avanja problema i obja²njavanje metoda
koje su mogli koristiti pri rje²avanju problema.

U matemati£kom okviru 2003. godine, metakognicija je obuhva¢ena kroz dva aspekta. Pra-
¢enje (�pra¢enje vlastitog mi²ljenja�) zahtjeva od u£enika poznavanje metakognitivnih strate-
gija, te kada i kako ih koristiti. Kontroliranje (�samoregulacija u£enja�) zahtjeva od u£enika
da prate kako se stvari odvijaju i rade promjene ako je to potrebno. �Samoregulacija u£enja�
se uvodi zbog pobolj²anja vje²tina za rje²avanje problema.

2.4 Stavovi

Stavovi se odnose na afektivna podru£ja kao ²to su:

• uvjerenja o matematici i njenoj korisnosti

• interes za matematiku i uºivanje pri u£enju matematike

• uvaºavanje matematike

• samopouzdanje pri kori²tenju matematike

• ustrajnost pri rje²avanju problema

Stavovi u£enika prema matematici oblikovani su prema njihovom iskustvu u£enja. Ako se
u£enje matematike u£ini zabavnim, smislenim i vaºnim onda u£enici stje£u pozitivne stavove
prema predmetu. Treba obratiti paºnju na oblikovanje aktivnosti u£enja kako bi se izgradilo
povjerenje i uvaºavanje predmeta.

U matemati£ki okvir 2000. godine dodana je �ustrajnost� u svjetlu novih nerutinskih
problema koji od u£enika zahtijevaju istraºivanje i rje²avanje pomo¢u ²irokog spektra he-
uristike. Ovo je vrlo vaºna kvaliteta. U£enici sa ustrajno²¢u ne¢e lako odustati od problema
kada nai�u na pote²ko¢u. U matemati£ki okvir 2003. godine dodana su �uvjerenja�. Uvje-
renja u£enika o matematici i njezinoj korisnosti mogu utjecati na njihove stavove u u£enju
matematike i rje²avanju problema. Ta je dimenzija poºeljna za u£enje usmjereno na u£enika,
gdje se u£enici poti£u na preuzimanje ve¢e odgovornosti za svoje u£enje.
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3 Nastavni plan i program iz matematike u Singapuru

Nastavni plan i program za osnovnu i srednje ²kole po kojemu nastavnici danas pou£avaju
odobren je 2013. godine. Jedino se u ²estom, zavr²nom razredu osnovne ²kole pou£ava prema
planu i programu iz 2007. godine. Djeca kre¢u u ²kolu s otprilike sedam godina. Prilikom
pou£avanja nastavnici se koriste raznim pomagalima, manipulativima, metodama i igricama
koji olak²avaju u£enje. Tijekom cijelog osnovno²kolskog obrazovanja u£enici se susre¢u s
brojnim primjerima iz ºivota i £esto imaju zadatak da u skupini osmisle zadatke iz stvarnog
ºivota vezane za pripadnu cjelinu. Mnogo paºnje se posve¢uje zadacima s rije£ima u kojima je
£esto nepoznato ²to se zapravo traºi i kako problem napisati matemati£ki. Zadaci s rije£ima
se susre¢u u svakoj cjelini, jer upravo takvi zadaci poti£u u£enika na razmi²ljanje. U prva dva
razreda osnovne ²kole takvi zadaci se rje²avaju pomo¢u konkretnih predmeta ili slikovnih
prikaza, iako ve¢ u drugom razredu u£enici samostalno crtaju model dio-cjelina i model
usporedbe. U prvom razredu osnovne ²kole na satima matematike, u£enici se upoznaju
s metodom modela kada u£e cijele brojeve do 100, te operacije zbrajanje i oduzimanje.
Koriste se raznim vidljivim, opipljivim predmetima, koje mogu prebrojavati i donositi neke
zaklju£ke na osnovu toga. Tako�er upoznaju koncept mnoºenja i dijeljenja, tako ²to od
predmeta na£ine neke skupine predmeta koje mogu prebrojavati. Na primjer, 20 olovaka
mogu rasporediti u 4 skupine. Time lako uo£e da svaka skupina ima 5 olovaka. Na tom
primjeru, lako uo£avaju inverznost operacija mnoºenja i dijeljenja. Naravno, to u£e na
elementarnoj razini. Pri pou£avanju operacije mnoºenja, umnoºak nije ve¢i od 40, a kod
operacije dijeljenja, djeljenik nije ve¢i od 20. Nadalje, tijekom drugog, tre¢eg, £etvrtog i
petog razreda osnovne ²kole savladaju brojeve do 10 milijuna i £etiri osnovne operacije.
Upoznaju se s raznim algoritmima za zbrajanje, oduzimanje, mnoºenje i dijeljenje. Ono
²to je zanimljivo jest da se s pojmom razlomka susre¢u u drugom razredu osnovne ²kole,
iako na vrlo elementarnoj razini. Razlomak je broj koji zapravo predstavlja dio neke cjeline.
No, zbog manipulativa koje nastavnici i u£enici koriste u nastavi, u£enici i u tom uzrastu
mogu razumjeti koncept razlomka. Za po£etak nau£e kako zapisati razlomak, zatim kako
pravilno pro£itati razlomak, a onda i kako zbrajati i oduzimati razlomke istih nazivnika, gdje
nazivnik nije ve¢i od 12. Tako�er, zbroj razlomaka nije ve¢i od 1, a razlika nije manja od
0. Do £etvrtog razreda osnovne ²kole upoznaju se sa zbrajanjem i oduzimanjem razlomaka
razli£itih nazivnika. U petom razredu osnovne ²kole u£i se mnoºenje i dijeljenje razlomaka.
I decimalni brojevi se u£e relativno rano, u £etvrtom razredu osnovne ²kole. Od £etiri
operacije pou£avaju se samo zbrajanje i oduzimanje decimalnih brojeva do 3 decimalna
mjesta. Mnoºenje i dijeljenje decimalnih brojeva se u£i u petom razredu osnovne ²kole. Tada
se u£enici upoznaju i s postotcima i omjerima. U ²estom razredu osnovne ²kole pro²iruje se
znanje o postotcima i omjerima, te se uvode algebarski izrazi. Upravo tu metoda modela
dolazi do izraºaja. Iako je i vi²e nego korisna i za ostale navedene cjeline, u zadacima s
rije£ima koji se rje²avaju algebarski, vidi se prava �mo¢� ove metode. S tim znanjem u£enici
zavr²e osnovno obrazovanje i dolaze u srednju ²kolu, gdje se uveliko susre¢u s algebrom
i od njih se zahtjeva da zadatke rje²avaju algebarski. Upravo zbog svoje jednostavnosti i
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e�kasnosti u£enici naj£e²¢e koriste upravo metodu modela za rje²avanje algebarskih zadataka
s rije£ima. Kako zapravo izgleda u£enje i pou£avanje pomo¢u modela dio-cjelina i modela
usporedbe opisano je u idu¢em poglavlju.
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4 Metoda modela i £etiri operacije

Singapurski kurikulum za matematiku osnovne ²kole stavlja veliki naglasak na kvantitativne
odnose kada u£enici u£e koncept brojeva i £etiri ra£unske operacije. Klju£no obiljeºje je
razvoj i primjena metode modela iz 1980-ih. U ovom poglavlju objasnit ¢emo kako se metoda
modela koristi za ilustraciju koncepta £etiri ra£unske operacije te za rje²avanje zadataka s
rije£ima.

4.1 Model dio-cjelina i model usporedbe

Uvo�enje modela dio-cjelina i modela usporedbe bitan je element konkretno-slikovno-apstraktnog
pristupa u singapurskom nastavnom planu i programu za matematiku osnovne ²kole. U£enici
koriste konkretne objekte kako bi pokazali smisao koncepta navedena dva modela. Zatim
pristupaju crtanju pravokutnika kao slikovnog prikaza modela koji im pomaºu za rje²avanje
apstraktnih matemati£kih zadataka.

4.1.1 Model dio-cjelina

Razmotrimo sljede¢i problem: Ivana ima 8 auti¢a. David ima 6 auti¢a. Koliko auti¢a imaju

zajedno?

U prvom razredu osnovne ²kole u£enici koriste konkretne predmete ili izrezane slike kako bi
stvorili dvije grupe auti¢a i onda te dvije grupe spojili.

U£enici zbrajaju 8 i 6 £ime su dobije ukupan zbroj. Zatim pi²u jednakost 8 + 6 = 14, £ime
su rije²ili problem. U vi²im razredima osnovne ²kole, u£enici izra�uju slikovni model koji
predstavlja problemski zadatak. Na primjer:

Model se moºe vizualizirati kao cjelina koja obuhva¢a dva dijela. U£enici dodaju dva dijela
kako bi prona²li cjelinu:
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U£enici pi²u jednakost 8 + 6 = 14 i daju odgovor na postavljeno pitanje. Ivana i David
zajedno imaju 14 auti¢a.

U modelu dio-cjelina (poznat i kao dio-dio-cjelina) opisan je odnos izme�u tri koli£ine: cjeline
i dva dijela.

Promatraju¢i cjelinu kao dva dijela, u£enici zbrajaju:

dio+ dio = cjelina.

Kad su zadani cjelina i jedan dio, kako bi prona²li drugi dio u£enici oduzimaju:

cjelina− dio = dio.

4.1.2 Model usporedbe

Razmotrimo jo² jedan problem: Imamo 2 kru²ke vi²e od naran£i. Ako imamo 6 kru²aka,
koliko onda imamo naran£i?

Malo dijete moºe ra£unati s konkretnim predmetima (ili slikama) kako bi prona²lo odgo-
vor. U prvom razredu osnovne ²kole u£enik mora napisati jednakost 6−2 = 4 kako bi rije²io
problem. To je trivijalno, no ipak u£enici imaju problema s pisanjem ove jednakosti. Kako
bi shvatili usporedbu da imaju 2 kru²ke vi²e od naran£i, u£enici su trebali posloºiti kru²ke i
naran£e jednu po jednu i usporediti njihove brojeve. Na primjer:

Nacrtano je 6 kru²aka. Ima onoliko kru²aka koliko i naran£i. (Dva broja su jednaka.)
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Nacrtano je 6 kru²aka. Nacrtane su 2 kru²ke vi²e od naran£i. (Razlika izme�u dva broja je 2.)

U drugom razredu osnovne ²kole, u£enici izra�uju slikovni model koji reprezentira problemski
zadatak. Na primjer:

Ovo je model usporedbe.

Model usporedbe se koristi za usporedbu dviju koli£ina kako bi se utvrdilo koliko je jedna
koli£ina ve¢a (ili manja) od druge. Bez tog modela, u£enici se oslanjaju na rije£i �vi²e od�
i koriste zbrajanje za rje²avanje problema ne shva¢aju¢i da je to neto£no. Ovdje postoji
kvantitativna veza izme�u tri koli£ine: ve¢a koli£ina, manja koli£ina i razlika. Razlika se
dobiva oduzimanjem manje koli£ine od ve¢e koli£ine. To zna£i:

ve¢a koli£ina−manja koli£ina = razlika.

Kako bi prona²li ve¢u koli£inu s obzirom na manju koli£inu i razliku, u£enici zbrajaju:

manja koli£ina+ razlika = ve¢a koli£ina.

Ako su zadane ve¢a koli£ina i razlika, kako bi prona²li manju koli£inu u£enici oduzimaju:

ve¢a koli£ina− razlika = manja koli£ina.
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U£enici crtaju sljede¢i model kako bi rije²ili dani problem.

Zatim, u£enici pi²u jednakost 6− 2 = 4. Tu su 4 naran£e.

4.2 Koncept £etiri ra£unske operacije

U nastavku ¢e biti opisani primjeri za £etiri osnovne ra£unske operacije.

4.2.1 Model dio-cjelina (zbrajanje i oduzimanje)

Idu¢i primjeri prikazuju koncept dio-cjelina za zbrajanje i oduzimanje.

Primjer 1
Na likovnom natjecanju sudjelovalo je 134 dje£aka i 119 djevoj£ica. Koliko je djece sudjelo-
valo u natjecanju?

Ovdje veliki pravokutnik predstavlja cjelinu (ukupan broj djece). On je podijeljen u dvije
skupine koje predstavljaju broj dje£aka (134) i broj djevoj£ica (119). Iz modela u£enici mogu
prona¢i cjelinu (prikazanu upitnikom) zbrajanjem dvaju dijelova.

Dakle, 134 + 119 = 253. Na likovnom natjecanju sudjelovalo je 253 djece.

Primjer 2
Na likovnom natjecanju sudjelovalo je 253 djece. Ako je na njemu bilo 134 dje£aka, koliko
je onda bilo djevoj£ica?
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U ovom su primjeru dani cjelina i jedan dio (broj dje£aka). Drugi dio (broj djevoj£ica) moºe
se dobiti oduzimanjem danog dijela (134) od cjeline (253).
Dakle, 253− 134 = 119. Na likovnom natjecanju sudjelovalo je 119 djevoj£ica.

4.2.2 Model usporedbe za zbrajanje i oduzimanje

Ovaj dio se bavi konceptom usporedbe zbrajanja i oduzimanja.

Primjer 3
Marija je u²tedjela 184 kune. Ana je u²tedjela 63 kune manje od Marije. Koliko kuna je
u²tedjela Ana?

Ovdje dva pravokutnika predstavljaju Marijinu i Aninu u²tedu. U modelu usporedbe, jedan
je pravokutnik ve¢i od drugog ²to pokazuje da je Marija u²tedjela vi²e od Ane. U ovom mo-
delu u£enici mogu prona¢i manju koli£inu tako ²to ¢e oduzeti razliku (63kn) od ve¢e koli£ine
(184kn).

Slijedi 184− 63 = 121. Ana je u²tedjela 121 kunu.

Primjer 4
Ana je u²tedjela 121 kunu. U²tedjela je 63 kune manje od Marije. Koliko kuna je u²tedjela
Marija?

U ovom primjeru su dani manja koli£ina (Anina u²teda) i razlika. Ve¢a koli£ina (Marijina
u²teda) ¢e se prona¢i zbrajanjem manje koli£ine (121kn) i razlike (63kn).

Slijedi 121 + 63 = 184. Marija je u²tedjela 184 kune.

Primjer 5
Marija je u²tedjela 184 kune. Ana je u²tedjela 121 kunu. Koliko kuna manje je Ana u²tedjela
od Marije?
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U ovom primjeru su dane obje koli£ine. Oduzimanjem manje koli£ine (121kn) od ve¢e koli-
£ine (184kn) dobivamo razliku.

Dakle, 184− 121 = 63. Ana je u²tedjela 63 kune manje nego Marija.

4.2.3 Model dio-cjelina (mnoºenje i dijeljenje)

Ovo poglavlje se bavi konceptom dio-cjelina za mnoºenje i dijeljenje. To uklju£uje cjelinu
koja je podijeljena na nekoliko jednakih dijelova. Na primjer, sljede¢i model prikazuje cjelinu
podijeljenu na tri jednaka dijela.

Postoji kvantitativna veza izme�u tri veli£ine: cjelina, jedan dio i broj dijelova. Kako bi
prona²li cjelinu pomo¢u jednog dijela i broja dijelova, u£enici mnoºe:

jedan dio× broj dijelova = cjelina.

Kako bi prona²li jedan dio iz cjeline i broja dijelova, u£enici dijele:

cjelina÷ broj dijelova = jedan dio.

Kako bi prona²li broj dijelova izme�u cjeline i jednog dijela, u£enici dijele:

cjelina÷ jedan dio = broj dijelova.

Primjer 6
Tro²kovi poklona dijele se jednako me�u petero djece. Svaki od njih je platio 30 kuna. Koliko
je ko²tao poklon?

Ovdje nacrtani veliki pravokutnik predstavlja cjelinu (cijenu poklona). Podijeljen je na 5

jednakih dijelova koji predstavljaju 30 kuna. U ovom modelu, u£enici ¢e prona¢i cjelinu
mnoºenjem jednog dijela (30 kuna) s brojem dijelova (5).
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5 · 30 = 150

Poklon je ko²tao 150 kuna.

Primjer 7
Petero djece kupilo je poklon za 30 kuna. Tro²kove su podijelili jednako. Koliko novca mora
platiti svako dijete?

U ovom primjeru, poznavaju¢i cjelinu i broj dijelova, u£enici mogu prona¢i jedan dio dijele¢i
cjelinu (30 kuna) brojem dijelova (5).

150÷ 5 = 30

Svako dijete mora platiti 30 kuna.

Primjer 8
Grupa djece kupila je poklon za 150 kuna. Svako je dijete platilo 30 kuna. Koliko je djece
kupilo poklon?

Razlomljeni dio velikog pravokutnika pokazuje da je broj dijelova nepoznat. Znaju¢i cjelinu
i jedan dio, u£enici ¢e prona¢i broj dijelova dijele¢i cjelinu (150 kuna) jednim dijelom (30
kuna).

150÷ 30 = 5

Petero djece je kupilo poklon.

4.2.4 Model usporedbe za mnoºenje i dijeljenje

Ovo poglavlje se bavi konceptom usporedbe za mnoºenje i dijeljenje. Ovdje se dvije koli£ine
odnose tako da je jedna koli£ina vi²ekratnik druge. Idu¢i model prikazuje dvije koli£ine, pri
£emu je ve¢a koli£ina 5 puta ve¢a od manje.

Postoji kvantitativna veza izme�u tri veli£ine: ve¢a koli£ina, manja koli£ina i omjer ve¢e i
manje koli£ine koji je uvijek prirodan broj (dalje ¢e biti pisano samo omjer). Omjer se dobije
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tako da se ve¢a koli£ina podijeli manjom koli£inom. To zna£i:

ve¢a koli£ina÷manja koli£ina = omjer.

Kako bi prona²li ve¢u koli£inu, a zadane su manja koli£ina i omjer, u£enici mnoºe:

manja koli£ina× omjer = ve¢a koli£ina.

Kako bi prona²li manju koli£inu iz dane ve¢e koli£ine i omjera, u£enici dijele:

ve¢a koli£ina÷ omjer = manja koli£ina.

Primjer 9
Farmer uzgaja patke i pili¢e. Na farmi ima 7 patki i 5 puta vi²e pili¢a negoli patki. Koliko
pili¢a ima farmer?

Dva pravokutnika, jedan duljine 5 jedinica a drugi 1 jedinicu, predstavljaju broj pili¢a od-
nosno broj patki. Model prikazuje da je broj pili¢a 5 puta ve¢i od broja patki. Koriste¢i
broj patki (1 jedinica = 7) u£enici mnoºenjem mogu prona¢i broj pili¢a (5 jedinica).

5 · 7 = 35

Farmer ima 35 pili¢a.

Primjer 10
Farmer ima 35 pili¢a. On ima 5 puta vi²e pili¢a nego patki. Koliko patki ima farmer?

U ovom primjeru, koriste¢i broj pili¢a (5 jedinica = 35), u£enici dijeljenjem mogu prona¢i
broj patki (1 jedinicu).

35÷ 5 = 7

Farmer ima 7 patki.

Primjer 11
Farmer ima 35 pili¢a i 7 patki. Koliko puta farmer ima vi²e pili¢a nego patki?
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Razlomljeni dio u ve¢em pravokutniku ukazuje da je broj jedinica nepoznat. Poznavaju¢i
dvije veli£ine, u£enik moºe prona¢i omjer ve¢e i manje koli£ine pomo¢u dijeljenja.

35÷ 7 = 5

Farmer ima 5 puta vi²e pili¢a nego patki.

4.3 Problem konstrukcije

Pomo¢u metode modela, mogu¢e je rje²avati mnoge problemske zadatke s rije£ima. Model
prikazuje poznate i nepoznate koli£ine (cijeli brojevi, razlomci ili decimalni brojevi) i nji-
hove me�usobne odnose koji su uklju£eni u problem. Metoda modela je vizualni alat koji
omogu¢ava u£enicima utvrditi koju operaciju (zbrajanje, oduzimanje, mnoºenje ili dijeljenje)
koristiti pri rje²avanju problema.
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5 Metoda modela i koncept razlomka, omjera i postotka

U ovom poglavlju opisano je kori²tenje metode modela za prikaz pojmova: razlomka, omjera
i postotka.

5.1 Razlomci

5.1.1 Model dio-cjelina (razlomci)

Model dio-cjelina prikazuje koncept razlomaka. Razlomak, zapravo predstavlja dio od cjeline.
Broj zapisan kao razlomak govori koliko je dijelova sadrºano u nekoj cjelini. Na primjer, kad
je cjelina (1 jedinica) podjeljena na 4 jednaka dijela, razlomak 1

4
predstavlja 1 od 4 jednaka

dijela. Razlomak 3
4
predstavlja 3 od 4 jednaka dijela.

Ova dva razlomka (1
4
i 3

4
) potje£u od iste cjeline.

(3
4
zapravo zna£i 1

4
+ 1

4
+ 1

4
ili 3 · 1

4
)

Razlomak se moºe povezati i s dijeljenjem. Na primjer, 3
4
se mogu interpretirati kao 3 : 4.

Cjelinu predstavljaju 3 jedinice podijeljene na 4 jednaka dijela. Svaki dio je 3
4
jedinice.

Model dio-cjelina moºe biti kori²ten za rje²avanje problema koji uklju£uju razlomke. Na
primjer, sljede¢i model predstavlja 3

4
cjeline:

Razlomak 3
4
predstavlja 3 jedinice od 4 jedinice. Cjelina predstavlja ukupnu vrijednost. Ona

moºe biti cijeli broj, razlomak ili decimalni broj. Na primjer, ako cjelina predstavlja 12

predmeta, broj predmeta u 3
4
cjeline moºe se dobiti na sljede¢i na£in:
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4 jedinice = 12

1 jedinica = 12÷ 4 = 3

3 jedinice = 3 · 3 = 9

Tu je 9 predmeta u 3
4
cjeline.

Obratno, ako su 3
4
cjeline jednake 9, cjelina se moºe dobiti na sljede¢i na£in:

3 jedinice = 9

1 jedinica = 9÷ 3 = 3

4 jedinice = 4 · 3 = 12

U cjelini se nalazi 12 predmeta.

Primjer 1
Emanuel je kupio 24 cvijeta. 2

3
cvjetova su bijele boje. Koliko je bijelih cvjetova kupio

Emanuel?

Ovdje se model dio-cjelina koristi kako bi prikazao 2
3
cjeline. Razlomak 2

3
predstavlja 2

jedinice od 3 jedinice.

Kako bi prona²li broj bijelih cvjetova, u£enici prvo nalaze vrijednost 1 jedinice:
3 jedinice = 24

1 jedinca = 24÷ 3 = 8

3 jedinice = 2 · 8 = 16

Emanuel je kupio 16 bijelih cvjetova.

5.1.2 Model usporedbe za razlomke

Model usporedbe za razlomke predstavlja na£in kako uspore�ivati dvije veli£ine pomo¢u
razlomaka. Sljede¢i model prikazuje dvije veli£ine A i B koje redom predstavljaju 5 jedinica
i 1 jedinicu.
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Ako je veli£ina B uzeta za bazu i veli£ina A se uspore�uje s veli£inom B onda vrijedi:

Veli£ina A iznosi 5 veli£ina B.
Obratno, ako je veli£ina A uzeta za bazu i veli£ina B se uspore�uje s veli£inom A onda
vrijedi:

Veli£ina B iznosi 1
5
veli£ine A (razlomak 1

5
predstavlja 1 jedinicu prema 5 jedinica).

Primjer 2
U jedan vrti¢ upisano je 75 djevoj£ica i dje£aka kojih ima kao 3

5
djevoj£ica. Koliko ima

dje£aka upisanih u vrti¢?

Model usporedbe prikazuje kako dje£aka ima kao 3
5
djevoj£ica. Razlomak 3

5
predstavlja

3 jedinice prema 5 jedinica.

Zadanim brojem djevoj£ica (5 jedinica) u£enici mogu prona¢i broj dje£aka (3 jedinice) tako
²to prvo na�u vrijednost 1 jedinice.

5 jedinica = 75

1 jedinica = 75÷ 5 = 15

3 jedinice = 3 · 15 = 45

U vrti¢ je upisano 45 dje£aka.
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5.2 Omjer

5.2.1 Model usporedbe za omjere

Dvije veli£ine moºemo usporediti njihovom razlikom, umno²kom, razlomkom, ali i omjerom.
Kako bi se usporedile dvije ili vi²e veli£ina omjerom, veli£ine moraju biti izraºene jednakim
jedinicama. Na primjer:

Ovdje je 1 jedinica jednaka 2 komada vo¢a. Broj jabuka i naran£i su redom 2 jedinice i
5 jedinica. Omjer broja jabuka prema broju naran£i je 2 : 5 (omjer 2 : 5 zna£i 2 jedinice
prema 5 jedinica.) Omjer broja naran£i prema broju jabuka je 5 : 2 (omjer 5 : 2 zna£i 5
jedinica prema 2 jedinice.) U ovom primjeru moºe se napisati omjer: broj jabuka prema
broju naran£i kao 4 : 10 i onda pojednostavniti u 2 : 5. Zapravo,

broj jabuka

broj naran£i
= 4

10
= 2

5
.

Zadane dvije veli£ine A i B, te omjer A prema B nije isti kao omjer B prema A.
Omjer A prema B se dobije dijeljenjem A s B.
Omjer B prema A se dobije dijeljenjem B s A.

Problem moºemo prikazati pomo¢u modela usporedbe:

Model prikazuje da je omjer broja jabuka prema broju naran£i jednak 2 : 5. Broj jabuka i
broj naran£i su predstavljeni redom s 2, odnosno 5 jedinica.
Zadanim brojem jabuka (2 jedinice) moºe se prona¢i broj naran£i (5 jedinica).

2 jedinice = 4

1 jedinica = 4÷ 2 = 2

5 jedinica = 5 · 2 = 10

Tu je 10 naran£i.

Obrnuto ako je zadan broj naran£i (5 jedinica), moºe se prona¢i broj jabuka (2 jedinice).
5 jedinica = 10

1 jedinica = 10÷ 5 = 2

2 jedinice = 2 · 2 = 4

Tu su 4 jabuke.

Primjer 3
Marija je odlu£ila pozvati prijatelje povodom svog ro�endana i za njih napraviti kola£e, muf-
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�ne i peciva. Pri tome ºeli da omjer broja kola£a prema broju mu�na prema broju peciva
bude 3 : 1 : 4. Ako Marija napravi 30 kola£a, koliko mora napraviti mu�na, a koliko peciva?

Zadan je broj kola£a (3 jedinice). Sada se moºe prona¢i broj mu�na i broj peciva tako ²to
se prvo prona�e vrijednost 1 jedinice.

3 jedinice = 30

1 jedinica = 30÷ 3 = 10

Marija mora napraviti 10 mu�na.
4 jedinice = 4 · 10 = 40

Marija mora napraviti 40 peciva.

5.2.2 Model dio-cjelina (omjeri)

Kada je cjelina podijeljena na dijelove, omjer predstavlja pojedine veli£ine dijelova. To se
moºe predstaviti modelom dio-cjelina kao i modelom usporedbe. Na primjer, sljede¢i model
dio-cjelina prikazuje nam cjelinu podijeljenu na 2 dijela u omjeru 4 : 3.

Dva dijela cjeline mogu se prikazati i pomo¢u modela usporedbe:

Ako je dan omjer i bilo koja od tri veli£ine: cjelina (7 jedinica), dio 1 (4 jedinice), dio 2 (3
jedinice), mogu se izra£unati i druge dvije veli£ine tako ²to se prona�e vrijednost 1 jedinice.

Primjer 4
Rebeka je isjekla vrpcu duºine 30m na tri dijela u omjeru 3 : 2 : 5. Kolika je duljina najduºeg
komadi¢a?
Ovdje model dio-cjelina predstavlja cjelinu podijeljenu na 3 dijela u omjeru 3 : 2 : 5.
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Tri dijela predstavljaju tri komadi¢a vrpce duºina 3 jedinice, 2 jedinice i 5 jedinica.
Tako�er moºe se nacrtati i model usporedbe:

Ako je zadana vrijednost cjeline (10 jedinica), moºe se prona¢i duljina najduºeg komadi¢a
tako ²to se prvo izra£una vrijednost 1 jedinice.

10 jedinica = 30m
1 jedinica = 30÷ 10 = 3m
5 jedinica = 5 · 3 = 15m

Duljina najduºeg komadi¢a vrpce je 15m.

5.3 Postotak

5.3.1 Model dio-cjelina (postotak)

Dio unutar cjeline moºe se izraziti kao razlomak, ali i kao postotak. Kada je cjelina po-
dijeljena na 100 jednakih dijelova, svaki dio je 1

100
cjeline ili 1% cjeline. Pomo¢u modela

dio-cjelina moºe se prikazati koncept postotka. Na primjer:

Model predstavlja obojeni dio kao 40% cjeline. U modelu dio-cjelina, cjelina je uzeta za bazu
(100%). U cjelini je 100 jedinica, a zatim u obojenom dijelu je 40 jedinica. Postotak 40%

predstavlja 40 jedinica od 100 jedinica.
Ako je dana cjelina, postotak se moºe izra£unati tako ²to se prvo izra£una vrijednost jedne
jedinice. Na primjer, ako je vrijednost cjeline (100%) jednaka 500, 40% od cjeline se dobije
na sljede¢i na£in:
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100 jedinica = 500

1 jedinica = 500÷ 100 = 5

40 jedinica = 40 · 5 = 200

40% od 500 je 200.
Obratno, ako je postotak dijela zadan; na primjer: 40% cjeline iznosi 200. Vrijednost cjeline
(100%) se moºe izra£unati na sljede¢i na£in:

40 jedinica = 200

1 jedinica = 200÷ 40 = 5

100 jedinica = 100 · 5 = 500

Vrijednost cjeline je 500.

Primjer 5
Na koncertu je bilo 500 ljudi, a 30% njih su djeca. Koliko je bilo djece na koncertu?

Model prikazuje cjelinu (500 ljudi). Obojeni dio, koji je (30% od ukupne cjeline) predstavlja
broj djece. Postotak 30% zna£i 30 jedinica od 100 jedinica. Broj djece se moºe izra£unati
na sljede¢i na£in:

100 jedinica = 500

1 jedinica = 500÷ 100 = 5

30 jedinica = 30 · 5 = 150

Na koncertu je bilo 150 djece.

5.3.2 Model usporedbe za postotke

Model usporedbe za postotke se moºe koristiti za usporedbu dvije veli£ine pomo¢u postotka.
Na primjer, sljede¢i model predstavlja dvije veli£ine A i B gdje je vrijednost veli£ine A 80%

vrijednost veli£ine B.

24



Ovdje je veli£ina B uzeta za bazu (100%) i veli£ina A se uspore�uje s veli£inom B. Postotak
80% predstavlja 80 jedinica od 100 jedinica. Moºe se re¢i: �Vrijednost veli£ine A iznosi 80%
vrijednosti veli£ine B�. Ali i: �Vrijednost veli£ine A je 20% manja od vrijednosti veli£ine B�.
Obratno, ako je A uzeta za bazu (100%) i veli£ina B se uspore�uje s veli£inom A, onda je
vrijednost veli£ine B 125% vrijednosti veli£ine A. Postotak 125% predstavlja 125 jedinica od
100 jedinica.

Moºe se re¢i: �Vrijednost veli£ine B iznosi 125% vrijednosti veli£ine A�. Ali i: �Vrijednost ve-
li£ine B je 25% ve¢a od vrijednosti veli£ine A�. Vaºno je primijetiti kako "vrijednost veli£ine
A je 20% manja od vrijednosti veli£ine B� nije isto ²to i �vrijednost veli£ine B je 20% ve¢a
od vrijednosti veli£ine A�.

Primjer 6
Rahela ima 50 kuna. Noa ima 20% vi²e kuna nego Rahela. Koliko kuna ima Noa?

Ovdje se koristi model usporedbe kako bi usporedili novce koje ima Rahela i koje ima Noa.

U ovom modelu, novac koji ima Rahela je uzet za bazu (100%). Noa ima 20% vi²e novca
nego Rahela. To zna£i da Noa ima 120% novaca kao Rahela. Postotak 120% predstavlja
120 jedinica prema 100 jedinica. Budu¢i da je zadano koliko novaca ima Rahela (50 kuna,
odnosno 100 jedinica), moºe se izra£unati koliko novaca ima Noa (120 jedinica):

100 jedinica = 50 kuna
1 jedinica = 50÷ 100 = 0.5 kuna
120 jedinica = 120 · 0.5 = 60 kuna

Noa ima 60 kuna.
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5.4 Korelacija izme�u operacija

Dvije veli£ine se mogu usporediti na vi²e na£ina. Na primjer, sljede¢i model predstavlja kako
postoji 4 puta vi²e dje£aka nego djevoj£ica u jednom vrti¢u.

Razlika Razlika izme�u broja djevoj£ica i broja dje£aka je 3 jedinice
Umnoºak Broj dje£aka je kao 4 puta broj djevoj£ica
Razlomak Broj djevoj£ica je 1

4
broja dje£aka

Omjer
Omjer broja dje£aka i broja djevoj£ica je 4 : 1
Omjer broja djevoj£ica i broja dje£aka je 1 : 4

Tako�er postotak, razlomak i decimalni broj su povezani. Sljede¢i model predstavlja dvije
veli£ine A i B.

Odnos izme�u veli£ina A i B opisan je sljede¢om tablcom.

Postotak
Veli£ina A je kao 80% veli£ine B

Veli£ina A je za 20% manja od veli£ine B
Razlomak Veli£ina A je 4

5
veli£ine B

Decimalni broj Veli£ina A je 0.8 veli£ine B

Odnos izme�u veli£ina A i B se mogu prikazati i sljede¢om tablicom.

Postotak
Veli£ina B je kao 125% veli£ine A

Veli£ina B je za 25% ve¢a od veli£ine A
Razlomak Veli£ina B je 5

4
veli£ine A

Decimalni broj Veli£ina B je 1.25 veli£ine A
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6 Metoda modela i problemski zadaci

Rje²avanje tekstualnih zadataka je vrlo vaºna vje²tina u matematici. Tekstualni zadaci
pospje²uju u£enje i produbljuju razumijevanje matemati£kih koncepata. U ovom poglav-
lju prikazano je kako predstaviti i rije²iti strukturirano sloºene tekstualne zadatke. Metoda
podrazumijeva crtanje modela i nalaºenje vrijednosti tzv. �1 jedinice�. Metoda modela omo-
gu¢uje u£enicima lak²e razumijevanje poznatih i nepoznatih veli£ina u zadatku te njihove
me�usobne odnose.

Primjer 1
Sara je od bake dobila mjese£ni dºeparac. Svaki dan je kupovala svoju omiljenu £okoladicu.
Nakon 4 dana imala je 4

5
novca. A nakon jo² 10 dana ostalo joj je 30 kuna od bakinog

dºeparca. Koliko je novca Sara dobila od svoje bake?

Dani model predstavlja cjelinu (iznos novca koji je Sara imala na po£etku), a 4
5
cjeline

predstavlja iznos novaca koji joj je ostao nakon 4 dana. Preostala 1
5
predstavlja iznos novca

koji je Sara potro²ila u prva 4 dana.

Iznos novca koji je potro²en svaki dan predstavljen je jednom jedinicom. Kako bi se rije²io
problem, model je podijeljen na jednake jedinice. Iznos novca koji je potro²en nakon 14 dana
predstavljen je s 14 jedinica. Iznos novca koji je preostao (30 kuna) iznosi 6 jedinica.

Iz modela, moºe se prona¢i vrijednost jedne jedinice, pa onda i vrijednost cjeline (20 jedinica).
6 jedinica = 30 kn
1 jedinica = 30÷ 6 = 5 kn
20 jedinica = 20 · 5 = 100 kn

Sara je dobila 100 kuna od svoje bake.

Primjer 2
U kutiji se nalaze crvene, plave i ºute kuglice. Od toga su 3

5
ºute boje. Preostale kuglice

su crvene i plave boje. U kutiji se nalazi 2 puta vi²e ºutih nego crvenih kuglica, a plavih
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kuglica je za 30 manje nego crvenih kuglica. Koliko ima zajedno ºutih i crvenih kuglica?

Dani model predstavlja cjelinu (ukupan broj kuglica u kutiji). Broj ºutih kuglica je 3
5
cjeline.

Preostale 2
5
predstavljaju ukupan broj crvenih i plavih kuglica.

Dalje, 2
5
cjeline su podijeljene tako da ºutih ima kao 2 puta crvenih.

Metoda 1

Broj plavih kuglica je 1 jedinica. Broj crvenih i ºutih kuglica predstavljene su s 3 odnosno
6 jedinica.

Razlika izme�u broja crvenih i plavih kuglica je 2 jedinice. Iz modela se moºe prona¢i
vrijednost 1 jedinice, a zatim broj ºutih i crvenih kuglica zajedno (9 jedinica).

2 jedinice = 30

1 jedinica = 30÷ 2 = 15

9 jedinica = 9 · 15 = 135

U kutiji ukupno ima 135 ºutih i crvenih kuglica.

Metoda 2

Neka broj ºutih kuglica predstavlja 3 jedinice. Razlika izme�u broja crvenih i plavih kuglica
je 1 jedinica. Prema tome 1 jedinica predstavlja 30 kuglica.
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Broj ºutih kuglica: 3 · 30 = 90

Broj crvenih kuglica: 90÷ 2 = 45

90 + 45 = 135

U kutiji ima 135 ºutih i crvenih kuglica.

Primjer 3
Omjer novca koji ima �imun i novca koji ima Petar iznosi 4 : 1. Nakon ²to je �imun kupio
£okoladu za 26 kuna, imao je 2 kune manje od Petra. Koliko je kuna imao �imun prije nego
²to je kupio £okoladu?

Sljede¢i model predstavlja situaciju prije i poslije kupovine £okolade. U situaciji prije omjer
�imunovog i Petrovog novca je 4 : 1. U situaciji poslije iznos Petrovog novca je ostao isti, a
�imun je imao 2 kune manje od Petra. Dvije situacije su povezane kako bi prikazali da je
�imun potro²io 26 kuna.

Iz modela se moºe prona¢i vrijednost 1 jedinice, a zatim i iznos novca koji je imao �imun
prije nego ²to je kupio £okoladu (4 jedinice).

3 jedinice = 26− 2 = 24kn
1 jedinica = 24÷ 3 = 8kn
4 jedinice = 4 · 8 = 32kn

�imun je imao 32 kune prije nego ²to je kupio £okoladu.

Primjer 4
Omjer novca koji ima Matej i koji ima Timotej iznosi 3 : 5. Nakon ²to je Matej dobio 250

kuna, a Timotej potro²io 350 kuna, imali su isti iznos novca. Koliko je novca imao Matej
prije nego ²to je dobio 250 kuna?

Sljede¢i model predstavlja situaciju prije i poslije. U situaciji prije, omjer novca koji imaju
Matej i Timotej iznosi 3 : 5. U situaciji poslije Matej i Timotej imaju isti iznos novca. Dvije
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situacije predstavljaju da je Matej dobio jo² 250 kuna, a Timotej potro²io 350 kuna.

Iz modela se moºe prona¢i vrijednost 1 jedinice, a zatim iznos novca koji je imao Matej prije
nego je dobio 250 kuna (3 jedinice).

2 jedinice = 250 + 350 = 600 kn
1 jedinica = 600÷ 2 = 300 kn
3 jedinice = 3 · 300 = 900 kn

Matej je imao 900 kuna na po£etku.
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7 Metoda modela i algebra

U Singapuru se od u£enika u srednjoj ²koli zahtijeva da koriste algebarsku metodu za rje²a-
vanje problema. Algebarska metoda za sobom povla£i formuliranje i rje²avanje algebarskih
jednakosti u procesu rje²avanja problema. Dobro je poznato kako u£enici £esto imaju pote-
²ko¢a pri formuliranju algebarske jednakosti iz podataka koji su dani u tekstualnim zadacima.
Ako su u£enici upoznati s metodom modela za rje²avanje tekstualnih zadataka, nastavit ¢e
je i koristiti ako nisu sposobni primijeniti algebarsku metodu. Svakako, metoda modela se
moºe integrirati s algebarskom metodom kako bi se rije²ili tekstualni zadaci algebarskog tipa.

7.1 Integriranje metode modela i algebre

U sljede¢im primjerima opisano je na koji na£in je metoda modela integrirana s algebarskom
metodom u rje²avanju algebarskih zadataka s rije£ima.

Primjer 1
U plesnoj skupini je 50 djece. Ako ima 10 dje£aka vi²e nego li djevoj£ica, koliko ima djevoj-

£ica u plesnoj skupini?

Algebarska metoda uklju£uje kori²tenje simbola (npr. x) kako bi predstavila nepoznatu ve-
li£inu. Na primjer, neka je x broj djevoj£ica. Ako je u plesnoj skupini 10 dje£aka vi²e nego
djevoj£ica, onda je broj dje£aka x + 10. Ukupan broj dje£aka i djevoj£ica je x + (x + 10),
²to je jednako 50. U£enici dobivaju sljede¢i problem koji trebaju rije²iti:

x+ (x+ 10) = 50

Rje²enje jednadºbe je x = 20.
U plesnoj skupini je 20 djevoj£ica.
U£enici mogu crtati model usporedbe i rije²iti problem tako ²to se na�e vrijednost jedne
jedinice ili koriste¢i algebarsku metodu.

Algebarska metoda: Neka je x broj djevoj£ica.

Model omogu¢ava u£enicima da predstave broj dje£aka u terminu veli£ine x na jedan od
sljede¢a 2 na£ina.

Na£in 1.
Broj dje£aka je za 10 ve¢i od broja djevoj£ica. Dan je kao x+ 10.
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Iz modela u£enici prepoznaju kako je suma od (x+10) i x jednaka 50, pa dobivaju jednakost:
(x+ 10) + x = 50

Rje²enje jednadºbe je x = 20.
U plesnoj skupini ima 20 djevoj£ica.

Na£in 2.
Ukupan broj djece je 50. Broj dje£aka se moºe predstaviti izrazom 50− x.

Iz modela, u£enici mogu vidjeti kako je razlika izme�u (50− x) i x jednaka 10, pa dobivaju
sljede¢u jednakost:

(50− x)− x = 10

Rje²enje jednadºbe je x = 20.
U plesnoj skupini ima 20 djevoj£ica.

Kako su i broj dje£aka i broj djevoj£ica nepoznate veli£ine, u£enici mogu sa x ozna£iti
broj dje£aka, a zatim broj djevoj£ica izraziti preko broja dje£aka.

Na£in 3.
Broj djevoj£ica je x− 10.

Iz modela u£enici dobivaju jednakost:
x+ (x− 10) = 50

Rje²enje jednadºbe je 30.
x− 10 = 20.

U plesnoj skupini ima 20 djevoj£ica.

Na£in 4.
Broj djevoj£ica je 50− x.
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Iz modela, u£enici dobivaju jednakost:
x− (50− x) = 10

Rje²enje jednadºbe je 30.
x− 10 = 20

U plesnoj skupini ima 20 djevoj£ica.

Primjer 2
David i Filip imaju 520 kuna zajedno. Ako David potro²i 2

5
svog novca na nove hla£e i Filip

potro²i 40 kuna na nove rukavice, tada je oboma ostala jednaka koli£ina novca. Koliko je

novaca imao David prije nego je kupio nove hla£e?

Ovdje je kori²ten model usporedbe. Obojeni dijelovi predstavljaju dva preostala iznosa novca
koji su jednaki. Ako se sa x ozna£i vrijednost jednog pravokutnika, onda slijedi:

5x+ 3x+ 40 = 520

8x = 480

x = 60

5x = 300

David je prije kupovine imao 300 kuna.

Primjer 3
Luka i Marko imaju 836 sli£ica zajedno. Luka ima 20% vi²e sli£ica nego Marko. Koliko vi²e

sli£ica ima Luka u odnosu na Marka?

Ako sa x ozna£imo broj Markovih sli£ica, tada je broj Lukinih sli£ica 120% od x, odnosno
1.2x. Iz modela slijedi:

x+ 1.2x = 836

x = 380
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1.2x− x = 76

Luka ima 76 sli£ica vi²e nego Marko.

Primjer 4
Na glazbenom koncertu, karte za sjede¢a mjesta prodavane su po cijeni od 4 kune, a za stoje¢a

mjesta po cijeni od 2 kune. Listi¢ s programom koncerta prodavan je po cijeni od 1 kune

svaki, te ga je kupilo 3
4
publike koji su imali karte za sjede¢a mjesta i 2

3
publike koja je imala

stoje¢a mjesta. Ukupan iznos novca koji je prikupljen od ulaznica je 1400 kuna, a od listi¢a

s programom je 350 kuna. Koliko je bilo ljudi na koncertu?

Ako se sa x ozna£i broj ljudi koji su kupili ulaznice za sjede¢a mjesta, a s y ozna£i broj
ljudi koji su kupili ulaznice za stoje¢a mjesta, onda se mogu postaviti dvije jednadºbe s
dvije nepoznanice:

4x+ 2y = 1400
3
4
x+ 2

3
y = 350

Rje²avanjem sustava dobije se x = 200 i y = 300. Ukupan broj ljudi na koncertu je x + y,
tj. 500.
No i prije nego se u£i rje²avanje sustava dviju jednadºbi s dvije nepoznanice, ovaj zadatak
se moºe postaviti kao izazov za naprednije u£enike. Zadatak se moºe rije²iti postavljaju¢i
linearnu jednadºbu iz sljede¢eg modela:

Neka A ozna£ava broj ljudi koji su kupili ulaznicu za sjede¢a mjesta, a B broj ljudi koji su
kupili ulaznicu za stoje¢a mjesta. Model pokazuje da je 3

4
A i 2

3
B kupilo listi¢ s programom.

Ovaj zadatak se moºe rije²iti na vi²e na£ina. Na primjer, neka jedan pravokutnik u B

predstavlja vrijednost x. Onda je ukupan broj ljudi u B koji su kupili listi¢ s programom
2x, a ukupan broj ljudi u A koji su kupili listi¢ s programom jednak 350− 2x.

Iz modela, u£enici zapisuju sljede¢u jednakost kako bi rije²ili problem:
4(4

3
)(350− 2x) + 2(3x) = 1400

Rje²enje jednakosti je x = 100.
4
3
(350− 2x) + 3x = 500

Na koncertu bilo 500 ljudi.
Zadatak se mogao rije²iti i na neki drugi na£in. Na primjer mogao se sa x ozna£iti vrijednost
jednog pravokutnika u A i sl.
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8 Zaklju£ak

Tijekom godina Singapur je na vrhu liste TIMSS i PISA istraºivanja iz matematike. Razlog
se krije u tome ²to su u£enici u Singapuru izloºeni brojnim matemati£kim problemima prije
svojih vr²njaka, samim time i algebrom. Poznato je da svi u£enici imaju probleme s alge-
brom, te se postavlja pitanje kako u£enici u Singapuru mogu svladati gradivo algebre, ali i
druga matemati£ka podru£ja u tako ranoj dobi. Zagovornici metode modela (dr. Kho i nje-
govi suradnici) tvrde da se u£enici rano upoznaju sa sloºenijim matemati£kim problemima
upravo zbog same metode modela. Protivnici metode modela tvrde da u£enici tako u£e
jednu stvar vi²e puta i kori²tenje vi²e metoda za rje²avanje zadataka samo zbunjuje u£enike.
Doista, u razgovoru s manjim brojem nastavnika srednjih ²kola moglo se zaklju£iti da oni
metodu modela smatraju previ²e obi£nom, jednostavnom, ne-algebarskom i da je prepreka
u u£enju simboli£ke algebre. Mnogo vremena i truda se uloºi kako bi se nau£ila metoda mo-
dela u prvim godinama ²kolovanja. Jedna od zabrinutosti je bila, pomaºe li stvarno metoda
modela u u£enju simboli£ke algebre. Zbog toga je provedeno istraºivanje u kojem je ispitano
kakvi se kognitivni procesi doga�aju prilikom kori²tenja metode modela i simboli£ke alge-
bre. Na prvi pogled ove dvije metode izgledaju razli£ito. U prvoj metodi upotrebljavaju se
slikovni prikazi koji se razlikuju po alfanumeri£kim vrijednostima. U simboli£kom pristupu
upotrebljavaju se samo alfanumeri£ke vrijednosti. Uzrokuju li ove povr²inske karakteristike
kognitivne razlike u obradi informacija nije sasvim jasno. Kako bi se napravilo temeljito
istraºivanje o ovom problemu, provedena su dva eksperimenta koriste¢i se funkcionalnim
snimanjem mozga pomo¢u magnetske rezonance. Rad na kognitivnim zadacima uzrokuje
hemodinami£ke aktivnosti u raznim neurolo²kim sustavima. Funkcionalno neurolo²ko sni-
manje sluºi se razlikama u elektromagnetskim svojstvima krvi u kojoj ima kisika i krvi bez
kisika kako bi se izmjerile moºdane aktivnosti. Kada se kombinira s odgovaraju¢im eks-
perimentalnim strukturama, funkcionalno neurolo²ko snimanje moºe identi�cirati moºdane
regije koje se zajedni£ki ili preferencijalno aktiviraju putem odre�enih kognitivnih zadataka.
Ve¢ina teorija o obradi informacija u podru£ju rje²avanja matemati£kih problema navodi
dvije komponente: prikaz problema i rje²enje problema. Prvi eksperiment fokusiran je na
po£etne faze rje²avanja algebarskih problema, tj. na procese povezane s prikazom problema.
Pred osamnaest odraslih ispitanika, prethodno testiranih i odabranih prema kompetenciji
za metodu modela i simboli£ku metodu (preko 90 % to£nosti u zadatku sli£nom onima koji
se upotrebljavaju u eksperimentu i s manje od 5 % razlike u to£nosti u ovim dvjema me-
todama) postavljani su jednostavni problemski zadaci s rije£ima. Primjerice: �Josip ima 50

satova manje nego Marko. Koliko satova ima Marko?� Na ure�aju za skeniranje traºilo se
od njih da mentalno preoblikuju ova pitanja, bilo u prikaz modela ili jednadºbe. Nakon
svakog pitanja uslijedio je prikaz rje²enja bilo u obliku modela ili u obliku jednadºbe. Od
ispitanika se traºilo da usporede prikazano rje²enje i ono koje su oni imali na umu te da
odrede je li to£no. Preoblikovanje problemskih zadataka s rije£ima u modele ili jednadºbe
aktiviralo je podru£ja povezana s procesima radnog pam¢enja. Osobito je vaºno bilo to ²to
je simboli£ki pristup ja£e aktivirao bazne ganglije, straºnji gornji parijetalni lobus i preku-
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neus. Ova podru£ja povezuju se s usmjeravanjem paºnje i orijentacijom, a obje te stvari
povezane su s operativnom komponentom radnog pam¢enja. Drugi eksperiment fokusirao
se na oblikovanje rje²enja. Sudionicima su predstavljeni ili prikazi modela ili jednadºbe i od
njih se traºilo da izra£unaju rje²enja. Otkri¢a su bila sli£na onima u prvom eksperimentu.
Simboli£ki pristup aktivirao je podru£ja odgovorna za radno pam¢enje vi²e nego ²to ih je
aktivirala metoda modela. Zna£ajno je to ²to u oba eksperimenta bazne ganglije bile ja£e
aktivirane u simboli£kom pristupu. Prema modelu ACT-R to bi moglo zna£iti prisje¢anje
proceduralnog znanja. U tom slu£aju, ta £injenica sugerira da se upotreba simboli£ke alge-
bre vi²e oslanja na proceduralno pam¢enje. Zapravo to govori da se rje²avanje zadataka iz
algebre simboli£kom metodom svodi na automatske procese ve¢ nau£ene, dok se metodom
modela pristupa svakom problemu posebno. Prema tome u£enici metodom modela vi²e ko-
riste misaone vje²tine i heuristike za rje²avanje problema te tako bolje razumiju i rje²avaju
matemati£ke, a time i algebarske probleme.
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Saºetak

Metoda modela je metoda kojom se pou£ava matematika u osnovnim ²kolama u Singapuru.
Pomo¢u te metode u£enici vizualiziraju apstraktne matemati£ke odnose i razli£ite probleme
pomo¢u slikovnih prikaza. Ti prikazi su zapravo pravokutnici, koji se po potrebi mogu dijeliti
na manje pravokutnike. Metoda modela se pou£ava od niºih razreda osnovne ²kole i koristi
se tijekom ²kolovanja kao strategija za rje²avanje zadataka koji uklju£uju cijele brojeve,
razlomke, omjere i postotke. U vi²im razredima osnovne ²kole, te u srednjoj ²koli, metoda
modela se moºe integrirati s algebrom, kako bi pomogla u£enicima razumjeti i formulirati
algebarske jednadºbe.

U£enici se u osnovnoj ²koli upoznaju s dvije vrste modela: model dio-cjelina i model
usporedbe. Model dio-cjelina se koristi kad jednu veli£inu (cjelina predstavljena s velikim
pravokutnikom) treba podijeliti na manje veli£ine (dva ili vi²e dijelova predstavljeni manjim
pravokutnicima). Kada su zadane vrijednosti dijelova, onda se moºe izra£unati vrijednost
cjeline. Nekad je zadana vrijednost cjeline i dijelova, dok je vrijednost jednog dijela ne-
poznata i moºe se lako izra£unati. Model usporedbe prikazuje odnose izme�u dvije ili vi²e
veli£ina koje se uspore�uju.

Istraºivanja su pokazala da u£enici koriste¢i metodu modela puno lak²e razumiju pro-
bleme iz algebre. Zadaci se ne rje²avaju automatski nego s razumijevanjem i s boljom
e�kasno²¢u.

Klju£ne rije£i: metoda modela, model dio-cjelina, model usporedbe.
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Summary

The model method is a method by which mathematics in elementary schools in Singapore
is taught. By using those methods students visualize abstract mathematical relationships
and the varying problem structures through pictorial representations. These representations
are actually rectangles, which, if needed, can be divided in smaller rectangles. The model
method is taught in the early years of primary school and is used during schooling as a
strategy for solving problems which include whole numbers, fractions, ratios and percentages.
In the upper grades of primary school and in secondary school, the model method can be
integrated with algebra to help students understand and formulate algebra equations.

Students in primary school are introduced to two types of models: part-whole model and
comparison model. Part-whole model is used when one size (a whole featuring large rectan-
gles) needs to be divided into smaller sizes (two or more parts featuring smaller rectangles).
When the parts are given, then we can �nd the whole. Sometimes the whole and some parts
are given, and therefore the unknown part can be found. The comparison model shows the
relationship between two or more quantities when they are compared.

The research has shown that students understand algebra problems much better when
they are using the model method. The problems aren't being solved automatically but with
understanding and better e�ciency.

Key words: Model Method, Part-Whole Model, Comparison Model.
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