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Sazetak

U ovom radu proucavat ¢emo ravnotezu jednodimenzionalnih kontinuuma. Objasniti ¢emo
Sto je kontinuum, te na primjeru napete elasticne zice prikazati izvod jednadzbe ravnoteze,
koja je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda. Izvesti ¢emo i jednadzbu stacionarnog
provodenja topline kroz stap te pokazati da je ona identicna jednadzbi ravnoteze napete Zzice.
Takoder, razmatrati ¢emo ponasanje zice uz razlicite rubne uvjete. Iskazati ¢emo i dokazati
princip superpozicije koji nam je bitan za postupak homogenizacije rubnog problema i opc¢enito
kod odredivanja ravnoteznog polozaja. Na kraju samog rada bavit ¢emo se pitanjem jedins-
tvenosti rjeSenja te proc¢i kroz slucajeve kad koeficijenti ne posjeduju dovoljnu glatkoc¢u. Sve
navedeno poprac¢eno je mnosStvom primjera i zadataka sa ilustracijama.

Kljucne rijeci

Ravnoteza zice, jednadzba ravnoteze, kontinuum, rubni uvjet, princip superpozicije, koncentri-
rana sila

Abstract

In this paper we will study equilibrium of one dimensional continuum. We will explain what
continuum is and derive balance equation for elastic wire under tension, which is a second order
linear differential equation. Additionally, we will derive equation of heat conduction through
stick and show that this equation is identical to the balance equation of elastic wire. We will
consider the behaviour of wire with respect to different boundary conditions. We will state
and prove superposition principle which is very important for homogenzation of the boundary
problem as well as for finding equilibrium position in general. At the end of this paper we will
study uniqueness of the solution and go through cases when coefficients are not smooth enough.
All mentioned results are complemented with a number of examples and illustrations.

Key words

Balance of wire, equilibrium equation, continuum, boundary condition, superposition principle,
concentrated force



Sadrzaj

1

Ravnoteza kontinuuma

1.1 Opcenito o ravnotezi . . . . . . . . . . L
1.2 Ravnoteza elastiCne zice . . . . . . . . . . ... o
1.3 Stacionarno provodenje topline kroz stap . . . . . . . ...

Rubni uvjeti
2.1 Jednostavni rubni uvjeti . . . . .. ..o

Princip superpozicije
3.1 Rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijentima

Jedinstvenost rjesSenja
4.1 Slucaj b=10 . . . . . . .
42 Slucaj b£0 . . . .

Slucaj kad koeficijenti nisu glatki
5.1 Uvjeti transmisije . . . . . . . . ..o
5.2 Koncentrirano djelovanje . . . . . . ... oo

Literatura

N —

©

14
17

20
21
23

26
26
29

33



1 Ravnoteza kontinuuma

1.1 Opcéenito o ravnotezi

Pojam ravnoteza u opéenitom smislu nas asocira na nesto stabilno ili staticno. Ravnoteza je
stanje mirovanja tijela. Kad pomislimo na pojam ravnoteza mogli bismo reé¢i da vecini prvo
padne na pamet pojam prirodna ravnoteza. Prirodna ravnoteza je vrlo slozen sustav, s tisu¢ama
varijabli i dijelova koji u cijelini savrseno funkcioniraju, nadopunjuju se, i u krajnjem slucaju
prezivljavaju. Prirodna ravnoteza je samo jedan pojam u beskona¢nom nizu pojmova kojih se
sjetimo kad netko spomene rije¢ ravnoteza.

Gledajuéi pojam ravnoteza s znanstvene strane, fizicari i matematicari su ustanovili i doka-
zali da se ravnoteza javlja u razli¢itim sustavima zbog cega postoje razliciti tipovi ravnoteze, a
najpoznatiji su mehanicka, termodinamicka, toplinska i hidrostaticka ravnoteza. U ovom radu
bavit ¢emo se mehanickom ravnotezom. U mehanici je materijalna tocka u ravnotezi ako je
vektorski zbroj sila koje djeluju na tu tocku jednak nuli. Kruto tijelo je u ravnotezi ako je vek-
torski zbroj sila koje djeluju jednak nuli i ako je algebarski zbroj svih momenata sila s obzirom
na svaku od bilo koje medusobno okomite osi, jednak nuli.

Obicno razlikujemo tri vrste ravnoteze, a to su stabilna, labilna i indiferenta. One ovise o
tome je li potencijalna energija promatranog sustava maksimalna, minimalna ili konstantnog
iznosa.

\Q/ @)

Slika 1: Stabilna, labilna, indiferentna ravnoteza

Grana mehanike koja proucava skupove sila i ravnotezu tijela na koje te sile djeluju naziva se
statika ili znanost o ravnotezi. Sad kad smo poblize objasnili §to je zapravo ravnoteza, mozemo
se okrenuti temi ovog rada.



1.2 Ravnoteza elasti¢éne zice

Krenimo od pojma kontinuuma, odnosno materijalnog tijela. Stanje kontinuuma u danom
trenutku opisujemo funkcijom koja svakoj tocki tijela pridruzuje broj ili vektor. Gledat ¢emo
ponasanje jednodimenzionalnih (1-D) kontinuuma, kod kojih se stanje opisuje funkcijom jedne
prostorne varijable. Osnovno svojstvo materijalnog tijela ili kontinuuma lezi u ¢injenici, da sila
kojom dva njegova komada djeluju jedan na drugog ovisi samo o polozaju njihovog kontakta, a
ne o samim dijelovima i zato se ta sila naziva kontaktnom. Proucavat ¢emo ravnotezna stanja,
a kao osnovnu fizikalnu ¢injenicu koristit ¢emo zakon ravnoteze sila, koji glasi: ako je tijelo u
ravnotezi, rezultanta svih sila koje na njega djeluju jednaka je nuli.

Prvo ¢emo proucavati jedan jednostavan primjer tanke napete zice kojim ¢emo doéi do
jednadzbe ravnoteze.

Neka je interval (0,1) na x-osi predstavlja polozaj tanke zice, napete ¢ivijom, npr. kao na
gitari. Kad navodimo da je zica tanka zZelimo reé¢i da joj je masa minimalna, zbog toga ¢emo ju
zanemariti. Oznacimo s a(x) kontaktnu silu u tocki x € (0,1), tj. silu kojom dio (z,[) djeluje na
dio (0,z). Tada dio (0, x) djeluje na dio (x,!) silom —a(z). Ta sila je uzduzna ili longitudinalna,
odnosno paralelna je z-osi i naziva se napetost Zice. Neka je x1,29 € (0,1), 1 < zo, tada je
ukupna uzduzna sila na dio (21, x2) jednaka a(xs) — a(z1), pa prema zakonu ravnoteze vrijedi

a(xe) —a(zy) =0,
£,
a(x) = const.

Dakle u promatranom slu¢aju napetost je konstanta jednaka uzduznoj kontaktnoj sili a(l) >
0 kojom ¢ivija djeluje na zicu. Takoder mozemo umjesto Civijom, zicu horizontalno napeti
utegom. Ako je tezina utega Ty > 0, napetost je a(z) = a(l) = Tp, tj zadana je neposredno.

=

Ty

Slika 2: Zica napeta utegom



Promotrimo zicu koja slobodno visi, uz to da x-os ima smjer djelovanja sile teze. Ta zica je
takoder napeta, ali ovaj put svojom tezinom. Vise ne promatramo tanku zicu, nego zicu koja
ima neku tezinu. Ozna¢imo s T'(x1,x2) tezinu komada (x1,23). Ukupna uzduzna sila na taj
komad jednaka je a(xs) — a(xy) + T'(z1,x2), pa prema zakonu ravnoteze imamo

a(zq) — a(xr) + T'(x1,22) = 0.

Stavljajuéi npr. x; = x, x5 = [ i uzimajuéi u obzir da je a(l) = 0 (kraj x=I1 je slobodan),
dobivamo
a(x) =T(z,1). (1)

Iz toga slijedi da je
a(x) >0, za z€]0,l). (2)

Ako je dodatno o kraj & = [ objesen uteg tezine Ty > 0, onda umjesto (1) imamo

a(z) =T (z,1) + To,
pa je
a(x) >0, z€][0,1]. (3)

Ako je zica homogena (ima jednaku gustoéu u svakoj tocki) s linijskom gustoéom mase p (masa
jedinice duljine zice), onda je T'(x,l) = pg (I — x) + Ty, pa imamo

a(z) = pg (I — x) + Tp, (4)

Tezina objeSene zice je specijalan slucaj uzduzne linijske sile, rasporedene po Zici s gusto¢om
o(x) >0, z € (0,1); ukupna linijska sila na komad (z1, z9) je tada

| et
z1
pa iz zakona ravnoteze imamo

ofaz) = aar) + [ p(€)d = 0.

Ako stavimo da je x1 = x, 9 = [ i ako pored linijske sile na zicu djeluje i kontaktna sila
a(l) = Tp > 0, onda imamo

M@=%+/¢@%

i tada vrijedi (3). U suprotnom, ako na zicu djeluje samo linijska sila, a kontaktna sila a(l) = 0,
dobivamo



iz toga slijedi nejednakost (2). Promotrimo sada uzduznu napetu zicu, podvrgnutu djelovanju
vanjske poprecne ili transverzalne sile, tj. sile koja je okomita na zicu. Pod utjecajem vanjske sile
zica se deformira, pa ¢emo pretpostaviti da je vanjska sila slaba, tj. mnogo manja od napetosti
tako da se zica Sto manje deformira, odnosno njezin deformirani polozaj se malo razlikuje od
segmenta [0, []. Zbog jednostavnosti uzet ¢emo jos jednu pretpostavku, a to je da je vanjska sila
paralelna ravnini xy. Tada i deformirana zica lezi u ravnini zy.

Pri deformaciji tocka = € (0,1) prijede u tocku P(x) = (x,u(x)) € R? gdje je u(z) progib tocke
. Zica onda poprima oblik grafa funkcije u

y = u(z). (5)
J’J
P(x) |
E u(x) i
0 . I x

Slika 3: Deformirana zica

Derivacija u'(x) je deformacija na mjestu z, tj. mjera deformacije. Pretpostavka da je defor-
macija mala izrazava se uvjetom

()] < 1, Vz € (0,1).

1z toga zakljucujemo da je progib u(z) — «(0) mali u usporedbi s duzinom Zice:

|u(z) —u(0)] =

[ i < [w@na < [Tac=a <t
. u() — u(0)

1.
I <



Y

Slika 4: Poprecna sila

Prema tome, vidimo da pri maloj deformaciji relativni progib u(z) — u(0) je (po apsolutnoj
vrijednosti) malen u odnosu na duljinu zice. Primjetimo takoder sljedece: ako je Zica na kraju
x = [ napeta utegom, progib na tom kraju jednak je nuli, tj. vrijedi u(l) = 0; to je direktna
posljedica pretpostavke da je poprec¢na sila manja od tezine utega.

Oznagcit ¢emo s ¢ () kontaktnu silu u tocki P(x), tj. silu kojom dio P(z)P(l) deformirane
zice djeluje na dio P(0)P(z). Dio P(0)P(z) djeluje na dio P(x)P(l) silom —¢(z). Funkcija
¢ (x) definirana je i na krajevima z =01z =1, a ¢() i -7 (0) su vanjske kontaktne sile.

[

)

\ a(l)
— P(0)

-q(0)
P(x)

_)
q (x)

A\

Slika 5: Kontaktne sile
Ukupna kontaktna sila na dio P(z1)P(z5) deformirane zice jednaka je
7 (x2) — 4 (21)-
Bududi je deformacija mala, mozemo pretpostaviti da je kontaktna sila tangencijalna na zicu:

q(w) = a(2)t(2), (6)



gdje je t'(z) jedinicni tangencijalni vektor zice u tocki P(x):

{(@IM,
V1+u(x)?

Zbog |u'(x)| < 1, za svaki x iz (0,1) vrijedi

L+ (u'(2)* = 1, (7)
pa mozemo uzeti da je
t(a)=i+u(z)] (8)
Iz (6) i (8) slijedi - -
q(z) = a(x)i + a(z)u'(z)] (9)

Kad stavimo da je ¢= ¢, i+ qyf dobivamo

(e () = alx), (10)

a
a

Veza kontaktne sile ¢(z) i progiba u(z) s opéenitijeg stajalista zove se zakon ponasanja u proma-
tranom modelu. Zakon ponaSanja glasi: ako je deformacija mala, kontakta sila q(x) je paralelna
tangencijalnom vektoru deformirane Zice u tocki x, a po modulu je jednaka napetosti a(x),

gy () = a(x)u'(z). (12)

Prema (10) wzduzna kontaktna sila je napetost zice. Vanjska linijska sila rasporedena je po
zici. Oznacimo s f gustoéu wvangske linijske sile, odnosno silu po jedinici duljine Zice. Neka je
f=fei+ f,J. 1z (7) slijedi da za element duljine luka deformirane zice imamo

ds =1/1+ (v(x))?dzx =~ dz,

iz ove dobivene formule dolazimo do zakljucka da mala deformacija ne uzrokuje istezanje Zice.
Ukupna linijska sila na dio P(z1)P(z2) gdje je x1 < xq, jednaka je

[ far =7 [ pwr [ g 13

prvi ¢lan na desnoj strani je uzduzna, a drugi poprecna linijska sila.
Razmotrit ¢emo dio P(x)P(l) za neki proizvoljan x i primijeniti princip ravnoteze sile. Na taj
xT

dio djeluje kontaktna sila ¢'(x) — ¢'(0) i linijska sila /f({)df Ako je zica u ravnotezi, onda
0
slijedi

—

i(z) — q(0) + / Fle)de =0,

T
0
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ili ako zapisemo u komponentama
() = 0:0)+ | fi(6)a =0, (14
qy(z) — qy(0 / fy(§)dg = 0. (15)

Jednadzba (15) opisuje poprecnu ravnotezu zice.

Ako se zica nalazi u nekom elasticnom sredstvu, koje se opire njezinoj deformaciji, onda
pored linijske sile f(x), na nju djeluje i linijska (poprecna) sila s gustoéom —b(z) u(x), gdje je
b(x) > 0, koeficijent elastiénosti sredstva.

Tada umjesto (15) imamo

0(2) — 4,(0) + / () — bE)u(e)) de =0, (16)

odnosno
qy(7) — b(x) u(z) + f(z) =

Uvrstavajuci (11) u (16) dobivamo

a(z)u'(z) — a(0)u'(0) +/ (f(§) = b(&)u(&))d = 0. (17)
0
integralnu jednadzZbu ravnoteZe. Derivirajuéi tu jednadzbu dobivamo

(a(z) v'(x))" = b(x) u(z) + f(x) = 0. (18)

Jednadzbu (18) nazivamo jednadzbom ravnoteze. To je linearna diferencijalna jednadzba dru-
gog reda za funkciju u(z); funkcije a(z) i b(x) su njezini koeficijenti, a f(z) je slobodni ¢lan.
Jednadzba je homogena ako je slobodni ¢lan jednak nuli, a ako je razlicit od nule onda je
nehomogena.

Navest ¢emo jedan vazan fizikalni model koji se opisuje jednadzbom ravnoteze.

1.3 Stacionarno provodenje topline kroz stap

Princip stacionarnog provodenja topline glasi ovako: ako je provodenje topline kroz tijelo rav-
notezno, ukupni toplinski fluks koji se prenosi na bilo koji komad tijela jednak je nuli.
Koristeci ovaj fizikalni primjer izvest ¢emo jednadzbu stacionarnog provodenja topline kroz stap
(vidi [3, Primjer 3.1]).

Neka je na intervalu (0,[) osi z polozen toplinski vodljivi homogeni $tap. Pretpostavimo
da je Stap tanak u smislu da njegovu temperaturu mozemo prikazati kao funkciju koordinate
z. Ozna¢imo sa u(r) temperaturu na poprecnom presjeku stapa na mjestu x. Neka je ¢(x)
kontaktni toplinski fluks na tom mjestu, tj. kolicina topline koja u jedinici vremana prijede
iz dijela (x,1) u dio (0,z). Oznacimo jos s f(z) gustoéu vanjskog linijskog toplinskog fluksa,
tj. toplinu koja se u jedinici vremena prenosi izvana na jedinicu duljine Stapa u jedinici vre-
mena. Provodenje topline kod kojeg temeperatura i toplinski fluks ne ovise o vremenu naziva
se stacionarno ili ravnotezno.



Ako primjenimo princip stacionarnog provodenja topline na bilo koji dio Stapa (z1,x2) iz
jednadzbe (16) uz b(x) =0
dobivamo

a(ws) — qlar) + / Y pe)de o,

odnosno

¢ (x) + f(x) =0. (19)

Ako je vanjski toplinski fluks slab, onda je proces provodenja slab, sto izrazavamo uvjetom
o' (z)] < L.
Zakon ponaSanja (Fourierov' zakon) ima oblik (12), gdje je
a(xz) =k S(x),

k > 0 je koeficijent provodenja, a S(z) je povrsina poprecnog presjeka stapa. Kad uvrstimo
12) u (19) dobivamo diferencijalnu jednadzbu za temperaturu:

(a(z)u'(x)) + f(z) = 0.

Ako je stap u vezi s regulatorom koji na svakom presjeku odvodi iz Stapa koli¢inu topline
proporcionalne temperaturi na tom mjestu, onda uz zadanu vanjsku toplinu f(x) imamo i linijski
fluks s gustoéom —b(x)u(x), gdje je b(x) > 0. Tada umjesto prethodne jednadzbe dobivamo
jednadzbu stacionarnog provodenja koja glasi ovako:

(a(z) u'(z))" = b(x) u(x) + f(x) = 0.
O

Uoc¢imo da je dobivena jednadzba jednaka kao (18). Dakle, vidimo da su jednadzbe ravnoteze
dva razli¢ita matematicka problema potpuno identi¢ne i to nije slucaj samo za ovaj primjer.
Zbog toga je za odredivanje ravnoteze razlicitih fizikalnih modela dovoljno promatrati jednadzbu
(18).

1 Joseph Fouier (1768.-1830.), francuski matematicar i fizicar

8



2 Rubni uvjeti

Diferencijalna jednadzba ravnoteze sluzi za odredivanje ravnoteznog stanja u(x). Uz zadane
funkcije a(x), b(z) i f(z), jednadzba ravnoteze (18) opéenito ima beskonacno mnogo rjesenja.
Pretpostavljamo da je

a(x) >0 za 0<zx<lI,

b(x) >0 za 0<uxz<lI.

Da bismo izdvojili jedno rjesenje, moramo postaviti tzv. rubne uvjete, koji opisuju ponasanje
na krajevima x = 0 i x = [. Odredivanje ravnoteznog stanja koje zadovoljava rubne uvjete zove
se rubna zadaca.

2.1 Jednostavni rubni uvjeti

Imamo nekoliko jednostavnih rubnih uvjeta, a to su Dirichletov?, Neumannov® i Robinov*. Prvo
¢emo objasniti Dirichletov.

Ako su krajevi ucvrséeni utegom ili ¢ivijom kao na glazbenim instrumentima, $to je ujedno
najjednostavniji nacin da se ucvrsti kraj, onda rubni uvjeti glase ovako:

=

u(x)

Slika 6: Homogeni Dirichletov rubni uvjet

Takoder se moze progib na kraju (npr. = = 0) fiksirati na bilo koju vrijednost ¢ i tada rubni
uvjet glasi
u(0) = c. (20)
2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1859.), njemacki matematic¢ar

3Carl Gottfried Neumann,(1832.-1925.), njemacki matematicar
“Victor Gustave Robin(1855.-1897.), francuski matematicar i fizicar




St

a(x)

Slika 7: Dirichletov rubni uvjet

Takav rubni uvjet naziva se Dirichletov, kinematicki ili geometrijski. Umjesto zadavanja progiba
u(0), mozemo zadati vrijednost vanjske kontakte sile —¢(0) koja realizira taj progib. Npr. ako
je zica napeta horizontalno pomocu kotaci¢a koji se bez trenja kotrlja po trac¢nici paralelnoj s
y osi na kraju = = 0 i ako se na taj kraj objesi uteg tezine c;, onda imamo uvjet

—4q(0) = 1. (21)

et

- = ]

Slika 8: Neumannov uvjet

(Primjetimo da analogan uvjet na kraju x = [ glasi ¢(l) = ¢1). U slu¢aju provodenja uvjet (21)
znaci da je reguliran toplinski fluks kroz presjek = = 0.
Kad uzmemo u obzir zakon ponasanja (11), dobivamo uvjet

u'(z) = ¢,

10



. - . €1 . . . C e 1 o1
gdje smo stavili da je co = ———. Ovaj uvjet nazivamo Neumannowv, prirodni ili dinamicki.

a(0)
Ako je ¢o = 0, kazemo da je kraj slobodan (toplinski izoliran).

Ako se na kraj x = 0 veze poprecno elasti¢no pero s koeficijentom elasti¢nosti k > 0,

£
y
0 . \
! X
7
Slika 9: Robinov uvjet
onda imamo uvjet
q(0) — ku(0) = 0.
(Analogan uvjet na kraju x = [ glasi ¢(l) = —xu(l)). Pomocu zakona ponasanja (12) dobivamo

uvjet
u'(0) — Bu(0) = 0,

K
gdje je B = m; taj uvjet zove se Robinov.
a
Svi navedeni uvjeti mogu se zapisati u obliku
au'(0) — Bu(0) =c,
yu'(l) +du(l) =d,
gdje su «, B, 7, d, ¢ id zadani brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti
a, B >0, a+ >0,

~v,0 >0, v+6>0.

Ovi rubni uvjeti su linearni, pa je i rubna zadaca linearna. Ako je ¢,d = 0, onda kazemo da su
rubni uvjeti homogeni, a u suprotnom nehomogeni.

11



Zadatak 2.1 (vidi[3, Primjer 3.2.]). Homogena teska Zica ucvrséena je na kraju x = 0 i napeta
pomocu utega mase M > 0, dok je desni kraj, x =1 slobodan. Odredite ravnotezni poloZaj Zice.

W

Fe

Slika 10: Zica sa slobodnim krajem

Rjesenje. Napetost je a(x) = Mg, a linijska sila je tezina, pa je f(z) = —pg, gdje je g djelovanje
sila teze, a p gustoca zice. Zbog homogenosti linijska gustoca je konstanta. Onda jednadzba
ravnoteze (18) glasi:
. p
Mgu"(xz) — pg =0, tj. u'(z)=—
gu'(x) =pg =0, tj. u'(x) =15
dobivamo sljedece kad ju integriramo po varijabli x

p
’U,/(SC) = ijLCl’
u(x) = LI'Q—f—ClCL’—i‘CQ
2M ’

gdje su 'y, Cy proizvoljne konstante. Iz rubnih uvjeta
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Zadatak 2.2 (vidi[l, Zadatak 2.1.3.]). Teska homogena Zica linijske gustoce p, napeta je koso
utegom mase M > 0 na kraju x = 0. Odredite ravnotezni poloZaj Zice ako je drugi kraj (v = 1)
slobodan.

e

Slika 11: Zica napeta koso

Rjesenje. f(x) = folx)i + fy(x)j, gledamo kut ¢ izmedu osi z i zice napete utegom na kraju
x = 0. odatle slijedi
fz(x) = pgcose,

f(@) = fy(y) = pgsinep.
Prema .

@) =a(0) - [ L0)¢

0
napetost je
a(x) = Mg+ (I —x)pgcosp.
Uvrstavajuéi dobiveni a(z) u jednadzbu ravnoteze (18) dobivamo novu jednadzbu ravnoteze
koja glasi
(Mg+ (I —x)pgcosp)u'(z)) = —pgsine.

Iz prethodne jednadzbe i rubnih uvjeta u(0) = u/(l) = 0 slijedi

pgsing (I — )

u(z) = ,
(z) Mg+ (l—x)pgcosy
odnosno
u(z) = T pgsing(l —x) dr — = ton +Msingp . wcosy
o Mg+ (l—x)pgcosy v pcos? o M+lgcosp)

]

Ovakvi tipovi zadataka rjesavaju se na jednostavan nacin, ali u praksi se gotovo uvijek su-
sre¢emo sa zahtjevnijim zadacima. Postupak rjesavanja takvih zadataka pokazat ¢emo sljede¢im
poglavljima.
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3 Princip superpozicije

Kao sto smo ve¢ naveli, jednadzba ravnoteze

(a(z) u'(x))" = b(x)u(z) + f(x) = 0,

je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda koja moze biti homogena ili nehomogena. Li-
nearna je jer za nju vrijedi princip superpozicije, a leme koje ¢emo sada iskazati i dokazati
nazivaju se zajednickim imenom bas tako, princip superpozicije.

Definirajmo prvo §to je superpozicija i prisjetimo se definicije linearne nezavisnosti odnosno
linearne zavisnosti funkcija.

Definicija 3.1 (vidi[5]). Ako realne funkcije uy,us, ..., u, imaju isto podrucje definicije i ako
SU Ai, Ao, ..., Ay Tealni brojevi, onda se funkcija

Z /\kuk = )\1U1 -+ >\2u2 —+ ...+ )\nun

k=1
zove linearna kombinacija ili superpozicija funkcija uy, s, ..., U, a brojevi A1, Ao, ..., A, su koefi-
cijenti te linearne kombinacije.

Definicija 3.2 (vidi[5]). KazZemo da su realne funkcije uy,us, ..., u, linearno zavisne na inter-
valu (a,b) ako postoje realni brojevi A1, Ag, ..., Ay ne svi jednaki 0, takvi da vrijedi

>\1U1 + )\QUQ + ...+ )\nun = 0, Vr € (CL, b)

Ako jednakost vrijedi samo za \y = Xy = ... = A\, = 0, kaZemo da su funkcije uy,us, ..., u,
linearno nezavisne na intervalu (a,b).

Definicija 3.3. Skup dvaju linearno nezavisnih rjesenja linearne homogene diferencijalne jed-
nadzbe zove se fundamentalan skup rjesenja.

Lema 3.4 (vidi[l, Lema 4.1.]). Proizvoljna superpozicija rjesenja homogene jednadzbe
(a(z)u'(2)) = b(z)u(z) = 0.
takoder je rjesenje te jednadzbe.

Dokaz. Neka su u; i us rjeSenja jednadzbe, odnosno vrijedi

Kad to raspisemo dobivamo da za rjeSenje uy vrijedi

a(z)'uy (z) + a(z)uy(x) — b(z)u (z) = 0, (22)
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a za U
a(z)'uy(x) + a(x)uy(x) — b(z)us(z) = 0. (23)
Pokazimo da je i linerana kombinacija
u = Clul + CQUQ

rjeSenje te jednadzbe, gdje su C; i Cy proizvoljne konstante.
Kad u uvrstimo u homogenu jednadzbu i raspisemo kao prethodne dvije, dobivamo

(a(2)(Crus (x) + Cous(x))") — b(x) (z)) =

a(z)(Cruy(z) + Couy(x))" — b(a)(Crua (z) + Coug(z)) =
d'(2)(Cruy(x) + Cauy(x)) + a(z)(Cruf (z) + Caus (@) — b(x)(Crus (z) + Cauz(z)) =
Ci(a(z) vy (@) + a(@)uy(z) — b(z)ur () + Cala(z) uy(x) + alz)uy(z) — b(x)uz(z)) =

gdje smo zadnju jednakost dobili uvrstavanjem (22) i (23). Time je pokazano da je u rjesenje
jednadzbe.

(Cruy(z) + Cous(x

T

O
Lema 3.5 (vidi[l, Lema 4.2.]). Proizvoljna superpozicija funkcija koje zadovoljavaju homogeni

rubni uvjet
u'(0) — Bu(0) =

odnosno
yu'(l)+du(l) =0

takoder zadovoljava taj uvjet.

Dokaz. Neka su u; i us funkcije koje zadovoljavaju rubne uvjete, to jest za u; vrijedi

oty (0) — B en(0) = 0, (24)
yui(l) +0u(l) =0, (25)
a uy(0) — Buz(0) =0, (26)
vy ug(l) 4+ 0 ug(l) = 0. (27)

Pokazimo da i funkcija
u = Olul + CQUQ

zadovoljava te uvjete, gdje su C; i C5 proizvoljne konstante.
Uvrstavajuéi funkciju v u prvi rubni uvjet slijedi da je

a (Crug (z) + Coug(x))'(0) — B (Cruy (x) + Cous(x))(0) =
a (Cruy (r) + Couy(x))(0) — B (Crui(z) + Coua(w))(0) =
Ci(auy(0) — Bui(0)) + Caa uy(0) — Buy(0)) =0,
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a zatim u drugi rubni uvjet, dobivamo

v (Cruy () + Coua(x)) (1) + 6 (Crui (x) + Coug(w)) (1)
v (Cruy () + Couy(2)) (1) + 6 (Crus () + Coua(z))(1)
Cr(y uh (1) + 6 ur (1)) + Coy uhy(l) + 0 ug(l))

0,

gdje je zadnja jednakost za prvi uvjet dobivena uvrstavanjem (24) i (26), a za drugi uvrstavanjem
(25) 1 (27). Time je pokazano da je u rjeSenje jednadzbe.
O

Taj princip pokazuje da su rubni uvjeti iz leme (3.5) i jednadzba ravnoteze (18) linearni,
odnosno rubni problem je linearan. Opéenitiji oblik principa superpozicije daje sljede¢a lema.

Lema 3.6 (vidi[l, Lema 4.3.]). Ako su funkcije ug, k = 1,2,...,n rjesenje rubnog problema
(a(z)ur(x)) = b(@)ur(z) + fu(x)

aup(0) = B up(0) = cx(x),

v () + 6 u(l) = di(),

0,

onda je superpozicija
u = )\1U1 + )\QUQ + ...+ /\nun

s proizvolynim koeficijentima Ay, Aa, ..., A, Tjesenje problema

—(a(@)u/(2)) + b(@)u(z) = > M filz)
aw'(0) = Bu(0) = Aek(),

yu'(l) + 0 u(l) = Ad(z).
k=1
Dokaz ove leme je analogan dokazima prethodne dvije leme.
Iskoristimo princip superpozicije za odredivanje opceg rjesenja jednadzbe
(a(z) v (x)) = b(z)u(z) + f(z) = 0.

Ako su uq 1 ug rjesenja jednadzbi

(a(z)ui(x)))" = b(x)ur(z) + fi(x) =0,

(a(z)uy()))" = b(a)ua(z) + fo(x) =0,

onda je njihova linearna kombinacija

u = Ciuy + Cyuy,
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gdje su C] i Cy proizvoljni brojevi, rjesenje jednadzbe
(a(z)u(x)) — b(x)u(z) + Cyf1(z) + Cofa(x) = 0.
Ako su funkcije u; i us rjeSenja homogene jednadzbe
(a(@)'(2)) — b(z)u(z) =0, (28)

a u, neko ("partikularno”) rjeSenje nehomogene jednadzbe (18) i ako su Cy i Cy bilo koje
konstante, onda je rjeSenje jednadzbe ravnoteze i funkcija

u = Ciug + Caug + .

Takvu funkciju nazivamo opcéim rjesenjem.
U slucaju kad su rjeSenja u; i ug linearno nezavisna, onda se svako rjesenje jednadzbe (18)
moze prikazati kao
u = C’lul + CQUQ + Up,

gdje su konstante C; i C5 jednoznacno odredene funkcijom wu.

Wronskijan

Spomenut ¢emo jos jednu funkeiju koju dobivamo ako su uj(x) i us(x) rjesenja homogene
jednadzbe (28), a glasi ovako:

W(ui(z), uz(z), ) = ur () uy(x)

= ur(2)us () — ug(w)ui (7).

Funkcija se zove Wronskijan tih dvaju rjesenja. Wronskijan linearno zavisnih rjesenja svuda
iStezava i obratno, a ako je svuda jednak nuli, rjeSenja su linearno zavisna.

3.1 RjeSavanje linearne diferencijalne jednadzbe 2. reda s konstant-
nim koeficijentima

Ovisno o konstantnim funkcijama a,b € R, te o slobodnom c¢lanu f(x) odredit éemo skup
rjeSenja linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda

(av'(z)) —bu(x) + f(x) = 0.

Postupak rjesavanja takve jednadzbe se sastoji od dva dijela. Najprije pronalazimo homogeno,
zatim partikularno rjesenje, a njihova suma daje opce rjesenje, odnosno

u(x) = ug(zr) + up(z).
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1. Homogeno rjesenje

Promatramo jednadzbu
(av/(x)) —bu(x) =0, (29)

gdjesua,be R .
Toj jednadzbi pridruzujemo njenu karakteristi¢nu jednadzbu s nepoznanicom A,

A2 —b=0.

Fundamentalan skup rjesenja jednadzbe (29) nalazimo u ovisnosti o korjenima A, Ay ka-
rakteristicne jednadzbe na sljede¢i nacin:

(a) Ako je A, Ay € R, A\; # Ao, fundamentalan skup rjesenja ¢ine

[Vidi dokaz, [5] str.19]
(b) Ako je Ay = Ay € R, imamo

uy(z) = e, uy(w) = we.

(¢) Ako je \y2 =a=£bi, a,b€ R, imamo
uy(z) = e* cos(bx), wus(xr) = e sin(bx).

Opce rjesenje homogene jednadzbe je superpozicija svih baznih rjesenja, odnosno

UH(QZ) = Clul(ﬂf) -+ CQUQ('I), Cl, Cg e R. (30)

2. Partikularno rjesenje

Promatramo jednadzbu
—(ad'(x)) +bu(x) = f(x).

Za pronalazak partikularnog rjeSenja koristimo dvije metode: metodu varijacije konstanti
i metodu neodredenih koeficijenata.

(a) Metoda varijacije konstanti
Neka je dana jednadzba

—(av/(2))" + bu(z) = f(z)

i njena pripadna homogena jednadzba (av'(z))" — bu(z) = 0, te neka je rjesenje
homogene jednadzbe dano sa

ug(z) = Cruy(z) + Cous(x).
Tada rjesenje nehomogene linerne jednadzbe mozemo traziti u obliku
u(z) = Cr(x)ug(x) + Co(x)us(x).
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Uvrstavanjem u jednadzbu pokazuje se da konstante Ci(x) i Cy(x) zadovoljavaju
sustav

iz kojeg odredimo te konstante.

(b) Metoda neodredenih koeficijenata
Ukoliko je f(z) oblika

f(z) = e*(Pn(x) cos(Bx) + Qn(x) sin(Bx)),
gdje su o, 5 € R, a Py,(z) i Q,(x) polinomi m-tog, odnosno n-tog stupnja s realnim

koeficijentima.
Tada partikularno rjesenje trazimo u obliku

up(z) = x"e* (P)(z) cos(fz) + Q;(x) sin(fx)),

gdje je r kratnost nultocke A = a + i, | = max{m,n}, a P(z) i Q;(x) nepoznati
polinomi [-tog stupnja.

Sada znamo odrediti opce rjesenje.
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4 Jedinstvenost rjeSenja

Kod promatranja slucaja kad je koeficijent elasti¢nosti jednak 0, (b(z) = 0) te kad je razli¢it od
0, (b(z) # 0), ¢emo za jednadzbu ravnoteze postavljati homogene rubne uvjete (¢ = d = 0).
Bitno je spomenuti da time ne smanjujemo opcenitost razmatranja, jer se nehomogeni uvjeti
mogu lako reducirati na homogene, pomocu principa superpozicije koji nam omogucuje taj
jednostavan postupak; pokazat ¢emo kako. Neka je u(z) rjesenje rubnog problema

(a(z) ' (x))" = b(x) u(z) + f(z) =0 (31)
u'(0) = Bu(0) =, (32)
yu'(l)+du(l) =d (33)

Neka je w(z) neka funkcija koja zadovoljava uvjete (32) i (33). Zbog linearnosti rubnog problema
funkcija uy (z) = u(x) — w(z) zadovoljava jednadzbu

(a(z) uy(z))" — b(x) wa (z) + fi(z) =0

i homogene rubne uvjete

i (0) — Bun(0) = .
yuy(l) + duy(l) =d,

gdje je fi(z) = f(z) + (a(x)w'(x)) — b(x)w(x). Ako odredimo u;(z), onda znamo da je
u(z) = ui(x) + w(z). Funkciju w(z) mozemo izabrati na razlicite nacine, ali najjednostavnije
je uzeti linearnu funkciju

w(z) = vr + &. (34)
Uvrstavanjem (34) u (32) i (33), za koeficijente v i £ dobivamo linearni sustav

av — € =0, (35)
(v + 0l) v+ 0 = 0. (36)

Zbog
0475207 O./+5>0,

~v,0 >0, v+ 6> 0.
determinanta tog sustava je pozitivna;

A = ad + By + 15s.

Dobivamo

UV =

co +dp _da—c(y+15)
A &= A '

20



4.1 Sluéajb=0

Ako je b(xz) = 0, rubni problem

(a(z) u'()) + f(x) =0, (37)
au'(0) — Bu(0) = c, (38)
yu'(l) +du(l) =d, (39)

rjesava se formulom i u opéem sluc¢aju. Pretpostavimo da su rubni uvjeti homogeni (¢ = d = 0).
Neka je u(z) rjesenje problema. Iz (37) slijedi

PR 1o
W) =~ [+ (10)

odnosno funkcija

_ [T e

je opce rjesenje jednadzbe (37), gdje su C i Cy proizvoljne konstante.

Kad to uvrstimo u homogene rubne uvjete (38) i (39) dobivamo linearni sustav:

2 o—BC, =0, 42
G- (42)

(5o [ 15 ) evic=To [sgaer+s [ 25 [amae.  ay

za nepoznanice C] i Cy. Determinanta sustava je

1 1 L de
AeLase L &
OO 57”5/0 a()

Razlikujemo dva slucaja:

(i) B+6 > 0

Tada je A > 0, pa sustav ima jedinstveno rjesenje. Rubni problem ima jedinstveno rjesenje
dano formulom (41), a rjeSenje sustava je (Cy, Cy).

(i) B=06=0

Tada je A = 0, pa sustav ili nema rjeSenje ili rjeSenje nije jedinstveno. Rubni uvjeti su
au'(0) = yu/(l) = 0, tj, radi se o slucaju kad su oba kraja slobodna.
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o
Zbog a > 0 iz (42) slijedi —= C; = 0, tj. €7 =0, a dodatno jos kad iskoristimo v > 0 iz

a(0)
/0 f(z)dz =0. (44)

U suprotnom, ako je zadovoljen uvjet (44), onda je rjeSenje odredeno do na aditivnu

konstantu C
onstantu Cs, ()__/x£/§f< )d e (45>
= o a(§)Jo o >

Imamo ovaj zakljuéak: u slucéaju (i) rubni problem (37)-(39) ima rjesenje ako i samo ako je
zadovoljen uvjet (44); u tom slu¢aju rjesenja ima beskonacno mnogo i ona su dana formulom
(45), odnosno rjesenje je odredeno do na aditivnu konstanu. Buduéi su u tom sluc¢aju poprecne
kontakte sile na krajevima jednake nuli (g({) = ¢(0) = 0), uvjet (44) znaci da je ukupna (po-
precna) sila koja djeluje na zicu jednaka nuli (¢(1) — ¢(0) = 0), bez tog uvjeta nema ravnoteze.
Ako je taj uvjet ispunjen, ravnotezni polozaj je odreden do na kruti pomak cijele zice; zato
proizvoljnost konstante C nema fizikalno znacenje.

(43) dobivamo

Pri izvodu jednadzbe ravnoteze pretpostavili smo malu deformaciju. Pokazat ¢emo da je dobi-
veno rjesenje (41) u skladu s nasom pretpostavkom. Zbog jednostavnosti ¢emo se ograniciti na
ovakve rubne uvjete:

Tada dobivamo

Neka je a; = m[%)r}]a(x), pa imamo

e /!f!f_ /rfrs<—m[ax\<>\.

Prema tome, ako je vanjska sila dovoljno mala (preciznije: [ - max|f(z)| < a;), ravnotezni
progib zadovoljava uvjet |u/(z)| < 1, Vo € (0,1), tj. deformacija je mala. To svojstvo rubnog
problema naziva se korektnost.

Zadatak 4.1 (vidi[l, Zadatak 5.1.1.]). Napisite rjesenje problema
(a(x) v'(x))" + f(x) =

au'(0) — Bu(0)

yu'(l) 4+ 0 u(l)

0

0

u slucaju o = 6 = 0.
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Rjesenje. 1z linearnog sustava koji ¢ine jednadzbe (42) i (43) dobivamo C) =

Cy = 0, koje uvrstavamo u (41), slijedi

wiry == [ 25 [ s+ [ sonan [

4.2 Slucaj b+#0

Ako je b(z) # 0, rjesenje rubnog problema
—(a(2) W' (2)) + b(z) u(z) = f(z),
au/'(0) — Bu(0) =0,
v/ (1) + Su(l) = 0,

/lf(n)dn i

opcenito se ne moze zapisati formulom (kao kod slucaja b(z) = 0), ali nam sljedeéi teorem govori

da ima jedinstveno rjesSenje.

Teorem 4.2 (vidi[2, Teorem 2.1.]). Ako je b # 0, rubni problem (46) - (48) ima najvise jedno

rjesenje.

Dokaz. Neka su uy(x) 1 us(z) rjeSenja i u(x) = uy(x) — uz(x). Zbog linearnosti funkcija u(x)

zadovoljana uvjete

(a(z) v'(x))" = b(x) u(x) = 0,
au'(0) — Bu(0) =0,
yu'(l) +du(l) = 0.

Pomnozimo li jednadzbu (49) sa u(z) i integriramo od 0 do [, dobivamo

- /0 (o) (@)Y ule) da + /0 (e )ul(e) da = 0

ili, nakon parcijalne integracije u prvom ¢lanu lijeve strane,

/0 (a(x)u/(z)? + b(z)u?(z)) dz + a(0)u' (0)u(0) — a(l)u'(Hu(l) = 0.

Razlikujemo cetiri slucaja:
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(i) B,v>0
Izracunamo li u(0) iz (50) i /(1) iz (51), kad ih uvrstimo u (52), dobivamo

/0 (a(x)u/(z)? + b(z)u?(z)) dz + e a(0)u' 2(0) + éa(l)uz(l) =0.

B v

Svi sumandi u (53) su nenegativni, pa je svaki od njih jednak nuli:

/O | a(z)u (z) 2dz = 0,

(54)

(55)

(56)

(57)

Iz (54) slijedi v/(z) = 0, tj. u(z) = const. Iz (50) slijedi u(0) = 0, a iz u(x) = const. slijedi

da je u(z) =0, tj. ui(x) = ug(x).
(i) 8,6 >0
(iii) a,6 >0
Ova dva slucaja analiziraju se na isti nacin kao prethodni.

(iv) B=6=0

Tada je u/(0) = u/(I) = 0. Iz (52) slijedi (54) i (55), iz (50) slijedi u = const., a iz (55)

dobivamo

I
u2(:1c)/ bdr = 0.
0

(58)

Kako je po pretpostavci b(x) >0 1 b(z) #Z 0, b(x) je pozitivno barem na nekom intervalu,

pa je
!
/ b(x)dzx > 0.
0

Iz (58) i (59) dobivamo u(z) = 0, tj. ui(z) = ug(x).
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Zadatak 4.3. Homogena teska Zica mase m = 4 1 duljine | = 2 napeta je horizontalno utegom
mase M = 12 na lijevom kraju. Zica se nalazi u homogenom sredstvu s koeficijentom elasticénosti
b(x) = 4. Odredite ravnotezni polozaj Zice ako je njezin drugi kraj pricvrséen. (g djelovanje sila
teze, zbog jednostavnosti uzimamo g = 10m/s*)

Rjesenge.
a(x) =M-g=12-10 = 120,
m 4
f@)=—p-g=—7-9=—510=-20,
b(z) =4,

kada dobivene vrijednosti uvrstimo u jednadzbu ravnoteze

(a()u'(2))" = b(x) u(z) + f(x) =0,
dobijemo sljedece
120u" (z) — 4u(x) = 20

odnosno

u"(x) — 3—10u(93) = 6.

Ozna¢imo homogeno rjesenje s uy(x) i izracunamo

Dobili smo dva jednostruka realna rjeSenja, pa rjeSenje homogene jednadzbe izgleda ovako:
ug(z) = Cy - e~V 4 Cy - e\/%x,

gdje su Cf i Cy proizvoljne konstante.
Za partikularno rjesenje uzmemo up(x) = A (gdje je A neka konstanta) i deriviramo ga dva
puta,
up(z) = up(z) = 0.
Uvrstavajuéi ga u pocetnu jednadzbu ravnoteze, dobijemo da je A = —5. Sada dolazimo do
jednadzbe
u(z) = ug(z) + up(z) = C - e Vm® 4 Cy - evm® — 5,

Da bi dosli do konacnog rjesenja moramo jos iskoristiti rubne uvjete:
u(0) = u(2) = 0,
slijedi da je
2
5-(1—e va)

C1=5—0Cy, Cy = — — 2
eVv3o — e V30

Sada samo C i Cy uvrstimo u u(z) i dobili smo ravnotezni polozaj zice.
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5 Slucaj kad koeficijenti nisu glatki

5.1 Uvjeti transmisije

U naSim razmatranjima upotrebljavali smo postupke diferencijalnog i integralnog racuna, pa
smo morali pretpostaviti da funkcije a(x), b(x), f(x) i u(z) posjeduju "dovoljnu glatkoéu”, tj
da su u jednadzbi ravnoteze (18) neprekidne. U tom pogledu diferencijalni i integralni oblik
ravnoteze nisu potpuno jednaki. Promotrimo prvo integralni oblik

a(we) u'(x2) — a(zy) u'(z1) + /m(f(é) — b(§)u(§)) d§ =0,

1

jer on stavlja slabije zahtjeve na navedene funkcije. Za funkcije a(x) i u(x) smo pretpostavili da
imaju neprekidnu prvu derivaciju, a za funkcije b(z) i f(x) da su neprekidne; najjednostavnije
je uzeti takve pretpostavke. Iz integralnog oblika ravnoteze slijedi da funkcija a(x) ' (x) ima
neprekidnu prvu derivaciju, odnosno funkcija u(z) ima neprekidnu drugu derivaciju (u”(z)), te
zadovoljava diferencijalni oblik

(a(x) u'(z))" = b(z)u(x) + f(x) = 0.

Medutim, u praksi se susre¢emo sa sluc¢ajevima koji nisu obuhvaceni ovim pretpostavkama.

Sada ¢emo promotriti jedan bitan slucaj kod kojeg neka od funkcija a(z), a/(z), b(x) i f(z)
u tocki zg € (0,1) ima konacan skok (prekid 1.vrste). Iz integralnog oblika zakona ravnoteze za
x1 =0, 29 = x slijedi

a(z) (z) = a(0) 2 (0) — / (£ — b(E)ule)) de.

1

Funkcija a(z) «'(x) je neprekidna svugdje, odnosno neprekidna je na intervalu (0, zq) (lijevo od
tocke xg) i na intervalu (z,() (desno od tocke xg), te i u tocki zq ( iako funkcije f(z) i b(z) u
njoj mozda imaju skokove). Iz prethodno navedenog dolazimo do zakljucka da je funkcija
u'(x) nuzno neprekidna u tocki xy. Medutim, kako promatramo slucaj u kojem neka od
funkcija a(x), a/(z), b(z) i f(x) ima skok u tocki xg, slijedi da funkcija u(z) nema drugu
derivaciju (v”(z)); ima skok. Dakle u tocki zq nije zadovoljena jednadzba ravnoteze, ali su
zadovoljeni uvjeti neprekidnosti progiba i njegove derivacije.

Uvjeti izgledaju ovako:
u(xg 4+ 0) — u(xg — 0) =0, (60)
u'(x) (zo + 0) — u'(z) (0 — 0) =0, (61)

a zovu se uvjeti transmisije. Problem transmisije ukljucuje i rubne uvjete na krajevima x =0 i
x =1
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Zadatak 5.1 (vidi[3, Primjer 3.5.]). Teska Zica sastavljena je od dvaju homogenih komada
(0,20) @ (xo,1) (s linijskim gustoéama mase py i pa, p1 # pa2) @ napeta horizontalno utegom mase
M > 0 na kraju © = 0 (ucvriéena), te je na kraju x = 1 takoder ucvrséena. Treba odrediti
ravnotezni polozaj Zice.

Rjesenje. Gustoca vanjske linijske sile ima u tocki xq skok i dana je formulom
f() = {—plg, z € (0,z)
—pag, T € (mo,l).
Iz svega zadanog, nakon uvrstavanja jednadzba ravnoteze (18) glasi:
gMu"(x) = p1g za x € (0,20),
gMu"(z) = pag za x € (x0,1).
Uzimajuéi u obzir rubne uvjete u(0) = u(l) = 0, dobivamo za = € (0, zo):

P1

u'(z) = Mx+C’,
_ P
u(z) = i + Cr,
azax € (xg,l):
u'(z) = %x—I—D,
P2, o
u(x) = m(w —1°)+ D (z—1).

Uzimajuci u obzir uvjete transmisije dobivamo za konstante C' i D sustav

C—-D = pQJ\_/lxo,
P2 —P1 o P2
l—20)D = - e
20O+ (1= 0) o0 Y0 anr!

Iz toga nalazimo

pl pL—p2 5 L2

C = —ou T o 0o ap o
pal pr—p2 ,
D= =
oM T oMl YO
P1 pal P1— P2 P1— P2
) oo G o ot Ty ) € (00),
ua) p2 p2l p1—p2
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Uzmemo li od prethodno navedenog limes za p; = 0,a zatim za [ — oo, dobivamo

pP1x
—(x —2x9), x € 0,x0],
u(z) = 2M 2
2M7 05
0 Xp !

=

Slika 12: Zica napeta s utegom na jednom kraju te uévrééena i na drugom kraju

Kad usporedimo dobiveni rezultat s rjesenjem iz zadatka (2.1). Zaklju¢ujemo da se Neumannov
uvjet (npr. u/(l) = 0) moze realizirati i tako da se zadana zica veze za dodatnu dugacku zicu
zanemarive mase.

-t

=

Slika 13: Zica na koju je vezana dodatna Zica
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5.2 Koncentrirano djelovanje

Do sada smo vanjsku silu na zicu opisivali gustoéom f(x) tako da je ukupna vanjska sila na
interval (x1, z5) bila jednaka

2
/ f(z)dx. (62)
x1
Stavimo li
Pla) = [ € de
0

odnosno

f(z) = F'(z),
onda ukupnu vanjsku silu na (z, z3) mozemo izraziti kao razliku
Na vaznom primjeru koncentrirane sile, koja nema gustoéu, pokazat ¢emo da je formula (63)
opcenitija nego (62).

Kazemo da funkcija F'(x) opisuje silu (djelovanje) intenziteta Fy # 0, koncentriranu u tocki
zo € (0,1), ako je

F(J,’) _ {O, r < T, (64)
F(), T Z Zo-

Prema (63), ukupna sila na zicu jednaka je

S druge strane, uzmemo li bilo koji interval (z1, z5), takav da je udaljenost tocke xy od (x1, z2)
vec¢a od nule, dobivamo

F(xzy) — F(z) = 0.

Time se opravdava naziv koncentrirana sila. Pokazat ¢emo da ta sila nema gustocu. Zaista,
f(x) postoji svuda osim za x = zy, te vrijedi

flx)=0, =z # xo.

Pretpostavimo li sad da je f(x) = F'(x), moralo bi vrijediti

l
Aﬂmwz%%a
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a to je kontradikcija, jer je integral funkcije koja iS¢ezava svuda osim u jednoj tocki jednak 0.

1z toga slijedi da pretpostavljena funkcija f(x) (gustoéa), ne postoji.

Primjenimo princip ravnoteze sile na komad (z1,xs), uzimajuéi u obzir da na taj komad,

osim kontakte i vanjske elasti¢ne sile, djeluje i linijska sila (63).
Dobivamo

ﬁm%w@ﬁ—/Mwwwwﬂ@+F@ﬂ—F@0=0

1

Zbog (64) iz toga slijedi

mm—am—/”wwmwm:a:mﬂ%mx

Z1

%m—ﬂm—/MWW®ﬂ@+%—& 7o € (a1, 72),

Derivirajuéi (65) po x5 i stavljajuéi zo = x, dobivamo
¢'(x) —b(z)u(r) =0, x# zo.
Iz toga i iz zakona ponasanja ¢'(x) = a(z)u'(x) slijedi
(a(z)d(x)) = b(x)u(z) =0, x # 0.
U tocki zy progib je neprekidan:
u(xg — 0) = u(xo +0).
Uzmemo li u u (66) limes kad x,x9 — 2, dobivamo
q(zo — 0) — q(zo + 0) = Fy,
ili

' (zg — 0) — v/ (g +0) =

a(xg)

(65)

(66)

(69)

Vidimo da u tocki koncentracije vanjskoga linearnog djelovanja derivacija ravnoteznog stanja
(progiba) ima konacan skok (prekid 1.vrste). Prema tome, u slucaju koncentriranog djelovanja
za ravnotezno stanje vrijede jednadzbe (67),(68) i (69). Odgovarajuéi rubni problem ukljucuje

i rubne uvjete

au'(0) — fu(0) = ¢, ~u'(l) + du(l) = d.
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Primjer 5.2 (vidi[l, Primjer 8.1.]). Neka je a(x) = 1, b(z) = 0. Odredimo ravnotezno stanje
ako je vangska sila Fy = 1 koncentrirana u tocki xo € (0,1) i ako je lijevi kraj Zice ucvrséen, a
desni slobodan.

Imamo uvjete:

u'(z) =0, x <, (70)
u(0) = (71)
u"(x) =0, x>z, (72)
u'(1) = (73)
u(zg — 0) — u(zo +0) = 0, (74)
W (zg — 0) — /(g + 0) = 1. (75)
Iz (70) i (73) dobivamo
w(z) = Az, x <, (76)
u(z) = Bz, x> o, (77)

gdje su A, B konstante. Sada iz (73) i (74) dobivamo A = 1, B = z;, pa imamo

{x, O<z <z
u(r) =

Ty, xo <1 <lI.

W

Slika 14: Vanjska sila koncentrirana u tocki xg
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Zadatak 5.3 (vidi[2, Zadatak 3.3.]). Teska Zica sastavljena je od dvaju homogenih komada
jednake duljine s linijskim gustoé¢ama mase py © ps, p1 # po2 i napeta horizontalno utegom mase
M > 0 na kraju x = 0. Odredite ravnotezni poloZaj Zice ako je na sredini optereéena utegom
mase My > 0 1 oba kraja su ucvrséena.

W

=

Slika 15: Zica dodatno optere¢ena utegom mase M; u sredini

Rjesenje. Jednadzba ravnoteze glasi ovako:

ey =P gl
( )7 M’ ‘T’.<27

[

u'(z) = —%, r> =

Iz ovoga i rubnih uvjeta u(0) = u(l) = 0 dobivamo

Pr 4
———ua° 4+ Cu, T <
u(z) = 2M

P2 e p _ °
QM(x I*) 4+ D(z — 1), z> 3

gdje su C, D proizvoljne konstante. Iz (68) i (69) za C'i D dobivamo sustav

Y

~DND| ~

[
C+D=——(p+3p2),

AM
M,
_p=14 " (5, _
¢ a Faar e )
odakle nalazimo konstante C'i D,
oML
= T Bt
oM :
= et
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