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Sa�zetak: U ovom zavr�snom radu bavimo se prou�cavanjem modalne logike koja nastaje
kao pro�sirenje klasi�cne logike. Vi�se nas ne zanima samo tvrdnja 'A je istina' nego tvrdnje
poput 'A je mogu�ce' i 'A je nu�zno'. �Citatelj �ce se upoznati sa razvojem modalne logike kroz
povijest te osnovnim de�nicijama kao �sto su K modalni sustav i Kripkeov okvir. Navest
�cemo primjere, dokaze i interpretaciju nekih ekvivalentnih tvrdnji. U tre�cem poglavlju �cemo
se upoznati sa semantikom mogu�cih svjetova te dokazati glavne teoreme za modalnu logiku,
kao �sto su teorem korektnosti i teorem potpunosti.

Klju�cne rije�ci: modalni operatori 'nu�zno' i 'mogu�ce' K sustav, Kripkeov okvir, semantika
mogu�cih svjetova, teorem korektnosti, teorem potpunosti

Modal logic

Abstract: In this �nal work, we are studying the modal logic that emerges as a result of
classical logic. We are not interested anymore in statement like 'A is true' but statements
like 'A is possible' or 'A is necessary'. Through reading this �nal work, the Reader will be
introduced with the development of modal logic throughout history and with basic terms such
as K modal system and Kripke's frame. We will advert examples, proofs and interpretations
of some equivalent statements. In the third chapter we will get acquainted with the semantics
of possible worlds and prove the main theories of modal logic, such as the soundness theorem
and the completeness theorem .

Key words: modal operators 'necessary' and 'possible', system K, Kripke's frame, possible-
world semantics, soundness theorem, completness theorem
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Uvod

U ovom zavr�snom radu bavimo se modalnom logikom koja pripada takozvanim neklasi�cnim
logikama uz kvantnu, temporalnu, intuicionisti�cku, 'fuzzy' i njima sli�cnim. U prvom poglavlju
�cemo se upoznati sa matemati�carima i logi�carima koji su utjecali na razvoj modalne logike
te �cemo de�nirati osnovne pojmove vezane uz klasi�cnu logiku sudova. Takoder �cemo se up-
oznati sa dva 'nova' (modalna) operatora, tj. s operatorima 'nu�zno' i 'mogu�ce'.

U drugom poglavlju �cemo de�nirati K modalni sustav i dokazati jednu od formula pomo�cu
aksioma i pravila izvoda sustava K, uz pomo�c kojih se sama de�nicija K modalnog sustava
mo�ze bolje razumjeti.

U tre�cem poglavlju pro�sirujemo pojam K modalnog sustava na pojam Kripkeovog okvira
i modela. U nastavku navodimo i opisujemo pro�sirenja sustava K i ograni�cenja koja se
postavljaju na odnose izmedu okvira. Pokazujemo va�zne rezultate sustava K kao �sto su
Teorem o korektnosti sustava K te Teorem potpunosti sustava K. Na primjeru pokazujemo
slu�caj u kojem neka formula nije teorem sustava K. Nadalje, upoznajemo se sa seman-
tikom mogu�cih svjetova i dokazujemo ekvivalenciju dviju formula za bilo koji mogu�ci svijet.
Pored navedenog, opisat �cemo pravila glavnog testa te ista primjeniti na jednom od primjera
karakteristi�cnih principa logike. Na kraju zavr�snog rada iskazati �cemo glavne teoreme, leme
i dokazati da su svi promatrani sustavi korektni i potpuni.
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1. Modalni operatori

1.1. Povijest

Modalna logika je stara kao i logika. Suvremeni interes za modalnu logiku po�cinje s Aris-
totelom 1. Uz silogizme koji se bave kategorijskim izjavama, gr�cki mislilac je �zelio formal-
izirati logi�cke odnose izmedu onoga �sto je, �sto je potrebno i �sto je mogu�ce. Na�zalost, nje-
govo postupanje prema modalitetu proizlazi iz brojnih smetnji i zbunjenosti dok su njegovi
kategorijski silogizmi postali glavnim elementom klasi�cnog obrazovanja, modalna logika je
odbijena kao neuspjeh. O modalnoj logici i semantici se na �siroko raspravljalo u srednjem vi-
jeku. U suvremenom razdoblju, predmet modalne logike pokrenuo je C.I. Lewis 2neposredno
prije Prvog svjetskog rata. Lewis je utemeljio modernu modalnu logiku u svojoj Harvard
tezi (1910. godina) i u nizu znanstvenih �clanaka po�cev�si od 1912. godine. Njegov rad
je kulminirao kada ga je objavio u svojoj knjizi "Simboli�cna logika\ (1932. godina) u ko-
joj je predstavio pet sustava S1 - S5. U po�cetku je reakcija tiska bila lo�sa, uglavnom kao
rezultat kritika Quinea3, �ciji je rad takoder proizveo veliku nepopularnost Meinongisti�cke
teorije. 4 Stvari se mijenjaju u ranim �sezdesetim godinama 20.-tog stolje�ca pojavom seman-
tike mogu�cih svjetova, zahvaljuju�ci interesu velikog broja �lozofa i logi�cara koji su doprinjeli
procvatu modalne logike. Posebno se isti�ce ameri�cki �lozof i logi�car Saul Kripke 5. Kripkeova
semantika je u osnovi jednostavna, ali dokazi se olak�savaju uz primjenu semanti�ckih tablica
ili stabala.

Pojam mogu�ceg svijeta nalazi se u Leibnizu (npr. Monadology, poglavlje 53.)6. Modalni
realizam je bio najraspostranjeniji za vrijeme D. Lewisa 7. Zna�cajni zagovornici aktualizma
uklju�cuju Plantinga 8 i Stalnakera 9. Kripkeov pogled na prirodu mogu�cih svjetova se mo�ze
na�ci u knjizi

"
Kripkeovi svjetovi\.

1.2. Klasi�cna logika sudova

Svaki kompletan sustav logike treba sadr�zavati barem tri komponente: rigorozni jezik za
pisanje tvrdnji, na�cin tuma�cenja tvrdnji, tj. odredivanje njihove vrijednosti istine te na�cin
pisanja dokaza. U klasi�cnoj logici se jezik logike sudova de�nira na sljede�ci na�cin:

De�nicija 1.2.1. Alfabet logike sudova je unija skupova A1, A2, A3, gdje su:

A1 = fP0; P1; P2; :::g prebrojiv skup �ciji se elementi zovu propozicionalne varijable,
A2 = f:;_;^;�!; !g skup logi�ckih veznika,
A3 = f(; )g skup pomo�cnih simbola (zagrade).

1Aristotel, starogr�cki �lozof (384.pr.Kr. - 322.pr.Kr.)
2Clarence Irving Lewis, ameri�cki akademski �lozof (1883. - 1964.)
3Willard Van Orman Quine, ameri�cki �lozof (1908. - 2000.)
4Alexius Meinong Ritter von Handschuchsein, austrijski �lozof (1853. - 1920.)
5Saul Aaron Kripke, ameri�cki �lozof i logi�car (1940.- )
6Monadologija (1714.), knjiga njema�ckog �lozofa Gottfrieda Leibniza (1646. - 1716.)
7David Kellogg Lewis, ameri�cki �lozof (1941. - 2001.)
8Alvin Carl Plantinga, ameri�cki �lozof (1932. - )
9Robert Stalnaker, ameri�cki �lozof (1940. - )
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De�nicija 1.2.2. Atomarna formula je svaka propozicionalna varijabla.
Pojam formule de�niramo induktivno:
a) svaka atomarna formula je formula

b) ako su A i B formule tada su i rije�ci (:A), (A _B), (A ^B), (A �! B), (A ! B)

c) rije�c alfabeta logike sudova je formula ako je nastala primjenom kona�cno mnogo koraka

uvjeta a) i b).

U nastavku, prvo dajemo de�niciju sustava RS, zatim de�niramo pojmove dokaza, teorema
i izvoda.
Alfabet logike sudova koji smo koristili prije zamjenjujemo sa skupom osnovnih simbola, tj.
sa skupom f:;�!; (; )g [ fP0; P1; P2; :::g.
Vi�se o novom uvedenom alfabetu mo�zete prona�ci u [6].
Uvodenjem navedenih pojmova kasnije �cemo bolje razumjeti de�niciju Kripkeovog modalnog
sustava.

De�nicija 1.2.3. Sustav RS zadan je svojim shemama aksioma i jednim pravilom izvoda.
Sheme aksioma sustava RS su:

A1) A �! (B �! A);

A2) (A �! (B �! C)) �! ((A �! B) �! (A �! C));

A3) (:B �! :A) �! (A �! B).

Jedino pravilo izvoda je modus (u nastavku mod pon) tj.

A A �! B
B

Svaku instancu neke od shema A1) - A3) nazivamo aksiom.

De�nicija 1.2.4. Ka�zemo da je niz formula F1; � � � ; Fn dokaz za formulu F u sustavu RS
ako vrijedi:

a) formula Fn je upravo F, tj. Fn � F ;

b) za sve k 2 f1; � � � ; ng formula Fk je ili aksiom ili je nastala primjenom pravila modus
ponens na neke formule Fi i Fj, gdje su i; j < k.

Ka�zemo da je formula F teorem sustava RS, u oznaci `RS F (odnosno, kratko ` F ), ako u
RS postoji dokaz za F.

De�nicija 1.2.5. Neka je � proizvoljan skup formula logike sudova i F neka formula.
Ka�zemo da je niz formula F1; � � � ; Fn izvod iz skupa � formule F u sustavu RS, u oznaci
� ` F , ako vrijedi:

a) formula Fn je upravo formula F, tj. imamo Fn � F ;

b) za sve k 2 1; � � � ; n vrijedi barem jedno od sljede�ceg:

b1) Fk je aksiom sustava RS;

b2) Fk 2 � tada formulu Fk nazivamo pretpostavka;

b3) formula Fk je nastala iz nekihFi; Fj; (i; j < k) pomo�cu pravila mod pon.

3



1.3. Operatori 'nu�zno' i 'mogu�ce'

Pogledajmo tvrdnju 'Zvijezde postoje'. Ovu tvrdnju mo�zemo opisati u klasi�cnoj logici i
re�ci da je tvrdnja istinita. Dakle, sigurni smo u postojanje zvijezda jer ih vidimo i nau�cili
smo da su dio nebeskih tijela pored planeta, asteroida i prirodnih satelita.
No, za tvrdnje 'NLO postoji' i 'Izvanemaljci postoje' nismo sigurni jesu li istinite ili la�zne.
O njihovom postojanju je bilo puno govora tijekom Drugog svjetskog rata. Gradani
skadinavskih zemalja su 1946. godine uo�cili nepoznate lete�ce objekte nalik raketama iznad
svojih naselja. Smatrali su da neprijatelji ispaljuju svoje rakete,kasnije je ta teorija
odba�cena. Do dana�snjeg dana jo�s uvijek nije utvrdeno tko se ili �sto pojavilo na nebu.
Raspravljalo se o mogu�cnosti dolaska izvanzemaljskog oblika �zivota, njihovm sredstvima
prijevoza (NLO-i), pa �cak i mogu�cnosti kontakta s tim oblicima �zivota. No da bi
pojavljivanje izvanzemaljaca i NLO-a bilo mogu�ce, oni moraju nu�zno postojati.

Zbog prethodnih tvrdnji klasi�cna logika nam nije dovoljna da bi opisali mogu�cnost i
nu�znost. U primjerima; 'Mogu�ce je da �ce znanstvenici otkriti lijek za besmrtnost.' te
'Nu�zno je sprije�citi globalno zatopljenje Zemlje.', pojavljuju se dva operatora 3 i �.
Navedeni operatori pripadaju tzv. modalnim operatorima te se pripadne logike nazivaju
modalne logike. Intuitivno, 3A �citamo - A je mogu�ce, a �A �citamo - A je nu�zno.

Kant10 i Frege 11 su oboje tvrdili da modaliteti ne dodaju nikakve relevantne informacije o
argumentu, nego nas samo mogu navoditi za�sto bi mogli vjerovati da je odredena tvrdnja
istinita. Oni su vjerovali da ni vi�se ili manje ne mo�ze biti izvedeno iz modalnog oblika
tvrdnje A nego iz A same. Ta se tvrdnja smatra la�znom. Uostalom, ako su dvije izjave
ekvivalentne, one bi trebale povla�citi jedna drugu. �Cini se razumnim re�ci da, ako je A
dogadaj, onda A mora biti mogu�ce stanje stvari, jer ono �sto je istinito ne mo�ze biti
nemogu�ce. Medutim, sasvim je manje o�cito re�ci da je zbog toga �sto je A mogu�ce, A je
dogadaj. Mogu�ce je, na primjer, da je moj pas ve�ci oblik pu�za, ali nema razloga vjerovati
da je to zapravo istina. Dakle, dok aktualnost podrazumijeva mogu�cnost, mogu�cnost ne
zna�ci aktualnost. �Cini se, dakle, da postoji vi�se modaliteta nego �sto su Kant i Frege
pretpostavljali, tj. modalne tvrdnje nisu sasvim ekvivalentne njihovim odgovaraju�cim
nemodalnim dogadajima.

10Immanuel Kant, njema�cki �lozof (1724. - 1804.)
11Friedrich Ludwig Gottlob Frege, njema�cki matemati�car (1848. - 1925.)
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2. Kripkeov modalni sustav

Jedan od najednostavnijih modalnih sustava je Kripekov modalni sustav koji je dobio ime u
�cast ve�c spomenutog ameri�ckog �lozofa i logi�cara Saula Kripkea. U nastavku �cemo koristiti
izraz K modalni sustav ili samo sustav K.

2.1. Sintaksa K modalnog sustava

De�nicija 2.1. Alfabet modalnog sustava K sadr�zi alfabet klasi�cne logike sudova i logi�cku
konstantu ? te jedan unarni modalni operator �. Pojam formule se de�nira standardno,
pri �cemu se jo�s dodaje: ako je A formula, tada je i �A formula.
Koristimo i unarni modalni operator 3, pri �cemu je 3A pokrata za formulu :�:A.

Sustav K sadr�zi sljede�ce aksiome:
A0) sve tautologije (promatrane u novom jeziku)

A1) �(A �! B) �! (�A �! �B)

Pravila izvoda sustava K su:

1. mod pon
A A �! B

B

2. nu�znost
A
�A

Sasvim analogno, kao za sistem RS, de�niraju se pojmovi dokaza, izvoda i teorema.

Napomena 2.1. U iskazu aksioma A0) smo naveli da su sve tautologije aksiomi promatrane
u novom jeziku. To zna�ci da osim valjanih formula klasi�cne logike sudova uzimamo i modalne
formule koje supstitucijom 'modalnih podformula' s propozicionalnim varijablama postaju
tautologije. Takve su o�cito �A _ :�A, �3�A �! �3�A i (3A ^ :�A) �! :�A.

Dok su tautologija i mod pon isti kao u klasi�cnoj logici, A1) i nu�znost mogu primiti neki
argument. Po�cet �cemo s A1) : �(A �! B) �! (�A �! �B) .
Recimo da imamo dokaz za formulu i da tuma�cimo simbol � u smislu nu�znosti. Tada smo
dokazali da je nu�zno istinito da vrijedi �(A �! B). Ako mo�zemo dokazati da je A nu�zno
istinit, onda smo pokazali da je A istinit u svakom mogu�cem svijetu 12. Budu�ci da A �! B

mora biti istinit u svakom mogu�cem svijetu, ka�zemo da isto vrijedi i za B i da je B nu�zno
istinit.

12Mogu�ci svijet je koncepcija ukupnog na�cina na koji bi svemir mogao biti. �Cesto se suprotstavlja na�cinu
na koji stvari zapravo jesu. G.W. Leibniz je u svojoj knjizi Theodicy (1710.), upotrijebio koncept mogu�ceg
svijeta u svojem predlo�zenom rje�senju teolo�skog problema postojanja zla, tvrde�ci da bi savr�seni Bog ost-
varivao najbolje od svih mogu�cih svjetova. Ovu je zamisao kasnije satirirao Voltaire u svom stripu Candide
(1759.). Filozo� su od tada izgradili nekoliko razli�citih formalizacija koncepta mogu�ceg svijeta.
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Napomena 2.2. �Cesto koristimo sljede�ce ekvivalencije :

3A � :�:A i �A � :3:A.

Ozna�cimo s:

3A : : : 'Mogu�ce je da NLO postoji' (1)

�A : : : 'NLO nu�zno postoji' (2)

pa je interpretacija prethodne napomene koriste�ci (1) i (2) dana s :
'Mogu�ce je da NLO postoji ako i samo ako nije nu�zno da NLO ne postoji.' i 'NLO nu�zno
postoji ako i samo ako nije mogu�ce da NLO ne postoji.'.

U propoziciji koja slijedi navest �cemo neke formule sustava K:

Propozicija 2.1. Neka su A i B proizvoljne formule. Tada su sljede�ce formule teoremi
sustava K :

a) �(A ^B) �! (�A ^�B)

b) (�A ^�B) �! �(A ^B)

c) (�A _�B) �! �(A _B)

d) �(A ! B) �! (�A ! �B)

e) � ?�! �A

6



Dokaz :

Dokaz za formulu �(A ^ B) �! (�A ^ �B) izvest �cemo pomo�cu niza formula dobivenih
kori�stenjem aksioma A0), A1) i pravila izvoda sistema K.

1: (A ^B) �! A (A0)

2: �((A ^B) �! A) (nu�znost na 1.)

3: �((A ^B) �! A) �! (�(A ^B) �! �A) (A1)

4: �(A ^B) �! �A (mod pon na 2. i 3.)

5: (A ^B) �! B (A0)

6: �((A ^B) �! B) (nu�znost na 5.)

7: �((A ^B) �! B) �! (�(A ^B) �! �B) (A1)

8: �(A ^B) �! �B (mod pon na 6. i 7.)

9: (�(A ^B) �! �A) �! ((�(A ^B) �! �B)
�! (�(A ^B) �! (�A ^�B))) (A0)

10: (�(A ^B) �! �B) �! (�(A ^B) �! (�A ^�B)) (mod pon na 4. i 9.)

11: �(A ^B) �! (�A ^�B) ( mod pon na 8. i 10.)

Ostale tvrdnje se dokazuju analogno.

�
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2.2. Semantika K modalnog sustava

De�nicija 2.2.1. Binarna relacija na skupu X je svaki podskup R � X �X .
Ako je uredeni par (x; y) 2 R, ka�zemo da je x u relaciji R s y te pi�semo xRy ili R(x; y).
Binarna relacija je :

a) reeksivna, ako je xRx; 8x 2 X,
b) simetri�cna, ako je xRy ) yRx,
c) tranzitivna, ako je (xRy ^ yRz)) xRz,
d) relacija ekvivalencije, ako je reeksivna, simetri�cna i tranzitivna.

2.2.1. De�nicija Kripkeovog okvira i modela

De�nicija 2.2.1.1. Neka je W neki neprazan skup te R � W � W proizvoljna binarna
relacija. Tada uredeni par (W,R) nazivamo Kripkeov okvir ili kratko - okvir. Elemente
skupa W nazivamo svjetovi, a relaciju R relacija dosti�zivosti.

Kripkeov model M je uredena trojka (W;R;), gdje je (W,R) okvir, a  binarna relacija
izmedu svjetova i formula, koju nazivamo relacija forsiranja te ima sljede�ca svojstva:

1. w 1?
2. w  :A ako i samo ako w 1 A

3. w  A ^B ako i samo ako w  A i w  B

4. w  A _B ako i samo ako w  A ili w  B

5. w  A �! B, ako i samo ako w 1 A ili w  B

6. w  A ! B ako i samo ako w  A je ekvivalentno sa w  B

7. w  �A ako i samo ako 8v(wRv povla�ci v  A).

Primjedba 2.2.1.1. Uo�cimo da su svi slu�cajevi prethodne de�nicije ekvivalentno de�nirani
u klasi�cnoj logici, osim zadnjeg slu�caja koji dodaje ne�sto novo. Takoder primjetimo, kao �sto
mo�zemo logi�cke veznike ^ i _ de�nirati preko negacije i implikacije, tako isto mo�zemo u�ciniti
za 3 u terminima negacije i �. Ta ekvivalencija je pokazana u prvoj napomeni ovoga rada.

De�nicija 2.2.1.2. Neka je M = (W;R;) Kripkeov model. Ka�zemo da je neka formula F
istinita na modelu M, ako za sve svjetove w 2 W vrijedi M; w  F . To kratko ozna�cavamo
sa M � F .
Neka je F = (W;R) neki Kripkeov okvir te F neka formula. Ka�zemo da je formula F istinita
na okviru F , ako za svaku relaciju  na okviru F vrijedi da za model M = (W;R;) vrijedi
M � F . To ozna�cavamo sa F � F .
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Primjer 2.2.1.1. Poka�zimo da formula �(A _B) �! (�A _�B) nije teorem sustava K.

Rje�senje:

Kako bi dokazali da formula nije valjana, trebamo na�ci barem jedan Kripkeov model
M = (W;R;) i svijet w 2 W tako da M; w 1 �(A _B) �! (�A _�B)
Vrijedi sljede�ce:

M; w  �(A _B) (1)

M; w 1 �A _�B (2)

Iz (1) slijedi:
x 2 W (wRx) x  A _B) (3)

Iz (2) slijedi:
9x9y (wRx & wRy & x 1 A & y 1 B) (4)

Iz (3) i (4) slijedi da jedan primjer modela koji ne zadovoljava zadanu formulu izgleda ovako:

Dakle, R = f(w; u); (w; v)g, W = fw; u; vg, te u  A i v  B. Slijedi w  �(A _ B). Zbog
toga �sto vrijedi wRu i u 1 B, slijedi w 1 �A. Dakle, w 1 �A _�B.

Ostale primjere kada neka formula je ili nije teorem sustava K �citatelj mo�ze prona�ci u [8].
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2.3. Pro�sirenja K modalnog sustava

Zahvaljuju�ci K sustavu kao temeljnom sustavu modalne logike, mo�zemo razviti i neke slo�zenije
sustave. Logi�cki sustavi koji zauzimaju ja�ce ili barem speci��cnije koncepte nu�znosti mogu
se dobiti dodavanjem dodatnih aksioma u K.
Zainteresirani vi�se mogu pogledati u [4] i u [7].

Navedimo naj�ce�s�ca pro�sirenja sustava K:

Sistem Shema

D �A �! 3A

T �A �! A

4 �A �! ��A

B A �! �3A

S4 T + �A �! ��A

S5 T + 3A �! �3A

Sljede�ca tablica opisuje zajedni�cke sustave modalne logike i ograni�cenja koja se postavljaju
na odnose izmedu okvira.

Logika Uvjeti okvira

K nema uvjeta
D ekstenzionalnost 13

T reeksivnost
B reeksivnost,simetri�cnost
K4 tranzitivnost
S4 reeksivnost, tranzitivnost

S5 reeksivnost,simetri�cnost, tranzitivnost

U nastavku slijedi obrazlo�zenje logika:

'K' - dolazi od Kripke, jedan od najutjecajnijih matemati�cara na podru�cju modalne logike,

'D' - dolazi od deonti�cke logike koja se bavi primjenom logike na analizu eti�ckih sustava,

'T' - prema belgijskom logi�caru Feysa koji predla�ze sustav T oduzimanjem sistema 4 iz
G�odelovog sustava S4,

'B' - dolazi od Brouwer , prema osniva�cu intuicionizma,

'4' - prema Lewisu koji se bavio izu�cavanjem sustava S4.

13Za svaki svijet � 2 W 9 barem jedan w 2 W tako da je w dostupan �
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Budu�ci da su okviri samo skup s relacijom, prirodno je �zeljeti odabrati zbirku okvira na
temelju svojstava R. To je upravo ono �sto su logi�cari u�cinili po�cev�si od sustava K, koji ne
stavlja nikakva ograni�cenja na okvir.

Primjetimo medusobne odnose u prethodnoj tablici. Na primjer: svaka formula koja je
K valjana, trebala bi biti valjana u svim tim sustavima, budu�ci da se njegova istinitost ne
oslanja na neku posebnu strukturu okvira. Sli�cno tome, ono �sto je istinito u B biti �ce istinito
i u S5.

2.4. Korektnost

U nastavku �cemo navesti kada je sustav K korektan i potpun.

Teorem 2.4.1. (Teorem korektnosti sustava K)
Ako je dokaz za formulu A nastao primjenom aksioma i pravilom izvoda sustava K, tada je
A, K - valjan.

Dokaz :

Modus Ponens:

Pretpostavimo da su formule A i A =) B, K - valjane.
Za sve modalitete na svim okvirima (W;R) i za sve � 2 W , vrijedi �  A i �  A =) B.
Fiksirajmo okvir (W;R) i svijet � 2 W .
Kako �  A i �  A =) B, znamo da ili � 1 A ili �  B.
Kako znamo �  A, tada �  B.

Budu�ci da su izbor svijeta, modela i okvira unutar K bili proizvoljni , B je K - valjan. Dakle,
modus ponens je va�ze�ce pravilo zaklju�civanja.

Nu�znost:

Pretpostavimo da je A, K - valjan.
Za sve modalitete na svim okvirima (W;R) i za sve � 2 W , �  A. Fiksirajmo okvir (W;R)
i svijet � 2 W .
Razmotrimo � 2 W tako da �R�.
Kako je A istinit u svakom svijetu, jasno je da �  A.
Dakle, A je istinit u svakom svijetu dostupan za �.
Stoga, �  �A.

Kako smo proivoljno birali okvir i svijet, �A je K - valjan. Dakle, nu�znost je takoder valjano
pravilo zaklju�civanja.

Ostaje samo dokazati valjanost aksioma. To je trivijalno za klasi�cne tautologije jer je metoda
utvrdivanja istinitosti za ne-modalne izjave identi�cna metodi koja se koristi u RS-u. Budu�ci
da su klasi�cne tautologije to�cno va�ze�ce izjave sustava RS-a, one su i valjane. Jedini preostali
zadatak stoga je pokazati valjanost Sheme K.
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Shema K:
�Zelimo pokazati da �(A =) B) = (�A =) �B) isitnito u svakom svijetu u svim okvirima.
Neka je (W;R) okvir i � 2 W .
Pretpostavimo da je �(A =) B) istinit u �.
Znamo da �ce biti istinito ako je uvijek slu�caj da �A nije istinit u � ili �B je istinit u �.
Pretpostavimo da je �A istinit u �.
Dakle, za sve � 2 W; �R� implicira da �  A. Fiksirajmo takav �.
Kako je �(A =) B) istinit u � i �R�, znamo da �  A =) B.
Dakle, B mora biti istinit u �, povla�ci da je �B istinit u �.
U svakom svijetu � i u bilo kojem okviru, ili je �(A =) B) neistina ili �A =) �B je
istinit.
Stoga je aksiom K - valjan.

Kako su aksiomi valjani i nizom pravilnih zaklju�civanja stvaramo teoreme valjanosti iz drugih
teorema valjanosti, tada je svaki dokazivi A u sustavu aksioma K, K - valjan.

�

2.5. Potpunost

Dokaz za potpunost K sustava je te�zi od onog za korektnost. Zbog toga �cemo prvo uvesti
de�niciju i teoreme koji vrijede za bilo koje pro�sirenje sustava K, te pomo�cu njih dokazati
teorem o potpunosti sustava K.

De�nicija 2.5.1. Neka < bude kratica za (A ^ :A). Za kona�can skup formula
fP1; P2; : : : ; Png ka�zemo da je 'L - konzistentan' 14 ako fP1^P2^: : :^Png =) < nije dokaziv
koriste�ci L sustav aksioma. Beskona�cni skup je L - konzistentan ako je svaki kona�can podskup
L - konzistentan.

Skup formula � je maksimalno L - konzistentan ako je � L - konzistentan i nijedno pro�sirenje
od � nije. Stoga ako je � � �0 i �0 takoder L - konzistentan, tada � = �0.

Sada �cemo pokazati vezu izmedu L - konzistentnog i maskimalno L - konzistentnog skupa.

Teorem 2.5.1. Ako je � L - konzistentan, onda se mo�ze pro�siriti do maksimalnog
L - konzistentnog skupa.

Dokaz :

Neka je � jedan L - konzistentan skup formula. Kako je svaka formula nastala primjenom
kona�cnog skupa simbola, znamo iz teorije skupova da je svaki kona�can skup valjanih formula
prebrojiv.
Ozna�cimo sa P1; P2; P3; : : : valjane formule i konstruirajmo niz skupova �0;�1;�2; : : : na
sljede�ci na�cin:

� �0 = �
� ako je �n [ Pn+1 L - konzistentan, tada je �n+1 = �n [ Pn+1
� ina�ce, �n+1 = �n

14Sa slovom 'L' �cemo ozna�citi bilo koju logiku D, T, K4, B, S4 ili S5
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U tako konstruiranom nizu je svaki �k konzistentan.
Nadalje, �k � �k+1;8k 2 N.
Mo�zemo de�nirati limes �� niza kao �0 [ �1 [ �2 [ : : : . Tvrdimo da je �� maksimalno
konzistentan, to jest �� L - konzistentan i ako je �� [ �0 konzistentno tada je �� = �0.

Poka�zimo da je �� L - konzistentan. Dokaz �cemo provesti kontradikcijom.

Pretpostavimo da �� nije L - konzistentan, tada postoji kona�can podskup S = fS1; S2; : : : ; Sng
od �� tako da (S1 ^ S2 ^ : : : ^ Sn) =) <.
No, znamo da svaki Sk ne dolazi iz �, jer je � bio L-konzistentan. Takoder znamo da za
svaki Sk 62 �, postoji neki j 2 N tako da Sk 62 �j \ �j�1; (�j je prvi skup u nizu koji sadr�zi
Sk). Budu�ci da je skup od S� kona�can mo�zemo �ksirati i koji je jednak najve�cem takvom
j. Kako je svaki Sk u �j za neki j � i, slijedi da je svaki Sk 2 �i. Stoga �i je inkonzistentan
s L.
Ali, mi znamo da je �k L - konzistentan za svaki k 2 N, pa smo do�sli do kontradikcije.
Slijedi �� je L - konzistentan.

Takoder �cemo pomo�cu kontradikcije dokazati da je �� maksimalan.
Recimo da postoji odgovaraju�ce pro�sirenje �� koje je sa�cuvalo L - konzistenciju.
Zatim, postoji neka formula S 62 �� tako da je �� [ fSg L - konzistentna.
Ali mi znamo da je lista formula P1; P2; P3; : : : sadr�zava sve formule, pa postoji k 2 N tako da
S = Pk. Zna�ci ili je Pk 2 �k ili Pk 62 �k. Tada mora vrijediti da �k�1 [Pk nije konzistentan.
Kako �k�1 � ��, tada �� [ Pi ne bi bio konzistentan.

Dakle, ne mo�ze postojati odgovaraju�ce pro�sirenje od �� koje sadr�zava L - konzistenciju,
slijedi �� je maksimalno L - konzistentan.

�

Idu�ca dva teorema �cemo samo iskazati, dok se dokazi mogu pogledati u [4].

Teorem 2.5.2. Ako je skup f:�P; �Q1; �Q2; : : :g L - konzistentan tada je i f:P; Q1; Q2; : : : g
L - konzistentan.

Teorem 2.5.3. Neka je dan (W;R;) Kripkeov okvir, S 2 W i valjana formula P ,
tada je sljede�ce istina:

S  P ako i samo ako P 2 S.

Sada kona�cno mo�zemo pokazati da je sustav K potpun.

Teorem 2.5.4. Ako je P , K - valjana formula, tada je P teorem sistema K.

Dokaz :

Dokaz �cemo provesti koriste�ci kontrapoziciju. Pretpostavimo da P nema dokaz u K. Kako
P nema dokaz, skup f:Pg je konzistentan.

Pro�sirimo ovaj skup do maksimalno konzistentnog skupa P � i neka je (W;R;) Kripkeov
okvir. Tada se takav skup nalazi u W. Kako je :P 2 P �, slijedi :P je istina u P �.

13



Kako je P � maksimalno konzistentan, slijedi P 62 P �. Dakle, P nije istina u P �, a to zna�ci
da P nije valjana u (W;R;). Sada je jasno da se (W;R;) nalazi se u zbirci okvira K
budu�ci da K ne postavlja nikakva ograni�cenja na svoje okvire.

Dakle, pokazali smo da postoji model koji se temelji na okviru u K u kojem P nije valjan.
Stoga P nije K - valjan.

�

3. Izgradnja semanti�ckih stabala

Pogledajmo (W;R; f), gdje je W neprazan skup �ciji su �clanovi svi mogu�ci svjetovi, a R

binarna relacija na W . Ako imamo bilo koja dva mogu�ca svijeta s i t iz W tada oni mogu
ili ne moraju biti u relaciji. Pi�semo sRt ako oni jesu u relaciji i ka�zemo t je dostupan iz s.
Funkcija f dodjeljuje istinosnu vrijednost 1 ili 0 svakoj formuli u svakom svijetu.
Za bilo koji svijet w 2 W vrijedi:

1. fw(:A) = 1 onda kada je fw(A) = 0, ina�ce fw(:A) = 0
2. fw(A ^B) = 1 onda kada je fw(A) = fw(A) = 1, ina�ce fw(A ^B) = 0
3. fw(A _B) = 1 onda kada je fw(A) = 1 ili fw(B) = 1, ina�ce fw(A _B) = 0

Mogu�ci svjetovi ne doprinose neku va�ze�cu ulogu operatorima koji nisu modalni, ali za
modalne operatore su od bitne va�znosti.
Za bilo koji svijet w 2 W vrijedi:

1. fw(�A) = 1 ako 8w0 2 W vrijedi wRw0 te fw0(A) = 1, ina�ce fw(�A) = 0
2. fw(3A) = 1 ako postoji neki w0 2 W za koji vrijedi wRw0 te fw0(A) = 1, ina�ce fw(3A) = 0

Primjer 3.1. Ovim primjerom dokazujemo istinosnu vrijednost formule :3A , �:A.
Dakle, u bilo kojem mogu�cem svijetu w 2 W vrijedi:

fw(:3A) = 1

, fw(3A) = 0

, 8w0 : wRw0; fw(A) = 0

, 8w0 : wRw0; fw(:A) = 1

, fw(�:A) = 1:
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3.1. Pravila glavnog testa

U ovom potpoglavlju �cemo opisati izgradnju semanti�ckih stabala koriste�ci "nova" (modalna)
pravila. Izgradnja je vrlo sli�cna kao ona u propozicionalnoj logici uz neke modi�kacije
koje �cemo sada navesti. Svaku granu stabla �cini formula A i nenegativni cijeli brojevi
Z�0 = f0; 1; 2; 3; : : :g ili ne�sto oblika krl, gdje su k; l 2 Z�0, a svaki broj predstavlja neki
mogu�ci svijet.

A;>k �citamo A istinita u svijetu k

A;?k �citamo A la�zna u svijetu k

krl �citamo svijet k je dostupan iz svijeta l

Pogledajmo pravilo za operator:

(1) disjunkcije (_):

A _B; >k

. &

A;>k B;>k

(2) konjukcije (^)

A ^B; >k

A >k

B >k

Sada �cemo navesti "nova" (modalna) pravila:

(3) za nu�znost (�)

�A; >k

A >l

(l je dostupan iz k)

(4) za mogu�cnost (3)

3A; ?k

A ?l

(l je dostupan iz k)

(5) negacija za nu�znost (:�)

:�A; >k

3:A; >k
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(6) negacija za mogu�cnost (:3)

:3A; >k

�:A; >k

uo�cimo da smo svojstvo (6) pokazali u prethodnom primjeru

Kada imamo sljede�ce sustave:

K, K4, KB . . . l je prethodno upotrebljen

KD, KT . . . l je najmanji neupotrebljeni (slijede�ci novi) ili prethodno upotrebljen

Sada �cemo navesti primjer koji pripada takozvanim karakteristi�cnim principima logike:

Primjer 3.1.0.1. KB  A �! �3A

A �! �3A ?0

A >0 (1)

�3A ?0

:�3A >0

iz svojstva (5):

3:3A >0

0r1

:3A >1

3A ?1

1r0

�:A >1

:A >0

A ?0 (2)

x

Iz (1) i (2) zaklju�cujemo da smo do�sli do kontradikcije te smo time pokazali da je po�cetna
formula valjana.

Zainteresirani �citatelji mogu prona�ci u [3] i neke druge karakteristi�cne principe logike.
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U nastavku rada dokazati �cemo da su svi promatrani sustavi korektni i potpuni.

De�nicija 3.1.1. Ako je � proizvoljan skup formula, tada za formulu A ka�zemo da je se-
manti�cka posljedica od � ako je A istinita u svakoj interpretaciji u kojoj su sve formule iz �
istinite (� j= A).

Ako postoji zatvoreno stablo s premisama � i konkluzijom A, pi�semo � ` A, tj. A je dokaziva
(izvediva) iz skupa formula �.

De�nicija 3.1.2. Neka je M = (W;R;) neki Kripkeov model te g neka grana semanti�ckog
stabla. Re�ci �cemo da je M vjeran g ako postoji preslikavanje h : Z�0 ! W , takvo da vrijedi:

� za sve A >i na g, u M vrijedi A >h(i)

� ako je irj na g, tada je h(i)Rh(j) na M.

Idu�ca lema nam govori da postoji pro�sirenje od g tako da je M vjeran tom pro�sirenju.

Lema 3.1.1. Neka su g i M = (W;R;) proizvoljna grana i Kripkeov model. Ako je M
vjeran g, nakon primjene proizvoljnog pravila (metode semanti�ckih stabala) postoji barem
jedno pro�sirenje g0 od g takvo da je M vjeran g0.

Dokaz :

Neka je h odgovaraju�ce preslikavanje. Lemu dokazujemo razmatranjem pravila, slu�caj po
slu�caj.

1) neka je npr. A ^B >i na g.
Nakon primjene pravila za konjukciju dobivamo (pro�sirenu) granu g0 koja sadr�zi A >i i
B >i. Kako je M vjeran g, A^B je istinit u h(i) pa su A i B istiniti u h(i), tj. M vjeran g0.
Sli�cno i za ostale istonosne veznike, pogledajmo sad modalne operatore. Za njihove negacije
(:�A >i i :3A >i) je o�cito.

2) pretpostavimo da je �A >i na g.
Tada je �A > na h(i) te, ako je irj na g, vrijedi h(i)Rh(j) pa je A >h(j).

3) neka je 3A >i na g. Primjenom pravila za 3 dobivamo irj i A >j na g0. Kako je
M vjeran g, vrijedi 3A >h(i) ) h(i)Rw, A >w, za neki w 2 W .
Sada h pro�sirimo do preslikavanja h0,dodaju�ci samo h0(j) = w.
Po de�niciji, h0(i)Rh0(j) i A >h0(j) pa je M vjeran g0.

Provjerimo pravila za T;B, 4 i D.
Za T: imamo iri na g pa i h(i)Rh(i), zbog reeksivnosti od R.

Za B: imamo irj na g, h(i)Rh(j) pa zbog simetri�cnosti od R i h(j)Rh(i).

Za 4: irj i jrk na g; h(i)Rh(j), h(j)Rh(k) i h(i)Rh(k).
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Za D: primjenom na i dobivamo irj, gdje je j (slijede�ci) novi. Znamo da je h(i)Rw, za
neki w 2 W pa de�niramo h0 dodaju�ci na h jo�s h0(j) = w(j se ne pojavljuje na g, tek na
pro�sirenoj grani g0). Iz konstrukcije je jasno h0(i)Rh0(j) te je M vjeran g0.

Analogno vrijedi i za bilo koju kombinaciju od T;B, 4 i D.

�

Teorem koji govori da su svi promatrani sustavi korektni, dokazati �cemo u nastavku koriste�ci
prethodnu lemu.

Teorem 3.1.1. (Korektnost) Za kona�can �, ako � ` A tada � � A.

Dokaz :

Pretpostavimo � 2 A. Tada postoji Kripkeov model M = (W;R;) u kojem su sve premise
(formule iz �) istinite i A la�zna, u nekom svijetu w. Neka je h preslikavanje dano sa h(0) = w.
Time Kripkeov model M postaje vjeran po�cetnoj listi. Nakon primjene bilo kojeg pravila,
mo�zemo (prema prethodnoj lemi) na�ci barem jedno pro�sirenje kojem je M vjeran. Uzastop-
nom primjenom prethodne leme mo�zemo prona�ci �citavu granu g tako da je I vjeran svakom
njenom po�cetnom komadu. Kada bi grana g bila zatvorena, sadr�zavala bi formule oblika B
i :B, koje se nalaze u istom po�cetnom komadu, no tada bi u modelu M vrijedilo  B i 1 B.
Dolazimo do kontradikcije, pa je b otvorena, tj. � 0 A.

�

Lema 3.1.2. Neka je g proizvoljna potpuna otvorena grana semanti�ckog stabla. Ozna�cimo
s M = (W;R;) Kripkeov model induciran s g.
Vrijedi sljede�ce:

A >i na g ) A je istinita u svijetu wi;

A ?i na g ) A je la�zna u svijetu wi.

Dokaz :

Induktivno po slo�zenosti od A.
Ako je A atomarna, tvrdnja slijedi direktno iz de�nicije. Ako je A npr. oblika B _ C, tada
je ili B >i ili C >i na g pa je (po pretpostavci indukcije) ili B ili C istinito u wi te je i B_C
istinito u wi.

Sli�cno i za ostale istinosne veznike.
Ako je A oblika �B, tada je �B >i na g i za sve j t.d. je irj na g, B >j je na g.
Po konstrukciji i pretpostavci indukcije, za sve wj t.d. je wiRwj, B je istinito u wj.
Slijedi �B istinito u wi.
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Sli�cno i za ostale modalne operatore.

Za T: za svaki wi 2 W , iri je na g, po de�niciji od R je i wiRwi.

Za B: neka za wi,wj 2 W vrijedi wiRwj.
Primjenjuju�ci de�niciju za B, irj na g pa je i jri na g ) wjRwi.

Za 4: neka za wi; wj; wk 2 W vrijedi wiRwj,wjRwk.
Po de�niciji irj, jrk su na g, a to zna�ci da je i irk na g pa je i wiRwk.

Za D: ako je wi 2 W tada je za neki j irj na g. Slijedi, wiRwj.

Analogno vrijedi i za bilo koju kombinaciju T;B, 4 i D.

�

Teorem 3.1.2. (potpunost) Za kona�can �, ako je � � A tada � ` A.

Dokaz :

Pretpostavimo � 0 A. Proizvoljna otvorena grana semanti�ckog stabla inducira Kripkeov
model u kojem su sve premise (formule iz �) istinite i A la�zna u svijetu w0 (prema prethod-
noj lemi). Dakle, � 2 A.

�
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