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Sazetak

U ovom radu upoznat éemo se s joS jednim pojmom iz Numericke analize, B-spline.
Definirat ¢emo B-spline i neka njegova osnovna svojstva, te pokazati kako se rac¢una.
Bavit ¢emo se pronalaskom stabilnog i brzog algoritma za procjenu B-spline funkcije
F'. Za kraj sve $to smo naucili u ovom radu pokazat ¢emo kroz par osnovnih primjera.

Kljuéne rijeci: Definicija B-spline, osnovna svojstva, ra¢unanje B-spline, B-spline
aproksimacija, inverza formula, ocjena B-spline

Abstract

In this thesis we introduce B-spline which is one of the terms in numerical analysis.
We will define B-spline and present how to calculate it. We will see what is B-spline
approximation on given function and how to calculate approximation of the inverse
function. We will deal with finding stable and fast algorithm for estimation of B-spline
of function F. In the end, we will provide several basic examples based on what we
have learned in this thesis.

Key words: Definitions of B-spline, basic properties of B-spline, the computation of
B-spline, B-spline Approximation, inversion formula, evaluation of B-spline
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1 Definicija B-spline

Spline funkcije su djelomi¢ni polinomi povezani razdiobom A = {a = 29 < 21 < -+ <
z, = b} na segmentu [a, b] u ¢vorovima z;. Opcenito, realna funkcija f : [a,b] — R se zove
djelomic¢ni polinom reda r i stupnja r — 1, ako se za svaki ¢ =0, ...,n — 1 restrikcija funkcije
f na podintervale (z;, z;11) podudara s polinomom p;(x) stupnja < r—1. Kako bi se postiglo
injektivno preslikavanje izmedu f i niza (po(x), p1(z), ..., pa—1(x)) definiramo f u évorovima
x;,, t = 0,...,n — 1, tako da funkcija postaje neprekidna s desna. Neke derivacije spline
funkcije takoder mogu biti neprekidne, ovisno o tome jesu li uzastopni ¢vorovi razliciti ili ne.

B-spline je kombinacija krivulja koje prolaze kroz odreden broj tocaka koje nazivamo
kontrolnim tockama i tvore glatke krivulje. Ove funkcije omogucéuju stvaranje i upravljanje
slozenim oblicima i povrSinama pomocu brojnih tocaka.

B-spline reda n su osnovne funkcije svake spline funkcija istog reda, definirane na istim
¢vorovima, Sto znaci, sve moguce funkcije spline mogu se graditi iz linearne kombinacije
B-spline i postoji samo jedna jedinstvena kombinacija za svaku funkciju spline.

B-spline su posebni djelomi¢ni polinomi. Oni su nenegativni i iscezavaju svugdje osim
na nekoliko susjednih intervala [z;, z;41].

Neka je f, : R — R funkcija definirana s

t—x, za t>ux
R0 = (=) =mase—n0) = { (0 B2

i neka postoji f,,r > 0, posebno za r =0

fg(t):{ 1, za t>u

0, za t<x

Funkcija fI(-) se sastoji od dva polinoma stupnja < r: 0-polinom FPy(t) = 0zat < x i
polinoma Pi(t) = (t —z)", za t > z.
Primijetimo da funkcija f] ovisi o realnom parametru x i fI(¢) je definirana kao funkcija od
x koja je nepekidna s desna za svaki fiksni . Za r > 1, fI(t) je (r — 1) puta neprekidno
diferencijabilna, tj klase C""!(R) u odnoru na ¢ i z.

Podijeljena razlika f[t;, t;11, ..., t;,] realne runkcije f(¢), f : R — R je dobro definirana
za svaki segment t; < t;1; < --- <{1;;, realnih brojeva, cak i ako ¢; nisu medusobno razliciti.
Jedini uvjet je da f bude (s; — 1) puta diferencijabilna za t = t;, j = 4,1+ 1,...,i+r,

ukoliko se t; pojavljuje s; puta u podsegmentu ¢; < ¢; +1 < --- < ¢; koji zavrSava sa t;.
Prema tome,
(") (¢,
f[tlv s 7ti+7‘] = fr—'(l)a za  t;p =1, (1)
ity tioe] = fltis oo tivr
f[ti,...,tm]:f[ = :] ft[ il g ti % ti (2)
i+r T U

Induktivno po r slijedi, podjeljena razlika funkcije f je linearna kombinacija njegovih
derivacija u tockama, tj:

i+r

fltis - tive] = Z%‘f(srl)(tj)’ Qiyr 7 0 (3)
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Neka je 7 > 1 cijeli broj i t = {t;};cz bilo koji beskonacna neograni¢na razdioba realnih
brojeva t;, pri ¢emu

inf ti=—00, supt;=400 1 t;< tH_r,Vi €.
i-ti B-spline reda r povezan s t je definiran kao funkcija od z:

Biri(®) = (tixr — ) f2 tistivn, - s tigs]
- f;_l[ti-i-h s 7t75+7"] - f::_l[th ti+17 cee 7ti+'r“—1] (4)

Pisemo krace B; ili B, ,.
B 1(z) je dobro definirana za svaki x # ¢;,t;11,...,ti4, 1 prema (3) i (4) je linearna
kombinacija funkcija
(t; — x)1_8j|t:t]., 1< j<i+r (5)

ako se vrijednost ¢; pojavljuje s; puta unutar podsegmenta t; < t; +1 < --- < ;. Posebno,
ako se vrijednost ¢; pojavljuje n; puta unutar cjelog segmenta t; <¢; +1 < --- <t;,, tada
za svaki indeks o, 1 < o < n; postoji tocno jedan cijeli broj | = [(0) koji zadovoljava

tl:tj, S = 0, ZSZSZ—FT
B, ;1 je takoder linearna kombinacija od
(t;—x)5, gdje r—n;<s<r—1, 1<j<i+r (6)

Stoga, funkcija B; ,; podudara se s polinomom stupnja najvise » — 1 na svakom od otvorenih
intervala u sljede¢em skupu

<—OO,tZ> U {(t]’, tj+1)7 1 < j <i+r & tj < tj+1} U <ti+r7 +OO>

B; () je djelomi¢ni polinom od x reda r, s podjelom realne osi danu s ¢y, k € T}, pri ¢emu
je
E7T:{j|2§j<l+7" & tj<tj+1}U{’i+T}.

Samo u ¢vorovima x = ty, k € T}, funkcija B;, () moze skociti nepovezano, ali je nepre-
kidna s desna, jer se funkcije (¢; — )7 koje se pojavljuju u (5) i (6) su funkcije od x koje su
neprekidne s desna svugdje, ¢ak i u s = 0. Takoder prema (5) i (6) za svaki t = (¢;), ako se
t; pojavljuje n; puta unutar ¢;,t;+1, ..., tiy, (ako je n; = r tada B;,,(z) ima nepovezan skok
na x = t;). Stoga je red diferencijabilnosti od B;,; na = t; odreden brojem ponavljanja
vrijednosti od t;.

Pogledajmo kako izgleda B-spline nekog reda 1.
Neka je zadana neprekidna razdioba u évorovima t = (¢;). B-spline reda 1 u danim ¢vorovima
je karakteristicna funkcija ove razdiobe, tj. funkcija

1, za t; <t <t
0, inace.

B;(t) = Xi(t) = { (7)

Primjetimo da su sve ove izabrane funkcije neprekidne s desna. B-spline reda 1 mora
dati u sumi jedinicu, tj.

ZBi,l(t):L za svaki t. (8)
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Posebno,

ti=tiy1 = Bi1=X,=0. (9)
Pomoc¢u B-spline prvog reda, rekurzivno dobivamo B-spline viSeg reda:
By = XNigBip1+ (1 = Niy1,) Biv1r1 (10)
gdje je
Ni(t) = { gjitli‘“’ ffacet 7 e (11)

B-spline drugog reda dan je s:
Big = NipXi + (1 = Nig12) Xig1, (12)

i sastoji se, opc¢enito, od dva netrivijalna linearna djela koji se neprekidno spajaju i tvore
djelomic¢ne linearne funkcije koje is¢ezavaju izvan intervala [t;,t;12). Zbog toga, B; 2 zovemo
linearni B-spline.

Slika 1: Linearni B-spline: (a) jednostruki ¢vorovi, (b) dvostruki ¢vorovi

Ukoliko je npr. ¢; = t;41 (u tome slucaju je X; = 0), ali je t;11 < ;4o tada se B-spline
sastoji od samo jednog netrivijalnog djela koji je neprekidan u dvostrukom ¢voru ¢; = ;4 1,
kao $to nam je prikazano na Slici 1(b).

B-spline treceg reda dan je s

Bis = MNsBia+ (1 —Xit13)Bit12
Aisdi2X; + (Nis(1— Niv12)

(1= Ns13)Nig1,2) X
(1= A+ 1,3)(1 = Aiyo2) Xito.

(13)

Opcenito, B-spline tre¢eg reda se sastoji od 3 netrivijalna kvadratna djela, i, prema Slici
2 vidimo da se glatko spajaju u évorovima i tvore po djelovima kvadratne funkcije klase C*
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koje isc¢ezavaju izvan intervala [t;, t;1o). Ukoliko je npr.t; = t;41 = tivo (8].X; = Xi1 = 0),
tada se B; 3 sastoji od samo jednog netrivijalnog djela, koji je neprekidan u trostrukom ¢voru
t;, ali je i dalje klase C* u jednostrukom évoru t,3, kako je i prikazano na Slici 2(b).

Slika 2: Kvadratni B-spline: (a) jednostruki ¢vorovi, (b) trostruki évorovi

Nakon r — 1 korak, B;, je oblika
i+r—1
Biy= Y b, X, (14)
j=i

gdje je svaki b;, polinom stupnja < r, jer je zbroj produkta r —1 linearnih polinoma. Prema
tome, B-spline reda r se sastoji od djelomi¢nih polinoma reda < r. (U stvrani, svi b;, su
to¢no stupnja r — 1.)

Slika 3: B-spline 6. reda i 6 polinoma 5. stupnja koji zajedno ¢ine B-spline

Iz ovoga, mozemo zakljuciti, B;, je djelomicni polinom stupnja < r koji isCezava izvan
intervala [t;,t;,,) 1 sadrzi moguée tocke preloma t¢;,t;,, kao na Slici 3.
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B, , je nul-funkcija samo u slucaju ¢; = ¢;;. Takoder prema indukciji, B;, je pozitivna na
otvorenom intervalu (¢;,¢;1,), jer sui A;, i 1 — \j41, positivne na intervalu, primjer vidimo
na Slici 4.

0

L Lit1 titk—1 Litk

Slika 4: Dvije A funkcije koje su pozitivne na intervalu (¢;,t;4,)

Teorem 1 /3]
a) Biyi(x) =0, zax & [t;, tisr]
b) Biri(z) >0, zat;, <z <ty
c) Vx e R
> Biulx) =1
1 suma sadrzi konacno mnogo uvjeta, razlicitih od nula

Dokaz

(a) Za dokaz ovog djela bit ¢e nam potreban sljede¢i Teorem:

Teorem 2 Ako je f(x) polinom stupnja r, tada je

flzoy . yxk) =0, za k>r.

Zax <t; <t<tgy, f[I7t) = (t —x)"! je polinom stupnja (r — 1) u ¢ koji sadrze r
iscezavajucih podjeljenih razlika

f;‘il[tiatﬂrla S 7ti+r] =0 = Bi,r(l') =0

po Teoremu 2.
S druge strane, ako je t; <t < t;,, < x, onda frH(t) = (t —x)7 " = 0, je trivijalno,
pa je opet B;,.(z) =0



(b) Zar=1it; <z <t;1, tvrdnja sljedi iz definicije
Bii(z) = [(tiy1 — 37)3 —(ti— 93)3] =1-0=1,
iza r > 1,iz rekurzije (17) za funkciju B;,(z).

(c) Prije nego dokazemo ovu tvrdnju, podsjetimo se Teorema o interpolacijskom polinomu
i nekih karakteristika

Teorem 3 Neka je f € C"([a,b]), tea < xg < 11 < -+ < 2y = b, yi = f(z3),
i =0,...,n, neka je P, odgovarajuéi interpolacijski polinom onda za svaki T € [a, b]
postoji € € (a,b) takav da je

pri cemu je

w(Z) = (T —x0) - (T — xy).
Newton oblik interpolacisjkog polinom

Po(x) = flwo] + flwo, z1)(z — 20) + - -+ + flwo, 21, . wn) (@ — m0) -+ (& — Tpn). (15)
Za (xn-i-lvfn-‘rl)? takav da je Tpy1 = T, fn-‘rl :f(j) 1 f?’éxiv VZZO,,TL
iz Newton formula (15) slijedi

F(@) = Pua(2) = Pul@) + [Tz, 2 7o)

ili
f(Z) — P.(Z) = flxo, ..., Tn, T]w(T).

Prema Teoremu 3 mora vrijediti

flzo, -y xn, T = {::_1(16))', za neki £ € [xg,..., T, T]
iz cega slijedi
flzo, - xn] = fr;('g), za mneki £ € [xg,..., T, (16)

Dokazimo sada nasu tvrdnu (c) Teorem 1, pretpostvaimo prvo t; < z < t41.
Prema (a), B;,(z) = 0 za svaki i,r takav da i +r < j i za svaki ¢ > j + 1, vrijedi
J
S B = Y B
i

i=j—r+1

Jednadzba (4) implicira,

Bi () = [1 sty tivas - -+ s tir) — Fo tis tisers <« oy L.



Slijedi,
ZBi,r(x) :fgil[tﬁrla-' J+T] fri [j r+17'-'7tj] =1-0.

Posljednja jednakost vrijedi jer je funkcija f7=1(t) = (t —x)"~! polinom stupnja (r —1)
utzat; <ax<tjy <t<tj,, zakojeje fItji1,...,tj4r] = 1 prema jednadzbi
(16), i funkcija £ V() = (t — 2)! = 0 istezava za t;_, 4y <t < t; <z < t;31. Za
xr = t;, tvrdnja sljedi zbog neprekidnosti funkcije B, , s desna,

Bzr( >_ hm Bw‘(y)

y—)t

1.1 Racunanje B-spline

B-spline mozemo racunati pomocu rekurzije. Rekurzija se temelji na generalizaciji Libnizove
formule za derivaciju produkta dviju funkcija.

Teorem 4 (Pravilo produkta podjeljene razlike)

Neka je t; < tiq1 < -+ <tiyp. Pretpostavimo nadalje da je funkcija f(t) = g(t)h(t) produkt
dviju funkcija koje se razlikuju za nekit =t;, j =1i,...,i+k, prema tome g[t;, tit1, ..., tizs)
i hlti tis1,. .., tivk] su definirane kao (1). Pa slijedi

i+k
f[tiuti-‘rh"' H—k thutl—l—lw”v ]h[t'f’tT—i—la"‘ati—i—k]

Dokaz Prema (15) polinomi

i+k

D gltiticr .t (E— ) (E— L)

i+k
Zh s tign)(t—togr) - (t — tign)
interpoliraju funckiju g i A u tockama t = ¢;,¢;,1,...,t;1x. Produkt polinoma

i+k i+k

= gltitipr, .t (E— ) (E—ty) Zhs,... tirk)(t = tosr) - (t — tisy)

interpolira funkciju f(t) za t = t;,t;11,...,tixx. Ovaj produkt mozemo zapisati kao sumu
dva polinoma
itk
DI DS D L Car )
r,8=1 r<s r>s

Buduéi da je svaka vrijednost sume ) _  visekratnik polinoma H”’f (t —t;), polinom Ps(t)
interpolira O-funkciju u ¢t = ¢;,¢;41,...,t;1x. Prema tome, pohnom Pi(t), stupnja < k,



interpolira f(t) ut =t;,ti41, ..., tisk. Stoga, Pi(t) je jedinstveni interpolacijski polinom od
f(t) stupnja < k. Prema Newton obliku interpolacijskog polinoma (15) najveéi koeficijent od
Pi(t) je flti,tis1, .- -, tiss). Poredenjem koeficijenata t* s obe strane sume Py(t) = > -+,
P, daje zeljenu formulu -
itk
Fltin- ot =Y gltey - tlblte, - tisg],

0

Sada koristimo Teorem 4 kako bi izveli rekurziju za B-spline, B, ,(z) = B, ,.(x) prema
jednakosti (4). Neka je

Bi r\ T e
Niﬂ'(x) = t 7 ( _i Efx l[tiuti+17"'7ti+r]7
i+r = U
za koji sljedi jedinstvena rekurzija:
Zar22iti<ti+r:
Tr — tl tiJrT — X
Ni(z) = ———N;,1(x) + ———Niz1,—1(2). (17)
bivr — i bigr — i

Dokaz Pretpostavimo, x # t; za svaki j. Primjenjujemo pravilo Teorema 4 na proizvod

L) =(t—a) =t —a)t—2) 7 =g(t) ().

Znamo da je ¢(t) linearan polinom od ¢, prema (16) vrijedi

g[tz]:tz_ma g[tlatz-l-l]:l’ g[tza7tj]:0 za j>Z+17

pa dobivamo

ity oootipe] = (G 2) o2ty i) 1 2 bty - i
ti — X r— r— r—
B ﬁ(fx Mllivrs - tive] = F77 20t s tigra]) + 1 f 72 g, i)
=+r = U
T—1t Lo litr =% Lo
= ———f2 "It b ———fo lit1, - tigr)s
ti+r_tifx [ + 1]+ti+r_tifw i1 +7]
(18)
sto dokazuje tvrdnju (17) za x # t;, ..., tity.
Rezultat je istinit za sve x, buduéi da su svi B, ,.(z) konstantni s desna i t; < t;,.
O

Dokaz Teorema 1,(b) sada mozemo upotpuniti: Prema (17), vrijednost N;,(x) je konveksna
linearna kombinacija od N;,_1(x) 1 N;,41(x) za t; < x < t;4, sa pozitivnom vrijednoséu
Ai(x) = % >0, 1 — \(z) > 0. Takoder N;,(z) i B;,(x) imaju isti predznak, a mi ve¢
znamo da je B;i(z) = 0za x ¢ [t;,tiq] 1 Biy(x) > 0zat; < z < t;yq. Indukcijom po r,
koristec¢i (17), dobivamo B;, > 0, za t; < x < t;4;. Jednadzba

ti+r - T

Bi,—i(x) + Bit1,-1(2) (19)

Livr — tig1



je jednaka (17), i predstavlja B;,(z) kao pozitivnu linearsnu kombinaciju od B;,_;(z) i
Bii1,—1(). Ovo koristimo za ra¢unanje vrijednosti svih B — spline, B, .(x) = B;,:(x) za
danu fiksnu vrijednost x.

Kako bi ovo pokazali, neka je zadana vrijednost . Neka je t; € t i ¢; < o < t;;1. Prema
Teoremu 1(a) znamo B, ,.(x) = 0 za svaki 4,r 1 © ¢ [t;, ¢y, tj. za i > j + 1. Prikazimo to
pomocu tablice 1, B;,(z) nestaje na pozicijama gdje je 0:

0 0 0 0
0 0 0 Bjsulx)
0 0 Bjas(r) Bjaa(r)
0 Bj_12(x) Bj_13(x) Bj_14(x)
Bji(z)  Bja(z)  Bjs(x)  Bjalz)
0 0 0 0
Tablica 1

Prema definiciji B;; = Bji(x) = 1, za t; < x < tj41, odreduje prvu kolonu tablice 1.
Preostali stupci mogu se izra¢unati uzastopno pomocu rekurzije (19): Svaki elementB;, se
moze izvesti pomocu dva susjedna, B;,_1 1 Bi11,_1.

Ova metoda je numericki vrlo stabilna, jer se samo nenegativni visekratnici nenegativnih
brojeva dodaju zajedno.

Primjer 1 Zat;=1i,i=0,1,... iz = 3.5 € [t3, t4] tablica vrijednosti B;, je oblika:

r=[1 2 3 4
=00 0 0 45
i=1]0 0 § 2
=200 ¢ ¢ 2
P 1 1
i=4(0 0 0 0
Tablica 2

Na primgjer, By 4 je dobiven iz

3.5—2 6+6—3.5 1
5—2 8 6—-3 8 48

B2,4 == B2,4(3.5) ==

2 B-spline Aproksimacija

Definicija 1 [1] B-spline aproksimacija stupnja r — 1 (reda r) na prizvoljnu funkciju
f:[0,n] = R je
Silfial =) F(€)Bis(x) (20)

gdje je,

1
& = m(ti—i-l +livo + o+ tipro1) (21)



& mnazivamo ¢vorovima. B-spline aproksimacija je lokalna aproksimacije. Aproksimacija
(20) sadrzi r nenul uvjeta. U svakom trenutku, aproksimacija uzima u obzir samo lokalno
ponaSanje primitivne funkcije.
2.1 Inverzna formula

Neka je zadan skup vrijednosti {yo,v1,...,Ym}, a mi zelimo pronadi jedinstveni skup funk-
cijskih vrijednosti { f(&o), f(&1), - - -, f(&n)} takav da B-spline aproksimacija na f interpolira
zadane podatke,odnosno zelimo pronaéi f(&;) koji zadovoljava

Sr[f,fl] = Yi, iIO,l,...,m (22)

ili u matricnom obliku, dobivamo sljede¢i odnos

B-FT =Yy7T (23)
gdje je
BO,T‘(SO) Blm(&)) Bmﬂ”(gO)
B _ BO,r(gl) Bl,r(gl) Bm,r‘(gl)
BO,?" <§m> Bl,r (gm) e Bm,r (fm)

Y = (yoayla-"aym)

B je Gram matica za koju znamo da je invertibilna za razlicite skupove ¢vorova {¢;}, sto
je u vedini slucajeva. Inverzna formula je tada

F'=p.Y" (24)

3 Ocjena B-spline

Sljededi je algoritam stabilna i brza metoda za procjenu B-spline funkcije F' definirane na
skupu od [0, n], bez izra¢unavanja osnovnih funkcija B; ().

F(z) = Z A;B; . (z) (25)

Kako bi ocjenili funkciju (25) u tocki € [t;,t;41), potrebno je izracunati r brojeva
B (x), i=j—r+1,...,7;
F(z) mozemo zapisati kao .
F(x) = XJ: A;B; ().

i=j—r+1
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Diferencijal funkcije F(z) je

d - T—
B’L(,%”) (x) = E[f; l[ti-l—la ) Z+7’] f 1[ TR 7ti+7”—1]]

— —(T — 1)[Ni+177~_1($) — Ni,r—l(x)]-

(26)
Slijedi,
FO() = (r—1) ZA ir-1(2) = Nig1r-1(2)]
= 7’—1 ZAZ Bi,rfl [L’
(27)
gdje je
Agl) Az Ai—l (28)
ti—I—T ] t?,
Opcenitije,
AEO) = Aza
AUD _ p6-D)
AP = = = >0, (29)
tz’+r—J L
te vrijedi
F(]) (I‘) (r — 1 7” — Z A(j 7, r— ] (30)
Ukoliko je

t; =ty +1h, za svaki 1,

tada je (30) jednako
FO(z) = h™ Y (VI A)Bi,—()
Funkciju F'(x) mozemo zapisati i pomo¢u B-spline nizeg reda, sa odredenim koeficijentima
polinoma.

- ZA z zr 1(I> + (ti—i-r - I)Ni-i—l,r—l(x)

= ZA Tr — t) + Al 1(ti+r—1 — l’)Ni,r_l(l’)
- ZA” zr 1 )

gdje je,
— 1 bigr—1 —
v P iy P

Al () =
i (@) tivr—1 — & livr—1 — 1
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Opcenitije,

Ay =8 M e g (31)
Z tr:f‘ ]1 z’AJ ( >+ tfi: j*t AJ ( )’ J >0,
dobivamo
ZA“ Biy—j(z). (32)
Kako je B;1(x) =1 zat; <x < t;1; i nula inace, sljedi da je
p) =Y AlY@), i<z <ty (33)
Stoga, ukoliko je x € [t;,t;11), tada F(z) mozemo naé¢i pomocu A; 41 ..., A;, stvaranjem
konveksnih kombinacija pomoc¢u 31. Neka je
t - I Z Pi, 7" 1 T 1: o Pigr (t) = Hz;i (t - ti+k)7 za svaki ia (34)
to dobivamo iz
AEO} () = A; = @;r(t), za svaki i,
a prema (31) slijedi
A@) = {@ = t)eir(t) + (tirs — ) @it (O} (tirro — 1)
= i1 (O{(@ = )t = tirr—1) + (Livr—1 — 2)(E = )}/ (tigr1 — i)
= Spi,rfl(t> (t - ill')
(35)

stoga

Zﬁpz,r(t)Bzr t_aj Z@zr 1 zr 1( )

Kako je

Z 0i1(t)Biqi(z) = Z Bii(z) =

indukcija po r sada dokazuje (34). Potencirajmo obje strane jednadzbe (34) s ¢ i usporedimo

koeficijente, slijedi

ZBZ,T(;E) =1,

(36)

potvrdujuéi zaljucak prema (31) i (32) da, za x € [t;,t;41), broj F(x) je konveksna kombi-

nacija brojeva A; ,..1,..., A;.
Takoder iz (34) slijedi

SL’ _t szr zr t 7 ¢i,r<x> - (ti—l-l - .I‘) : (ti—l-r—l - .Z'),

Kako bi izracunali ocjenu B-spline koristit ¢emo dva algoritma.

12
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Prvi algoritam se temelji na (31) i (32). Cilj nam je pronaéi i takav da t; < x < t;41,
koji generira sve unose u pripadnu tablicu, koriste¢i (31):

Desni najnizi unos je trazeni broj F'(z).
Oznacimo

Alkyty = A (@), k=t,...,r, t=1,...,7
ar(k) = ti,—z, k=1,...,m
as(k) = = —ti g, k=1,...,m,

(38)
radi jednostavnosti. Tada

A(k,l) = Al‘_r_;'_k, kf = 1,...,T,

as(k) - Ak, t) + ar(k —t) - A(k — 1,4)
Alk,t+1) = k=t¢t+1,....,r; t=1,...,r—1.
( Y + ) aQ(k) +al(k —t) ) _I_ Y 7r’ ) ’r

Primjetimo kako je

ag(k) + al(k: - Zf) = I — ti—r—i—k + ti+k—t — X
= ligk—t — tigk—r = tiy1 — 1; > 0,

(40)

pa proizvoljne tocke iz razdiobe ne uzrokuju dodatne poteskoce ukoliko je, kako smo i pret-
postavili, ¢ izabran tako da t; < x < t;,1. A(k,t) mozemo racunati stupac po stupac, npr.

k=t,...,r; t=2,...,r

ili red po red, npr.

ili dijagonalno prema dolje,npr.
t=2,....5; k=t+r—j;, j=2,...,1.

Svaki nac¢in zahtjeva samo jednan jednodimenzionalan niz sa r unosa za spremanje us-
pjesno izracunatih vrijednost A(k,t). U prvom sluc¢aju bi rac¢unali unos aj, u zadnjem,
racunavali bi as, dok bi drugi trebao ra¢unati vrijednosti i a; i as.

Ukoliko su nam potrebne u isto vrijeme vrijednosti funkcije F'(x) i neke njegove derivacije,
tada je vjerojatno bolje koristiti algoritam koji stvara u isto vrijeme sve brojeve B; ;(z) koji
nisu nula za dani z. Pretpostavimo stoga,

t; < x <ti,
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to nam omogucava stvaranje svih vrijednosti sljedece trokutaste matrice:

Bz’,1<x) Bi—1,2(=77) Bi—'r—i—Q,r—l(I) Bz’—r+1,r($)
Bi,2($) Bz‘—r+3,r—1($) Bi—r+2,r($)

B, () Bi_1,(z)
Biﬂﬂ(l’)
(r — j) stupac ove tablice sadrzi brojeve potrebne za procjenu FU)(z) pomocéu (30),

7 =0,...,7r—1. Iz tog razloga, pokazat ¢emo samo kako generirati tablicu stupac po stupac.
Radi pojednostavljenja, neka je

a9 k?) = x_ti—l—l—k, k=1 , T
(41)
Vrijednosti tablice su tada
B(k,t), k=1,....t; t=1,...,r
pri cemu je
B(k,t) =0, za k>t ii k<1. (42)
Uz oznake (41), i pomo¢u (19) slijedi
B(k —1,t)
B(k,t+1) = t+1-k+1
(k,t+1) az(t + * )al(k—1)+a2(t—|—1—k+1)
Bk, t)
+ k .
k) T ot + 1= F)
(43)

Ova formula ne utjece na mogucu pristunost koeficijenata ¢;, bududci da
al(k) + ag(t +1-— k‘) =tk —tigk—t > tix1 —t; >0

za sve vrijednosti k i t. Jednadzbe (41) i (43) dovode nas do algoritma za racunanje B(k,t):
1: B(1,1) =1
2: fort=1,...,r—1do

3: ar(t) =ty — x, as(t) = x — tiz1y,

4: B(1,t+1) =0;

5: for k=1,...,t, do

6: N = B(k,t)/(a1(k) + ax(t + 1 — k))
7: B(k,t+1)=B(k,t+ 1)+ a;(k)N
8: Bk+1,t+1)=ay(t+1—-k)N
9: end for

10: end for

Ovaj algoritam se moze prilagoditi kako bi koristio samo jednodimenzijonalne nizove od
r unora za pohranu B(k,t), prepisivanjem uzastupnih stupaca.
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4 Primjena B-spline

Prije nego sto krenemo s primjerima i geometrijskom interpretacijom, definirajmo jos neke
potrebne pojmove.

Definicija 2 B-spline krivulja stupnja r — 1 (reda r) povezana poligonom P je

Su[P] =Y _PBi,(z), 0<um, (44)
i=0
zadana radiobom to,ty ... t, tako da je t; < t;1q.

Periodicna ili zatvorena B-spline krivulja nastaje ukoliko je funkcija B-spline definirana raz-
diobom to,ty, ..., t,, t; <ti1 gdje je

Ti = X(i—r/2)modxn (45)

Tumacenje predhodnog algoritma geometrijski dovodi do konstruktivne metode za odredivanje
tocke B-spline krivulje. Formula (31) u uvjetima vrhova poligona P; je oblika

) P j=0
Pl :{ b ~ 46
COE VAR @) 4 - NP ), s, (46)
gdje je
Livr—j — ti

Primjer 2 Neka je zadan zatvoren poligon PyPi --- Py Zelimo pronaci tocke B-spline kri-
vulje reda r = 4 koji odgovara x = 7.6, t; =i, za i =0,...,13 prema (45) vrijedi

ti = t(i—2)m0d13 = (Z - 2)m0d13

Prema algoritamu t; < = < t;y1 pa t; = 7 zadovoljava wvjet, tj. i = 9. Prema '(46) za
j=r—1 vrijedi P"(z) = P (7.6)
Primgenom rekurzivnog algoritma vrijeds:

PP(76) = APP(7.6)+ (1N PP(756)
, r—ty T6-70 06
die \ = — — 206
ga¢e to—ts  8—7 1
(47)
rPre) = APMT6) + (1= NPY(7.6)
. r—ty T6-70 06
g4e th—ts  9—7 2
(48)
PPre) = APM(7.6) + (1= NPY(7.6)
, r—ts T6-6 1.6
g€ to—1ts  8—-6 2
(49)
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PH(T6) = AP+ (1-)\)Ps
r—ty T76-70 06

die \ = — — 22 _02
g4q¢ et 10-7 3 "
(50)
PMT6) = AP+ (1—MNP
‘ r—ts T76-60 1.6
die A = — — 2053
g€ th—ts  9—6 3
(51)
PH(T6) = AP +(1-)\)Ps
. t—t-  T6-50 26
die = - — 22 087
g4e to—1t.  8—5 3
(52)

Na Slici 5 vidimo dane vrhove i pripadnu interpolaciju naseg primjera.

Slika 5: Geometrijska konstrukecija B-spline

Ako uzmemo da je polinom P po djelovima linearna funkcija F, pri cemu je F definirana
tako da B-spline krivulja je parametarska aproksimacija B-spline na F, pa prema (20) i (21)
F zapisati kao

F(fl):']}z, izO,l,...,n

gdje je

1
§i=—F
r —

1 (tig1 +tiva+ -+ tigr—1) (53)
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Primjer 3 Neka je zadan otvoren B-spline reda r = 4 odreden poligonom FPyP;---Ps i
to=t1=to=t3=0<ty=1<ty=2<ts=tr =13 =1ty =3
Prvo éemo pomocéu 53 izracunati vrijednosti &;:

1 1

= —(ti+to+1t3) ==-0=0
o 3(1+2+3) 3

1 1 1
= (tytt34+ty)==-1==
& 3(2+3+4) 3 3
5—1(t +t+t)—1 3=1
2= gllatlatis)=5-9=
5—1(t +t+t)—1 6=2
3= gllattlstig) =5-0=

1 1 8
= “(ts+tg+t7)=--8=—
4 3(5+6+7) 3 3
5—1(75 +t+t)—1 9=3
5= glle Tirtis) =5-9=

Funkcija F tada ima vrijednost:
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