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1 Uvod

Tema ovog rada je pregled matematickih dostignu¢a u doba Egipéana i Babi-
lonaca. Obje civilizacije razvile su matematiku slicnu po opsegu, ali razli¢itu u

pojedinostima.

U drugom poglavlju opisat ¢emo razloge nastanka i razvoja matematike te nacin

zapisivanja i svrhu brojeva.

U tre¢em poglavlju upoznat ¢emo se s egipatskom matematikom o kojoj nam
govore dva glavna povijesna izvora, Rhindov papirus i Moskovski papirus. Vidjet
¢emo kako su Egipcani zapisivali brojeve te da su imali razvijen decimalni brojevni
sustav. Zatim ¢emo navesti metode pomocu kojih su mnozili, dijelili i na koji nacin

su zapisivali razlomke.

U cetvrtom poglavlju upoznat ¢emo babilonsku matematiku. Saznat ¢emo kako
se razvijalo babilonsko pismo. Vidjet ¢emo da su Babilonci koristili pozicijski bro-
jevni sustav te da su bili upoznati s formulama za rjesavanje linearnih i kvadratnih
jednadzbi. Osim toga, spomenut ¢emo najpoznatiju babilonsku ploc¢icu Plimpton
322 iz koje saznajemo da su Babilonci poznavali Pitagorin teorem.



2 Smisao brojeva

Grcka rije¢ mathemata koja se u ranim spisima koristila kao oznaka za bilo koji
predmet nastave i proucavanja predstavlja korijen pojma matematika. Kako je
ucenje odnosno znanje napredovalo, shvatilo se da je prikladno ogranic¢iti podrucje
pojma matematika na tocno odredeno podrucje znanja. Pitagorejci navode da su
pojam matematika koristili kako bi opisali aritmetiku i geometriju zbog cega se
smatra da je zapravo njihovo koristenje imena matematika vjerojatno bila baza za
pojam koji je matematika postala u klasi¢noj Grékoj izmedu 600. do 300. godine
prije Krista te se zadrzala sve do danas. Medutim povijest pojma matematika moze
se pratiti i u ranijoj povijesti, jer je tri ili pak cetiri tisu¢e godina prije, u starom
Egiptu i Babilonu postojalo znacajno znanje koje se moze opisati kao matematicko.
Isto tako ako se pogleda Sire, matematika ukljucuje proucavanje pitanja koli¢ine i
prostora (brojeve, veli¢inu, poredak tj. redoslijed i oblik) zbog ¢ega se shvaca da je

u konacnici matematika aktivnost koja je prisutna od najranijih dana ¢ovjecanstva.

Opcenito je prihvaceno da je matematika nastala zbog prakti¢nog problema bro-
janja i zapisivanja brojeva, jer ljudi koji su zivjeli prije 2000 godina su osjecali po-
trebu da oznace odnosno numeriraju svoje objekte, stvari za razmjenu te prolazenje
dana u tjednu. Medutim razvoj brojanja, ukljucujuci rijeci i znakove koji su oznacavali
brojeve, odvijao se postupno te nije dozvolio odrediti i precizirati to¢an datum nas-

tajanja odredenog stadija brojanja i zapisivanja brojeva.

Nadalje, antropolozi tvrde da je gotovo nemoguce utvrditi postojanje kulture
koja nije imala svijest o brojevima, makar bila toliko osnovna kao razlika izmedu je-
dan i dva. Najranijainajizravnija metoda vizualnog izrazavanja brojeva je oznacavanje.
Smisao oznacavanja je prebrojiti skupinu tj. objekte koji se broje koristenjem ne-
kih jednostavnijih stvari, a u slu¢aju nasih predaka za to su sluzili prsti, skoljke ili
kamenja. Primjerice ovce su se brojale tako da se usmjeravala jedna po jedna kroz
uski prolaz i za svaku baci ili uzme jedan kamen kad prode. U slucaju kad bi se
ovce okupljale no¢u, kamenja bi se prebacivala s jedne hrpe na drugu sve dok ovce
ne bi bile prebrojane. Medutim da bi sacuvali zapis o bilo kojem brojanju, bilo je
neophodno imati drugaciji prikaz samih brojeva, jer usmeno govorenje brojeva kao
i njihovo brojanje na prste nisu imali trajnosti. Kako bi se prethodno navedeno

ostvarilo, ljudi su se s vremenom dosjetili da se dogadaji i stvari koje se zele zabi-



ljeziti, obiljezavaju na pogodnom trajnom materijalu i to tako da svaki dogadaj ili
stvar ima vlastitu oznaku. Stoga su brojevi, a u konacnici i brojanje bili ocuvani
radeci ogrebotine na kamenju, zatim rezuci crtice u drvenom stapu ili kosti te vezuéi
¢vorove na struni ili pak zici razlicite duljine. Kada je broj ogrebotina odnosno ureza
postao preglomazan za prikazati, primitivni ljudi su ga organizirali u lako prepoz-
natljive grupe kao sto su grupe od 5 (za pet prstiju na ruci). lako je vjerojatno da
se grupiranje u parove prvo pojavilo, vrlo brzo je zamijenjeno grupama od 5, 10 ili
20. Organiziranje brojanja u grupe bio je paznje vrijedan napredak u brojanju. To
je bio samo mali korak u dugackom razvoju odvajanja brojeva od stvari koje se broje.

Nakon kratkog povijesnog osvrta, jasno je vidljivo da na napredak u smisljanju
efikasnog nacina odrzavanja i prenosenja numericke informacije nije poceo dok ljudi
nisu napustili nomadski nacin zivota. Budué¢i da ljudima, dok su bili sakupljaci i
lovci, nije bila namjera da njihove zapise koriste ljudi koji su bili jako udaljeni, jer
su urezivani znakovi na kostima ili kamenu bili jasni samo osobi koja ih je pravila ili
uskoj skupini prijatelja. Medutim kad su postali proizvodaci hrane bilo je potrebno
promijeniti na¢in numerickog prikazivanja, jer su dotadasnji nacini brojanja poput
tehnika zarezivanja ili vezanja ¢vorova postali spori i mukotrpni. No kasnije, u
razvijenijem dobu tih drustava, pojavili su se prvi put posebni simboli za brojeve.
Od tada su nastale i neke elementarne grane matematike, jer su se pomocu simbola
mogli prikazivati veliki brojevi u broj¢anim zapisima, sto je predstavljalo preduvjet

za racunanje i mjerenje.



3 Egipatska matematika

Glavna crta razvoja matematike proizasla je iz brojcanog sustava bliskoistocnih
civilizacija, Egip¢ana i Babilonaca. Brojcane rijeci nadene su u nekim oblicima rijeci
od najranijih zapisa tih civilizacija. Njihova uporaba simbola i brojeva, odvojila
se od asocijacije objekata sa brojenjem i predstavljala je ogromnu prekretnicu u
povijesti civilizacija. Neke od prvih matematickih ideja pronalazimo upravo kod

Starih Egipcana. Imali su svoje oznake za brojeve i razvijen decimalni sustav.

3.1 Zapis brojeva kod Egipc¢ana
3.1.1 Hijeroglifski prikaz brojeva

Nakon ujedinjenja Egipta s jednim vladarom, poceo se graditi opsezan adminis-
trativni sustav. Trebao se napraviti popis stanovnistva, uzimati porezi, odrzavati
vojska zbog ¢ega su bili potrebni veliki brojevi. Iako su ve¢ 3500. g.pr.Kr. imali
razvijen brojevni sustav koji im je omogucavao da se brojanje nastavlja u nedogled,
s vremenom su unosili nove simbole.

Zapis u slici u kojem svaki znak predstavlja odredeni objekt je hijeroglifski sustav
pisanja. Pronaden je u jednoj od grobnica u blizini piramide u Gizi. U tom hijero-
glifskom sustavu broj 1 je predstavljao okomiti potez ili slika Stapa, a znak slican
potkovi je sluzio kao simbol kojim se zamjenjivalo 10 razdvojenih poteza. Zapravo,
egipatski brojevni sustav bio je decimalni i u brojanju je koristio potencije broja 10.
Baza brojevnog sustava najcesée je bio 10, posebno u drevnim civilizacijama, Sto se
povezuje s deset prstiju na ljudskoj ruci i navici brojanja na prste.

Za svaku novu potenciju broja 10 koristili su se posebni piktogrami (Slika 1.):
zakrivljeno uze je bilo 100, cvijet lotusa 1000, okomit savinuti prst 10000, punogla-
vac 100000, osoba koja drzi ruke prema gore, u ¢udenju 1000000 i 10000000 simbol
za koji se misli da izgleda kao izlazece sunce.

1 10 100 1000 10.000 100,000 1.000.000 10,000,000
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Slika 1: Hijeroglifski prikaz brojeva



Ostali brojevi prikazivali su se istim simbolima i zbrajali odnosno broj prikazan
skupom simbola je suma brojeva prikazanih jednim simbolom. Svaki simbol se
ponavlja do 9 puta. Najcesc¢e se pisalo s desna na lijevo, a vece jedinice su se pisale
prve pa zatim dalje po vaznosti. Zapis broja 142136 vidimo na Slici 2.

oo 9 (19
Il (

Slika 2: Hijeroglifski prikaz broja 142136

Povremeno bi se vece jedinice pisale lijevo i zbog toga bi simboli bili okrenuti u onom
smjeru u kojem se krenulo pisati. Poprecna mjesta su sluzila da se simboli pisu u
dva ili tri reda, jedan ispod drugog. Kako je za svaku potenciju broja 10 postojao
razli¢it simbol, vrijednost broja se sacuvala i nije bila ugrozena poretkom hijeroglifa

unutar grupe $to mozemo vidjeti na Slici 3.
10P0 99 § 99;7,00% 0 99F ||

Slika 3: Hijeroglifski prikaz broja 1232

Na temelju toga moze se zakljuciti da egipatska metoda pisanja brojeva nije bila

pozicijska.



Manje poteskoce u egipatskom brojevnom sustavu je uzrokovalo zbrajanje i oduzi-

manje. Za zbrajanje bilo je potrebno skupiti simbole i zamijeniti 10 sliénih simbola
za prvi vecéi simbol.

Primjer 1. Zbroj brojeva 345 ¢ 678.
Egipcani bi brojeve 345 i 678 zbrojili na sljedeci nacin:

I nnn . 999
1 n

it nnnn 999
111 nnn 999

il nnnn 9999

Wi nnnn 9999
iH\ nnn

Zatim bi uslijedila zamjena kako bi dobili:

Nl 9In 99999
99

99
99

Prethodno navedena zamjena bila bi jo§ pojednostavljena:

Vi nn %%

Oduzimanje se radilo obrnutim postupkom. U nekim slucajevima se koristilo ” posudivanje”
"Posudivanje” se koristilo kako bi simbol velikog broja bio zamijenjen za 10 simbola
manje vrijednosti i time bi imali dovoljno manjih brojeva za oduzimanje.



Primjer 2. Razlika brojeva 123 i 45.

M nn 9

Wl nnn
i n

Kad se izvrsi "posudba”, oduzimanje izgleda ovako:

(ARR nnnn
i nnNnn
(R nnn

|

R ol alg
V n
[ nnnn
ARy nnn

Rjesenje je broj 78.

3.1.2 Egipatsko hijeratsko racunanje

Zahvaljujuc¢i Egip¢anima, izumom papirusa, pismo je bilo pojednostavljeno. Medu
prvima koji su pojednostavili pismo bili su egipatski svec¢enici. Razvili su manje sli-
koviti stil kako bi ga bolje prilagodili pisanju olovkom i tintom. U tom takozvanom
hijeratskom (svetom) pismu, simboli su rukopisom pisani u kurzivu i na prvi po-
gled se cinilo da nemaju puno veze sa starim hijeroglifima. Zapravo, moglo bi se
re¢i da je hijeratsko pismo sli¢ilo nasem rukopisu, a hijeroglifi tiskanim slovima. U
hijeroglifskom i hijeratskom pismu, numericki prikaz je aditivan i bazira se na po-
tencijama broja 10. U hijeratskom pismu ponavljajuéi princip hijeroglifa zamijenjen
je koristenjem jednog znaka koji predstavlja vise slicnih simbola.



Na primjer broj 5 umjesto skupine od pet crtica prikazivao se znakom > . Hijeratski
sustav je prikazivao brojeve kao na Slici 4.

2 3 4 5 £ o 8 9 10
Y YW — 2> 4 5 2, M A
a0 40 50 60 70 80 0 100 1000
X XN = > o M o 0 B
Slika 4: Hijeratski prikaz brojeva
Mozemo primjetiti da su znakovi za 1, 10, 100 i 1000 skracenice piktograma od ranije.
U hijeratskom pismu je bilo tesko zapamtiti veé¢i broj simbola, ali takav nacin pisa-
nja bio je brzi i sazetiji zbog Cega su egipatski pisari opravdavali takav na¢in pisanja.

Primjer 3. Hijeroglifski i hijeratski prikaz broja 37.

U hijeroglifima 37 je izgledao:

U hijeratskom pismu je zamijenjen s:

o\ 4



3.2 Dva glavna izvora egipatske matematike

Medu najstarijim matematickim izvorima u kojima saznajemo o egipatskoj ma-
tematici, bitno je istaknuti Rhindov papirus i Moskovski papirus. U prethodno
navedenim papirusima pronadeni su zadaci vezani za prakticne probleme, rjesavanje
linearnih jednadzbi, ra¢unanje volumena i jos mnogi drugi.

Rhindov papirus dobio je naziv prema Skotu Alexanderu Henryju Rhindu koji
ga je kupio u Luxoru 1858. godine. Pisan je hijeratskim pismom, 1650. godine pr.
Kr., a pisao ga je pisar Ahmes. Pretpostavlja se da sadrzaj predstavlja matematiku
poznatu oko 2000. pr. Kr. buduc¢i da Ahmes pri pisanju navodi da prepisuje starije
dokumente. U originalu papirus je bio zarolan u jednom komadu, imao je dimenzije
18 stopa (5.5 metara) duzine, 13 inca (33 centimetra) Sirine i sadrzavao je 84 zadatka
namjenjena sSkolama pisara. Danas se Rhindov papirus nalazi u Londonu u muzeju.

Moskovski papirus poznat je i pod nazivom Goleniscevljev papirus jer ga je
pronasao ruski egiptolog Vladimir Goleniséevljev. Goleniscevljev papirus je stariji
od Rhindovog papirusa jer potjece iz oko 1850. godine pr.Kr. te je pisan hijerat-
skim pismom. Duljina papirusa je oko pola metra, Sirina oko 8 centimetra i sadrzi 25
zadataka. Zahvaljujuéi Goleniscevljevu papirusu pronadena su najve¢a dostignuca
egipatske geometrije.
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Slika 5: Rhindov i Moskovski papirus



3.3 Egipatska aritmetika

Egipc¢ani su, osim zbrajanja i oduzimanja, dobro poznavali mnozenje,dijeljenje i

razlomke.

3.3.1 Mnozenje i dijeljenje

Egipatsko mnozenje

Buduéi da se egipatska aritmetika temeljila na zbrajanju, moze se zakljuciti da
je teznja bila olaksati mnozenje i dijeljenje. Zahvaljuju¢i Rhindovu papirusu, sazna-
jemo kako su Egipc¢ani radili operacije mnozenja i dijeljenja. Mnozenje se provodilo
udvostrucavanjem i zbrajanjem tako da se umnozak dvaju brojeva dobio nepre-
kidnim udvostrucavanjem jednog od brojeva te dodavanjem odgovarajuc¢ih udvos-
trucenja ¢ime se dobio trazeni produkt.

Primjer 4. MnoZenje brojeva 19 ¢ 71.

Da bismo pronasli umnozak brojeva 19 i 71, u prvi stupac prvo pisemo broj 1,
a u drugi 71. Navedene brojeve paralelno udvostrucujemo sve dok u prvom stupcu
ne bismo dobili broj veéi od 19.

71
142
248
268
1136

S 00 = DN

Tada udvostrucavanje prestaje, jer bismo daljnjim udvostrucavanjem prvog stupca
dobili broj 32 koji je veci od broja 19. Brojeve iz prvog stupca, oznacene kvacicom,
zbrajamo te dobivamo broj 19, tj. 19 =1+ 2 + 16.

v 1 71

v 2 142
4 248
8 568

v 16 1136

ukupno: 19 1349



Zatim zbrajanjem brojeva u desnom stupcu, suprotno brojevima oznacenim kvacicama,
egipatski matematicar bi dobio trazeno rjesenje 1349, odnosno 1349 = 71 + 142 +
1136 = (1 +2+16) - 71 =19 - 71.

Navedena metoda mnozenja udvostrucavanjem i zbrajanjem uvijek je primjenjiva,
zato Sto se svaki pozitivan cijeli broj moze zapisati kao zbroj razlic¢itih potencija
broja 2, odnosno kao zbroj izraza 1,2,4,8,16,32,... Ovu ¢injenicu Egip¢ani vjero-
jatno nisu dokazali, iako je njihova pouzdanost u ispravnost tog postupka vjerojatno
bila temeljena na mnogobrojnim primjerima. Buduéi da se ovakav nacin mnozenja
udvostrucavanjem i zbrajanjem ¢esto koristi medu ruskim seljacima, moze se nazi-

vati 1 ruskim mnozenjem.
Egipatsko dijeljenje

Kod egipatskog dijeljenja, koje opisujemo kao obrnuto mnozenje, djelitelj se udvos-

trucuje sve dok rezultat udvostruéenja ne postane manji od djeljenika.
Primjer 5. Diyjeljenje brojeva 91 4 7.

Da bismo podijelili 91 s 7 potrebno je pronaci x takav da je 7-x = 91. Bududi da je
broj 7 djelitelj, udvostru¢ujemo ga sve dok ne dodemo do broja 91, koji je u ovom
slucaju djeljenik. Postupak je prikazan sljede¢om tablicom:

T

14

2%/
56/

ukupno: 13 91

OO = DN

Iz prethodno navedene tablice uo¢avamo kako je 74 28 + 56 = 91 te da je kvocijent
1+ 4+ 8 = 13. Kvocijent odnosno trazeni  smo dobili na nac¢in da smo odgova-

raju¢im oznacenim brojevima iz desnog stupca dodavali potencije broja dva.

Medutim, dijeljenje nije uvijek bilo jednostavno kao u prethodno navedenom pri-
mjeru i zbog toga su se ¢esto morali uvoditi i razlomci. Kako bi podijelili 35 s 8,
postupak bi zapoc¢eo udvostrucavanjem djelitelja, dakle broja 8 i trajalo bi sve dok
ne bi bilo veée od djeljenika, u ovom slucaju od broja 35.



Zatim, kako bi se dobio potrebni ostatak, djelitelj se morao prepolavljati. Rac¢un bi

se zapisao na sljede¢i nacin:
Primjer 6. Dijeljenje brojeva 35 i 8.

Broj 35 treba podijeliti s 8.
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U racunu je vidljivo da je trazeni kvocijent 4 + % + %.
Primjer 7. Dijeljenje brojeva 16 1 3.

Dijeljenje broja 16 s brojem 3 mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

1 3
2 6
412
2
Py
3
ukupno: 5+% 16

Suma brojeva koji se nalaze u lijevom stupcu i odgovaraju onima koji su oznaceni
s kvacicama daje kvocijent 5 + % Neobicno je sto su Egipcani, kako bi dobili jednu
tre¢inu broja prvo pronasli dvije trec¢ine tog broja i onda uzeli polovinu tog rezultata.

To mozemo vidjeti u vise od deset problema na Rhindovom papirusu.



3.3.2 Razlomci

Egipatski matematicar nije mogao pojmiti razlomke poput % i kad je trebao
racunati s razlomcima bio je suo¢en s mnostvom poteskoca. Egipatski nacin racunanja
priznavao je samo razlomke oblika % gdje je n prirodan broj odnosno jedini¢ne raz-
lomke. Jedini¢ni razlomci su se oznacavali stavljanjem produzenog ovalnog znaka
iznad hijeroglifa za broj koji se trebao pojaviti u nazivniku. Poseban simbol imao je
samo razlomak % dok su se svi ostali razlomci morali prikazati kao zbroj jedini¢nih

razlomaka od kojih je svaki imao razli¢it nazivnik.

Na primjer razlomak g bi bio zapisan na sljede¢i nacin:
6 _ 1,11 1 oo 6111 1,1 1
r=ztitgtgunestoz=s+z+z+tz+7+7

Oba nacina zapisivanja su ispravna, medutim Egip¢ani su smatrali da je besmisleno
i kontradiktorno dopustiti takav nacin prikazivanja razlomaka. Smatrali su kako
postoji samo jedan dio koji moze biti sedmina necega. Jedini¢ne razlomke ekviva-
lentne g bi pronasli postupkom dijeljenja 6 sa 7.

Primjer 8. Dijeljenje brojeva 6 4 7.

1 7

barl oy

1

7 I+z+:

21

17 1

i v

% 1 A
ukupno: %—l—}l—i—ﬁ—l—% 6



Tablica jedini¢nih razlomaka

Kako Egipc¢ani ne bi morali sve pamtiti, postojale su mnogo tablice koje su
olaksavale rastavljanje razlomaka na jedini¢ne razlomke. Na pocetku Rhindovog pa-
pirusa nalazila se tablica na kojoj je bio zapis razlomaka s brojnikom 2 i nazivnikom
neparnih brojeva od 5 do 101. Pisar je najprije rekao koji rastav % je izabrao, a za-
tim kako bi pokazao da su navedene vrijednosti to¢ne, radio mnozenje. Dakle, to bi
znacilo da je mnozio odabrane izraze neparnim brojem n kako bi dobio 2. Medutim
nigdje ne postoji objasnjenje tehnike kojom se dolazi do rastava.

Opcenito pravilo vrijedi za razlomke tipa % ¢iji su nazivnici djeljivi s brojem 3.

2 1 1

3k 2k 6k

Primjer 9. Primjer takvog razlomka je razlomak 1% gdje je k = 5.

Razlomak % zapisujemo u obliku zbroja jedini¢nih razlomaka:

2 1 N 1
15 10  30°

2. njegov zapis kao zbroj jedini¢nih razlomaka ¢itamo

Ukoliko razlomak nije oblika -,

iz sljedece tablice:
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2 1 1 1 2 1 1 1
47_30+141+470 95_60+380+570
2 _ 1, 1 2 _ 1 1 1
E“28+196 97_56+679+776
2 1, 1 2 1 1 1 1
51 34""102 101 101+202+303+606

Od pojave prvog prijevoda Rhindusovog papirusa i desifriranja prethodno navedene

tablice, matematicari su pokusavali objasniti pisarevu metodu izrade tablice. Pri

TP _ 2 2 _ 1,1, 1
tome su se pitali zasto je za n = 19 razlomak 5 zapisan kao 5 = 15 + 75 + 177, @

imier 2 =L 4+ 1L 4 129
ne na primjer 15 = 5 + = + 3335



Od mnogih mogucih rastava na jedini¢ne faktore, nije otkriveno odredeno pravilo

koje daje rezultate u tablici. Otkriveno je samo jedno pravilo i ono proizlazi iz
2 _ 1 1 1 1

To1 — To1 T 202 T 308 T 06

Moze se prikazati i opéom formulom:

posljednjeg zapisa

=—+_—+—

2 1 1 1 1
n n 2n 3n  6n

Prema naznacenoj opc¢oj formuli, moguce je izvesti novu % tablicu koja se sastoji

samo od ¢etveroclanih izraza:

5 = 3tststm

% - %+110+%+%
- brhrded
P - drkrhed

2
101°

zato §to je postojalo mnogo drugih, jednostavnijih nac¢ina rastavljanja razlomaka na

Pisar vrijednost te tablice nigdje nije prihvatio osim u posljednjem slucaju

jedinicne razlomke.
Danasnjem covjeku se ¢ini kao da je pisar pratio odredena pravila u pisanju listi i

prema tome mozemo zapaziti sljedece:

1. Prednost se daje malim nazivnicima, ne ve¢im od 1000.

2. Kod razlomka koji se moze zapisati na vise nacina, prednost ima onaj koji ima

najmanji broj jedini¢nih razlomaka, ali nikad vise od 4.
3. Slozeni nazivnici su pozeljniji od prostih, pogotovo za pocetni izraz.
4. Manji nazivnici se koriste prvi i nikad ne postoje dva ista.

5. Prvi nazivnik (koji je najmanji) moze se povecati ako to znaci da ¢ée vrijednost

ostalih biti smanjena (npr. % = % + ﬁ + % ima prednost nad

2 1, 1 , 1
3_1_18+186+279)'

Ne mozemo odrediti kako ili zasto su bas ova pravila odabrana.



Mnozenje i dijeljenje razlomaka pokazat ¢emo na sljedeca dva primjera.
Primjer 10. Umnozak razlomaka 2+ 5 i1+ 5+ 1.

Primije¢ujemo da udvostrucavanje 1+ % + % dobivamo 3+ % Sto bi Egipcéani zapisali

kao 3 + i + %. Posupak rjesavanja prikazujemo na sljedeci nacin:

1 1+4i+1
Vi 2 34+1+%

1 1 1

; stitu

i1

{

1 1 1

v T
ukupno: 2+ 7 3+3+35+ 1

Matematicar je znao da ako udvostru¢imo %, dobijemo %, tako da je trazeni

produkt izgledao kao 3 + % + % + 1—14.

Primjer 11. Problem 33 na Rhindusovom papirusu. Primjer malo teZeg dijelje-

nja u koji su ukljuceni razlomci.

Trebamo podijeliti 37 s 1 + % + % + % U standardnoj formi egipatskog dijeljenja,

racun pocinje ovako:

1+§+§+%
4+§+§+%
84+2+3+1g
1 1
18—0—;4‘? ,
36+35+ 7+ 55

S 00 = DN

sa vrijednosti % zapisane kao ;11 + %. Sad nam je suma 36 + % + i + % blizu 37. Ali
koliko nam nedostaje do 37? Odnosno kako bi pisar rekao: ”Sto dovrsava % + 411 + %

do 17”. U modernoj notaciji potrebno je dobiti razlomak x za koji vrijedi:
2,1, 1 _
3 —+ 1 + 28 +x = 1.

Ili ako problem preformuliramo, trazimo brojnik y tako da zadovoljava:



Gdje je nazivnik 84 uzet kao najmanji zajednicki visekratnik nazivnika 3,4, i 28.
Mnozeéi obje strane prethodne jednadzbe s 84 dobivamo : 56 + 21 + 3 +y = 84 iz
¢ega slijedi da je y = 4. Dakle, ostatak koji mora biti dodan izrazu % + i + 2—18 da bi
iznosio 1 je gi4 ili 2—11 Sljededi korak je odrediti s kolikim iznosom mozemo mnoziti
1+ % + % + % kako bi dobili 2—11 To znaci da trebamo rijesiti sljede¢u jednadzbu po

z:

d(1+24+L+0) =L

Mnozeci s 42 dobivamo 97z = 2 ili z = %, Sto je egipatski pisar napisao da je

. 1 1 1 T . . .
jednako = + =5 + =. Tako cijeli izracun izgleda ovako:

1 1+2+4+141

2 44+:4+1+%

4 8+:+141L

8 18+1+1

16 36+§+;{+2lg i

1 1 1 1
6ty
ukupno 16 + ¢z + 505 + = 37




4 Babilonska matematika

Saznanja o matematici u Mezopotamiji, koju su izgradili Sumerani, a kasnije

razvili Akadani poznata su pod nazivom Babilonska matematika.

4.1 Zapis brojeva kod Babilonaca
4.1.1 Babilonsko klinasto pismo

Nakon 3000. pr.Kr. Babilonci su razvili sustav pisanja koji se sastojao od pik-
tograma, nacina slikovnog pisanja poput hijeroglifa. Zbog ograni¢enosti materijala
koji se koristio za pisanje, piktogrami nisu nalikovali onomu §to su predstavljali.
Zapisi su morali biti kratki jer se glina brzo susila, a nakon pecenja bili su prakticki
neunistivi. U odnosu na Egipcane koji su koristili olovku i tintu za svoje zapise,
Babilonci su prvo koristili trsku, a kasnije iglu s trokutastim zavrsetkom. Prilikom
koristenja igle s trokutastim zavrsetkom, baza je ostavljala otisak u obliku trokuta,
a vertikalni potezi radili su se uz pomo¢ ostrih krajeva igle. U konac¢nici bi nastali

otisak dao figure koje su podsjecale na klin te je tako i nastao naziv klinasto pismo.

Klinasto pismo je nastalo kao prirodna posljedica odabira gline za pisanje. Pisa-
nje iglom nije dozvoljavalo pisanje zakrivljenih linija Sto je uzrokovalo da svi simboli
budu sastavljeni od klinova (trokuta). Klinovi su bili okrenuti u razli¢itim smjero-
vima, vodoravni, vertikalni i ukoseni. Medutim, kasnije je dodan jos jedan simbol
koji je izgledao kao trokutasta zagrada s otvorom prema desno §to mozemo vidjeti

na Slici 6.

7 A P <

Slika 6: Babilonski simboli

Ove cetiri vrste simbola su sluzile za sve crteze, posto su ostali bili preteski za crtanje

i oduzimali su previSe vremena.



4.1.2 Babilonski brojevni sustav

Babilonci su bili jedina kultura prije Grka koja se djelomicno sluzila pozicij-
skim brojevnim sustavom. Takav se sustav temeljio na ideji mjesnih vrijednosti te
je vrijednost simbola ovisila o poziciji koju zauzima u zapisu broja. Odredeni niz
simbola predstavljao je neki broj, koliko god on mali ili veliki bio, Sto je zapravo
bila velika prednost u odnosu na druge zapise. Babilonska baza nije bila decimalna
veé seksagezimalna. Na primjer, babilonski 3 25 4 je broj 3-60%+25-60+4 = 12304.

Uporaba seksagezimalnog pozicijskog sustava potvrdena je s dvije ploce pronadene
1854. godine u Senkerahu na Eufratu. Pronasao ih je geolog W.K. Lotus. Ploce su
najvjerojatnije iz doba vladavine Hamurabija (2000. g.pr.Kr.) i sadrze kvadrate
prirodnih brojeva od 1 do 59 i njihove kubove do broja 32. Plocu s kvadratima
je lagano procitati do 72, tj. 49. Nadalje, ocekujuéi 64, na ploci pise 1 4 i tada se
dolazi do zakljucka da jedinica predstavlja 60. Prethodno navedeni zakljucak moze
se potvrditi i sljedeée navedenim primjerom: nakon 82, slijedi 92 ¢ija je vrijednost
izrazena brojem 1 21. Isti princip je prisutan na cijeloj ploci, sve do zadnjeg unosa
58 1, $to jedino moze biti 58 1 = 58 - 60 + 1 = 3481 = 592

Nedostaci egipatskog nacina oznacavanja su vrlo uocljivi, jer je i za oznacavanje
malih brojeva bio potreban relativno velik broj simbola. Na primjer, za predstavlja-
nje broja 999 trebalo je 27 hijeroglifa takoder i sa svakom novom potencijom broja
10 trebalo je pronaci novi simbol. Unatoc¢ tome, babilonsko oznacavanje naglasavalo
je uporabu dvo-klinastih simbola. Vertikalni klin (Y) imao je vrijednost 1 i mogao se
koristiti 9 puta, dok je klinasti (trokutasti) simbol s otvorom prema desno (<) pred-
stavljao 10 i mogao se koristiti najvise 5 puta. Babilonci su, jednako kao i Egipc¢ani,
ostale simbole zapisivali kombinacijom ova dva simbola, a svaki je koristen onoliko
puta koliko je bio potreban. Zapis brojeva u babilonskom brojevnom sustavu vidimo

na Slici 7.
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Slika 7: Babilonski brojevni sustav

Prilikom koristenja oba simbola, sa Slike 7 se moze uociti da se simboli koji pred-
stavljaju desetice nalaze lijevo od onih koji predstavljaju jedinice. Na primjer zapis

broja 37 se prikazivao na sljedeé¢i nacin:
L
b

Razmak izmedu gustih skupina simbola odgovarao je padajué¢im potencijama broja

60. Npr. prikaz broja

177 17
T < 117 (<« <«
T <«

mogao bi se protumaciti kao: 1-60% + 28 - 602 + 52 - 60 + 20 = 319940.



Babilonci su ponekad nespretnost svojega sustava olaksali koristenjem znaka za odu-
zimanje, koji je prikazan na Slici 8.

Y »
Slika 8: Znak za oduzimanje

Na primjer broj 19, umjesto koristenja simbola za broj 10 i 9 simbola za 1

1Y
417
TY

—

mogli su zapisati kao 20-1.
(1™

U pocetku je babilonski pozicijski zapis doveo do proturjecnih tumacenja, jer nije
postojao simbol za 0 te se nije mogala primjetiti razlika medu 1 -60 + 24 = 84 i
1-60% +0-60 + 24 = 3624, jer su oba broja izgledala jednako:

14"

Prilikom prepisivanja ploce je praznina mogla ostati neprimije¢ena te tako simbole
staviti blize jedan drugom sto bi naposljetku promijenilo pravu vrijednost broja.
Samo u pozicijskom sustavu mora biti oznaceno prazno mjesto, tako da Egipcani

nisu imali ovaj problem.



Od 300. g.pr.Kr. Babilonci koriste poseban simbol nazvan razdjelnik

Ry

or

koji je sluzio kao prazno mjesto medu znamenkama. Tako da je broj 84 bilo moguce
razlikovati od broja 3624 koji se kasnije prikazivao na sljedeé¢i nacin:

R A

No, pogreske time nisu zavrsile, jer se babilonski razdjelnik koristio kao sredina,
odnosno unutar broja te jos uvijek nije postojao simbol koji predstavlja kraj broja.
Oko 150. g. aleksandrijski astronom Ptolemej poceo je koristiti omicron (o, prvo
slovo gréke rijeci ovder, "nista”) u smislu danasnje nule, ali ne samo kao sredinu
nego i za kraj. Medutim ne postoje dokazi da je Ptolemej o uzimao kao broj s kojim
se moglo racunati.

Ako nema nule na kraju broja, ne mozemo reéi je li zavrsno mjesto jedinica ili

umnozak broja 60 ili 60? ili %. Vrijednost simbola 2 24 zapisanog klinastim pismom

<<

mogao je predstavljati brojeve 2 - 60 + 24 = 144 ili 2 - 60? + 24 - 60 = 8460 te broj
prikazan pomocu razlomka 2 + % = 2%. Tako zapravo Babilonci od davnina nikad

nisu koristili pozicijski sustav u pravom smislu.

Pitanje kako je nastao seksagezimalni sustav s vremenom je dobilo puno razlic¢itih
odgovora. Prema Theonu iz Aleksandrije, 60 je bio najpovoljniji, jer je bio najmanji
prirodan broj s ve¢im brojem djelitelja i zato je bilo najlakse za rukovati s njim.



Theonovo je glediste dakle bilo da 60 ima velik broj pravih djelitelja, redom 2, 3,
4,5, 6, 10, 15, 20, i 30, pa su se odredeni korisni razlomci kao sto su %,%,i mogli

prikladno prikazivati pomocu prirodnih brojeva 30, 20 i 15:

130
~ =2 =0;30
260
1 20

S =2 =020
360
1 15

S =2 =015
460

No, drugi navode teoriju da je Babiloncima godina trajala 360 dana i prvo su izabrali
vecu bazu 360, a kasnije su je spustili na 60. Mozda je najbolje objasnjenje da se
razvio iz spajanja dvaju naroda od kojih su jedni prihvatili decimalni sustav, dok su
drugi imali sustav s bazom 6.

4.2 Babilonske matematicke tablice

U istrazivanju babilonske matematike imamo puno manje sre¢e nego pri is-
trazivanju egipatske matematike. Babilonski nacin zapisivanja glinenih plocica obes-
hrabrila je brojne rasprave, jer babilonski zapisi nisu usporedivi sa zapisom na Rhin-
dovom papirusu. Procjenjuje se da danas postoji vise od 400 000 babilonskih glinenih
plocica koje su ve¢inom veli¢ine dlana, a nalaze se u muzejima raznih zemalja. Od
tih 400 000 plocica ili njihovih dijelova, sadrzaj 400 plocica vezan je uz matematiku.
Njihovo odgonetavanje i interpretacija odvijala se sporo zbog razlicitih dijalekata
i prirodnih promjena u jeziku kroz nekoliko tisu¢a godina. Iscrpna istrazivanja
Otta Neugebauera, koja su dosegla vrhunac 30-ih godina 20. stoljeca, otkrila su
mnoge matematicke tablice i tekstove, kao i klju¢ne elemente potrebne za c¢itanje
i desifriranje njihovih sadrzaja. Desifriranje, prevodenje i interpretacija navedenih
tablica predstavljali su sasvim novi pogled na Babilonce i njihov doprinos razvoju
matematike. Na vecini prevedenih tablica uocava se da je babilonska matematika
temeljena na iskustvu i kako tezi prema teorijskom izrazavanju. (Babilonci su prvi
dosli do nekoliko otkri¢a, prvo i osnovno Pitagorinog poucka, koje je zapisano u kas-
nijim matematickim skolama). Temelj babilonskog napretka u matematici se nalazi
u jednostavnosti njihova brojevnog sustava. Seksagezimalni zapis omoguéio im je da

racunaju s razlomcima kao s prirodnim brojevima sto je dovelo do visoko razvijene



algebre. Za Egipc¢ane je takav napredak bio nemogué¢, jer je svaki razlomak bio zbroj
jediniénih razlomaka zbog kojih je svako racunanje i dijeljenje bilo problemati¢no.

Oslobodeni od teskoca sa svojim izvanrednim brojevnim sustavom, Babilonci su
postali neumorni sakupljaci aritmetickih tablica od kojih su neke vrijedne divljenja
zbog svoje kompleksnosti i velicine. Mnostvo sacuvanih ploc¢ica zapravo su tablice
mnozenja dok se tablice sa zbrajanjem ne pojavljuju. Zahvaljujué¢i analizi vise od 200
babilonskih tekstova, moze se pretpostaviti da tablice sa zbrajanjem nisu postojale,
jer su pisari dovoljno dobro poznavali postupak zbrajanja. S druge strane, postoji
mnogo primjera ”plocica s nacrtima” na koje su pisari zapisivali izvode raznih racuna
u procesu rjesavanja problema. Iz razloga sto je babilonski brojevni sustav bio sustav
mjesnih vrijednosti, algoritmi za zbrajanje i oduzimanje, ukljucujuéi prenosenje i
posudivanje, bili su sliécni modernijim verzijama. Na primjer, za zbrajanje 23, 37
(= 1417) i 41, 32 (= 2492) prvo se moralo dodati 37 i 32 da bi se dobilo 1,09 (= 69).
Zapisivalo se 09 i prenijelo 1 u sljedeéi stupac. Zatim, 23+41+1 = 1,05 (= 65), te
krajnji rezultat iznosi 1, 05,09 (= 3909).

Tablice mnozenja bile su opsezne, buduéi da je sustav mjesnih vrijednosti te-
meljen na broju 60. Svaka od tablica davala je popis umnozaka odredenog broja,
recimo 9, od 1-9 do 20 -9, zatim su dale 30 -9, 40 -9 i 50 - 9 (Slika 9). Ukoliko
je trazen produkt 34 - 9, jednostavno su se zbrajala dva umnoska: 30 -9 = 4,30
(=270)14-9 = 36 kako bi se dobilo 5,06 (= 306). Za umnozak brojeva s dvije ili tri
znamenke seksagezimalnog sustava trebalo se koristiti nekoliko takvih tablica. Nije
poznat tocan postupak kojim su se Babilonci prilikom takvih mnozenja koristili, ali

je moguce da je bio slican onom koji i mi koristimo.
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Slika 9: Babilonska tablica mnozenja brojem 9



Brojne tablice daju kvadrate brojeva od 1 do 50, zatim njihove kubove, druge i
trec¢e korijene. Tablica koja se nalazi u Berlinskom muzeju daje tablicu ne samo
zan? ndzan=1,2,...,20,30,40,50 veé i za sume oblika n? + n3. Nagada se da
su se koristile za rjesavanje kubnih jednadzbi koje su se mogle reducirati na oblik
234122 = a. Druga grupa tablica bavi se reciproénim brojevima (Tablica 1). Tablica
se sastoji od dva stupca brojeva kojima je umnozak svakog para brojeva u pojedinom
retku uvijek 60. Odnosno, svaki par sastoji se od lijevog stupca i seksagezimalnog

reciprocnog broja iz desnog stupca.

Tablica 1: Tablica recipro¢nih brojeva

4 15
512
6 10
8 7:30
9 6,40
10 6
12 5
15 4
16 3;45
18 3;20

Moze se pomisliti da su Babilonci za cjelokupan sustav tablica imali algoritam
za svaki pojedinacni cijeli broj od 2 do 59. No, to ipak nije bio sluc¢aj. Ove tablice
imaju odredene rupe, tj. nedostaju brojevi 7, 11, 13, 14, 17 i jos neki. Razlog tome
je sto su jedino konac¢ni seksagezimalni razlomci bili razumljivi Babiloncima, te su
takve brojeve zvali regularni ili pravilni brojevi.

Sto se tice dijeljenja, Babilonci su dijeljenje radili na sljedeéi nac¢in: oni su a dije-
1
5.
Nakon $to su pronasli recipro¢an broj (ili pomocu tablica ili direktnim ra¢unom),

ljeno sa b racunali tako da su a pomnozili reciprotnim brojem broja b, tj, 3 = a -
trebali su ga pomnoziti s djeljenikom.
Primjer 12. Dijeljenje brojeva 7 1 2.

7:2=7-1 t. 7(0;30) = 0;210 = 3; 30.



4.2.1 Rjesavanje jednadzbi

Postoji mnostvo glinenih ploc¢ica koji pokazuju kako su Babilonci bili upoznati s

formulama za rjeSavanje linearnih i kvadratnih jednadzbi.

Primjer 13. Primjer iz starog babilonskog teksta VAT 8389.
. . . 2 . . . 1 . . . .
Jedno od dva polja iznosi 5 sila po sar, drugo iznosi 5 sila po sar, gdje su sila i sar
mjere zapremnine i povrsine, tim redom. Iznos prvog polja je bio 500 sila vise nego

drugi, povrsine dvaju polja su zajedno iznosile 1800 sar. Koliko je veliko svako polje?

Taj problem je rijeSen pomocu sustava dviju jednadzbi gdje x i y predstavljaju

nepoznate povrsine:
%:c — 1y = 500

z+y = 1800.

Pisar je prvo pretpostavio da su x i y jednaki 900. Zatim je izracunao da je
%-900—%-900 = 150. Uocavamo da je razlika izmedu zeljenog broja 500 i izracunatog
150 jednaka 350. Kako bi prilagodio rjesenja, pisar je pretpostavio da svaka rastuca

vrijednost za x te pripadna padajuca vrijednost za y, daje porast ”funkciji” %az — %y

od % + % = %. Radi toga je trebao rijesiti samo jednadzbu %s = 350 da bi dobio
trazeni porast s = 300. Dodamo li broju 900 broj 300 dobijemo da je x = 1200,

zatim y izracunamo iz  + y = 1800. Slijedi da je y = 600.

Primjer 14. Problem koji je prikazan na ploc¢ici YBC 4652.
Pronasao sam kamen, ali ga nisam izvagao. Nakon toga sam dodao jednu sedminu 1
jednu jedanaestinu (cjelokupne tezine) i tezio je 1 mina (= 60gin). Kolika je pocetna

tezina kamena?
Zapisemo li problem u obliku jednadzbe dobijemo sljedece:

T 1 T
(x—i—?)%—ﬁ-(x—l—?)—&).

Pisar je rjesenje dobio koriste¢i metodu lazne pretpostavke, koje iznosi x = 48%.

Nadalje, pretpostavio je da y = x + 2 = 11 te uvrstio u pocetnu jednadzbu, u kojoj



je umjesto 60 dobio da je y + ﬁy = 12, sto je 5 puta manje od polaznog rezultata.
Zatim, da Di rijesio x + £ = 55 pretpostavio je x = 7, te dobio 7 + % = 8 umjesto

55. Dakle, zadnji korak bi bio pomnoziti nepoznanicu z = 7 s 22 kako bi dobio

8
3%5 = 48%, sto je tocan odgovor.
Primjer 15.
Dodao sam povrsinu i dvije trecine stranice kvadrata i dobio 0;35. Kolika je stranica
kvadrata?

Navedeni problem moze se lako rijesiti ukoliko zamijenimo rije¢i duzina i Sirina sa

z i y. U modernoj notaciji problem bi glasio:

Detalji rjesenja opisani su rije¢ima i glase :
Uzmes 1, koeficijent (od z). Dvije trecine od 1 je 0;40. Polovinu toga pomnozis s
0;20 i rezultatu dodas 0;35. Zatim izracunas drugi korijen iz dobivenog rezultata.
Od toga svega oduzmes 0;20 i dobijes da je 0;30 stranica kvadrata.
Ako prethodno navedeno prevedemo u modernu algebarsku notaciju, koraci nam
govore:

= 0;6,40 +0;35 — 0;20

—  VO;41,40 - 0;20

= 0;50—0;20

= 0;30.

Iz prethodnog primjera zaklju¢ujemo da su Babilonci koristili formulu koja je

ekvivalentna opce poznatom pravilu za rjesavanje kvadratne jednadzbe oblika

2 +ar=0b:

Iako babilonski matematic¢ari nisu imali ”kvadratnu formulu” koja je rjesavala sve
kvadratne jednadzbe, upute u konkretnim primjerima su toliko sistematic¢ne tako da
mozemo biti poprilicno sigurni kako ima je namjera bila pokazati nekakav opéeniti
postupak.



Povijesno gledano, kvadratne jednadzbe je prigodnije nazvati pravokutnim, jer su
problemi pravokutnika doveli do takvih jednadzbi.

Problem povezanosti opsega pravokutnika i povrsine sistematicno se istrazivao od
davnina. U antickom svijetu prosirila se pogresna pretpostavka da povrsina nekog
lika u ravnini ovisi samo o njegovom opsegu, ljudi su vjerovali da isti opseg uvijek
zauzima istu povrSinu. Vojni zapovjednici su procjenjivali broj vojnika protivnicke
vojske u skladu sa opsegom njihovog kampa, a mornari velicinu otoka po vremenu
koje im treba da ga obidu.

Tipican problem babilonske matematike bio je sljededi:

Primjer 16.
Ako je dan poluopseg x+vy = a i povrsina x -y = b nekog pravokutnika, treba pronaci

duzZinu x 1 Sirinu y.

U matematickim zapisima toga vremena nigdje nije pisao nac¢in na koji su dosli
do rjesenja. Svoja su saznanja Babilonski matematicari temeljili na iskustvu te se
koristili tablicama. Vrlo vjerojatno su konstruirali tablice gdje su povrSine mogle
poprimiti razlicite vrijednosti dok je opseg bio konstantan.

Za pravokutnik ¢iji je poluopseg x + y = a = 20, povrsinu su izracunali za razlicite
vrijednosti x = § + 21y = 5 — 2z, gdje je z broj od 0 do 9.

r=%+z y=%2—2z b=uay (%)°—0>
z=0 10 10 100 0
z=1 11 9 99 12
z =2 12 8 96 22
z2=3 13 7 91 32
z=4 14 6 84 42
Z2=29 15 ) 75 52
z2=06 16 4 64 62
z2=T7 17 3 ol 72
z2=28 18 2 36 82
z=19 19 1 19 92

Iz tablice vidimo da se povrsina smanjuje kako z raste, a razlika izmedu (%)2 —bje

uvijek jednaka kvadratu od z, tj. ($)* —b = 22



U jednom trenutku je Babiloncima sigurno sinulo kako bi mogli obrnuti postupak i
dobiti z iz vrijednosti (§) — b. Iz toga slijedi da je z = /(5 b, te uvrstavanjem

dobivamo:
2
r=%y ‘/ U RN /(9) _
2 2 2

Istu ideju mozemo iskoristiti ako je dana razlika x —y umjesto sume x+y. Analogno

nastavljajuc¢i Babilonci bi rijesili sustav

T—y=a
r-y==

a

tako sto bi stavili z = z + § 1y = z — § iz ¢ega bi dobili rjesenje:

e () sty (2)
—\\2 2 Y7\ 3 2

Dvije karakteristike babilonskih problema

Kompliciranije algebarske probleme su Babilonci koristeéi razlicite nac¢ine nastojali
reducirati na probleme oblika
rrty=a
xr-y=>o
koji ¢emo zvati standardni oblik.
Standardni oblik babilonskog problema sastojao se od uvjeta x-y = b koji se smatrao

fiksnim, dok je druga jednadzba varirala kako bi se doslo do jednostavnijeg izraza

za x 1y.



Primjer 17. Rijesite sustav:
ry = 600

(x+y)?+120(x —y) = 3700.

Ocito su Babilonci bili svjesni algebarskog identiteta (x +y)? = (z — y)? + 4xy zbog
¢ega su mogli napisati da je (z 4+ y)* = (z — y)? + 2400. Kada uvrstimo ovu supsti-
tuciju u drugu jednadzbu ona postaje (x —y)? + 120(x — y) = 1300 §to je kvadratna
jednadzba po x —y. Primjena njihove kvadratne formule daje nam vrijednost x — y:

z—y =1/ () +1300 — 2 = /4900 — 60 = 70 — 60 = 10.

Babilonski matematicari tada su trebali rijesiti sljedeé¢i sustav jednadzbi s kojim

nisu imali problema:
ry = 600

rx—y = 10

Daljnjim rjesavanjem dosli su do rjeSenja x = 30 i y = 20.

Osim kvadratne jednadzbe oblika 22 + ax = b, Babilonci su znali rjesiti i kvadratnu
jednadzbu oblika 2? = ax + b &ije je rjesenje dano formulom x = / ()2 +0b+ 3, sto

¢emo vidjeti na sljede¢em primjeru.

Primjer 18. U ovom primjeru pokazat ¢emo problem u kojem se trska, uobicajena
mjera duzine, nepoznate duljine koristi za mjerenje duzine i Sirine pravokutnog po-
lja.

Imam trsku. Ne znam koja joj je dimenzija. Slomio sam joj jedan cubit © hodao
60 puta njenom duzinom. Vratio sam joj ono $to sam slomio i onda hodao 30 puta

njenom Sirinom. Povrsina je 6,15. Kolika je duZina trske?

Uobicajena jedinica za mjerenje duljine zemlje bila je ninda koja je iznosila 12 cubita,

znaci % ninde je otkinuta od trske nepoznate duljine. Ako je mjera duzine bila =z,

tada je duzina polja 60 - (z — é), jer je polje 60 puta dugacko kao skraé¢ena mjera



duzine. Kada vratimo cubit, Sirina polja je 30 puta te duljine cijele mjere duzine,
tj. 30 - z. Buduéi da je povrsina 375, iz toga slijedi 30z - 60(z — 1—12) = 375.
Time dolazimo do sljedece kvadratne jednadzbe

1800z = 150z + 375.
Mnozeé¢i prethodnu jednadzbu sa 1800, autor plocice dobio je
(1800x)* = 150 - (1800x) + 375 - 1800.
Ako primjenimo supstituciju y = 1800z dobivamo
(y)* = 150y + 375 - 1800.

Uocimo li da je prethodna jednadzba oblika y?> = ay + b, do rjeSenja éemo doéi

koristec¢i formulu y = /(5)2 + b+ 5.

Uvrstavanjem pripadnih brojeva u formulu dobivamo

150\ 2 150
y = \/(T) Jr375.18()0-|—7 = 825+ 75 = 900.

Vracanjem u supstituciju dobivamo da je x = % ninda.

4.2.2 Pitagorin teorem

Veliku vaznost u babilonskoj matematici imala je plo¢ica Plimpton 322 (Slika 10).
Analizom ove plocice ustanovljeno je da su babilonski matematicari bili upoznati s
Pitagorinim teoremom cak tisu¢u godina prije Pitagore.

Slika 10: Plimpton 322

Teorem 1 (Pitagorin teorem) Poursina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog
trokuta jednaka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama.



Odnosno, ako s a i b ozna¢imo katete, a s ¢ duljinu hipotenuze pravokutnog trokuta
tada vrijedi ¢ = a? + b2,

Sacuvani dio plocice se sastoji od cetiri stupca brojeva. Brojevi na plo¢i su prika-
zani Tablicom 2., prikazani su u suvremenom decimalnom obliku s jednim dodatnim
stupcem, b, koji nije prikazan na ploc¢ici. Dva stupca oznacena s a i ¢, koji pred-
stavljaju kra¢u katetu i dijagonalu pravokutnog trokuta, sadrze u svakom redu dva
od tri broja pitagorinih trojki. Pitagorina trojka predstavlja uredenu trojku pri-
rodnih brojeva (a,b,c) za koje vrijedi a® + b* = ¢*. Cetvrti stupac sadrzi brojeve
1,2,...,15, kojima su zapravo numerirani redovi. Pretpostavlja se da ostali stupci

lijevo nedostaju zbog ostecenja plocice.

Tablica 2: Ploc¢ica Plimpton 322

()2 a c b
1.983402778 119 169 1 120
1.949158552 3367 4825 2 3456
1.918802127 4601 6649 3 4800
1.886247907 12709 18541 4 13500
1.815007716 65 97 5 72
1.785192901 319 481 6 360
1.719983674 2291 3541 7 2700
1.692709418 799 1249 8 960
1.642669444 481 769 9 600
1.586122566 4961 8161 10 6480
1.5625 45 75 11 60
1.48941684 1679 2929 12 2400
1.450017361 161 289 13 240
1.43023882 1771 3229 14 2700
1.387160494 56 106 15 45

Postavlja se pitanje kako su Babilonci dosli do brojeva a, b i ¢ koji zadovoljavaju
jednadzbu a® + b* = ¢?. Vrijednosti koje se nalaze na plocici Plimpton 322 su toliko

velike da ih je bilo nemoguée dobiti pogadanjem.



Iz prvog stupca tablice koji sadrzi vrijednosti g—i uocavamo da je relaciju a®+b? = ¢?

() - ()

Ako uvedemo supstitucije a = 7 i = ¢, tada gornja formula postaje

moguce svesti na

a?—p2=1.

Problem bi se tada svodio na konstrukciju pravokutnog trokuta s katetama o« i
gdje je a?® — 32 = 1. Bitan korak je da prepoznamo kako se zadnja jednadzba moze
prikazati u obliku (o + ) - (o — ) = 1.

Kako je produkt ta dva broja 1, zakljucujemo da su oni reciproc¢ni. Budué¢i da su

m

o, adrugi -

a i (B racionalni brojevi iz toga slijedi da je jedan = gdje sum in cijeli
brojevi.

Iza+pB="1a— 3= vidimo da ako ove dvije jednadzbe zbrojimo i oduzmemo

1 m n 1 m n
o= — - —+—’ /8:—- _ .
2 n m 2 n m

Dakle, a = m;:gZ ip= m22"—£2 Kako je ¢ = a - b te a = (8 - b, tada stavimo da je

b = 2mn kako bi dobili rjesenje u skupu cijelih brojeva.

dobivamo sljedece:

Nadalje, slijedi da je

a=m?>—n? b=2mn, c¢=m>+n
Primjer 19. Primjer s plocice TMS 1 pronadene u Susi u Iranu.

Izracunjate polumger kruga opisanog oko jednakokracnog trokuta visine 40 i osnovice
60.




Primjenjujuci Pitagorin teorem na trokut ABC, ¢ija je hipotenuza trazeni polumjer,
dobivamo:
(AB)* + (BC)* = (AC)?
(40 — 7)* 4+ 30* = 7.

Daljnjim rjesavanjem dolazimo do rjesenja r = %, tj. r = 31;15.



5 Zakljucak

Postojec¢i papirusi i ploce koji sadrze egipatsku i babilonsku matematiku, opéenito
su obrazovni dokumenti koji su se koristili za prenoSenje znanja od jednog pisara
do drugog. Njihova svrha bila je pruziti pisarima listu primjera problema cija se
rjeSenja mogu primijeniti i u drugim situacijama. Ucenje matematike za njih bilo je
ucenje kako odabrati i oblikovati prikladni algoritam te zatim ovladati aritmetickim
tehnikama koje su bile potrebne za provodenje algoritama kako bi se rijesio novi
problem. Objasnjenje koje stoji iza algoritama se ocito prenosilo usmeno, tako da
su matematicari danas primorani nagadati o njihovom podrijetlu.

Iako je dugacak popis kvadratnih problema na nekim od babilonskih plocica dan
kao problem iz "stvarnog svijeta”, biljezimo da su ti problemi zapravo izmisljeni kao
Sto su to i oni koje nalazimo i u suvremenim tekstovima iz algebre. Da su autori
znali da su izmisljeni dokazuje ¢injenica da tipicno svi problemi danog popisa daju
isti odgovor. No kako su problemi ¢esto rasli u kompleksnosti, dogada se da su
plocice koristene za razvijanje tehnika rjesavanja. Drugim rijeCima, nije bilo toliko
vazno rjeSavati jednadzbe buduéi da je malo situacija zahtijevalo njihovu primjenu.
Ono sto je bilo vazno je da ucenici opcéenito razviju vjestine rjeSavanja problema
odnosno onih koji se mogu iskoristiti u svakodnevnim problemima. Ove vjestine nisu
ukljucivale samo dobro poznavanje algoritama vec i znanje kako i kada preoblikovati
te metode i kako svesti kompliciranije probleme na one ve¢ rijesene.
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Sazetak

U radu su opisana najvaznija matematicka dostignu¢a Egipctana i Babilonaca
te je navedeno da se matematika pocela razvijati zbog prakticnih ljudskih potreba.
Zatim se upoznajemo s njihovim nac¢inom zapisivanja brojeva i brojevnim sustavima
kojima su se koristili. Takoder je kroz brojne primjere prikazano kako su zbrajali,

oduzimali, mnozili i dijelili te zapisivali razlomke.

Kljucne rijeci: egipatska matematika, babilonska matematika, zapis brojeva,
brojevni sustav, zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, dijeljenje, razlomak, linearna jed-

nandzba, kvadratna jednadzba.



Summary

This master thesis describes the most important mathematical achievements of
Egyptians and Babylonians and highlights the fact that mathematics started to de-
velop as a result of practical human needs. In this master thesis we also meet the
methods these civilizations used to write the numbers and their number systems.
Through many examples, there are described the methods of addition, subtraction,
multiplication and division the numbers, as well as writing the fractions.

Key words: Egyptian mathematics, Babylonian mathematics, numerical nota-
tion, number system, addition, subtraction, multiplication, division, fraction, linear

equation, quadratic equation.
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