Hijerarhijsko odlucivanje pomocu AHP metode

Pilji¢, Zelimir

Master's thesis / Diplomski rad
2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:251029

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-14

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:251029
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:285
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:285
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:285

Sveudiliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Zelimir Pilji¢
Hijerarhijsko odluc¢ivanje pomoé¢u AHP metode

Diplomski rad

Osijek, 2019.



Sveudiliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Zelimir Pilji¢
Hijerarhijsko odluc¢ivanje pomoéu AHP metode

Diplomski rad

Voditelj: izv.prof.dr.sc. Zoran Tomljanovi¢

Osijek, 2019.



Sadrzaj

1_Uvod

(1.1 Hijerarhijsko odlucivanje[. . . . . .. ... ... ... ... .. .........

2__AHP metodal

2.1 Fundamentalna ljestvical . . . .. ......... ... ... . ... ...
2.2 Metoda svojstvenog vektoral . . . . ... ...

221 Metodapotencijal . . . .. ... ...
2.3 Indikatori konzistentnostil . . . ... ... ... .. .. o0 o0 L

Implementacija koristeéi graficko korisnicko sucelje MATLAB%
B.1 Korisnitko sudelie MATLAB®-a| . . . . ... ... ... ............
B.2 Implementacijal . . ... ... ... ... ...

Q]

@ Primjer: odabir kuce koriste¢ci AHP metodu|
5 Dodatak

Sazetak

[Kljucne rijeci]

[Title, summary and keywords|

ivotopis

34

35

35

36

37



1 Uvod

Svakim danom suoceni smo s odluc¢ivanjem. Uglavnom su to trivijalne odluke na koje ne
obracamo paznju i koje su postale dio nasSe rutine. To mogu biti odluke kao na primjer
Sto odjenuti, Sto doruckovati i sli¢no. Medutim, postoje i odluke u svakodnevnom Zivotu
koje ipak zahtijevaju malo viSe razmiSljanja kao 5to je kojim prijevozom i¢i na posao, koji
automobil kupiti, koji fakultet upisati itd.

Primjera je bezbroj i potrebno je domisliti metodu koja ¢e na sustavan, analiti¢an i
nedvosmislen nacin odgovarati na ta pitanja. Jedna takva metoda je analiticko hijerarhijski
proces (kr. AHP).

1.1 Hijerarhijsko odlucivanje

Hijerarhija dolazi od grcke rijeci hierarkhia, a doslovan prijevod bio bi zakon visokog svece-
nstoa. U svakodnevnom govoru obi¢no mislimo na razvrstavanje na temelju podredenosti,
odnosno nadredenosti’] Mogli bismo reci da je to obrazac koji osigurava efektivno funkci-
oniranje organizacije ili zajednice.

Zamislimo da je ljubitelj automobila dobitnik nagradne igre na kojoj moze birati
izmedu dva ponudena automobila. Jedan je skupocjena limuzina, s koznim sjedalima,
pune opremeivelike snage. Drugije skupocjeni terenac s koznim sjedalima, pune opreme,
velike snage koji ima manje o$tec¢enje na karoseriji. Koji ¢e automobil osoba vjerojatno
izabrati?

Najjednostavnija forma kojom strukturiramo problem odlucivanja je hijerarhija koja se
sastoji od tri nivoa: cilj na vrhu, zatim kriteriji te alternative na posljednjem (Slika I).

Slika 1: Hijerarhija s tri nivoa

Dekompozicija u hijerarhiju sloZenih sustava je osnovni nacin koji ljudi koriste kako bi
se nosili s razli¢itostima. Tako se faktori organiziraju od op¢ih na vrhu ka pojedina¢nim
na nizim nivoima. Svrha strukture je napraviti mogudéim procjene vaznosti elemenata
unutar istog nivoa ili u odnosu na gornji susjedni. Kada se konstruira hijerarhija potrebno
je ukljuciti dovoljno detalja kako bi se problem prikazao temeljito, ali ne previse detaljno
kako bi se izgubila osjetljivost na promjenu elemenata. AranZiranje ciljeva, atributa,
problema i dionika ima dvije svrhe. Ono daje $iru sliku sloZenih veza medu elementima
u procesu procjenjivanja. Takoder, ono daje odlucitelju procjenu usporeduje li elemente
iste relativne velic¢ine.

Hrvatski leksikon



2 AHP metoda

Pretpostavimo da zainteresirani pojedinac razmatra n alternativa i da je njegov zadatak:

1. dati procjene relativne vaznosti izmedu alternativa i

2. osigurati da su procjene kvantitativne do te razine da se mogu kvanitativno inte-
rpretirati izmedu alternativa.

Zelimo imati metodu koja e iz procjena koje se mogu kvantitativno opisati, dati skup
teZina pridruzenih svakoj individualnoj alternativi.

Neka su Ay, Ay, ..., A, alternative. Kvantitativne procjene parova alternativa (A;, A j)
obzirom na odabrani kriterij mozemo predstaviti matricom A = (a;;), i,j = 1,...,n. Cilj
metode je pridruziti svakoj od n alternativa A1, Ay, ..., A, teZine wi, wo, ..., w, koje ¢e
reflektirati dane procjene.

Na primjer, Aristarh sa Samosd?|je izratunao da je udaljenost izmedu Zemlje i Sunca 19
puta veéa nego Sto je udaljenost izmedu Zemlje i Mjeseca [2]. To znaci da je moguce na
duzini izmedu Zemlje i Sunca oznaciti 19 crtica. No, ako imamo aposlutnu skalu i mjerimo
udaljenost izmedu Zemlje i Mjeseca w1 jedinica i w; jedinica izmedu Zemlje i Sunca onda
su relativne udaljenosti redom {2 i i1, tj. recipro¢ne vrijednosti. Takva reprezentacija je
valjana samo ako wj i w; pripadaju istoj skali tako da je % neovisno o mjernoj jedinici
[12].

Formirajmo matricu W ¢&iji retci sadrZe omjere mjerenja w; za svaki od n alternativa u
odnosu na preostale alternative.

woow W 1 @ ... w
w1 wo Wy w2 Wy
w w ., ® w1 ... ®2
w1 wo w w1 w
W=\ 7 Sl=1 S (1)
Wn W ., Wn Wn  Wn ., 1
w1 wa Wy w1 w2

Uoc¢imo da je (1) jednako umnosku

w1
w2

w=lla e o wl
Wy

Definirajmo nekoliko pojmova koji ¢e se protezati tijekom rada.

Definicija 2.1 (Pozitivna matrica). Neka je dana matrica A € R™*", A = (a;;). Kazemo da
je A pozitivna akoa;j >0zasvei=1,...,m,j=1,...,n.

Definicija 2.2 (Recipro¢na matrica). Neka je dana matrica A € R™", A = (a;j), aij # 0,
i,j € {1,...,n}. KaZemo da je A recipro¢na ako a;; = ;7 zasvei, j=1,...,n.

Svaka pozitivna recipro¢na matrica je sljedeceg oblika:

1 a1 -+ ayy

L 1
—_— o o o azn
a2

S - ()
A1n a2p 1

2310.-230.pr.Kr. Anticki gr¢ki matematicar i astronom.
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Definicija 2.3 (Konzistentnost). Neka je dana pozitivna reciprotna matrica A € R™",
A = (a;j). Kazemo da je A (Saaty) konzistentna ako a;jajx = ai, i,j,k=1,...,n.

Teorem 2.1. Pozitivna matrica A € R™", A = (aj;) je konzistentna ako i samo ako postoje

pozitivni brojevi w; > 0,1 =1,...,n takvi da je a;; = ZL.
]

Dokaz. Neka je A € R"*" konzistentna. Definirajmo w; = Z—:/], S € {1, cee, n}. Tada vrijedi

Lo ik _ @i sk _ o1 Wi
R
jk sk ik j j

wi

szrwi>Ori:1/---f”- Tada

w; Wi w;

Aij * Ajk = — = — =4ajk,

Wi wk Wk

tj. A je konzistentna. m]

DokaZzimo obrat. Neka je a;; =

Uoc¢imo, ako je W matrica zadana sa (1) i w = [wl, cee, wn] T, onda direktnim mnoze-
njem vidimo da vrijedi
Ww = nw. (3)

Podsjetimo se teorema o rangu i defektu, rezultatu iz linearne algebre, ¢iji ¢emo iskaz
iskoristiti za dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 2.2 (Teorem o rangu i defektu). Neka je A: V — W linearan operator takav da je
dimV < ocotenekajer (A) = dim(ImA)id(A) = dim (Ker A). Tadajer (A)+d (A) = dim V.

Za dokaz Teorema[2.2) vidi [T}, str. 105-106].

Teorem 2.3. Neka je A € R"™" pozitivna i reciprocna matrica. Matrica A je konzistentna ako i
samo ako je Amax = n najveca svojstvena vrijednost matrice A.

Dokaz. Neka je A € R™" konzistentna. A je konzistetna pa je prema Teoremu 2.1 oblika
(I). Tada je, prema (3), # jedna svojstvena vrijednost. Kako su svi retci jednaki do na
mnoZenje konstantom, tj. broj linearno nezavisnih redaka je 1, slijedi da je rang matrice A
jednak 1. Kako je My,x,(F) = Hom(F",F™), prema Teoremuslijedi da je defekt matrice
A,d(A) =n -1,1. (n — 1) svojstvenih vrijednosti jednako je 0. Kako je n > 0, slijedi da je
n najveca svojstvena vrijednost od A. DokaZimo obrat.

Neka je zadana pozitivna i recipro¢na matrica A € R"*" te neka je n najveca svojstvena
vrijednost od A, §j. AW = ApaxW, Apax = 1, w # 0. Nekaje W € R, W = (wj;), wij = %
zasvei,j=1,...,ntenekaje matrica E € R"™", E = (e;j), ejj = aij% zasvei,j=1,...,n.
Kako je w svojstveni vektor s pripadnom svojstvenom vrijednosti A;,, imamo

n n

2 W
=Y oy
L L
=1 =1
1 n
-3 S
1 ]:1

1
= Amax W7
wr

1

= /\max-
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Dakle, suma svih elemenata matrice E jednaka je nA,,,,. Kako je E pozitivna recipro¢na
matrica, prema (2)) elementi na dijagonali jednaki su 1. Slijedi da je suma svih elemenata
matrice E jednaka

Zeijzieii—i_ Z (eij+%']’)

ij=1 i=1 1<i<j<n

n
>n+2 )
>n (2)

Nejednakost slijedi iz ¢injenice da x + x~! > 2 za sve x > 0. Jednakost vrijedi ako i samo
ako x = 1. Stoga imamo, 1 + 2(3) < nAa pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako
eij = 1, zasvakii,j = 1,...,n. Pretpostavimo li da je Aysx = n, tada n +2(3) = n?
te imamo jednakost. Dakle, ¢;; = 1 zasvei,j =1,...,n iz ega zakljucujemo A = W.
Kako je W prema Teoremu 2.1 konzistentna, slijedi da je A je konzistentna ¢ime je teorem
dokazan. m]

2.1 Fundamentalna ljestvica

U teoriji podraZaja, reakcije i posljedi¢no ljestvice omjera, u 18. i 19. stoljecu, isti¢u se
Ernst Heinrich Weber)|i Gustav Theodor Fechnerf, Weber je 1846. godine formulirao zakon
izmjerljivih podrazaja. Tijekom istraZivanja otkrio je da npr. ljudi mogu razlikovati uteg
od 20 g koji drZe u jednoj ruci od utega od 21 g kojeg drze u drugoj ruci. No, ako bi uteg u
drugoj ruci bio 20.5 g, vise ne bi mogli razlikovati. Dodatno, ne bi mogli razlikovati utege
od 40 gi41 g, ali bi mogli 40 gi 42 g [11].

Dakle, potrebno je povecati podraZaj s za najmanje As kako bi ljudski osjeti najranije
razlikovali s od s + As. As se naziva jedva zamjetna razlika (eng. just noticeable difference).
Omjer r = 22 ne ovisi 0 s. Weberov zakon kaZe da se razlika u osjetu zamijeti onda kada
je podrazaj povecan za konstantni postotak samog podrazaja. Ovaj zakon vrijedi kada je
As puno manji od s, a u praksi ne vrijedi kada je s ili premal ili prevelik. Fechner je 1860.
promatrao niz jedva zamjetnih povecanja podrazaja. Prvi je oznacio sa so. Idudi jedva
zamjetni podraZzaj, koriste¢i Weberov zakon, bio bi

As
S1 =809 +Asy = sp + —Oso =5so(1+7)=spa.
50

Sli¢éno,
sp =514+ As1 =s1(1+7) =s9(1 +7r)* = spa’.

Op¢enito,
Sy =Sp1a=spa” ,n=1,2,... 4)
Dakle, niz jedva zamjetnih povecanja podrazaja je geometrijski niz. Fechner je dodao da bi

pripadni niz osjeta trebao biti aritmeticki niz diskretnih tocaka u kojima se jedva zamjetna
razlika dogada. RjeSavanjem (4) po n dobivamo

b log s, —log s

log o

31795.-1878. Njemacki fiziolog. Smatra se jednim od osnivaca eksperimentalne psihologije.
41801.-1887. Njemacki fizicar, filozof, psiholog i knjizevnik. Utemeljitelj tzv. eksperimentalne estetike i
psihofizike, znanosti koja se bavi kvantitativnim odnosima izmedu osjeta i podraZaja koji ih izazivaju.
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tj. osjet je linearna funkcija logaritama podrazaja. Ako M oznacava osjet i s podrazaj,
Weber-Fechnerov zakon psihologije dan je s

M=alogs+b,a#0.

Pretpostavljamo da osjet igra ulogu u usporedivanju po parovima aktivnosti koje su smis-
leno usporedive. Kako nas zanimaju samo omjeri uzastopnih zamjetnih osjeta, stavljamo
b = 0 iz cega slijedi da moramo imati logsg = 0, tj. so = 1 koji ima svrhu kalibriranja
podrazaja. To se postiZze usporedivanjem jedne aktivnosti sa samom sobom. Sljedeci
zamjetni osjet za dani podrazaj dan je s

S1 = Soa = ¢,

tj. n = 1. Sljededi podrazaj je
Sy = S()Oé2
Sto daje n = 2. Na ovakav nacin dobivenjeniz1,2,3,...
Moguce je kvalitativno razlikovati pet intenziteta: jednako, umjereno, jako, vrlo jako
i ekstremno. Ukoliko je potrebna veca preciznost, izmedu dvaju susjednih intenziteta
moguce je dodati po jo$ jedan. Dakle, zahtijevamo devet vrijednosti koje, obzirom na
prethodnu raspravu, trebaju biti uzastopne.



Intenzitet va- Definicija Objasnjenje

znosti

1 Jednaka vaZnost Dvije aktivnosti doprinose
jednako obzirom na kriterij

2 Slaba

3 Umjerena vaznost Iskustvo i prosudba blago
favoriziraju jednu aktivno-
st u odnosu na drugu

4 Umjerenija

5 Jaka vaznost Iskustvoiprosudba jako fa-
voriziraju jednu aktivnost
u odnosu na drugu

6 Jaca

7 Vrlo jaka vaZznost Aktivnost je vrlo jako fa-
vorizirana u odnosu na
drugu; dominantnost je
vidljiva u praksi

8 Vrlo vrlo jako

9 Ekstremna vaznost Dokaz za favoriziranje
jedne aktivnosti u odnosu
na drugu je na najvecoj
mogucoj razini

Reciprocne Ako aktivnost i ima jednu Smislena pretpostavka

vrijednosti gore od gore navedenih vrije-

navedenih dnosti u usporedbi s akti-

Racionalne vri-
jednosti

Primjer 2.1. Pretpostavimo da Zelimo odabrati mjesto studiranja te da biramo izmedu Zagreba,

vnosti j, onda j ima reci-
pro¢nu vrijednost kada se
usporeduje s i

Omjeri dobiveni iz ljestvice

Ako je potrebno postici
konzistentnost dobivanjem
n numerickih vrijednosti
koje razapinju matricu

Tablica 1: Fundamentalna ljestvica [10]

Osijeka i Rijeke u odnosu na kriterij opée zadovoljstvo.

Zagreb

[Opée zadovoljstvo}

Osijek

Rijeka

Slika 2: Hijerarhija alternativa u odnosu na kriterij opce zadovoljstvo

Zagreb preferiramo vrlo jako u odnosu na Osijek, Zagreb preferiramo vrlo vrlo jako u odnosu



na Rijeku, a Osijek preferiramo umjereno u odnosu na Rijeku. Tada je matrica usporedbi jednaka

ZG OS RI
ZG |1 7 8
os |Y 1 3
RI |Ys Y5 1

Uocimo kako nam je bilo dovoljno (1) = =1 ysporedbi da bismo popunili cijelu matricu, pri

demu je n broj alternativa.

Primjer 2.2. Pogledajmo matricu A € R"™" zadanu na sljede¢i nacin

1 3 «x
A:% 1 i, x>o0.
+ 51
Uocimo, A je pozitivna reciprocna matrica. Pretpostavimo da je A konzistentna. Tada koristeci
Deﬁnicijumom vrijediti a1pa23 = a13, tj. x = a;3 = 3- % = % Tada matrica A poprima sljedeci
oblik
13%
_ |1
A= 3 1 3.
3 51
Uocimo da x = %, kao niti 1 = %, nisu elementi fundamentalne ljestvice. Drugim rijecima,

pokazali smo da koriste¢i fundamentalnu ljestvicu esto nije moguce postici konzistentnost.

2.2 Metoda svojstvenog vektora

Matrica usporedbi po parovima kod AHP metode vodi ka jednadzbi Aw = A,.xw, gdje
jew # 0. Vektor w je svojstveni vektor pridruZzen svojstvenoj vrijednosti A,.x. Ma-
nipulacijom izraza dobivamo ekvivalentan izraz (A — Ay l)w = 0. Kako je w prema
definiciji razli¢it od O slijedi da je A — A4l singularna, tj. da je det(A — Ayaxl) = 0.
Dakle, traZenje svojstvene vrijednosti matrice A svodi se na traZenje nulto¢aka polinoma
ka(A) = det(A — AI). Polinom ka naziva se karakteristi¢ni polinom matrice A. Vrijedi i
obrat, tj. za svaki polinom moZe se na¢i matrica kojoj je taj polinom karakteristi¢ni poli-
nom. Neka je dan polinom p(z) = ag + a1z + ... + a,-1z""' + z". Definirajmo A € C"*"
sa

0 ay
1 —aq
A=
—An-2
1 —0n-1]

Indukcijom se moZe pokazati da je ka(z) = det(A — zI) = (-1)"p(z). Zaklju¢ujemo da je
problem odredivanja svojstvenih vrijednosti ekvivalentan problemu odredivanja nulto-
¢aka polinoma.

Teorem 2.4 (Abel-Ruffinijev teorem [14]). Za svaki n > 5 postoji polinom p stupnja n s raci-
onalnim koeficijentima koji ima realnu nultocku koja se ne moZe izraziti koriste¢i samo racionalne
brojeve, zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje, dijeljenje i vadenje n-tog korijena.

9



Kako rac¢unalo moZe provoditi samo operacije koje se navode u Teoremu zaklju-
¢ujemo da za racunanje svojstvenih vrijednosti matrice stupnja veceg ili jednakog od 5,
mozemo koristiti isklju¢ivo neku od iterativnih metoda. Jedna takva metoda je metoda
potencija.

Teorem 2.5 (Perron-Frobeniusov teorem). Neka je A = (a;j), a;j > 0,i,j =1,...,n. Tada
A ima svojstvenu vrijednost Amax > 00 Ayax > |Ak| za sve k # max. Nadalje, postoji
jedinstveni svojstveni vektor w = [wy, ..., w,|" pridruZen svojstvenoj vrijednosti A yqx takav da
jeXiqwi=1w;>0i=1,...,n

Dokaz Teorema 2.5/mozZe se nadi u [3, str. 524-526].

Uocimo kako za matricu alternativa vrijede pretpostavke Teorema Dakle, svo-
jstveni vektor w pridruZzen svojstvenoj vrijednosti A,y matrice alternativa je pozitivan
(do na mnoZenje negativnim brojem). Vektor tezina matrice alternativa je rjeSenje sustava

AW = Ay w
lelel = 1
pri ¢emuje I1x, = [1,...,1]T, a n dimenzija matrice A.
~—_———
n puta

2.2.1 Metoda potencija

Neka je A € R™". Opcenito, ako je w svojstveni vektor matrice A, onda Aw = Aw za
w # 0, ali i Afw = Afw, za sve k € N. Ova &injenica je temelj za metodu potencija.
Pretpostavimo da je {w;} skup ortonormiranih svojstvenih vektora od A koji ¢ini bazu
od R" sa pripadnim svojstvenim vrijednostima A; takvima da [Aq] > |A2] > ... > |A,].
Neka je v(%) aproksimacija svojstvenog vektora od A takav da je ||v(0)|| =1i (v, wy) #0.
v® mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora od A. Za neke
c1,...,c; € Rimamo da
U(O) =Clw1+... +cpwy.

Kako v i w; ne smiju biti ortogonalni vrijedi da c; # 0. Sada,
Ao = iAWy + coArwa + ... + cuA Wy
te

Akp©) = cy\’l‘wl + cz)\lz‘wz +...+ cn/\ﬁwn

k k
:Allc(clw1+cz(2—j) Wy + ... +cn(%) wn)

Kako je pretpostavka da su svojstvene vrijednosti realne, razlic¢ite i poredane u padaju¢em
poretku prema apsolutnoj vrijednosti, slijedi da zasvei =2,...,n

k
Ai
li —1 =0.
kl—I>Iolo (Al)

Dakle, kako se k povecava, Akp0) ge priblizava c; /\ll‘w1, te za sve vece vrijednosti k

Akp(©)
7 ako]

10



Iz prethodne rasprave konstruirajmo sljede¢i algoritam za ra¢unanje svojstvenog vektora.

ulaz: Pocetni vektor v(©, ||v(0)|| =1
for k < 1 to maxiter do

w = Av(k‘l);
k) = _w_.
llwl]”
Ak = 0®T A0k
end

Algoritam 1: Metoda potencija

U svakoj iteraciji, v*) se pribliZava svojstvenom vektoru w;.
Prije nego iskazemo i dokaZemo teorem o konvergenciji Algoritma [I}, iskazimo i do-
kazimo pomo¢nu tvrdnju koju éemo iskoristiti u dokazu Teorema

Teorem 2.6. Neka je A € R™" simetricna i x € R", x # 0. Tada je x svojstveni vektor od A

s pripadnom svojstvenom vrijednosti A ako i samo ako je Vra(x) = 0i ra(x) = A pri cemu je

ra(x) = %ﬁ? za A € R™" jsve x € R™.

Dokaz. Gradijent od 74 moZemo izracunati na sljede¢i nacin

Vra(s) ( 9 Xlket XjAjkXk
ralx) = | ———
ox; nox2
! j=1 x] i=1,..,n
(Zkii aixXy + Zj;éi Xjaji + 2aiixl-) Z}q:l xJZ. - Zj,k XjdjkXk - 2x;
= ) ; 2
(Zf:l x].) i=1,...n
_ 2Ax - (x,x) —2(x,Ax) - x
(x,x)?
2

T T

(x,Ax) _ 1i

Pretpostavimo da je Ax = Ax. Tadaje ra(x) = O

Vra(x) = ﬁ(/\x - Ax)=0.

X2
S druge strane, ako je r4(x) = 0, onda je Ax — ra(x)x = 0, pa stoga imamo Ax = ra(x) - x,
odnosno A = r4(x). O
U praksi, korisnost Algoritma [1| ovisi o omjeru % obzirom da on diktira brzinu

konvergencije, a o tome govori Teorem 2.7}

Teorem 2.7. Neka je |A1] > |Aa] > ... > [A,]i (29, x1) # 0. Tada postoji niz (o*), . gdje je
0¥ € {~1,+1} za sve k € N tako da nizovi (z¥)) i (A®) dobiveni algoritmom metode potencija

zadovoljavaju
k
A
|20 = 0¥z, = O ( A_j ) (5)
: 112
A0 -t=0||T ) (6)
1

11



Dokaz. a) Neka je x1, ..., x, ortonormalan sustav svojstvenih vektora sa svojstvenim vri-

jednostima Ay,..., A, i
n

Z(O) = Z aiX;.

i=1

Bududi da smo pretpostavili da je a1 = (Z(O), x1) # 0, imamo

0)—Za/\kx1—oc/\k(x1+zal

pa iz Pitagorinog teorema slijedi

5 9 n ‘ 2
|45 2O = |as 24| (1 £ (z—;)

i=2

A1

Ai
A

2k /\2
) = |051 1| ( + /\1

“S()

i=2

Ako iskoristimo Taylorovu aproksimaciju V1 + x2 ~ 1 + %2, mozemo zakljuciti

)

Iz O], = far 41

1+O(

22
A

Definirajmo o) = sign (a1 /\’1‘). Tadaje

k. (0 k(0 n ACIPWES 2k
ARZO )y, _Az()_x1 :Z(&)ﬁ o122
| A% ) arAf , S\m M A
istogaje
k(0 k(0 0
|29 = oy, < ARZO Ak O AkZO )y,
lakz O], JanAfl]l, - [[laanl 2
Akz©) 1 Akz©)
= e A 2 _1+Iomu<_"(k)"1
1 A 1
1 1+0 ( o ) 1 2
2% k k
Ao Ao Ao
=0||==| |+0||=| |=0||+= 7
A M A @

sto dokazuje tvrdnju (5).

b) Iz Teoremamznamo daje ra(6®x1) = 111 Vra(c®x;) = 0. Taylorov razvoj r4 oko
o®)x; daje nam

ra(z) = ra(@Wxy) + (Vra(cWxy,z = 6Wx1) + O (||z - o(k)x1||§)
= 414040 [z = 0®xfy) .
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Koristeci (7) slijedi

A
A

2k
A8 = 24] = rae®) = 21 = O |2 - o) = 0 ( )

¢ime smo dokazali relaciju @ O

Algoritam (1| se zaustavlja kada dostigne odredeni broj koraka, u ovom slucaju maxit.
Kako algoritam radi iterativno, pogresku moZzemo samo procijeniti te ukoliko je to¢nost
koju zahtijevamo veca ili jednaka onoj postignutoj, moZemo zaustaviti algoritam i prije
nego Sto je broj koraka jednak unaprijed definiranom ogranicenju maxit. U tu svrhu
iskaZimo i dokazimo sljededi teorem.

Teorem 2.8. Neka je A € R™" simetricna matrica, 0(A) spektar od A te neka je A aproksimacija
svojstvene vrijednosti A i X aproksimacija svojstvenog vektora x matrice A. Tada je

HAE-Xﬂ|
min [A - A < ——2, x#0, (8)
Ai€a(A) I1x1],

Dokaz. Kako je A simetri¢na, postoji ortonormalan sustav svojstvenih vektora {u} koji je
baza za R". Ozna¢imo 7 = Ax — Ax, X # 0. Tada x = };_; a;u; gdje je a; = u.x te stoga

=20 (Ai - ;\\) u;. Iz toga slijedi

|r||2) Z . ||

pi|Ai— A) gdjeje fi = ——. )
(||x||2 ( ST
Kako je 37 Bi = 1, nejednakost (8) slijedi iz (9). O

Za zaustavni kriterij koristit ¢emo relativhu pogresku danu izrazom

[Avk = Avll

| Akl ' 10)

pri ¢emu je vy aproksimacija svojstvenog vektora dobivena metodom potencija u k-tom
koraku, Ay aproksimacija svojstvene vrijednosti u k-tom koraku te A matrica s ulaza.
Uocimo daje za implementaciju Algoritmal[l[jedino potrebna podrutina koja moZe ra¢unati
umnoZzak matrice i vektora oblika Av. Nije potrebno spremati A u polje n X n. Upravo
zbog toga, algoritam moze biti od znacaja kada je A velika i rijetko popunjena te kada je
znacajna udaljenost izmedu |A1] i |A2].

Primjer 2.3. Neka je zadana matrica C € R>®

9 8 -1 3 5
-8 -9 -8 -9 -10

cC=|5 -5 10 -9 -9
5 -9 4 6 4
1 -1 -4 9 2

te neka je matrica Q € R>? dobivena QR faktorizacijom matrice C. Nadalje, neka su dijagonalne
matrice A1, Ay, ..., As € R takve da A; = diag(x;,8,6,4,2), x; =10(1 +i),i=1,...,5i
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matrice A; zadanes A; = Q7 'A;Q,i =1,...,5. Matrice A; i \; su slicne pa imaju jednake karak-
teristicne polinome, a samim time i jednake svojstvene vrijednosti [[1]. Dakle, najveca svojstvena
vrijednost matrice A;, /\E,i)ax jednaka je 10(1 + i), i = 1,...,5. Uocimo, kako je Q ortogonalna,
orijediQ ' =QTpa A; = QTA;Q,i=1,...,5. Omjer %zaAijednakje ﬁ zai=1,...,5.
Prema Teoremu metoda potencija najbrze ¢e konvergirati za matricu As, a najsporije za Aj.
Na Slici 3| prikazan je graf funkcije relativne pogreske ovisne o koraku Algoritma|I| pokrenutog za
svaku 05d matrica A; pri Cemu je zaustavni kriterij, relativna pogreska dana izrazom (10), postavljen
na 107.

Relativna pogreska
=

—
S
N

107° 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Broj potrebnih iteracija

Slika 3: Grafi¢ki prikaz pogreske

2.3 Indikatori konzistentnosti

Ideja konzistentnosti najbolje se moZze ilustrirati jednostavnim primjerom: Ako automobil
preferiramo dvostruko vise od vlaka, a vlak trostruko vise od zrakoplova, koliko prefe-
riramo automobil u odnosu na zrakoplov? Ako bismo Zeljeli biti potpuno matematicki
konzistentni, odgovor bi bio Sest. Dakle, automobil preferiramo Sesterostruko u odnosu
na zrakoplov. Medutim, to nije uvijek moguce postici sto zbog same ljestvice (Primjer|2.2),
Sto zbog prirode misaonog procesa pri prosudbi alternativa. No, doza nekonzistentnosti
je dozvoljena i o¢ekivana u AHP metodi [5].

PokaZimo da je tranzitivnost nuZzan uvjet konzistentnosti. Uzmimo recipro¢nu matricu
A. Kako je A recipro¢na, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti a;; > 1 za sve
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i<j Zai<j= aj21ij<k = aj 21, koristeci Definiciju 2.3 slijedi
aijaik = ajx =1,

te i < k. Zakljuc¢ujemo da je tranzitivnost nuzan uvjet konzistentnosti.

Ocito nije i dovoljan jer npr. za a;; = 2, ajx = 31 a;x = 4 iako tranzitivno, nije i konzi-
stentno. AHP metoda ne zahtijeva da prosudbe budu konzistentne pa ¢ak ni tranzitivne
[11]. Postavlja se logi¢no pitanje: Ako su prosudbe potpuno nasumicne, koliku ¢e konzi-
stentnost AHP metoda imati? Konzistentnost matrice takvih nasumicnih prosudbi trebala
bi biti puno manja nego konzistentnost matrice informiranih prosudbi. Mjera konziste-
ntnosti se moZze koristiti za usporedivanje i evaluaciju razine konzistentnosti informiranih
prosudbi. Korisnik AHP metode moZe biti savrseno konzistentan ako Zeli sac¢uvati relaciju
aijajx = a;k koriste¢i redundantne prosudbe iz relacija izmedu prethodno danih prosudbi.

Mala perturbacija konzistentne matrice ostavlja najvecu svojstvenu vrijednost A;ax
blizu n. Ostale svojstvene vrijednosti pomaknute su blizu nule. Odabir perturbacije koja
¢e prikladno opisati u¢inak nekonzistentnosti na svojstveni vektor ovisi o tome koji je
psiholoski proces ukljucen u usporedbu alternativa po parovima. Pretpostavljamo da se
sve znacajne perturbacije mogu svesti na opceniti oblik

aij = w; €ij-

Pa npr. za dodavanje broja svakom elementu imamo
—1+01i]' =L 1+—](Xi]' = —Zei]'.
w]' w]' wi w

Konzistentnost imamo kada je €;; = 1.
Izvedimo sada nekoliko elementarnih, ali klju¢nih rezultata o konzistentnim matri-
cama. RaspiSemo li sustav Aw = A;4w, za i-tu jednadZbu imamo

n wj

Amax = § ajj—.
. wi
j=1

Definirajmo

te uoc¢imo da })7_; A; = n jer je n = tr(A). Ova ¢injenica implicira da je

Amax — 1
u= ﬁ’ Amax = A1,
a kako
Wj
Amax —1 = Z aij—
j#i !
imamo
w w
1<i<j<n ! /



i dakle

= = — + — g —.
n—-1 n-1 n-1 nn-1) Z (a”w' a]lw)

1<i<j<n ! J

Supstitucijom, ajj = %eij, €ij >0 dobivamo sljede¢u jednadzbu

Uoc¢imo da kada € — 1, tj. kada se priblizavamo konzistentnosti, onda p — 0. Kako
je €ij + e%] konveksna funkcija koja ima minimum u €;; = 1 te kako je suma konveksnih

funkcija konveksna, slijedi da je u konveksna funkcija. Dakle, hoce li p biti mal ili velik
ovisi o tome je li €;; blizu ili daleko od 1.
Zaklju¢no, ako zapiSemo €ij =1+ 0;;, 6 > =1 imamo

63
‘u:n(n—l) Z (if 1+61])

1<1<]<n

Zelimo da matrica teZi ka konzistentnosti, tj. da u bude $to bliZe nuli to za posljedicu
ima razmjernu blizinu svojstvene vrijednosti A, dimenziji n matrice.

Definicija 2.4 (Indeks konzistentnosti). Indeks konzistentnosti (eng. consistency index)
matrice usporedbi dan je izrazom

Amax — 1

C.I. =
n-—1

(11)

Ernest H. Forman| je izra¢unao prosje¢ne indekse konzistentnosti (eng. random consi-
stency index, kr. R.1.) za n < 7 koriste¢i veliki uzorak matrica usporedbi. To je ucinio na
nacin da je generirao sluc¢ajnim odabirom recipro¢ne matrice koriste¢i fundamentalnu lje-
stvicu Y9, Vs, ..., 1,...,8,9 te ratunao aritmeti¢ku sredinu njihovih najveéih svojstvenih
vrijednosti. Na isti na¢in moguce je izrac¢unati i za matrice dimenzije vec¢e od 7. Sljede¢om
tablicom dani su indeksi nasumi¢ne konzistentnosti za n < 13.

n (1]2] 3 | 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
RI.|0(0].52].89 111 |125|135|14 115|149 151|154 |1.56

Tablica 2: Indeksi nasumic¢ne konzistentnosti [11]

Uoc¢imo da je R.I. = 0 za n = 1,2. Naime, pozitivna recipro¢na matrica dimenzija 1 je
trivijalno konzistentna. O konzistentnosti matrice dimenzija 2 X 2 govori nam sljededi
teorem.

Teorem 2.9. Neka je A € R>? pozitivna reciproéna matrica. Tada je A konzistentna.

Dokaz. Nekaje A € R??2 pozitivna recipro¢na matrica. Tada je A oblika

A:[i ﬂ x> 0.

X

Shttp://professorforman.com/
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Sada je karakteristi¢ni polinom

ka(A) = det (A — AT) = det(ll_l)\ 1fA]) = A(A-2)

X

te najveca svojstvena vrijednost A, = 2. Kako je A4y jednako dimenziji matrice, prema
Teoremu [2.3]slijedi da je A konzistentna. O

Definicija 2.5 (Omjer konzistentnosti). Omjer konzistentnosti (eng. consistency ratio) de-
finira se kao omjer indeksa konzistentnosti i indeksa nasumic¢ne konzistentnosti

_ClIL

C.R.=—.
R.I.

(12)

Nekonzistentnost moze biti znak da je potrebno prilagoditi prosudbe. Medutim,
prilagodbe ne bi smjele biti toliko velike da sama prosudba gubi smisao, ali niti premala
danema ucinka. Na Jjestvici od 0 do 1, ukupna konzistentnost bi trebala iznositi oko 0.1 t.
oko 10% [8]. Obzirom da R.I. ovisi o 1, granicu prihvatljive konzistetnosti dobivamo tako
da svaku R.I. pomnoZzimo s 0.1. Konvencionalno se uzima da je prihvatljivo C.R. = .05 za
n=3,C.R.=.08zan=4te C.R.=.1zasven >5[11].

Primjer 2.4. Odredimo indeks konzistentnosti i omjer konzistentnosti za matricu usporedbi iz
Primjera[2.1} Najveca svojstvena vrijednost, A qx matrice

1 7 8
1

117
s 5 1

je 3.1044. Tada je indeks konzistentnosti prema jednak

3.1044 - 3
J.=— = .0522
C T = 0522,
a omjer konzistentnosti prema jednak
0522
R. = —— =.1004
C = 00

Kako je C.R. veci od .05 zakljucujemo da konzistentnost nije zadovoljavajuca te je potrebno prila-
goditi prosudbe.
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3 Implementacija koristeéi graficko korisnicko sucelje
MATLAB®-a

U ovom dijelu rada posvetit ¢emo se programskom rjesenju grafickog sucelja AHP metode
koriste¢ci MATLAB®

3.1 Korisni¢ko sucelje MATLAB®-a

Korisni¢ko sucelje (eng. user interface, kr. Ul) je graficki prikaz jednog ili vise prozora
koji sadrze kontrole koje se nazivaju komponente. Komponente omogucavaju korisniku
interakciju. Korisnik ne mora pisati naredbe kako bi izvrSio zadatke. Za razliku od
programiranja, za interakciju nije potrebno nikakvo predznanje osim osnovnog sluzenja
rac¢unalom.

Neke od UI komponenata su izbornici, alatne trake, potisni gumbi, klizaci itd. Kori-
snicka sucelja kreirana koristeci MATLAB® mogu vrsiti izracune, ¢itati i pisati u datoteke,
komunicirati s drugim korisni¢kim suceljima i prikazivati podatke tabli¢no i graficki.

Uobicajeno, Ul ¢eka da korisnik zapoc¢ne interakciju, a zatim odgovara na svaku akciju
posebno. Svaka Ul komponenta, a i sami Ul, ima jednu ili viSe callback funkciju. Iz samog
naziva ,callback” moZe se naslutiti priroda takve funkcije. Naime, callback funkcija
poziva natrag MATLAB da izvrs$i zadatak. Akcija korisnika kao npr. klik na gumb, je
okida¢ za izvrSavanje svake callback funkcije. UI tada odgovara na ove dogadaje (eng.
event). Kreator korisnickog sucelja u callback funkcijama definira $to komponente rade
kako bi rukovodile dogadajima.

Ovakav nacin programiranja se ¢esto naziva event-driven programiranje. U event-
driven programiranju, izvrSavanje callback funkcija je asinkrono, tj. dogadaji koji nisu
dio softvera pokrecu njihovo izvrsavanje. U slucaju MATLAB Ul-a, ve¢ina dogadaja su
korisnikova interakcija s Ul-em, ali Ul moZe odgovoriti drugim vrstama dogadaja kao npr.
stvaranje datoteke ili spajanje uredaja na racunalo. Moguce je pisati callback funkcije na
dva razli¢ita na¢ina

e kao MATLAB funkcije spremljene u datoteku i

o kao stringove koji sadrze MATLAB izraze ili naredbe (npr. ’R=qr(A);’).

U implementaciji AHP metode koristili smo isklju¢ivo callback funkcije spremljene u
zasebne datoteke.

3.2 Implementacija

Prije nego predemo na samu implementaciju, u primjeru definirajmo problem koji ¢emo
unositi u program.

Primjer 3.1. Pretpostavimo da casopis posveéen automobilskoj industriji bira automobil godine. U
tu svrhu odabiru tri najprodavanija modela u toj godini te Zele odabrati najbolji. Kako im je cijena
nevazna stavka, odlucili su se na tri kriterija po kojima ée uporedivati modele: sigurnost (zracni
jastuci, AB ES, udobnost (kozna sjedala, elektricni podizaci stakala, atomatska klima) i stil
(spusteno podvozje, moderni naplatci, kromirani detalji). Kriterije su procijenili na sljede¢i nacin:

bhttps://www.mathworks.com/products/matlab.html
’Sustav protiv blokiranja kotaca vozila
8Elektronicki sustav za sprje¢avanje zanoSenja vozila
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o sigurnost umjereno vazna u odnosu na udobnost,
e sigurnost jako vazna u odnosu na stil i
o udobnost umjereno vazna u odnosu na stil.
Za svaku od alternativa iznijeli su nekoliko faktora za svaki kriterij:

o Automobil A: Ovaj automobil ima najveci broj zracnih jastuka i ABS, ali nema ESP. Kozna
sjedala su dio standardne opreme kao i elektricni podizaci stakala. Ima moderne naplatke,
spusteno podvozje i kromirane detalje.

o Automobil B: Ovaj automobil ima ABS i ESP. Paket udobnosti sadrZi sve kao i kod A uz
dodatno automatsku klimu. Ima samo spusteno podvozje.

o Automobil C: Ovaj automobil ima najmanji broj zracnih jastuka te ESP, ali nema ABS. Ima
jednak paket udobnosti kao A. Nema stilskih znacajki.

Koristec¢i fundamentalnu ljestvicu, usporedbom po parovima obzirom na kriterije sigurnost, udob-
nost i stil dobili su procjene koje su prikazane u Tablici

Sigurnost || A umjereno preferiran u odnosu na B
A vrlo jako preferiran u odnosu na C
B jako preferiran u odnosu na C
Udobnost || A jednako preferiran u odnosu na C

B jako preferiran u odnosu na A

B jako preferiran u odnosu na C

Stil A jako preferiran u odnosu na B

A ekstremno preferiran u odnosu na C
B umjereno preferiran u odnosu na C

Tablica 3: Usporedbe po parovima alternativa u odnosu na kriterije

Zelimo pri pokretanju programa pocetni prozor u koji éemo unositi nazive kriterija i
alternativa. Kreiranje prozora u koji mozemo dodavati UI komponente postiZe se koriste-
njem funkcije figure(). Funkcija figure() moZe primiti nekoliko parametara kao npr.
Name za naziv prozora, Color za boju prozora, Position za poziciju, Units za mjernu jedinicu
veli¢ine itd. Za argument Position koristili smo vrijednost [200200700400], a vrijednosti
unutar vektora oznacavaju redom udaljenost od lijevog ruba ekrana, udaljenost od donjeg
ruba ekrana, Sirinu i visinu samog prozora.

Za unos alternativa i kriterija potrebni su posebni objekti koji su nalijepljeni na prozor.
Za unos teksta koristit cemo MATLAB-ov genericki objekt UIControl(). On ovisno o
parametru Style moZe biti potisni gumb, naizmjeni¢ni gumb, okvir za izbor, uredivac
teksta, tekst, lista itd. Za potrebe unosa naziva kriterija i alternativa koristili smo uredivac
teksta, tj. edit. Callback funkcija poziva funkciju iz datoteke koja provjerava jesu li ba-
rem dva kriterija i dvije alternative unesene. Ukoliko ima manje od dva unosa, callback
funkcija poziva dijaloski okvir pozivom ugradenje MATLAB funkcije errordlg() s poru-
kom upozorenja. U ovom slucaju broj redaka u unosu jednak je broju kriterija odnosno
alternativa.

Na istom prozoru jo$ su dva UIControl objekta. To su gumbi Zatvori koji zatvara i izlazi
iz programa te gumb Dalje koji ide na novi prozor u kojemu se rangira kriterij. Potisni
gumb ima za argument Style vrijednost pushbutton. Pritiskom na gumb Zatvori poziva se
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callback funkcija btn_close_callback, dok se pritiskom na gumb Dalje poziva callback
funkcija btn_next_callback te joj se prosljeduje glavni prozor, te uneseni nazivi kriterija
i alternativa. Na Slici[d] prikazan je pocetni prozor za unos naziva kriterija i alternativa.

4 AHP e X
Kriteriji Alternative
Sigurnost ~ Auto A A
Udobnost Auto B
Stil Auto C
W ot
Zatvori Dalie

Slika 4: Prozor za unos kriterija i alternativa

Pritiskom na gumb Dalje otvara se novi prozor za rangiranje kriterija. Prozor je
stvoren na sli¢an nacin kao i na prozoru unosa. Nazivi kriterija dobiveni su pomocéu
UlControl objekta s argumentom Style vrijednosti text. Odabir elementa fundamenta-
Ine ljestvice izveden je na nacin da se odabire izmedu ponudenih koriste¢i Ulcontrol
argumenta Style vrijednosti popup. Odabirom intenziteta poziva se callback funkcija
{@put_in_cr_matrix,ii, jj} koja unosi odabranu vrijednost u matricu. Obzirom da
su ponudene vrijednosti bez recipro¢nih vrijednosti potrebno je odrediti koji kriterij je
preferiran. To smo postigli koriStenjem objekta uibuttongroup na koji su nalijepljena
dva radio gumba. Pritiskom na gumb pridruZen jednom kriteriju, isklju¢uje se gumb
pridruZen drugom kriteriju. wuibuttongroup poziva callback funkciju {@swap_pref_alt,
cr, ii, jj} koja u matricu unosi recipro¢nu vrijednost ukoliko je preferiran drugi kri-
terij. Dvostrukom for petljom osigurava se da se sve kombinacije parova bez ponavljanja
kriterija rangiraju. Pritiskom na gumb Dalje rangira se sljedeci kriterij. Na Slici 5| prika-
zan je prozor za rangiranje jednog od kriterija. Kada se zavrsi rangiranje kriterija, slijedi
rangiranje alternativa koje je izvedeno na gotovo identi¢an nacin.

4. Rangiranje kriterija — =
Odaberi preferenciju

Sigurnost @ O Udobnost

Dalje

Slika 5: Prozor za rangiranje kriterija

Nakon rangiranja posljednje alternative, callback funkcija poziva funkciju powermethod ()

20



koja koriste¢i metodu potencija ra¢una svojstveni vektor i svojstvene vrijednosti matrice
rangiranih kriterija. Pritiskom na gumb Dalje, prikazuju se nazivi kriterija i pridruZzene
teZine te indeks i omjer konzistentnosti. Za prikaz rezultata koristen je dijaloski okvir

objekta dialog, te nalijepljenog objekta uitable. Na Slici [6| prikazan je prozor rezultata
rangiranja kriterija.

4. Rezultat — X

Sigurnost 0.6370
Udobnost 0.2583

Stil 0.1047

Cl 0.0183
CR 0.0370

Dalje

Slika 6: Rezultat rangiranja kriterija s pripadnim indeksima konzistentnosti

Na gotovo jednak nacin dobiveni su irezultati za procjene relativne vaznosti alternativa
i pripadnih indeksa konzistentnosti za svaki od kriterija. Posljednji prozor prikazuje
globalni vektor teZina alternativa koje su dobivene kao umnoZzak matrice ¢iji su stupci
vektori teZina matrice alternativa u odnosu na svaki od kriterija i vektora teZina matrice
rangiranih kriterija. Na Slici[7]prikazan je posljednji prozor programa koji izlistava nazive
alternativa i pripadane teZine.

4. Konacni rezultat — X

Auto A 0.5281
Auto B 0.3808
Aute © 0.0901

Izlaz

Slika 7: Prozor globalnog rjeSenja hijerarhije

Sa Slike[/]is¢itavamo vektor tezina globalnog rjeSenja problema iz Primjera[3.1} Uoc¢imo

kako je automobil A najbolji prema trazenim kriterijima, a slijede ga redom automobili B
iC.
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4 Primjer: odabir kuce koriste¢i AHP metodu

Kako bismo ilustrirali AHP metodu razmotrit éemo sljedeci primjer. Pretpostavimo da
obitelj prosje¢nih primanja Zeli kupiti kué¢u. Moraju izabrati izmedu tri alternative. Obitelj
je identificirala osam faktora koji utje¢u na odabir kuce. Ti faktori se mogu podijeliti u
tri kategorije: ekonomski, geografski i fizicki. Iako se mogu uzimati relativne procjene
tih kategorija, obitelj Zeli prioritizirati svih osam kriterija bez obzira kojoj kategoriji pri-
padaju. Koriste¢i AHP metodu, prvi korak je dekompozicija, tj. sktrukturiranje problema
u hijerarhiju koja je vidljiva na Slici

Zadovoljstvo kuc¢om

=
[1v]
-
© a
S lel 2|88 ||| 8|2
= 8_ 17 ~ i~ = il ©
[4v] ) o + 0 “'U (%] ‘O
c (0] v = Q c
, o ) 9 (4] = ] o
i & = B (= al | e
] = n & 4 c ) iz
> ] o
= |5
]
=
Kuéa A Kuca B ‘ ‘ Kuca C

Slika 8: Dekompozicija problema u hijerarhiju

Na prvom (gornjem) nivou je ukupni cilj Zadovoljstvo ku¢om. Na drugom nivou je
osam kriterija koji doprinose cilju i na treem (donjem) su tri kuc¢e kandidata koje ¢e biti
procijenjene u terminima kriterija drugog nivoa. Obitelj uzima u obzir osam kriterija po
kojima ¢e rangirati:

1.

ARSI

Veli¢ina kuce: Prostor za ostavu, broj soba, veli¢ina soba, ukupna povrsina kuce.
Transport: Udaljenost i dostupnost autobusnih stajalista.

Susjedstvo: Prometnost, sigurnost, porezi, stanje okolnih zgrada.

Starost kuce.

Veli¢ina okuénice: Vanjski prostor oko kuce ukljucujudi i dijeljeni prostor sa susje-
dima.

Moderni kuéanski aparati: Perilica posuda, klima uredaj, alarmni sustav.

22



7. Opce stanje: Potrebno ulaganje, stanje zidova, sagova, zavjesa, elektri¢nih instalacija.

8. Financiranje: Dostupnost kredita bilo od prodavatelja, banke ili neke druge vrste
posudbe novca.

Idudi korak je komparativna procjena kriterija. Elementi na drugom nivou su aranzi-
rani u matricu i obitelj koja kupuje kuc¢u procjenjuje relativnu vaznosti elemenata u odnosu
na ukupni cilj Zadovoljstvo kucom. Matrica usporedbi po parovima zajedno s rezultantnim
vektorom dana je u Tablici [4

| 1| 2]3|4]5 | 6| 7| 8| Vektortezina
11153757 1YY 179
20 Y5 1 Y3503 |3 |Ys|Yy .054
3(Y313 |1 |5(3]3]7]|Ys 204
4\ Y7 | Ys | Ys | 1| s | Ys | Y7 | Yo 017
50Ys | Ys | Ys|3] 1 | Ys|Ys|Ys .031
6 Y7 |Ys|Ys|5] 3|1 |Ys|Ys 043
7!3 15 |Y7|5|5 1)1 179
8/ 3|7 |5]|9|/5|5 |11 292

C.I=.289,C.R. =.207
Tablica 4: Matrica usporedbi po parovima kriterija

Procjene su unesene koriste¢i fundamentalnu ljestvicu. Vektor prioriteta je svojstveni
vektor pridruzen najvecoj svojstvenoj vrijednosti. Prioriteti su jedinstveni do na mnoZenje
pozitivnom konstantom, ali ako zahtijevamo da su u sumi 1, onda su uvijek jedinstveni.
U ovom slucaju financiranje ima najvec¢u vaznost s doprinosom od 33%

Sada prelazimo na usporedbe po parovima kuéa na donjem nivou, usporedujuci svaku
sa svakom koliko je jedna bolja od druge u odnosu na svaki od kriterija. Imamo 8 matrica
dimenzija 3 X 3 obzirom da je osam elemenata na drugom nivou i tri kuce koje treba
usporediti za svaki element. Zbog lakseg razumijevanja matrica ukratko opisimo svaku
od procjena:

e Kuca A: Ova kuca je najveca od svih promatranih. Nalazi se u dobrom susjedstvu
s malo prometa i niskim porezima. Oku¢nica je usporedivo veca nego kod kuce B i
C. Medutim, opce stanje nije jako dobro te zahtijeva ciS¢enje i licenje. Kreditiranje je
moguce samo u banci uz visoke kamate.

e Kuca B: Ova kuca je manja nego kuca A i nije blizu autobusnomj stajalistu. Su-
sjedstvo odaje osjecaj nesigurnosti zbog lose prometne regulacije. Okuénica je mala
i nedostaju osnovni moderni kuéanski aparati. U drugu ruku, opce stanje je jako
dobro. Moguce je dobiti dobar kredit uz nisku kamatnu stopu. Nekoliko sli¢nih
kuéa nalazi se u susjedstvu.

e Kuca C: Ova kuca je jako mala, ali ima nekoliko modernih kuéanskih aparata. U
susjedstvu su visoki porezi, ali je u dobrom stanju i djeluje sigurno. Okuc¢nica je
veca nego kod kuce C, ali puno manja nego kod koce A. Opce stanje je dobro te ima
lijep sag i zavjese. Financiranje je bolje nego kod kuce A, ali losije nego kod kuce B.
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A B C Vektortezina Idealizirane tezine
Veli¢ina kuce?
A 1 7 7 766 1.000
B ;1 3 158 206
C ; Yz 1 076 .099
Transport®
A 1 7 Ys 227 314
B ;1 Y .051 071
C 5 9 1 722 1.000
Susjedstvo©
A 1 7 5 731 1.000
B ;1 Y .081 111
C s 3 1 .188 257
Starost kucéed
A 1 Y, Y .056 .090
B 7 1 3 620 1.000
C 9 Y3 1 324 523
Veli¢ina okuénice®
A 1 5 3 637 1.000
B s 1 Y .105 165
C 33 1 258 405
Moderni kuéanski aparatif
A 1 7 5 715 1.000
B ;1 Ys 067 094
C s 5 1 219 306
Opce stanje®
A 1 Y3 Y 143 333
B 3 1 1 429 1.000
C 3 1 1 429 1.000
Financiranje”
A 1 Y, s 072 111
B 7 1 3 650 1.000
C 5 13 1 279 430
aC.I. = .068, C.R. = .130
bC.I. =.104, C.R. = .201
°C.I. =.032, C.R. = .062
dC.I. =.103, C.R. = .198
eC.I. =.019, C.R. = .037
fC.I1.=.091, C.R. = .176
8C.I. = .000, C.R. = .000
hC.I.=.032, C.R. = .062

Tablica 5: Usporedbe po parovima za drugi nivo hijerarhije

U Tablici 5|dane su matrice kuca i njihovi lokalni prioriteti u odnosu na elemente drugog
nivoa. Posljednji korak je sinteza prioriteta, a moguca je na dva nacina: distributivniiide-
alizirani. U distributivhom nacinu matrica ¢iji su stupci vektori teZina matrica relativnih
procjena alternativa, tj. svojstveni vektori pomnoZena vektorom teZina matrice procjena
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kriterija daju globalno rjeSenje. Globalni vektor prioriteta koristeéi distributivni nac¢in dan
je sljede¢im umnoskom

[.179]
.054

766 227 731 .056 .637 .715 .143 .072 3(1)4; .397
158 .051 .081 .620 .105 .067 .429 .650 '031 =1.331].
076 722 188 .324 .258 .219 429 .279 '043 273

179
| 292

Drugi nacin sinteze prioriteta je idealizirani na¢in. U ovom slucaju vektor teZina se
prvo podijeli najve¢im elementom. Tada alternativa kojoj pripada najveci element postaje
idealna i dobiva vrijednost 1. Dalje se nastavlja na isti na¢in kao i kod distributivnog.
Globalni vektor prioriteta koriste¢i idealizirani nac¢in dan je sljede¢im umnoskom

[.179]
.054

1.000 .314 1.000 .090 1.000 1.000 .333 .111 3(1%; .568
206 .071 111 1.000 .165 .094 1.000 1.000 '031 = |.561].
099 1.000 .257 .523 405 .306 1.000 .430 || 043 463

179
| 292

Kucéa A je preferirana koriste¢i oba nacina sinteze prioriteta. U slucaju da distributivni
nacin preferira kucu A, a idealizirani kucu B, rjeSenje bismo interpretirali na sljede¢i nacin.
Kuéa A je preferirana u slucaju da sli¢ne kuce B u susjedstvu uzimamo u obzir te se stoga
koristi distributivni na¢in. Kada se dodaje novi broj alternativa (u ovom slucaju kuéu B),
a Zelimo sac¢uvati prioritete, onda koristimo idealizirani nacin pa je preferirana kuca B [9].
Npr. slucaju kada je 10 kriterija i 3 alternative, oba nacina daju u 92% slucajeva jednaku
najbolju alternativu [11].

Primjer je preuzet iz [12] s tim da su odabiri prilagodeni i odluke za distributivni nacin
su izra¢unate danim programom iz dodatka obzirom na preferencije koje su navedene u
primjeru.
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5 Dodatak

% ./ahp.m
close all; clear; clc;
h® = figure('Position', [200 200 700 400],...
'NumberTitle', 'off',...
'Name', '"AHP',...
'ToolBar', 'none',...
'MenuBar', 'none',...
'Resize', 'off');
cr_panel = uipanel('Parent', hO,...
'"Position’', [.03 .18 .45 .8],...
'Title', 'Kriteriji',...
'"FontSize', 11);
alt_panel = uipanel('Parent', hO,...
'"Position', [.52 .18 .45 .8],...

'Title', 'Alternative',...
'FontSize', 11);
cr_input = uicontrol('Style', 'edit',...
'Units', 'nmormal',...
'FontSize', 10,...
'"Parent', cr_panel,...
'"Position', [.05 .09 .9 .85],...
"Min', 1,...
"Max', 3,...
"Callback', @cr_input_callback);
alt_input = uicontrol('Style', 'edit',...
'Units', 'normal',...
'"FontSize', 10,...
"Parent', alt_panel,...
'"Position', [.05 .09 .9 .85],...
'Min', 1,...
"Max', 3,...

"Callback', @alt_input_callback);
button_panel = uipanel('Parent', hO,...
'"Position', [.03 .02 .94 .14],...
'"Title', '"',...
'"FontSize', 11);
button_next = uicontrol('Style', 'pushbutton',...
'String', 'Dalje’',...
'Units', 'mnormal',...
'Position', [.87 .3 .1 .4],...
'"Parent', button_panel,...
"Callback', {@btn_next_callback,h®,cr_input,
alt_input});

button_close = uicontrol('Style', 'pushbutton',...
'String', 'Zatvori',...
'Units', 'normal',...
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'"Position', [.75 .3 .1 .4],...
'"Parent', button_panel,...
'"Callback', @btn_close_callback);

% ./alt_input_callback.m
function alt_input_callback(src,event)
alt_input = src.String;
size_alt = size(alt_input);
length_size_alt = size_alt(1l,1);
if length_size_alt < 2
errordlg('Broj alternativa mora biti barem dva',...
'Greska unosa');
end
end

% ./btn_close_callback.m

function btn_close_callback(src, event)
close all;
clear;
clc;

end

% ./btn_next_callback.m
function btn_next_callback(src,event,h®,cr_input,alt_input)
cr = cr_input.String;
size_cr = size(cr);
length_size_cr = size_cr(l,1);
alt = alt_input.String
size_alt = size(alt);
length_size_alt = size_alt(1l,1);
cr_matrix = ones(length_size_cr, length_size_cr);
alt_matrix = ones(length_size_alt,length_size_alt,
length_size_cr);
if length_size_cr<2
errordlg('Broj kriterija mora biti barem dva',...
'Greska unosa');
elseif length_size_alt<2
errordlg('Broj alternativa mora biti barem dva',...
'Greska unosa');
else
close(h®);
cell _of_cr = cellstr(cr);
cell_of_alt = cellstr(alt);
for ii=1:length_size_cr
for jj=ii+l:length_size_cr
d = dialog('Position', [350 350 500 150],...
'"Name', 'Rangiranje kriterija');
title = uicontrol('Parent', d,...
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'Style', "text',...

'"Position', [150 65 210 65],...

'String', 'Odaberi preferenciju')
left_cr = uicontrol('Parent', d,...

'Style', "text',...

'"Position', [5 70 100 25],...

'String', cell_of_cr(ii));
right_cr = uicontrol('Parent', d,...

'Style', 'text',...

'"Position', [400 70 60 25],...

'String', cell_of_cr(jj));

bg = uibuttongroup('Visible', 'on',...
'Units', 'pixels',...
'"Position', [100 70 300 30],
'SelectionChangedFcn', {@
swap_pref_cr, ii, jjl});
r2 = uicontrol (bg, 'Style',...
'radiobutton’', ...
'Units', 'pixels',...
'"Position',[5 5 20 20],...
'"HandleVisibility', 'off');
r3 = uicontrol (bg, 'Style',...
'radiobutton',...
'"Units', 'pixels',...
'"Position', [276 5 20 20],...
'"HandleVisibility', 'off');
rangs = uicontrol('Parent', d,...
'Style', 'popup',...
'"Position', [210 71 80 25],...
'String', {'Jednaka'; 'Umjerena

';'Jaka'; 'Vrlo jaka';'
Ekstremna'}, ...
"Callback', {@put_in_cr_matrix,
ii,333);
btn = uicontrol('Parent', d,...
'"Position', [210 20 70 25],...
'String', 'Dalje’,...
'Callback', 'delete(gcf)');
uiwait Q) ;
end
end

for cr=1:length_size_cr
for ii=1:length_size_alt
for jj=ii+l:length_size_alt
d = dialog('Position', [350 350 500 150],...
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'Name', 'Rangiranje alternativa');
title = uicontrol('Parent', d,...

'Style', 'text',...
'"Position', [150 65 210
65], ...

'String', cell_of_cr(cr));
left_cr = uicontrol('Parent', d,...
'Style', 'text',...
'"Position', [5 70 100 25],...
'String', cell_of_alt(ii));
right_cr = uicontrol('Parent', d,...

'Style', "text',...
'"Position', [400 70 60
251, ...
'String', cell_of_alt(jj
D)
bg = uibuttongroup('Visible', 'on',...
'Units', 'pixels',...
"Position', [100 70 300
301, ...

'SelectionChangedFcn', {@
swap_pref_alt, cr, ii,

iid);
r2 = uicontrol (bg, 'Style',...
'radiobutton’,...
'Units', 'pixels',...
'"Position',[5 5 20 20],...
'HandleVisibility', 'off');
r3 = uicontrol (bg, 'Style',...
'radiobutton’,...
'Units', 'pixels',...
'"Position', [276 5 20 20],...
'HandleVisibility', 'off');
rangs = uicontrol('Parent', d,...
'Style', 'popup',...
'"Position', [210 39 80 58],...
'String', {'Jednaka';'Umjerena';'Jaka';
'Vrlo jaka';'Ekstremna'},...
'"Callback', {@put_in_alt_matrix, cr, ii

» 3315
btn = uicontrol('Parent', d,...
'"Position', [210 20 70 257,

'String', 'Dalje’,...
'"Callback', 'delete(gcf)');
uiwait (d);
end
end
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end

%% uvjeti za metodu potencija
tol = le-6;

maxiter = 200;

%% metoda potencija za kriterije

v0 = zeros(length_size_cr, 1);
vO(l) = 1;

[lambda ,w,~,~] = powermethod(cr_matrix, v0®, tol, maxiter)

%% rezultat za kriterije

cr_res = cell_of_cr;
cr_res(:,2) = num2cell (w);
cr_res(end+1,:) = {'"',"'};
CI = (lambda-length_size_cr)/(length_size_cr-1);
cr_res(end+1,:) = {'C.I.", CI};
cr_res(end+1,:) = {'C.R', calculate_cr(CI,length_size_cr)
}s
d = dialog('Position', [350 350 300 300],...
'"Name', 'Rezultat');

f-f'
1

uitable(d, 'Position', [10 50 280 230],...
'"RowName ', {},...
'"ColumnName', {},...
'Data', cr_res);
btn = uicontrol('Parent', d,...
'"Position', [200 10 70 25],...
'String', 'Dalje’,...
'Callback', 'delete(gcf)');
uiwait (d);

%% rezultat za alternative
S = zeros(length_size_alt);
for ii=1:length_size_cr
% metoda potencija za alternative
v0 = zeros(length_size_alt,1);
vO(l) = 1;
[lambda,ys,~,~] = powermethod(alt_matrix(:,:,ii), vO,
tol, maxiter);
S(:,ii)=ys;
alt_res = cell_of_alt;
alt_res(:,2) = num2cell(ys);
alt_res(end+1,:) = {'',"'"};
CI = (lambda-length_size_alt)/(length_size_alt-1);
alt_res(end+1,:) = {'C.I.", CI};
alt_res(end+1,:) = {'C.R'", calculate_cr(CI,
length_size_alt)};
d = dialog('Position', [350 350 300 300],...
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"Name', cell_of_cr{ii});

t = uitable(d, 'Position', [10 50 280 230],...

'RowName', {},...

'ColumnName', {},...

'Data', alt_res);
btn = uicontrol ('Parent', d,...

'"Position', [200 10 70 25],...

'String', 'Dalje’,...
'"Callback', 'delete(gcf)');
uiwait (d);
end
end
v = S*w;
final_weights = cell_of_alt;
final_weights(:,2)=num2cell (v);
d = dialog('Position', [350 350 300 300],...
'"Name ', 'Konacni rezultat');
t = uitable(d, 'Position', [10 50 280 230],...
'RowName', {},...
'"ColumnName', {},...
'Data’', final_weights);
btn = uicontrol('Parent', d,...
'"Position', [200 10 70 25],...
'String', 'Izlaz',...
'"Callback', 'delete(gcf)');
uiwait (d);

function put_in_cr_matrix(src, event, ii, jj)

if src.Value == 1
cr_matrix(ii,jj) = 1;

elseif src.Value ==
cr_matrix(ii,jj) = 3;
cr_matrix(jj,ii) = 1/3;

elseif src.Value == 3
cr_matrix(ii,jj) = 5;

cr_matrix(jj,ii) = 1/5;
elseif src.Value ==

cr_matrix(ii,jj) = 7;

cr_matrix(jj,ii) = 1/7;
elseif src.Value == 5

cr_matrix(ii,jj) = 9;

1
[y
~
O

cr_matrix(jj,ii)
end
end

function swap_pref_cr(src, event, ii, jj)

cr_matrix(ii,jj) = 1/cr_matrix(ii,jj);
cr_matrix(jj,ii) = 1/cr_matrix(ii,jj);
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end

function put_in_alt_matrix(src, event, cr, ii, jj)

if src.Value == 1
alt_matrix(ii,jj,cr) = 1;

elseif src.Value ==
alt_matrix(ii,jj,cr) = 3;

alt_matrix(jj,ii,cr) = 1/3;
elseif src.Value ==

alt_matrix(ii,jj,cr) = 5;

alt_matrix(jj,ii,cr) = 1/5;
elseif src.Value ==

alt_matrix(ii,jj,cr) = 7;

alt_matrix(jj,ii,cr) = 1/7;
elseif src.Value == 5

alt_matrix(ii,jj,cr) = 9;

alt_matrix(jj,ii,cr) = 1/9;
end
end

function swap_pref_alt(src, event, cr, ii, jj)
alt_matrix(ii,jj,cr) = 1/alt_matrix(ii,jj,cr);
alt_matrix(jj,ii,cr) = 1/alt_matrix(jj,ii,cr);
end
end

% ./powermethod.m
function[lambda,vk,iter,err]=powermethod(A,v0,tol ,maxiter)
vO=v0/norm(vo0) ;

w=A*v0;

vk=w/norm(w) ;

lambda=vk '*A*vk;
err=norm(A*vk-lambda*vk) /abs(lambda);
iter=1;

while(iter<=maxiter && err>=tol)
vk=A*vk;
vk=vk/norm(vk) ;

lambda=vk'*A*vk;
err=norm(A*vk-lambda*vk)/abs(lambda) ;
iter=iter+1;

end

vk=vk/norm(vk,1);

end
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% ./calculate_cr.m
function[cr]=calculate_cr(ci, n)
RI=[0,0,.52,.89,1.11,1.25,1.35,1.4,1.45,1.49,1.51,1.54,1.56];
if n <= 2
cr='Nije definirano';
else
cr=ci/RI(n);
end
end
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Sazetak

Rad se temelji na osnovnim rezultatima Thomasa L. Saatyja iz podrudja teorije odludi-
vanja. Predstavljena je potrebna teorijska podloga AHP metode kao i osnovni rezultati
i njihovi dokazi koji su potrebni za njenu prakti¢nu upotrebu. U radu je obradena, kao
jedna od mogucdih, metoda svojstvenog vektora. Za prakti¢no rjeSavanje navedenom me-
todom uvedena je metoda potencija za numericki izrac¢un svojstvenog vektora i svojstvene
vrijednosti. Nakon $to su ostvarene sve pretpostavke, u radu je predstavljeno programsko
rjeSenje za rjeSavanje problema odlucivanja u obliku grafickog sucelja koriste¢i AHP me-
todu za hijerarhiju s tri nivoa. Sinteza rada je primjer odabira kuée od nekoliko ponudenih
u odnosu na kriterije. Na samom kraju rada umetnut je programski kod prakti¢nog dijela
rada.

Kljué¢ne rijeci

AHP metoda, teorija odlucivanja, hijerarhijsko odlucivanje, konzistentnost, fundamen-
talna ljestvica, metoda svojstvenog vektora, metoda potencija, indikator konzistentnosti,
indeks konzistentnosti, omjer konzistentnosti, omjer nasumicne konzistentnosti, graficko
korisnic¢ko sucelje
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Title, summary and keywords

Title

Hierarchical Decision Making Using AHP Method

Summary

This paper is based on Thomas L. Saaty’s contributions to the decision theory. A ne-
cessary theoretical basis for AHP method is introduced, including general results and
proofs. This paper presents the principal eigenvalue method as one of the given possi-
bilities. Power method has been introduced for numerical calculating eigenvector and
eigenvalue of interest. After all conditions have been fulfilled, in this paper we show
software solution using graphical interface for solving decision problems for three-level
hierarchy. Paper synthesis is an example of choosing a house among several with respect
to the criterions. At last, we included program code for the practical part of the paper in
an appendix.

Keywords
AHP method, decision theory, hierarchical decision making, consistency, fundamental

scale, eigenvector method, power method, consistency indicators, consistency index, co-
nsistency ratio, random consistency ratio, graphical user interface
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