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Sazetak

U ovome radu proucit ¢emo neke aritmeticke funkcije,funkciju najvece cijelo i Mébiusovu funk-
ciju. Upoznat ¢emo se s njihovim osnovnim svojstvima, objasniti kako se racuna vrijednost
pojedine funkcije te sve upotpuniti odgovarajué¢im primjerima

Kljucne rijeci

Funkcija najvece cijelo, aritmeticke funkcije, Mobiusova funkcija, multiplikativna funkcija, prosti
brojevi
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Abstract

In this paper, we will consider some arithmetic functions, greatest integer function and Mobius
function. We will talk about their basic properties, explain how to calculate their value and
illustrate all of that with suitable examples.

Key words

Floor function, arithmetic functions, Mobius function, , multiplicative function, prime numbers.
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Uvod

Jedna od najstarijih grana matematike je aritmetika (gré. arithmos - broj i techne - umijece)
koja se bavi proucavanjem racunskih operacija s brojevima. Svojstva cijelih brojeva izucava
teorija brojeva, koja je ustvari dio aritmetike. Osnovni pojam u teoriji brojeva je pojam djelji-
vosti. Pomocu definicije djeljivosti mozemo slozene brojeve rastavljati na proste faktore.

Medu najznacajnijim funkcijama u teoriji brojeva su Mobiusova te aritmeticke funkcije koje
su osnova ovog rada. Proucavana su njihova vazna svojstva te kao bitan zakljucak napomenuto je
svojstvo multiplikativnosti zbog kojeg imaju veliku primjenu u matematici. U radu je primjena
aritmetickih funkcija posebno prikazana u proucavanju savrsenih brojeva. Pokazali smo na koji
nacin nam Mobiusova funkcija moze posluziti u racunanju ciklotomskih polinoma.
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1 FUNKCIJA NAJVECE CIJELO

1 Funkcija najvece cijelo

Krenemo li iz skupa realnih brojeva, ali i dalje su nam u interesu svojstva cijelih brojeva, sljedeca
funkcija nam za dani realan broj vraca cijeli broj.

Definicija 1.1. Za realan broj x, oznaka |x]| znaci najveéi cijeli broj mangi ili jednak broju x.

Funkcija je definirana za sve realne brojeve te uzima samo njihov cijeli dio, tj. [z] je jedins-
tveni cijeli broj takav da vrijedi
[z] <z < [z] + 1.

Razliku nekog realnog broja x i njegovog najveceg cijelog broja zovemo razlomljeni dio, a
oznacavamo s {z}. Dakle, vrijedi

{z} =z - [0],0< {z} < 1

Primjer 1.1. Odredimo vrijednost funkcije najvece cijelo za dane brojeve:

z | [z] | {z}
251 2[051
—3.88| —4]0.12
—7|=7| ©
6] 6/ 0

Osnovna svojstva funkcije z +— [z] dana su u sljede¢em teoremu.
Teorem 1.1. Neka su z @y realni brojevi. Tada vrijedi:

1 z]<z<[z]+l,z—1<[z]<z,0<z—[z] <1,

3 [x] = Zlgigx L, zaw=0,
3. [z +m] = [z] + m, za cijeli broj m.
4. [+l < fe+yl < ] + [yl + 1,
5. 2] + [-2] = {O, gkovje x cijel bmj’
—1, nace
6. [%] = [Z], za prirodan broj m,
7. —|—z| je najmanji cijeli broj veéi ili jednak x,

8. [z + %] je nagblizi cijeli broj broju x. Ako su dva cijela broja jednako udaljena od x, tada
uzimamo vect od ta dva.

9. —[—x + %] je nagblizi cijeli broj broju x. Ako su dva cijela broja jednako udaljena od x,
tada uzimamo manji od ta dva.

10. Ako su a i n prirodni brojevi, tada je [Z] broj cijelih brojeva izmedu 1 i n koji su djeljivi
sa a.



1 FUNKCIJA NAJVECE CIJELO

Dokaz.
1. Slijedi iz definicije funkcije najvece cijelo zapisane u algebarskom obliku.

2. Za x < 1 je suma prazna, a dogovor je da je takva suma 0. Za x > 0 suma broji pozitivne
i koji su manji ili jednaki od z, a taj broj je upravo [z].

3. Ocito iz definicije.

4. Nekajex =n+viy=m-+pugdjesumin cijeli brojevitakvidaje0 <rv <1i0< p<1.
Tada vrijedi

]+l =n+m<[nt+v+m+pl=lz+yl=
=n+m+yv+pu <n+m+1=[z]+[y]+ 1

5. Neka jez=n+wv. Odatle je —x =—n—14+1—-v2za0<1—v <1 Tada slijedi

0, ako jev =0

[x]—l—[—x]:n—l-[—n—l—i-l—lf]Zn—n—l-i-[l—’/]:{_1 skode vl

6. Nekajez=n+vin=qgn+rgdjeje0<rv<1i0<r <m—1. Tada slijedi

[E}:{mn+r+y}:q+{r+y]:q

m m m

za 0 <7+ v < m. Tada zbog jednakosti

slijedi tvrdnja teorema.

7. U prvoj tvrdnji ovog teorema zamijenimo x sa —z i dobijemo —x — 1 < [—z] < —z pa
vrijedi * < —[—z] < z + 1 sto dokazuje 7.

8. Neka je n najblizi cijeli broj broju x, odnosno veéi ako su jednako udaljeni. Tada

1 1
— l—-—<0< =
n T 5 =5
+1 =n-+ 9—1—1 =
T 5 =n 5 =93
za0§—9+%<1.

9. Sliéno kao prethodni dokaz.



1 FUNKCIJA NAJVECE CIJELO

10. Sve prirodne brojeve koji su manji ili jednaki od n ozna¢imo s a, 2a, 3a, ..., j-a. Onisu
djeljivi s @ pa moramo dokazati da je [2] = j. No, vidimo da je (j + 1)a > n pa vrijede

jra<n<(j+1)a

JEZ<j+1

Sljedeci teorem daje dekompoziciju od n! za cijeli broj n > 1.

Teorem 1.2 (de Polignacova formula). Neka je p prost broj. Najveéa potencija e takva da

p° | n! dana je izrazom
= [n
€= =1 .

Dokaz. Za slucaj kada je p' > n imamo [pﬂ] = 0 pa je prethodna suma konac¢na. Drugi slucaj

lako se pokaze matematickom indukcijom.
Baza Za 1! tvrdnja vrijedi.
Pretpostavka Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za (n — 1)!.

Korak Oznacimo s j najveéi cijeli broj takav da p’ | n. Kako je n! = n(n —1)!, treba pokazati

da je
= = = =1 )
=1 Z g |~ &
i—1 LP L P
Vrijedi
{n} {n—l} )1, akop'|n
Pt Pt B 0, inace
1 stoga

>[5 -3

1=1

Teorem mozemo dokazati i na drugi nacin tako da promatramo nenegativne cijele brojeve
ap, Gg, ..., a,. Oznac¢imo s f(1) broj svih takvih brojeva koji su vedi ili jednaki od 1, s
f(2) broj svih veéih ili jednakih od 2 i tako redom. Tada imamo

ZaiZZf(i)

buduéi da a; doprinosi 1 na svaki od brojeva f(1), f(2), ..., f(a;). Za 1 < j < n neka
je a; najvedi cijeli broj takav da p% | j. Tada vidimo da je e = a; + a2 + - - - + a,. Osim
toga, f(i) broji koliko ima cijelih brojeva manjih ili jednakih n koji su djeljivi s p*.

3



1 FUNKCIJA NAJVECE CIJELO

Dakle, f(k) broji cijele brojeve p*, 2pF, 3pF, ..., [ﬁ]pk te je f(k) = [ﬁ] Tada vidimo da
je
=Y a=Y =3 |5].
i=1 i=1 i=1

Pomocu formule (6) Teorema 1.1 mozemo lakse odrediti e iz gornjeg teorema.

Primjer 1.2. Odredimo najveéu potenciju broja 7 kojom je djeljivo 1000!.

Racunamo:

=142 G =20 [5F]=2 [ =0

Zbrajanjem rezultata dobivamo 7'%* | 1000!, a 7'6° ¥ 1000!.



2 ARITMETICKE FUNKCIJE

2 Aritmeticke funkcije

Funkcije definirane za sve prirodne brojeve n nazivaju se aritmeticke funkcije ili funkcije u teoriji
brojeva. Aritmeticka funkcija f za domenu ima prirodne brojeve dok joj je kodomena podskup
skupa kompleksnih brojeva.

Svojstvo multiplikativnosti funkcija u teoriji brojeva vrlo je vazno svojstvo koje ima primjenu
u gotovo svakom dokazu. Sve funkcije navedene dalje u radu imaju stvojstvo multiplikativnosti.
Definirajmo to svojstvo odmah na samom pocetku promatranja aritmetickih funkcija.

Definicija 2.1. Funkcija f: N — C je multiplikativna ako vrijeds
o f(1)=1,

o f(mn)= f(m)f(n) za relativno proste brojeve m i n.

Napomena 2.1. Aritmeticka funkcija je potpuno multiplikativna ako vrijedi
f(mn) = f(m)f(n)
za sve cijele brojeve m i n.

Definicija 2.2. Neka je n prirodan broj. Broj prirodnih brojeva uw nizu 1, ..., n koji su relativno
prosti s n oznaava se s p(n). Ovim je definirana funkcija ¢: N — N koja se naziva Eulerova
funkcija.

Primjer 2.1.
e(7) =6 ¢(6) =2 ©(1)=1.

Ako je p prost broj, tada je o(p) = p — 1. Osim toga, ako za neki prirodan broj n vrijedi
o(n) = n — 1, mozemo zakljuciti da je n relativno prost sa svakim mangjim prirodnim brojem.
Prema tome, n nema djeljitelja veceg od 1 © manjeg od n pa je prost.

Lema 2.1. Neka je p prost broj i k € N. Tada je p(p*) = p* — p*~1.

Dokaz. Neka je 1 < n < pF. Ako p ne dijeli n, tada su n i p* relativno prosti. Prema tome,
jedini brojevi u nizu 1,2, ..., p* koji nisu relativno prosti s p* su p, 2p, ..., p* = pF=1 . p. Takvih
brojeva ima p*~! te slijedi da je o(p*) = p* — pF~L. O

Pokazimo svojstvo multiplikativnosti Fulerove funkcije koje ¢e nam kasnije biti od velike
koristi.
Teorem 2.1. Eulerova funkcija je multiplikativna.
Dokaz. Od prije znamo da je ¢(1) = 1. Nadalje, neka su m i n relativno prosti cijeli brojevi.
Definirajmo skupove S; = {a € N: a < mn, (a,mn) = 1}, Sy = {a € N: a < m, (a,m) = 1} i
S3 ={a €N:a<n,(a,n) =1} Ocito je [Si] = p(mn), [Sz| = p(m) i |Ss] = ¢(n).

Zat € {0,1,...,mn — 1} neka je i(t) = (a,b) gdje je i: {0,1,...,mn—1} = {0,1,...,m —
1} x{0,1,...,n — 1} definirano s

i(t) = (t mod m,t mod n).

5



2 ARITMETICKE FUNKCIJE

Primijetimo da je (t,mn) = 1 ako i samo ako je (a,m) = (b,n) = 1.

Kako je t = kym + a = kon + b, slijedi da je svaki zajednicki prost djelitelj brojeva t i m
(odnosno, b i n) ujedno i zajednicki prost djelitelj brojeva a i m (odnosno, b i n). Prema tome,
restrikcija preslikavanja ¢ na skup S; je bijekcija sa skupa S; u skup Sy x Sz iz ¢ega slijedi
p(mn) = o(m)e(n). 2

Pokazimo primjenu gore dokazane multiplikativnosti Eulerove funkcije na neki slozeni pri-
rodan broj.

Primjer 2.2. lzracunajmo ¢(756).
Broj 756 mozZemo zapisati na sljedeéi nacin:

756 =92 . 3% .7,

Tada tmamo
p(756) = (228> 7) = p(2%) - 0(3°) - (7).

Sada iskoristimo Lemu 2.1 za racunanje vrijednosti Eulerove funkcije

B2 =P —2' =2
p(3%) = 3> -3 =18
(=T -7"=8.

Trazen rezultat je
©(756) =2 - 18 - 6 = 216.

Sljededi rezultat moze nam posluziti za racunanje vrijednosti Eulerovih funkcija za vece
prirodne brojeve.
Neka je n > 1 prirodan broj ¢iji je zapis u obliku umnoska prostih faktora oblika

Tada je
o(n) = e(pi* - pa? - - P*) = (1) - (P3?) - - - p(Pp*) =
e (i) (1) e (- 5)
=p ——|p ——-p —— =
! P1 2 P2 F Pk
1 1 1
—gfl— 2 [l a1 ——§.
P1 P2 Pk

Pokazimo gornji iskaz na primjeru slozenog broja.

Primjer 2.3. Izracunajmo vrijednost Fulerove funkcije za brojeve 36 i 85.

@(36):36-<1—%)-<1—%) _ 1
@(85):85-<1—é)-<1—%> — 64.

6



2 ARITMETICKE FUNKCIJE

Teorem 2.2. Za svaki prirodan broj n vrijed:
> o(d) =n.
dn
Dokaz. Neka je n = pi™* - p3?---pp*. Zbog multiplikativnosti funkcije ¢ imamo:

k

> o(d) =[]0+ e@) + o@) + - + opf)).

dn =1

Nadalje, mnozenjem desne strane gornjeg izraza dobivamo sumu faktora

e(?) - () = e} - - - pR¥)

gdjeje 0 < B < aq,1=1,...,k sto je upravo lijeva strana izraza. Tada je
k k
eld) =]+ @ —-1D+@ —p)+-+ @ —pi ) =] =n
din 1=1 i=1

0

Osim Eulerove funkcije, za prirodne brojeve mozemo definirati broj i sumu djelitelja koje su
takoder sve aritmeticke funkcije. Navedene su u definiciji.

Definicija 2.3. Za prirodne brojeve n definiramo sljedece funkcije
e d(n) je broj pozitivnih djelitelja od n,
e o(n) je suma pozitivnih djelitelja od n,
e o0;(n) je suma k-tih potencija pozitivnih djelitelja od n,
e w(n) je broj razlicitih prostih brojeva koji dijele n,
e Q(n) je broj prostih brojeva koji dijele n, racunajuéi kratnost.
Primjer 2.4. Neka je n = 12. Djelitelji broja 12 su 1,2,3,4,6,12. Tada je
d(12) =6 0(12) =28 0,(12) =210 w(12) =2 Q(12) = 3.

Broj k iz definicije moze biti bilo koji realan broj. Kompleksna vrijednost broja k koristi
se samo u naprednim istrazivanjima. Funkcija djelitelja d(n) je specijalan slucaj za k = 0,
tj. d(n) = oo(n). Sli¢no, vrijedi i o(n) = o1(n). Zbog lakseg razumijevanja i jednostavnosti
koristimo se simbolima za sumu »_, f(d) i produkt [, f(d) za f(d) za sve pozitivne djelitelje
d broja n. Stoga pisemo:

dn) =) 1, o(n)=> d, or(n) =Y d*
din

dln dln
win) =Y "1, Qn)=) a=>) 1
pln p*[|n pPln



2 ARITMETICKE FUNKCIJE

Teorem 2.3. Neka je f(n) multiplikativna funkcija i neka je F'(n) =3, f(d). Tada je F(n)
multiplikativna.

Dokaz. Pretpostavimo da je m = mymy gdje su my i my relativno prosti. Ako d|m, tada
uzmemo d; = (d,my) i dy = (d,my). Prema tome, d = dydy, dy|my i dy|ms.

Obratno, za dane di, ds djelitelje od m; i ms redom vrijedi da je d = dids djelitelj od m i
dy = (d,my), dy = (d, my). Na osnovu toga imamo jedan-jedan korespondenciju (vezu) izmedu
pozitivnih djelitelja d od m i parova pozitivnih djelitelja. Stoga, vrijedi

F(m) :Zf(d): Z Z f(didy)

d|m di|my da|ms

za svaku funkciju f. Kako je (di,dy) = 1, iz pretpostavke da je f multiplikativna slijedi da je
desna strana jednakosti

DN flfda) = [ Y fd) | | D] fd2) | = F(my)F(my).

dy|my da|ma dy|my da|ma

O

Trebamo li izracunati vrijednost funkcije o za velike prirodne brojeve, sljedeci teorem olaksava
nam racunanje sume djelitelja.

Teorem 2.4. Za svaki prirodan broj n vrijed:

-1
=11 (57),
pe|in
Dokaz. U slucaju n = 1, o = 0 za sve proste brojeve p, tada je svaki faktor u produktu jednak
1 pa slijedi da je o(1) = 1.
Nadalje, na definiciju o(n) = >, d mozemo primijeniti prethodni teorem f(n) = n, F(n) =
o(n). Prema tome, o(n) je multiplikativna pa je o(n) = [[o(p®). No, pozitivni djelitelji od p®

a+1_1
L ]
p—1

su 1,p, p?,...,p* &ija je suma

Primjer 2.5. Neka je n = 120 koji smo raspisali u obliku 120 = 23 -3 - 5.

Tada racunamo:
(120)_24—1 =1 52_1—360
“ ~3—1 3—1 &—1 O

Pokazimo da o ima svojstvo multiplikativnosti. Ocito je da vrijedi (1) = 1. Osim toga, za
prosti broj p vrijedi

pk+1_1
p—1"~
Promotrimo slucaj kada je n = p*q' gdje su p i q prosti brojevi. Tada imamo:
olp*d) = L+ p+ 9" =+ o+ o+ pg 4 plg 4 ot plgt ot
+q +pd +pd Pt =
=(L+p+p+ -+ )1 +g+ @+ +d) =
pk+1_1 ql+1_1

D TR =o(p*) - a(q").

o) =1+p+p'+ - +pt=
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Generalizacijom gornjeg izraza dobivamo
ko a1
p —1

il o(pi*)o(ps?) - - o(py*)

o(pi'py® - p") =
i=1
Slicno kao i za sumu djelitelja, broj djelitelja d za velike prirodne brojeve n mozemo na laksi

nacin izracunati primjenom formule iz sljedec¢eg teorema.

Teorem 2.5. Za svaki prirodan broj n vrijed:

din) = [ (e+1).

p*[|n

Dokaz. Neka je n =[] p* prikaz broja n u obliku produkta potencija prostih brojeva. Pozitivan
cijeli broj d = [[p® dijeli n ako i samo ako 0 < B(p) < a(p) za sve proste brojeve p. Kako
B(p) moze imati neke od sljede¢ih vrijednosti: 0,1, ..., a(p), slijedi da postoji a(p)+ 1 moguéih
vrijednosti za 3(p). Stoga je broj djelitelja od n dan izrazom [[ ., (a + 1). O
Posljedica ovog teorema je sljedece svojstvo: ako je (m,n) =1, onda d(mn) = d(m)d(n).

Primjer 2.6. Neka je n = 120. Rastavom na proste faktore dobivamo 120 = 23 -3 -5 pa je
d(120) = B3+ 1)(1+1)(1+1) = 16.

Posebno, izraz vrijedi ako su cijeli brojevi my, mo, ..., m, potencije razlicitih prostih brojeva.
Kako se svaki prirodan broj veéi od 1 moze faktorizirati kao produkt potencija razli¢itih prostih
brojeva,ako je f multiplikativna funkcija za koju znamo vrijednost f(p®) za svaki prosti broj
p 1 svaki prirodan broj « tada vrijednost f(n) za svaki prirodan broj n moze se lako odrediti
multipliciranjem.

Primjerice, f(3600) = f(2%)f(3?)f(52).

Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi. Prikazimo ih u obliku a = p{*p3?---pp* i
b= qllqg2 e qul. Buduéi da su a i b relativno prosti, mora vrijediti p; # ¢; za sve 7, j. Dakle,

@ v b= g P e P qflqu’ . -qfl odakle slijedi
d(ab) = (o1 +1) -+ (e +1) - (B1 +1) -+ (B + 1) = d(a)d(b).

Primjer 2.7. Za prirodan broj n kazemo da je savrsen ako je o(n) = 2n, tj. ako je n jednak
sumi svojih pravih djelitelja.

Na primger, 6 © 28 su savrsent brojevi.

n=6 o(6)=1+2+3+6=12=2-6
n =28 o(28) =142+4+7+14+28=56=2-28

Primjer 2.8. Dokazimo da je de d=! =2 ako 1 samo ako je n savrsen.

Naime, >
4 1_ 1_ d_ d]nd_a(n)
YAt =D = m =)= =

dn din dn d dln

Dakle, @ = 2 ako i samo ako je o(n) = 2n ako i samo ako je n savrien.

9



2 ARITMETICKE FUNKCIJE

Primjer 2.9. Pokazimo da je paran broj savrsen ako i samo ako je oblika 2P~(2P — 1) gdje su
p 1 2P — 1 prosti brojev.
Neka je m = 2"71(2" — 1). Tada imamo o(m) = 2m.

a(m) = (212" - 1)) =a(2" Vo (2® - 1) = = (2" —1)2" =

= Qs L — 1) = Dym.

gl

Primgjenili smo formule o(p’) = Eg iolp=p+1.
Nuje poznato postoji li neki neparan broj koji je savrsen.

Starim Grcima, oko 100 godina poslije Krista, bila su poznata samo ¢etiri savrsena broja.
Nikomah je u svojoj knjizi ,, Introductio Arithmeticae” kao savrsene brojeve naveo

P =6 By =28 P =496 Py = 8128

te je zakljucio da postoji jedan jednoznamenkasti, jedan dvoznamenkasti, jedan troznamenkasti
i jedan Cetveroznamenkasti savrsen broj. Na osnovu toga postavio je sljede¢e hipoteze koje su
pogresne

1. n-ti savrsen broj P, sadrzi to¢no n znamenki,

2. parni savrseni brojevi zavrSavaju naizmjence na 6 i 8.
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3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

3 Mobiusova funkcija

Definicija 3.1. Neka su f(x) i g(x) funkcije kojima je domena skup prirodnih ili realnih brojeva.
Pisemo f(x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C' takva da je

|f(z)| < Cy(z)

za svaki .

Napomena 3.1. Za funkciju najveée cijelo, [x] = v —{x}, moZemo pisati [x] = 24+ O(1) bududi
da je {x} funkcija odozgo omedena s 1.

|18
[

|

18

U narednim dokazima koristit éemo [n
/mldt<§:1 <1+/m1dt
. & n g &

Sto mozemo zapisati i na sljedec¢i nacin

= 24 0(1). Nadalje, zbog

1
Ogln[x]§2—<l+lnx,
n

sz

mozemo pisati

Zl =Inz + O(1).
ngxn

Definicija 3.2. Ako za prirodne brojeve n vrijeds

1, ako jen =1
g(m) = £ 0, ako je n kvadratno slobodan ,
(_

)%, ako je n kvadratno slobodan

pri cemu je k broj prostih faktora broja n, onda kazemo da je p(n) Mobiusova funkcija.

Primjer 3.1. Pogledajmo kako izgleda Mobiusova funkcija za neke prirodne brojeve:

Py ={-1)" = -1
w3 =(-1)"=-1
pd) = p(2*) =
p6) = (-1)* =1
u(8) = u(2*) =

Ako je p prost broj, onda je u(p) = —1.
Pokazimo neke zanimljive rezultate za prirodne brojeve koji se odnose na Mdébiusovu funk-

ciju.

11



3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

Primjer 3.2. Dokazite da za svaki n € N vrijeds
p(n)p(n + p(n +2)pu(n +3) = 0.

Naime, n,n + 1,n + 2,n + 3 su cetirt uzastopna prirodna broja pa je tocno jedan od njih
djeljiv s 4. Zbog toga je vrijednost Mobiusove funkcije u tom broju jednaka O te je 1 produkt
jednak 0.

Primjer 3.3. Nadimo prirodan broj n za koji vrijedi
pu(n) + p(n+1) + p(n +2) = 3.
Iz zadane jednadzbe zakljucujemo da mora vrijediti
u(n) = pln+1) = p(n+2) = 1.

Prema tome, n,n + 1,n + 2 su tri uzastopna prirodna broja od kojih niti jedan nije prost jer je
vrijednost Mobiusove funkcije za prost broj jednaka —1. Nadalje, niti jedan od ta tri broja ne
smije biti visekratnik od 4 jer je u(4) = 0. Zakljucujemo da su to brojevi oblika 4k + 1, 4k +2 i
4k + 3. Trazeni brojevi su 33, 34 + 35 koje rastavljamo na 3-11, 2-17 1 5-7 te za svaki od njih
vrijedi p(n) = (—=1)% =1 $to u sumi zadovoljava zadani izraz.

Nadalje, pokazimo koja svojstva ima Mobiusova funkcija.

Teorem 3.1. Funkcija u(n) je multiplikationa i vrijedi

1, akojen=1

d) = 2
;M( ) {0, ako jen > 1

Dokaz. 1z definicije zakljucujemo da je p(n) multiplikativna. Ako je F(n) =3 , u(d), tada je
F(n) multiplikativna po Teoremu 2.3.

Vidimo da je F(1) = p(l) = 1. Ako je n > 1, @ > 0 za neki prosti broj p, tada je
F(p*) =50 w(p®) =1+ (1) = 0 sto je zeljeni rezultat.

Isto mozemo dokazati pomoc¢u kvadratno slobodnih djelitelja d od n s to¢no k prostih faktora.
Takvih djelitelja ima (w(k")) od kojih svaki pridonosi u(d) = (—1)*. Tada je...

(wgfn)> ()= 1 — 2,

w(n

=

k=0
U

Budué¢i da smo pokazali da je p multiplikativna funkcija, takoder slijedi da je i funkcija
v: N — C definirana s
v(n) =) u(d)
din
multiplikativna. To znaci da je v(1) = 1, dok za n > 1 vrijedi
v(n) = v(pi* - pp*) =v(p!) - v(pe) =

= (u(1) + plpr) + p(@3) + ) -+ (1) 4+ ppr) + @) +---) =
:(1_1+0+...)...(1_1+0+...):0.

Dobiveni rezultat ima kljuénu ulogu u dokazu sljedeé¢eg teorema.

12



3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

Teorem 3.2 (Mobiusova formula inverzije). Neka je f: N — C proizvoljna funkcija te neka je
F(n) =>4, f(d), n € N. Tada je

-Suar (3)

din

Obratno, ako je f(n) =3 4, u(d)F (%) za svakin € Z, onda je F(n) = > am F(d).

Dokaz. Imamo

S udF () =D ud) Y fd) =Y () Zu =" fdyw (5) = o).

din dn 'z d'|n d'|n
Da bismo dokazali obrat, zapisimo f(n) = _,, u(d)F (%) na sljede¢i nacin:
n !
f) =Y n () F().
d'|n
Pomocéu tog zapisa dobijemo

S =31(5) =23 u(5) F@) =Y Fw (5) = Fo.

din din dn d'|% d'|n

Primijenimo li gornji teorem na rezultat Teorema 2.2 >, ¢(d) = n, dobijemo

d
ROV

din

Na taj nacin vidimo kako povezati Mobiusovu i Eulerovu funkciju sto éemo pokazati u sljede¢em
primjeru

Primjer 3.4. [zracunajmo ponovno ¢(756) koristecéi vrijednosti Mébiusovih funkcija.
Dyjelitelfi broja T56 su: 1, 2, 3, 4,7, 9, 12, 14, 18, 21, 27, 28, 36, 42, 54, 63, B4, 108, 126,
189, 252, 378 1 756. Po formuli imamo

o(756) Z’“‘ —7562@—

dn d|756

p(1) | p(2) n(378) | pu(756)
_756<T+T+”'+ 378 | 756 )

Vrijednosti Mébiusove funkcije su: p(l) = 1, p(2) = —1, u(3) = =1, p(6) =1, p(7) = —1
p(14) =1, pw(21) =1 i p(42) = —1. Ostale vrijednosti su 0. Konacno dobivamo

b

756 1+_1+_1+1+ i i) =26
2 8 "6 7 "1 2L 42) T
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3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

Primjenu Mo6biusove funkcije mozemo naéi racunajuéi ciklotomske polinome. Na samom
pocetku prisjetiti ¢emo se osnovnih pojmova te problema koji se javljaju rjesavajuc¢i polinome
u skupu prirodnih brojeva R te prosirenje rjesena na skup kompleksih brojeva C.

Neka je a n-ti korijen broja b sto zapisujemo b" = a. Kvadratni korijen broja 1 je 1 jer je
1-1 =1, ali (-1)(-1) = 1, te je -1 isto kvadratni korijen od 1. Kazemo da postoje dva kvadratna
korijena broja 1. Ako pogledamo kubni korijen broja 1 tada 1 nije rjesenje jer je (-1)(-1)(-1)
= -1. Dakle, gledajué¢i u skupu realnih brojeva postoji samo jedno rjesenje i to je broj 1, no u
skupu kompleksnih brojeva C mozemo pronaci tri kubna korijena broja 1.

Broj mozemo zapisati u obliku

') = cos(nz) + i sin(nz),

gdje je m cijeli broj, a x moze biti kompleksan broj.Trazeci rjesenje u skupu kompleksnih brojeva
postoji tocno n razlicitih n-tih korijena broja 1. Podijelimo li jedini¢nu kruznicu na n jednakih
dijelova, koristec¢i n tocaka lako je pronaci rjesenja.

Kompleksan broj z nazivamo n-tim korijenom iz jedinice, gdje je n prirodan broj, ako je
" =1.

Uzmemo li kompleksan broj z kojemu je apsolutna vrijednost jednaka 1 te ga zapisemo u
polarnim koordinatama

z =cosf + isind,

tada ga mozemo lako potencirati koristeé¢i formulu za potenciranje kompleksnog broja

2" = (cos @ +isinf)" = cos(n - 0) +isin(n - 6).
Tada iz jednakosti nf = 0+ 2kw za k =0,1,...,n — 1 slijedi da je 6 = %Tﬂ Korijeni iz jedinice
dani suse%Tw, ma e =04, .. =1

Definicija 3.3. KaZemo da je n-ti korijen iz jedinice primitwan ako je oblika ¢k (¢, je kom-
pleksan broj e%) gdje sun i k relativno prosti.

Definicija 3.4. Neka je n cijeli broj te neka je C* primitivni n-ti korijen iz jedinice. Tada n-ti
ciklotomski polinom ®,(z) glasi

u@)= [ (-

1<k<n
gdje su korijeni primitivni n-ti korijeni iz jedinice.
Teorem 3.3. Neka je n cijeli broj. Tada vrijeds

g — 1 = H O 4(x)
dln
gdje je d pravi dijelitelj od n.
Dokaz. Korijeni od 2™ — 1 su upravo n-ti korijeni iz jedinice. Nadalje, ako je ¢ n-ti korijen iz
jedinice reda d, tada je ¢ primitivni d-ti korijen iz jedinice pa je i nultocka od ®4(x).
Kako d | n, ¢ je korijen desne strane izraza teorema. Iz toga zakljuc¢ujemo da su polinomi s
lijeve i desne strane istog stupnja te imaju iste korjene. U
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3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

Postoji jedan nacin za pronalazenje n-tog ciklotomskog polinoma koji je ponekad jednostav-
niji i brzi:
gt— 1
®n(2) = T3
[1; ®a(z)

gdje je d prolazi po skupu pravih dijelitelja od n.

Primjer 3.5. Pokazat cemo neke vrijednosti ciklotomskih polinoma

O(z)=x—-1
| i |
@ = — = 1
2(2) O(z) -1 ol
3 =1 3 —1
3(2) O(z) -1 SR
2—1
By(1) = ——— =241
= g @
o5 _x5—1_ 4 3 2 1
5(x) = 5.02) ="+t +ar+
0 —1
Pg(x) = = — 1
N P EaT X s R

Sljede¢im teoremom povezati ¢emo izraz iz prethodnog teorema sa Mobiusovom funkcijom
preko koje ¢emo racunati polinome.

Teorem 3.4. Neka je n pozitivan cijeli broj te u Mobiusova funkcija. Tada vrijeds

®,(x) = [ (= — 1)(8).

din
Dokaz se moze pronaéi u [2].

Primjer 3.6. Izracunajmo ®4(x) pomocu gornjeg teorema.

=l

B4(z) = (z — 1)) 4 (22 — 1)#B) ¢ (2t — () =

4

-1
L =z 4+ 1.

:(:E—l)o—i—(x—l)_l—i—(:ﬂ—l)l:mz_l

Dokazano je da su svi koeficijenti ciklotomskih polinoma ®,,(z) cijeli brojevi.
Vrlo vazno pitanje je kako se asimptotski ponasaju aritmeticke funkcije tj. kako izgledaju

sume oblika ) <zt (n) za dovoljno veliki realan broj z. Na to pitanje pokusati ¢emo odgovoriti
za vec spomenute funkcije d, o 1 .
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3 MOBIUSOVA FUNKCILJA

Propozicija 3.1. Za aritmeticke funkcije vrijedi:
1. Y < d(n) =zlnz + O(x),

2. Y n<eo(n) = Lr2z? 4+ O(znw),

8. Y om<ap(n) = 3 .22+ O(zlnx).
Dokaz.

1L

Sdm=33"1=331=3 5] =D (5 +00) =ze+O0@).

n<z n<z din d<z m<% d<z d<z

Dokazi ostalih tvrdnji mogu se naéi u [1].

Moze se pokazati da je

ng(n) ~ %ﬁ i Zn ~ %xQ.

N<® n<y

Rezultat mozemo interpretirati tako da kazemo da je vjerojatnost da su dva nasumece iza-
brana cijela broja relativno prosta jednaka

anx (p(n) —~ %xQ E

~

= ~ (0.6079.
D n<a ™ %:ﬁ w2
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