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Uvod

U prvom poglavlju su objasnjeni razlozi zasto je vazna matematika u svakodne-
vnom zivotu, iako pomisao na matematiku mnogim ljudima izaziva strah. Provedeno
je istrazivanje u kojem se razmatra kako djeca u¢e matematiku i kako se to znanje o
ucenju moze primijeniti u praksi. Prikazane su poteskocée s kojima se ucenici susrecu
te su istaknuti problemi nastavnika u poducavanju matematike. Na kraju poglavlja
su prikazani raznovrsni pristupi poducavanja koje nastavnici mogu koristiti za lakse

svladavanje gradiva predvideno kurikulumom:.

U drugom poglavlju se razmatra koje su uobicajne pogreske koje ucenici ¢ine
pri susretu s algebrom. Objasnjeno je kako dolazi do njih te $to nastavnici mogu
uciniti kako bi ispravili te pogreske. Prikazani su raznovrsni pristupi u ucenju i
poducavanju koji utjec¢u na kvalitetu poducavanja algebre. Ne postoji najbolji na-
¢in za poducavanje algebre, potrebno je prilagoditi pristupe poducavanja ciljevima

kurikuluma te potrebama samih ucenika.

U posljednjem poglavlju je prikazano zasto je vazna geometrija u kurikulumu
skolske matematike. Dva blisko povezana stajalista geometrije u dvodimenzionalnoj
i trodimenzionalnoj geometriji su prostorno glediste i razumijevanje geometrijske
teorije. Njegovanje vizualizacije i prostornog rasudivanja pri pocetnim susretima
s geometrijom olakSava ucenicima razvijanje deduktivnog rasudivanja. Prostorno i
deduktivno rasudivanje su isprepletena gledista geometrije u kurikulumu i u podu-
Cavanju, stoga trebaju biti povezani kao neodvojivi dijelovi zajednicke cjeline.



1 Poteskoée u poducavanju matematike

Sposobnost brojanja i ra¢unanja, rjesavanje problema, primjena matematickih
ideja 1 vjestina uvelike utjece na svakodnevni zivot. Potreba za matematikom po-
sebno se isti¢e u tehnologiji gdje razumijevanje brojeva i njihovih odnosa te vjestine
za rjeSavanje problema povec¢avaju njezinu vaznost Sto zahtjeva napredniju razinu
spretnosti. Matematika je Cesto veliki izazov za ucenike razli¢itih sposobnosti u
savladavanju materije predmeta. Predvideni program kurikuluma matematike u-
smjeren je na nastavu koja je podjednaka za sve ucenike. Poteskoée u ucenju mate-
matike mogu se pojaviti u jednom ili vise podrucja te mogu biti privremeni ili trajni
problemi koji se pojavljuju u razli¢itim razdobljima ucenikova ucenja. Potrebni su
raznoliki pristupi u nastavi jer se potesko¢e mogu pojaviti kod ucenika razli¢ite dobi

i u razli¢itim matematickim podruc¢jima.

U zelji za $to boljim svladavanjem programa provode se istrazivanja kako djeca
uce te kako im pomoé¢i u svladavanju materije. Britanska je organizacija Nuffield!
predlozila i financirala istrazivanje na temu kako djeca uce matematiku u dobi od
5 do 16 godina. Za ucenike visih razreda osnovnih skola susret s novim pojmo-
vima u formalnom matematickom obrazovanju mogu se ¢initi kao nabacane ideje.
Novi nacini rada, potencijalno zbunjujuéi prikazi te nove formalne ideje koje nije
lako odmah primijeniti u svakodnevnom Zzivotu ucenicima uvelike otezavaju razu-
mijevanje matematike. Postoje znacajni novi koncepti u primjerice vjerojatnosti,
trigonometriji i funkcijama koji povecavaju rast matematickog razumijevanja kod
ucenika. Stoga struc¢njaci nastoje obuhvatiti eksperimentalno poducavanje kako bi
potakli nastavnike da u poduc¢avanju primjene neke drugacije pristupe.

Pristupi u poducavanju ucenika visih razreda osnovne gkole su usmjereni prema
posebnim ciljevima ucenja koji su cesto u jednakoj mjeri drustveni, motivirajuci
i intelektualni. Medutim, postoje posebni nacini ucenja i poduc¢avanja pojedinih
tema koje se uce instrumentalno ili proceduralno, kao $to su rjesavanje jednadzbi
ili dokazivanje teorema. Dodatni problem nastavnika visih razreda je $to nemaju

uvid u sistematsko znanje koje ucenici stjeCu u nizim razredima. To su veoma vazna

'Dobrotvorna organizacija koja se bavi financiranjem istraZivanja i inovacije u obrazovanju i
drustvenim podruéjima, te u znanosti i drustvenim znanostima.



pitanje za daljni rad s djecom jer se matematicko znanje nadograduje. Nastavnici
nisu uvijek svjesni moraju li ponoviti neke osnovne pojmove s u¢enicima. Stoga su
potrebna istrazivanja kako ucenici uce u nizim razredima kako bi rad s ucenicima

bio sto kvalitetniji.
Istrazivanje se oslanja na:
e teoretsko objasnjenje kako djeca uc¢e matematiku

e ucenje matematike u visim razredima osnovne skole

e ucenicke pogreske, te ogledna predavanja koja ukazuju na nacine uspjesnog

ucenja
e prednosti i nedostatke pojedinih pristupa poducavanja

Ciljevi matematickog obrazovanja te $to bi ucenici trebali razumijeti i primije-
niti u odredenim godinama se razlikuju medu zemljama, metodama ocjenjivanja,
pa ¢ak i medu nastavnicima. Problem koji se neprestano javlja stru¢njacima koji
izraduju kurikulume je prepoznavanje kljucnih ideja u ucenju matematike. Struc-
njaci stoga donose razlic¢ite odluke za razli¢ite svrhe. Izvjesée Europskog odbora je

okarakteriziralo "velike ideje" u matematici kao:

e veliki potencijal za razvijanje konceptualnog znanja
e znacajni razvoj znanja matematike kao znanstvenog predmeta
e poticaj na razgovor i raspravu o matematici

e ohrabrujuce povratne informacije o na¢inu poducavanja koje dobije nastavnik

Iako je istrazivanje usmjereno na ucenike visih razreda osnovne Skole, neizbjezno
je spustanje na razinu ucenika nizih razreda. Razlog tomu lezi u vaznosti nado-
gradivanja znanja na veé¢ postoje¢e. Pojedina podrucja matematike predstavljaju
razli¢ite nacine razumijevanja i aktivnosti u matematici. Neke od ideja su kljucne
za veéinu razli¢itih grana matematike. Snazne implicitne ideje su protkane u kuri-
kulum matematike na nac¢in koji karakterizira $to ¢ini matematiku matematikom.
Neke od najsnaznijih ideja su sveprisutne, kao $to su: varijable, proporcionalnost,
sli¢nost, simetri¢nost, linearnost, mjerenje, predvidanje, preciznost i dr. Izazov koji
se namece nastavnicima je kako uciniti ove ideje ekplicitnijima. Razvijanje matema-

tickog misljenja kod ucenika vazno je kako bi ga mogli primijeniti u novonastalim



situacijama, Sto ¢e im pomodéi u kasnijim zivotnim izazovima.

Ucenici se u visim razredima osnovne Skole nalaze u fazi ucenja za koju je kara-
kteristicna promjena od formaliziranja svakodnevnog razumijevanja do ucenja novih
formalnih ideja koje je tesko susreti u svakodnevnom zivotu. Iskustveno znanje je
pocetna tocka za razvoj rasudivanja za mlade ucenike, jer se tada ideje mogu na-
dogradivati u sitacijama koje se rjede mogu iskusiti. Usporedno, stariji ucenici se
upoznaju s formalnim idejama koje nisu intuitivne, ali nude nove poglede na po-
jave unutar i izvan matematike. Istrazivanje o u¢enju na ovoj razini se ¢esto svodi
na uobicajne pogreske. Razlog zbog kojih ¢esto dolazi do pogresaka su posebno
osmisljene okoline u kojima se poducava. Na ovoj razini ucenja mnogo toga ovisi o

ciljevima kurikuluma, poretku tema, koristenju alata i pedagogiji.

Odrzivi kurikulum sa stajalista vrijednosti uc¢enika je bitan za kasnije kolovanje
i zaposljavanje. Istrazivanje ukazuje na potrebu za drugacijim, kvalitetnijim kuriku-
lumom od onih koji ograni¢avaju upitne teme organizirane u tradicionalni poredak.
Ucenici su Cesto zbunjeni jer se oslanjaju na ono Sto su naucili ili nisu naucili, pod
utjecajem proslih iskustava ili nisu tecni s dvoznac¢nim zapisima koji zahtjevaju po-
sebno tumacenje i iskustvo koje se ponavlja. Brzaju koriste¢i postupke s kojima
su se nedavno susreli i usvojili bez da s razumijevanjem pristupe rjeSavanju danog
zadatka. U isto vrijeme znaju zanemariti, ili ne pokusavaju koristiti strukture, veze

i smislene postupke koje mozda nisu vidljive na prvi pogled.

Visestruko svrhovito iskustvo unutar i izvan matematike moze olaksati i pota-
knuti snazno i znacajno matematicko misljenje kod ucenika adolescenata. Takvo
ucenje zahtjeva dodatne napore i duze vremensko razdoblje te ¢esto moze biti zbr-
kano. Ucenici mozda neée koristiti nove ideje spontano, ali ¢e im biti dostupne
ukoliko se njeguju. Iskustva iz svakodnevnog Zivota Cesto se u nastavi koriste kao

motivacija, no moze ogranicavati u¢enje u jednostavnim situacijama.

Graficki zorni prikazi su vazna svojstva matematike i klju¢ni alat u u¢enju ma-
tematike, posebice upotreba visestrukih povezanih prikaza. Vizualne pojave i crtezi
na percepiranim prikazima mogu pomoci ucenicima pri susretu s novim gradivom.
Konceptualni se razvoj ¢esto nalazi u prepoznavanju snage prikaza ili sastavnih veza

izmedu prikaza. Koristeéi graficke prikaze, ucenici mogu prepoznati da se osnovna



matematicka ideja moze prosiriti i u neoc¢ekivane domene. Pristupi u poducavanju
grafickih prikaza trebaju olaksati vezu izmedu grafickih i drugih prikaza kao sto su
algebarski, tabli¢ni i racunalni prikaz. Ucenici mogu razviti naviku prikazivanja po-
dataka graficki proizvedenih sitaucijski i analiziranjem ponaSanja pojmova u zbirci
funkcija i drugih matematickih alata.

Postoje razni racunalni programi? koji sluze kao pomoé¢ u uéenju i poducava-
nju matematike. Uvjezbajaci koriStenje pazljivo osmisljenih ra¢unalnih programa,
ucenici mogu postaviti bitna pitanja i angazirati se ispitivanju novih pristupa, ra-
zvijajuéi vijestine za buduée gkolovanje i zaposljavanje. Na primjer, koriste¢i Logo?,
ucenici mogu upravljati u kojem smjeru ¢e se odvijati njihov projekt. Za napre-
dovanje njihova projekta, ucenici trebaju oznaciti znacenje varijable kako bi razvili
opcenitije postupke koje bi mogli iskoristiti u¢inkovitije. Koristenje matematike kao
sredstvo za rjeSavanje problema postaje veoma vazna vjestina u buduc¢em skolovanju

1 pri zaposljavanju.

2Primjeri rac¢unalni programi za algebru: Mathematica, Wolfram Alpha, Maple
3Jednostavni programski jezik za poducavanje i udenje matematike



2 QOdnosi izmedu koli¢ina i algebarski izrazi

Algebra je jedna od najistrazivanijih podrudja u matematickom obrazovanju.
Razlog tomu je sredisnja svrha algebre u skolskom kurikulumu. Ucenje algebre bez
razumijevanja uzrokuje zbrku i nezadovoljstvo kod ucenika. U proslosti skolska a-
lgebra je uglavnom bila usmjerena na pretvaranje izraza i jednadzbi koje je lakse za
koristiti i povezati s grafovima. Napredovanjem tehnologije mnogi zadaci se mogu
rijesiti koristeé¢i ra¢unalne programe, no ucenici jos uvijek moraju znati konstruirati
i prepoznati algebarske izraze u njihovim razli¢itim oblicima, pa se iz tog razloga
namecu novi obrazovni zadaci: koriStenje algebarskih metoda kako bi se modeli-
rali, razumijeli, upravljali i predvidjeli odnosi izmedu koli¢ina i varijabli. Znacenje’
u skolskoj algebri dolazi od nacina na koji se izrazavaju odnosi izmedu koli¢ina i
varijable. ’Odnosi izmedu koli¢ina’ i "algebarsko rasudivanje’ su protkani kroz mate-
matiku. Rukovanje algebarskim izrazima omogucuje nam izrazavanje matematickih
veza na razli¢ite nacine i vece znanje o njima. lako je te¢no pretvaranje vrijedna
vjestina koju je lako ispitati, javnim prikazom skolskog kurikuluma dominira rukova-
nje algebarskim izraza bez razumijevanja. Kroz nastavne metode nastavnici moraju
ucenike preusmjeriti sa razmisljanja o matematici kao ra¢unanju s brojevima, prema

shva¢anju matematike kao nacinu logickog razmisljanja.

Razumijevanje algebre ukljucuje:

e formuliranje, pretvaranje i razumijevanje generaliziranja numerickih i prosto-

rnih situacija i odnosa

e koriStenje simbola za predvidanje i objasnjavanje matematickih i drugih situ-
acija

e kontroliranje, koriStenje, razumijevanje i prilagodavanje tabli¢nih prikaza, bilo
grafickim prikazima ili programima za baze podataka

Pojedinosti algebre ¢esto su u udzbenicima prikazani drugacije nego sto zahtjeva
kurikulum, usmjeravajucéi se uglavnom na formuliranje zadataka s rije¢ima i tra-
nsformiranje faktorizacijom, promjenom mjesta i grupiranjem u monome. Skolska
algebra je usmjerena na rjesavanje jednadzbi, funkcija i grafova. Osmisljavajuéi

vlastite metode ra¢unanja ili koristeéi aritmeticke metode, ucenici razumiju i koriste



osnovne veze koje kasnije mogu izraziti algebarski. Najjednostavnija upotreba alge-
bre je izrazavanje odnosa izmedu brojeva jer su ucenici ve¢ upoznati s tim odnosima.
Na primjer, pronalazenje nepoznanice = u izrazu 2+ = 5 ukljucuje operaciju zbra-
janja. Ucenici znaju da je odgovor broj 3. Sli¢no, izraz a+b—a = b izrazava relaciju
koju ucenik moze primjeniti kad ga se pita da izrazuna koliko je 37 4+ 49 — 37.
Kako bi se bolje razumijela algebra, potrebno je usmjeriti paznju na Siroku do-
stupnost simbolic¢kih transformacija koje mogu preobraziti izraze, rijesiti jednadzbe
i sprovesti ostale algebarske vjestine. Racunalni programi koji se time bave su do-
stupni i besplatni za ucenike koji imaju pristup internetu. Njihova uporaba moze
pomod¢i ucenicima pri rjeSavanju problemskih zadataka. Ipak ucenici moraju razu-

mijeti kako program radi i zaSto, Sto se moze postiéi iz algebarskog razumijevanja.

2.1 Sto ucenici uce?

U nizim razredima osnovne Skole ucenici se susre¢u s nekoliko ra¢unskih radnji.
Veéina ucenika dobro razumije operaciju zbrajanja. Znaju da za tri broja koja su
povezana izrazom a + b = ¢ vrijedi: b+a =c, c=a+b, c=b+a,c—b = a,
c—a=b,a=c—b, b= c—a. Svoje znanje vjerojatno nece izraziti koriste¢i simbole,
ali su vec¢ iskusili koristenje ovih varijacija. Znanje da se sve varijante mogu primje-
niti u pojedinim sluc¢ajevima te znanje da su istinite za sve slucajeve je razlog za
karakteristicno napredovanje razumijevanja algebre. Neki ucenici, ovisno o proslim
iskustvima, su u stanju izrazavati ovu vezu algebarski. Takoder znaju da vrijedi

a+(b+c) = (a+b)+ ¢, no mogu se zbuniti ukoliko se radi o negativnim brojevima.

Kad se radi o mnozenju, veéina ucenika zna da iz ab = c slijedi ba = ¢ ako su
brojevi prirodni. Ve¢ina takoder zna da iz pocetne jednakosti slijedi ¢ = ab i ¢ = ba,
iako mozda ne znaju izraziti te jednakosti simbolima. Znanje o jednakostima moze
ovisiti o ¢injenici jesu li dobro upoznati s pravilima mnozenja te mogu li prepoznati
faktore. Ucenici bolje razumiju odnose kod zbrajanja nego mnozenja, i vjerojatno
ne razumiju u potpunosti kako je dijeljenje inverzna operacija mnozenja. Naglasak
na mentalne metode i osmisljavanje vlastitih metoda racunanja, omogucuje u¢eniku

bira svoje najdraze metode koje koristi pri racunanju.

Primjerice, dodavanje istog broja razlici dva broja nece utjecati na njihovu ra-

zliku: (a+d)—(b+d) = a—b. Tu ¢injenicu mozemo prikazati i na brojevnom pravcu:
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a b (a+d) (b+d)

Slika 1: Prikaz na brojevnom pravcu

Takoder znaju da se jednakost nece promijeniti ako prvo zbroje dva broja, a zatim
pomnoze skalarom, ili svaki broj prvo pomnoze sa skalarom, te ih zatim zbroje.
Razumijevanje distributivnosti i asocijativnosti na intuitivnoj razini se moze postiéi
ako ucenici pri racunanju velikih brojeva koriste metodu 'komadanja’. Primjerice,
u zbroju 1296 + 687 trebaju zaokruziti pribrojnike na stotice i primjetiti da je zbroj
1296 + 687 priblizno zbroju 1300 + 700 koji je jednak 2000. Rezultat pribrojnika
1296 + 687 je 1983 sto je priblizno broju 2000.

Veze izmedu koli¢ina mogu se razumijeti i bez poznavanja stvarnih koli¢ina. Cak
i vrlo mlada djeca mogu razumijeti veze izmedu nemjerljivih koli¢ina usporedivajuéi
ih. Razumijevanje veza izmedu koli¢ina je zapravo osnova za algebarsko razumije-
vanje. Na primjer, uCenici znaju da ako je a > bi b > ¢, onda je i a > ¢ te znaju
izraziti te odnose iako ne znaju vrijednosti brojeva a, b i ¢. Sli¢no, znaju da ako
jea = 2bib = 2c, onda je a = 4c. Neki ucenici znaju izraziti veze izmedu koli-
¢ina algebarski ili su upoznati s nekim algebarskim formulama kao sto je formula
za povrsinu pravokutnika, a - b gdje je a duljina i b Sirina. Upotreba pretvorbe i
formule za povrsine, opseg i volumen su korisno predznanje za algebru. Ucenici
takoder mogu biti u mogucénosti baratati s problemima ’skrivenih brojeva’ u kojima
nepoznati brojevi upotpunjuju brojevnu izjavu. Zadatak poducavanja algebre je
ujedinjavanje iskustva ranijeg obrazovanja sa ciljevima algebarskog razumijevanja,

te dodatni zadatak razvijanja tecnosti u tehnici koja ¢ini to ujedinjavanje mogudéim.

Vecina istrazivanja koja ukljucuje algebru usmjerena je na ucenicke pogreske.

Potraga za opcenitim pogreskama daje uvid kako ucenici dozivljavaju algebru. Pri-
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mjerice, do mnogih pogreska dolazi zbog slabog razumijevanja simbola. Povijest
ucenja i poducavanja algebre ukazuje nam da isticanje apstraktnih manipulacija,
razdvojenih od relacijskih znac¢enja, mogu uzrokovati rad sklon pogreskama i tako-
der nezadovoljstvo s matematikom. Daljnji izvori pogreski su nejasnoce povezane
s algebrom, posebice praznine izmedu aritmetickog i algebarskog razumijevanja i
simbola. Konac¢no, ucenici ¢esto uzurbano primjenjuju posljednju stvar koju su na-
ucili, ili reagiraju na vizualni prikaz, radije nego da ’procitaju’ znacenje algebarskih

izraza u odnosima koji su prikazani.

2.2 Problemi s tumacenjem simbola

Ucenici na razli¢ite nacine koriste slova kako bi razumjeli i koristili simboliku

algebre, te izrazavali veze. Ucenici stoga mogu:

e procijeniti vrijednost slova, na primjer a = 1

zanemariti slova, na primjer monom 3a zamjene s 3

smatrati slova kraticom, na primjer a = auto

koristiti slova kao posebne nepoznanice koje treba pronadi

koristiti slova kao opcenite brojeve
e koristiti slova kao varijable
Dodatne poteskoce s kojima se ucenici susrec¢u su:

e Neki ucenici smatraju da razli¢ita slova moraju imati razli¢ite vrijednosti, npr.

u jednadzbi 3x + by = 8 ne prihvacaju da je rjesenje x =y = 1.

e Suprotno tome, neki ucenici pak smatraju da isto slovo ne moze imati razlicite
vrijednosti u jednom problemu, kao na primjer jedndzba koja ima visestruka

rjeSenja.
e Ucenici mogu ocekivati da isto slovo ima istu vrijednost u razli¢itim zadacima.

e Upotreba slova u algebri mogu navesti ucenike da oc¢ekuju da vrijednost bro-
jeva je povezana s abecedom. Na primjer, a = 1, b = 2,..., stoga je y > p jer

je y abecedno nakon p.
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e U algebri slova ne oznacavaju objekte kao na primjer a za auto, ali se koriste

za oznacavanje jedinica (m za metar).

e Slova su u nekim udzbenicima uvijek poredani abecedno, ali u algebri to nije

pravilo, npr. px + qy = k.

Algebarska pravila nisu uvijek o¢igledna, ve¢ su ¢esto u udzbenicima i kurikulumima
zapostavljena. Kao $to uCenici moraju razumijeti da znak "=’ oznacava jednakost, a
ne iznos, moraju razumijeti i znac¢enje ekvivalencije i istovjetnost. Vazno je da razu-
miju razliku izmedu sljedeca dva izraza: 3(xr+2) =32 +613(zx+2) =2z — 7. Prvi
izraz oznacava jednakost s lijeve i desne strane znaka '=’, dok drugi izraz je jednazba
s nepoznanicom x. Daljnji problem s kojim se susre¢u ucenici i nastavnici je ¢injenica
da slova mogu predstavljati oznaku, poznanice, nepoznanice, varijable, parametre
ili konstante, te neka slova imaju posebna znacenja. Ucenici trebaju biti svjesni
razlike izmedu formula (povezivanje koli¢ina), jednadzbi (nepoznanica x), istovje-
tnosti (z je argument funkcije), svojstva (generaliziranje obrazaca) i funkcija (veze
izmedu varijabli). Takoder trebaju iskusiti Sirok raspon algebarskih postupaka: pre-
tvaranje, generaliziranje, rjeSavanje, pojednostavljivanje, crtanje i izrazavanje veza

i struktura. Samo znanje da ’slova predstavljaju brojeve’ nije dovoljno.

Za ilustraciju sloZenosti razumijevanja simbola namece se pitanje:
Za koje vrijednosti parametara p i q jednadzba (p + 2q)x* +x = 52° + (3p — q)x je
istitnita za svaku vrijednost od x?

Za rjeSavanje ovog problema jako je vazno uvidjeti razli¢ito znacenje slova. Pro-
blemu treba pristupiti s razumijevanjem njegove strukture, a ne kao nizu operacija
ili kao kvadratnoj jednadzbi s nepoznanicom z jer je u zadatku naglaseno da je isti-
nito za sve vrijednosti broja x. U zadatku se trazi da koeficijenti budu jednaki kako
bi obje strane bile identi¢ne. Vazno je da ucenici znaju razliku izmedu parametara
i varijabli, inace dolazi do sukoba u razumijevanju aritmetickih operacija. Ucenici
trebaju znati Sto traziti, poistovjec¢ivati dvije promjene tezina. Prva promjena je
¢itanje algebarskih izraza kao nizova operacija za razumijevanje prikazanih odnosa
varijabla i kako parametri oblikuju odnose. Druga promjena je vezana uz vide-
nje slova kao nepoznatih brojeva do videnja slova kao varijable. Medutim, pristup

¢itanja simbola nije najadvekatniji niz poducavanja.
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2.3 Pristupi u ucenju i poducavanju algebre

Uspjesnost pojedinih pristupa u poducavanju i uéenju algebre uvijek ovisi o cilje-
vima koje zelimo posti¢i. Neki ucenici mogu nauciti i uspjesno svladati algebru kao
orude koje ¢e kasnije upotrijebiti, iako kad se radi o negativnim brojevima, pogreske
su uobicajne. Istrazivanje o ponavljanju i pamcéenju pokazuje da oslanjanje na same
vjestine uzrokuje da ucenici ¢ine pogreske i nisu u mogucénosti se prilagoditi. Stoga
se algebra treba poducavati kao instrument za izrazavanje i preoblikovanje situacija.
Ucenike navodi da smisleno koriste preoblikovanja razmisljajuci o izrazima koje tre-

baju koristiti kako bi rijesili neki problem ili dokazali rezultat.

Glavna pocetnicka greska koju ucenici ¢ine pri prvom susretu s algebrom je
njihova Zelja za sjedinjavanje monoma kako bi 'rijesili’ zadatak, npr. 3a + 2b = 5ab.
Postoje razlic¢iti pristupi u objasnjavanju zbrajanju monoma, a ritualni pristup je
jedan od njih, te nam on objasnjava da postoje monomi koji se "vole" i koji se "ne
vole". Potrebno je uvjezbati mnogo primjera kako bi se generalizirali postupci. Uce-
nici u kratkom vremenu svladaju to¢na pravila za pojednostavljivanje algebarskih
izraza. Pristup sukoba koristi supstituciju za usporedivanje posljedica koje se dobiju
izvrSavajuci racunske operacije u razlicitom poretku i kombinacijama. Ucenici tako
uce o nejednakosti te stje¢u razumijevanje o izrazima i objektima. Uc¢enicko svlada-
vanje zbrajanja monoma ovisi vrednuje li nastavnik vise tec¢nost ili razumijevanje.
Jedan od pristupa je upotreba ra¢unalnog algebarskog sustava (computer algebra
system - CAS). Prednosti racunalnog algebarskog sustava je $to daje uvid u skup
proceduralnih i supstitucijskih metoda, dok su nedostaci $to nisu naglaseni razlozi

za pravilno rukovanje te tecnost koja se stjece vjezbanjem.

Razvojem tehnologije, u nastavi se Cesto koriste racunala kako bi ucenici bolje
razumijeli materiju. Osmisljene su razne aplikacije kao Sto je racunalni algebarski
sustav pomocu kojeg bi se olaksalo rukovanje s matematickim formulama. Osnovni
cilj tih rac¢unalnih programa je automatiziranje monotonih i ponekad teskih alge-
barskih zadataka. Glavna razlika izmedu rac¢unalnog algebarskog sustava i klasic-
nog kalkulatora je $to racunalni algebarski sustav rjesava jednadzbe simbolicki, a
ne samo numeric¢ki. Osim rjeSavanja jednadzbi, racunalni algebarski sustavi nude
i sadrzaje za crtanje jednadzbi. U istrazivanju financiranom od organizacije bolje

rezultate su postigli ucenici koji su koristili racunalni algebarski sustav, zato Sto
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su zadatke rjesavali postupno. Medutim, slabiji ucenici nisu postigli bolje rezu-
Itat nakon koristenja racunalnog algebarskog sustava jer su ga koristili za imitaciju
postupaka nalazeci uzorak, a ne kao izvor informacija. Uporaba racunalnih algebar-
skog sustava je omogucila veéini uc¢enika da razumiju ulogu koeficijenata i rezultata
ukoliko se promijene. Krajnji cilj je da ucenici sami postignu te¢nost i toc¢nost pri
rjeSsavanju zadataka.

Postoji tek nekolicina istrazivanja na temu kako ucenici uce tehnicke aspekte
u algebri nakon osnovne razine. Istrazivanje podupire stajaliSe da razumijevanje i
ocekivanje namjene i odnosa smislenog rukovanja ¢ini razliku u ucenju za vecéinu
ucenika. Kako bi ucenici poimali algebru kao alat za izgradivanje opcenitih izjava
moze se iskoristiti njihov uroden osjec¢aj za trazenje uzoraka. KoriStenjem nizova
uzoraka izrazavaju se opcenita funkcionalna pravila koja su povezana s ntim pojmo-
vima njihove vrijednosti. Na primjer, tablica podataka za niz grupiranih kvadrata

navodi da se niz poveca za 4 osim u prvom slucaju.

n | tockice
1 4

2 8

3 12

4 16

5

Slika 2: Broj tockica za nti kvadrat je 4n

Kako bi se razumijela algebra, ucenici moraju proéi kroz nekoliko razina razumi-
jevanja. Ucenici koji uce algebru na taj nac¢in, nakon pocetnih pogresaka u procedu-
ralnom pristupu, imaju vece Sanse da postanu tecniji u postupcima, jer ih motivira
razumijevanje njihove svrhe. Veéina metoda se razlikuje u u¢enikovom razumijeva-
nju ciljeva i svrsi zadataka. Poducavanje, zadaci i tehnologija trebaju poduprijeti

kona¢nu promjenu prema funkcionalnoj vezi, ako se zahtjeva promjena fokusa od
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tablicnog pristupa. Ucenici Cesto koriste vizualne ideje kako bi potakli pamdéenje
metoda. Mnoge uobicajne pogreske su stoga posljedice pretjeranog oslanjanja na
izgled problema, npr. tumacenje r? kao ’dvostruki r’. U primjeru s kvadratima
(naveden iznad) ucenici ponekad oznace da prvi kvadrat ima 2 tockice jer je to broj
tockica na njegovoj stranici. Veéina korisnih analogija su sli¢nosti odnosa, ne uoc-
ljive sli¢nosti. Trazenje sli¢nih odnosa i struktura medu vizualno razli¢itim izrazima

je kljucno kako bi postali vjestiji u algebri.

2.4 Sadrzaj i organizacija kurikuluma

ProSirenjem radnih i akademskih potreba za algebarskim rasudivanjem, stru-
¢njaci koji stvaraju kurikulum su pokusali razviti razlicite pristupe kako bi alge-
barske ideje bile pristupacnije u Skolama. Neki od pristupa su izrazi opcenitosti,
modeliranje realnih situacija, rjesavanje problemskih zadataka, konstruiranje algori-
tama te graficke funkcije. Ucenici kojima je prvi susret s algebrom nacin izrazavanja
uzoraka, veza i funkcija koje razumiju i s kojima mogu rukovati, koristenje ra¢unal-
nog programa pomaze ne samo u shvac¢anju gradiva, nego zahvaljuju¢i tome mogu

ga primjeniti u drugim raznim problemima.

Promjenom uobic¢ajnog kurikulumskog programa od aritmetike do prelaska na
algebarsko rukovanje, zatim do grafova i funkcija, pokazano je da napredak ovisi o
kurikulumu i poducavanju. Na nastavnicima je da izaberu koji ¢e pristup koristiti
u poducavanju algebre. Pozeljno je razmotriti moguénosti koje nudi svaki pojedini
pristup, ali uzeti u obzir koje aspekte algebarskog razumijevanja bi ucenici trebali
savladati. Nac¢in na koji se moze posti¢i je kurikulumskim redoslijedom koji uje-
dinjuje postupke i koncepte kroz integriranje, pojednostavljivanje i generaliziranje.
Generaliziranje tada postaje novi matematicki objekt koji djeluje u apstraktnijem
sustavu. Primjer problema rukovanja: ako se n ljudi medusobno rukuju, koliko ¢e
biti rukovanja? Pri rjeSavanju ovog problema, ucenici isprobavaju razli¢ite brojeve
ljudi koji se medusobno rukuju, traze nacin kako prikazati tu strukturu, zatim ge-
neraliziraju rjeSenje po uzoru na prikazane strukture. Stariji ucenici ¢e pokusati
predvidjeti trazeni broj razmatrajuci strukture uzoraka rukovanja. Takvim razmi-
Sljanjem dolaze do formule koja vrijedi za bilo koji broj ljudi, tj. novi matematicki

objekt. Formula moze postati izvor novih pitanja: Koliko brzo broj rukovanja raste?
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Ako je n =1, je li broj rukovanja 07 Moze li se naci broj ljudi ¢iji broj medusobnog
rukovanja ¢e biti 1007

Razvitak misaonog ucenja kroz ovu vrstu aktivnosti ovisi o ponavljanju zada-
taka. Algebarsko razmisljanje postaje jedno od nekoliko alata koje nastavnici i uce-
nici koriste u bilo kojem matematickom kontekstu. Istrazivanje organizacije Nuffield
pokazalo je da koriStenjem algebre s visestrukim prikazivanjem postignut je znacajan
uspjeh u poducavanju mladih uc¢enika. Ucenici su ucili ponavaljajuéi opisivanje situ-
acija, dohvac¢anjem podatka, grafovima, predlaganjem formula itd. U udzbenicima
su ponudeni dva pravca u algebri. Jedan se krece od linearnog niza do predstavljanja
nizova na koordinatnim osima, opisivajci ih kao linearne funkcije, zatim kvadratnim
i kubnim jednadzbama. Osnovna ideja je izrazavanje generalizacije uzoraka bro-
jeva. Drugi pravac kreée od aritmetickih pravila do sintakse algebarskih izraza,
preko transformacija za lakSe rjeSavanje jednadzbi, do susreta s metodama grafova
za rjeSavanje jednadzbi viseg reda. Iako su oba pravca konceptualno povezana u
udzbenicima, postoji naglasak na na tehnickom aspektu povrh svrhe. Stoga ucenici

ponekad ne razumiju razvoj rasudivanja u popunosti.

2.5 Matematicki ciljevi za kurikulum algebre izvan okvira
modeliranja

Krajnji je cilj skolske algebre modeliranje, tj. izrazavanje situacija pomocu prila-
godljivih funkcija. U tome se slazu i poslodavci. Medutim, sposobnost algebarskog
izrazavanja nepoznatih situacija je takoder srediste napredne matematike. Konstru-
iranje dokaza, uporaba algebre za izrazavanje objekata koji ne mogu biti predsta-
vljeni jednim brojem (npr. vektori, matrice, grupe) ovisi o sposobnosti razumijeva-
nja algebre i upotrebi simbolike. Ué¢enici su u visim razredima osnovne skole voljni i
spremni raditi s matematickim sustavom ¢ija korist nije oc¢ita. Ciljevi za kurikulum
algebre su kompatibilni sa ciljevima modeliranja, ali takoder navode potrebu ciste

matematike. NaglaSena je nuznost vjestina za:
e procjenjivanjem uzoraka koji se mogu pojaviti u danim algebarskim izrazima
e usporedivanjem niza funkcija

e pretpostavljanjem algebarskih izraza koji opisuju dani skup vrijednosti ili graf
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e izborom najprikladnijeg ekvivalentnog oblika veza za danu namjenu

e nasluc¢ivanjem rezultata algebarskih operacija

Nemoguée je u potpunosti definirati popis $to znaci razumjeti simbole. Sku-
pom rasporedivanja koji poti¢u iz razli¢itih iskustava u sSkolskoj algebri dolazi do
razumijevanja simbola. Rasporedivanje ukljuc¢uje: biti u prijateljskim odnosima sa
simbolima, mo¢i ih ¢itati i rukovati s njima kako bi ih lakse procitali, moéi ih koristiti
sa svrhom te znati kad su simboli ekvivalenti. Za postizanje te razine znanja, uceni-
cima su potrebna slozena iskustva ucenja u kojema su uskladeni upotreba simbola,
rukovanje simbolima, razumijevanje simbola, koriStenje alata kako bi se oslobodio
um za stvaranje veza i razumijevanja, izrazavanja opc¢enitih izraza, procjenjivanje

metoda i rjesenja te prosirivanjem ucenickog znanja postavljanjem pitanja ’sto ako’.

2.6 Pristupi u poducavanju

Uzimajuéi u obzir razne izbore za ciljeve kurikuluma, njegov sadrzaj i raspored,
poducavanju se moze pristupiti na nekoliko nac¢ina. Svaki pristup ima svoje prednosti
i ogranic¢enja. Na nastavniku je da odluéi koji pristup odgovara njegovim ucenicima

kako bi bolje savladali danu materiju.

Stvaranje potrebe za algebrom kako bi se izrazile ekvivalentne aritme-
ticke veze

PRIMJERI

1. Brojanjem naslaganih plocica oko kvadrata ¢ija je stranica duljine a na razlicite
nacine mogu nastati ekvivalentni izrazi, npr. 4a+4 = 4(a+1) = 2(a+2)+2a =
4(a +2) — 4.

2. Igranjem igre 'skriven broj’ mogu nastati ekvivalentne jednadzbe, npr. x = 3,

r+2=52r—-3=3,7=2x+1.

PRETPOSTAVKE O PRIJASNJEM ISKUSTVU
Razumijevanje da aritmeticki izrazi izrazavaju veze izmedu brojeva omogucava uce-

nicima da znaju da je 7 — 5 = 2 drugi nacin za zapisivanje 5+ 2 = 7.
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MOGUCNOSTI OVOG PRISTUPA

Zapis simbola je znac¢ajan ako ucenici razumiju osnovne veze. U primjeru 3a + 3b
ucenici znaju da je to zbroj tri koli¢ine od a i tri koli¢ine od b. Taj izraz ucenici
mogu zapisati kao 3a + 3b ili 3(a + b) i primjetiti da su izrazi ekvivalentni. Prije
nego se upoznaju s algebarskim izrazima, ucenici mogu nauciti razmisljati o znace-
nju veza. Mentalne metode mogu biti izrazene kao opcéenita pravila. Raspravljajuéi
medu kolegama o razli¢itim nacinima za izrazavanje neke situacije, uc¢enici mogu
bolje razumijeti ekvivalenciju. Ovaj pristup moze biti podloga za razumijevanje va-
rijabli i funkcija, te za programiranje algoritma u nekom programu. Izraz p+q = 10
moze proizaci iz raznih situacija, te oznacava zbroj dva broja jednak je broju deset.
Ako je poznat broj p, iz relacije p + ¢ = 10 moZemo pronadi ¢ koristeéi 10 — p.

OGRANICENJE PRISTUPA
Algebra je ’generalizirana’ aritmetika. Ceste su pogreske kad se radi o zapisu. Te
pogreske mogu se sprijeciti razmisljanjem o razumijevanju veza, ali to moze usporiti

tecnost.

POSEBNI SLUCAJEVI I POVEZNICE KOJE TREBA UZETI U OBZIR PRI
KORISTENJU OVOG PRISTUPA
Za razumijevanje preoblikovanja algebarskih izraza moze pomodéi usporedivanje ek-
vivalentnih izraza. Inverzne operacije su zbrajanje i oduzimanje, te mnozenje i
djeljenje. Posebnu paznju treba usmjeriti prema manje o¢itim zapisima i njihovim
znadenjima, npr. 2r i r2. Ucenici se mogu bolje upoznati s ekvivalentnim izra-
zima koriStenjem racunalnog algebarskog sustava. Redoslijed izvrSavanja operacija
je odredeno zapisom. Ponekad moze doé¢i do pogresne primjene pravila, npr. rezul-
tat u 8 — 5+ 2 je 1 umjesto 5.

Izrazavanje odnosa izmedu koli¢ina
PRIMJERI

1. Izraz p + q¢ = 10 moze opisivati koli¢inu dvije posude koje sadrze ukupno 10
jedinica necega, npr. litara vode. Ako je poznato koliko jedinica sadrzi posuda

p, preoblikovanjem izraza 10 — p se moze pronaci koliko jedinica sadrzi posuda

q.
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PRETPOSTAVKE O PRIJASNJEM ISKUSTVU

Pouceni iskustvom, ucenici razumiju dimenzije koli¢ine, kao sto su duljina, kapacitet
idr. Takoder razumiju i znaju izraziti veze izmedu izraza kao $to su <, > i =. Znaju
opisati zbrajanje koli¢ina, te koliko koli¢ine jedne mjere ide u drugu. Znaju izraziti

i neke ekvivalente mjere.

MOGUCNOSTI OVOG PRISTUPA
U izrazavanju ve¢ poznatih situacija pomaze nam algebra. Algebrom se mogu izra-
ziti veze izmedu koli¢ina iako nisu poznate pojedine koli¢ine. U primjeru ¢ + 10 je
ozna¢no vrijeme 10 minuta nakon vremena t. U tom sluc¢aju slovo moze biti para-
metar ili nepoznanica koju treba pronaci. Algebra je korisna u pretvaranju mjera
jer izrazava odnose izmedu varijabli. Zbog izrazavanja jedne koli¢ne pomocu druge,
stvara se potreba za razlomcima i decimalnim brojevima. Ovaj pristup nudi osnovu
za razumijevanje varijabli i funkcija, te za modeliranje stvarnih situacija i progra-

miranje algoritamskih softwarea.

OGRANICENJA PRISTUPA
Kombiniranjem koli¢ina mogu se izraziti linearne, kvadratne i kubne jednadzbe. Te-
sko je uociti polinome viseg reda kombiniranjem koli¢ina. Za kvadratne jednadzbe
i skalarno mnozenje su pogodni modeli za povrsine, dok su volumen i kapacitet po-
godni za kubne jednadzbe.

POSEBNI SLUCAJEVI I POVEZNICE KOJE TREBA UZETI U OBZIR PRI
KORISTENJU OVOG PRISTUPA
Ucenici trebaju razviti te¢nost u rukovanju i koristenju sporazumnog zapisa, te vi-
djeti slicne odnose koji nastaju iz fizickih razli¢itih situacija, spajanje simbola u
znacajne graficke prikaze, cijeniti dimenzionalnost, koristenje ra¢unalnih programa
za istrazivanje ekvivalentnih izraza, smisliti najucinkovitije izraze koriste¢i nekoli-

cinu varijabli.
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Ucenje o izrazima ’¢itajuéi’ ih
PRIMJERI

1. Koje god bile vrijednosti x i y, z ¢e biti trostruko veéi od x kojem je dodan
dvostruki y.

2. Uvijek je istina da kvadrat zbroja je jednako zbroju kvadrata i njihovom dvos-

trukom umnosku.

PRETPOSTAVKE O PRIJASNJEM ISKUSTVU

Zmanje o aritmetickim operacijama i znacenje zagrada i znaka '=’.

MOGUCNOSTI OVOG PRISTUPA
éitanjem algebarskih izraza u slijedu operacija uvjezbava se koristenja skupova za-
pisa i spaja zapis matematickog znacenja i izrazavanja odnosa. Manje je vjerojatno

da ¢e ucenici napraviti nepotrebne korake u izrazima koje razumiju.

OGRANICENJA PRISTUPA

Dobiva na slozenosti ako se prosiri razmisljanje o funkcijama visSe varijabli i jed-

nadzbi viseg reda.

POSEBNI SLUCAJEVI I POVEZNICE KOJE TREBA UZETI U OBZIR PRI
KORISTENJU OVOG PRISTUPA
Vrijedi se vratiti na '$to znaci ovaj dio algebre?’ kad ucenici koriste pogresnu radnju
ili algoritam. Ucenici trebaju razmisljati o znacenju odnosa prije primjene bilo koje
algebarske tehnike/metode rada.

Ucenje o izrazima modelirajuéi ih dijagramima
PRIMJERI

1. gtapni dijagrami i povrsinski dijagrami
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PRETPOSTAVKE O PRIJASNJEM ISKUSTVU

Poznavanje slika koristenih objekata te njihove kombinacije i prosirenja.

MOGUCNOSTI OVOG PRISTUPA
Cuisenaireovi stapici, brojevna crta i modeli povrsina predstavljaju koli¢ine i stoga se
mogu prosiriti i na algebarske odnose. Takoder pruzaju fizicko iskustvo preslagivanja
i pojednostavljanja i slike kojih se mogu prisjetiti u buduénosti. Izomorfni modeli*
omogucavaju dvosmjerno razumijevanje ili s modelom ili sa simbolima. Na primjer,

model ravnoteze naglasava jednakost za linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom.

OGRANICENJA PRISTUPA
Umne slike su posebno korisne ako se uklope u sli¢no znacenje u matematici koje
predstavljaju, inace bi njihova upotreba bila ograni¢ena i ucenici ih ne bi primjenji-
vali ispravno. Konkretni i metaforicki modeli nisu prilagodeni za negativne brojeve
i ponekad nisu prilagodeni za razlomke. Objektni modeli ne predstavljaju koli¢ine
i mogu potaknuti pogresan pogled da su slova kratice ili Sifre za rije¢i. Oni jedino
predstavljaju zbrajanje, oduzimanje i skalarno mnozenje. Ako se koriste kako bi se
razlikovali pojmovi koje ucenici misli da ’sli¢nost’ ovisi o pojedinim slovima, nego

oblik pojmova. U algebri, a i b ne moraju nuzno biti razli¢itih vrijednosti.

POSEBNI SLUCAJEVI I POVEZNICE KOJE TREBA UZETI U OBZIR PRI
KORISTENJU OVOG PRISTUPA
Veliki problemi u algebri ukljucuju: razumijevanje da slovo predstavlja nepoznanicu,
varijablu, specifi¢cnu konstantu (pr. m), parametar, ili neki drugi objekt kao $to je
funkcija. Algebra nije samo aritmetika sa slovima, nego je tu rije¢ i o odnosima
medu koli¢inama i apstraktnim brojevima. Ako koriste vizualizaciju, ucenici mo-

raju odvojiti slike koje su postale zastarjele ili ograni¢ene u naprednijem kontekstu.

4Izomorfni modeli imaju iste tipove varijable i rjeSavaju se istim metodama, a mogu se razliko-
vati u interpretaciji tih varijabli.
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Konstrukcijski zadaci

PRIMJERI

1. Isprogramirati program koji crta pravilne poligone za koje duljina stranice i

unutrasnji kut mogu varirati.

2. Konstruirati graf kvadratne funkcije koji ima minimum u danoj tocki, ali ¢iji

nagib moze varirati.

PRETPOSTAVKE O PRIJASNJEM ISKUSTVU
Dostupnost alata kao $to su fizicki materijali, racunalni algebarski sustav i vrijeme

za rad na prosirenju zadatka.

MOGUCNOSTI OVOG PRISTUPA
U ovim zadacima algebra je alat za kontroliranje rac¢unalnih postupaka, davanje
uputa, izrazavanje projektnih svojstava i opisivanje izlaznih varijabli. Stvaranje a-
lgoritma za racunanje i transformiranje zahtjeva razumijevanje odnosa izmedu vari-
jabli, nedvosmislen konvencionalni zapis, poznavanje kako su ulazni podaci povezani
s izlaznim podacima i kojim redom operacije trebaju biti napravljene. Objekti mogu
imati osobine varijable ili biti predmet nekih ogranic¢enja kao sto je biti u skladu s

odredenim odnosima.

OGRANICENJA PRISTUPA
Potrebno je mnogo energije i vremena za stvaranje faza, za pokusaj i prilagodbu.
Zadaci moraju biti osmisljeni kako bi ucenici koristili simboli¢ni alat, a ne koristili

naprecac gotove metode.

POSEBNI SLUCAJEVI I POVEZNICE KOJE TREBA UZETI U OBZIR PRI
KORISTENJU OVOG PRISTUPA
Ucenici trebaju: vidjeti potencijalnu unakrsnu nastavu i upletenost radnog mjesta,
prepoznati neovisne i ovisne varijable, koristiti ugnjezdenje postupke i rekurzivne

metode, i koristiti iterativne metode priblizavajué¢i se danoj razini preciznosti.
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3 Prostorno i geometrijsko razumijevanje

Geometrija je jedna od osnovnih grana matematike te kao veoma vazan dio ma-
tematike uzima primat i u drugim poljima. Ucenje geometrije pomaze ucenicima
u razvoju vjestina kao $to su vizualizacija, kriticko misljenje, intuicija, perspektiva,
pretpostavljanje, deduktivno rasudivanje, logi¢no argumentiranje i dokazivanje. Ge-
ometrijski prikazi mogu se koristiti za objasnjavanje drugih grana matematike, pri-
mjerice razlomaka i mnozenja u aritmetici, veza izmedu grafova funkcija te grafickih
prikaza podataka u statistici. Primjena geometrije je Siroko rasprostranjena u razli-
¢itim podrucjima kao $to su robotika, racunalno proizvedeni filmovi, kristalografija,
arhitektura, neuroznanost, te sama priroda naseg svijeta. Mnoge nove geometrijske

ideje su proizasle iz tih razli¢itih podrucja znanosti.

Razvoj geometrije se moze pratiti kroz Sirok raspon kultura i civilizacija. Kroz
200 godina, geometrija se ogromno prosirila, toliko da danas postoji 50 razli¢itih vr-
sta geometrije. lako to ilustrira bogatstvo moderne geometrije, u isto vrijeme stvara
osnovni problem za stru¢njake koji sudjeluju u stvaranju kurikuluma. Potrebno je
izabrati sto ukljuciti u Skolski kurikulum matematike, a Sto iskljuciti. Nadalje, bo-
gatstvo geometrije nudi znacajne izazove za nastavnike jer poducavanje geometrije
ukljucuje znanje i prepoznavanje zanimljivih geometrijskih problema i teorema. Ci-
jeneci povijesni i kulturalni kontekst geometrije i razumijevanje mnogih razli¢itih
upotreba u koje je geometrija stavljena i kroz koje je koristena. Povrh toga, napori
u poducavanju geometrije nisu uvijek dobro podrzani u udzbenicima, pogotovo u
drzavama gdje je kvaliteta udzbenika upitna i paznja je usmjerena na aspekte imeno-
vanja, kao $to su imena i svojstva geometrijskih oblika, te kasnije na posebne oblike
za postavljanje geometrijskog dokaza. Kako bi se rijeSio problem koji dio geome-
trije treba ulaziti u Skolski kurikulum matematike, doneseni su razli¢iti prijedlozi,
no napori za reformiranje skolske geometrije su dugotrajni i ne postoji jedinstveno

rjeSenje za sve probleme.

Razvojem digitalne tehnologije dolazi do novih moguénosti u poducavanju ge-
ometrije. Danas postoje razna dinamicko geometrijska okruzenja kao sto su Geoge-
bra i Geometer’s Sketchpad. Pomoéu njih mozemo prikazati i rukovati s geometrij-

skim objektima na nacin koji se ne moze postic¢i koriste¢i samo papir, olovku, Sestar
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i ravnalo. Dinamicka geometrijska okruzenja omoguéuju ucenicima razli¢ite mogu-
¢nosti upoznavanja geometrijskih objekata i njihovih mjerenja te im moze pomod¢i u

razvoju boljeg razumijevanja geometrijskih svojstava i teorema.

Geometrijsko obrazovanje u visim razredima treba sadrzavati dva usko pove-
zana gledista geometrije kroz dvodimenzionalnu i trodimenzionalnu geometriju: pro-
storna gledista i gledista koja mogu povezati rasudivanje s geometrijskom teorijom.
Pocetno obrazovanje obuhvac¢a prostorno razmisljanje i vizualizaciju, dok kasnije
obrazovanje obuhvaé¢a deduktivno rasudivanje koristec¢i pristupe koji upotrebljava
primjerene transformacije i/ili kongruentne argumente. Ta dva bliska aspekta ge-
ometrije (prostorno i deduktivno) nisu odvojeni, ve¢ su isprepleteni, kao yin i yang
geometrijskog obrazovanja. Upravo je isprepletenost razlog zbog kojeg matematicki
dijagrami mogu pomo¢i ucenicima pri razumijevanju matematickih ideja, dokaza i
argumenata. Zato se prostorno i deduktivno rasudivanje moze spojiti kao 'dokaz
bez rijeci’ i 'vizualni dokazi’. Najces¢i primjer dokaza bez rijeci je dokaz Pitagorina

teorema.

Slika 3: Dokaz Pitagorina teorema
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3.1 Priroda prostornog i geometrijskog rasudivanja

Britanski matematicar Sir Christopher Zeeman definira geometriju kao: 'Geome-
trija obuhvaca grane matematike koje istrazuju vizualnu intuiciju (nase najdomina-
tnije ¢ulo) za pamcenje teorema, razumijevanje dokaza, nadahnjivanje pretpostavki,
spoznavanje stvarnosti i daje sveukupan uvid’. Geometrija je najviSe primjenjivana
i povezana sa stvarnoséu od svih grana matematike te je takoder jedna od najva-
Znijih podrué¢ja matematicke teorije. To znaci da geometriju vidimo svuda oko nas
(ima 8iroku upotrebu u umjetnosti, dizajnu, arhitekturi, inzenjerstvu, itd). S druge
strane, geometrija je teorijsko podrucje koje omoguc¢ava matematicarima ¢ija je spe-
cijalizacija geometrija i drugim matematicarima, zajedno s kozmolozima i drugim
znanstvenicima, rad s hipotetskim objektima u n-dimenzinalnom prostoru koristedi,

uz druge stvari, matematicke tehnike vizualizacije i visoko pogonska rac¢unala.

Ideja "koncepta likova’ obuhvaéa kombiniranu ulogu figuralnog i konceptualnog
u geometriji. 'Videnje’ kruga predstavljenog na papiru ili na rac¢unalnom zaslonu
zapravo je videnje tekstualnog prikaza necega $to je element geometrijske teorije.
Jedan nacin rada s dvostrukom prirodom geometrije je razlikovanje izmedu ’skice’
i ’konstrukcije’. Drugi nacin je promatrati geometrijski dijagram kao 'neobi¢nu’
pojavu u kojoj nije apstrakcija iskustvenog objekta. Zapravo, to je pokusaj da se
od apstraktnog koncepta stvori konkretan pojam. Pojam ’geometrijski dijagram’
obuhvaca ideju da je geometrijski objekt koji vidimo zapravo i materijalna ’skica’
i teorijska 'figura’. Na primjer: paralelnost nasuprotnih stranica paralelograma u
dijagramu kao sto je prikazano na slici povezuje aspekt slike dijagrama, tj. teorijski
aspekt. Materijalni aspekt je isprepleten s teorijskim aspektom skice, mozda su

dvije stranice paralelograma vodoravne.

Slika 4: Skica paralelograma
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Od treceg stoljeca prije Krista, kad je vec¢ina dotadasnjeg znanja o geometriji
obuhvaéena u tekstovima koji su poznati pod nazivom Euklidovi elementi, geome-
trijsko rasudivanje je postalo sinonim za deduktivnu metodu. Iako je u pocetku
broj aksioma i postulata bio ograni¢en, pomoc¢u ove metode dokazan je veliki broj
teorema. Ideje dokaza te blisko povezane ideje definicija su prozete kroz svu ma-
tematiku. U skolskoj matematici je geometrijsko rasudivanje ¢esto prvotno ili ¢ak
jedino deduktivno dokazivanje. Tim pristupom zanemaruje se proces kojim se stvara
nova matematika kroz postavljanje i rjesavanje problemskih zadataka, analiziranjem
primjera, stvaranjem i ponovnim ispitivanjem pretpostavki, trazenjem skupine pro-

tuprimjera i sl.

Prostorno rasudivanje definirano je kao ’skup kognitivnih procesa pomocéu ko-
jih su mentalni prikazi za prostorne objekte, veze i preoblikovanja konstruirani i s
kojima rukuju.” Prostorno rasudivanje oblik je mentalne aktivnosti koji omogucuje
stvaranje prostornih slika i rukovanje pomoc¢u kojeg se rjesavaju primjenjeni i teorij-
ski problemski zadaci u matematici. To je povezano s vizualizacijom, nesto $to se
obi¢no uzima kao ’sposobnost za predstavljanje, preoblikovanje, proizvodnju, komu-
nikaciju, dokumentaciju vizualnih informacija’. Prostorno rasudivanje i vizualizacija
imaju bitne uloge ne samo u geometriji i geometrijskom obrazovanju, veé i Sire u

matematici i matematickom obrazovanju.

3.2 Teorije o prostornom i geometrijskom rasudivanju

Istrazivaci koji su utjecali na razvoj prostornog i geometrijskog rasudivanja su
Jean Piaget, Pierre van Hiele i Raymond Duval. Jean Piaget je proucavao razvoj
djeCjeg razumijevanja, promatrajuéi ih, razgovarajuci i slusajuéi ih dok su rjesa-
vali zadatke koje im je on dao. Njegovo istrazivanje razvoja djeCjeg uma uvelike
je utjecalo na teorije poducavanja. Piaget je smatrao da je spoznaja prostora djeci
urodena. Nakon navrSene Cetvrte godine djeca pocinju opazati i prikazivati objekte
iz razlicitih tocki gledista ujedinjujuci ideje o perspektivi. Prema Piagetovom istra-

zivanju, djeca tek nakon devete godine mogu usvojiti pojam kuta i paralelnosti.

Van Hieleova teorija geometrijskog misljenja govori da ucenici napreduju kroz pet
razina misljena o geometriji. Predstavio ih je nizozemski matematic¢ar Pierre van

Hiele u razinama od 0 do 4. Nedavna istrazivanja su zapocinjala brojenje razina
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od 1 do 5. Sljedeca karakterizacija razina koristi suvremeno brojanje od 1 do 5 te

odgovara originalnoj van Hieleovoj taksonomiji.
Razina 1: izgled — na pocetnoj razini likovi se prepoznaju po izgledu
Razina 2: svojstva — na sljedecoj razini likovi su skupovi svojstava

Razina 3: neformalna dedukcija — na sljedec¢oj razini svojstva mogu biti izvedeni

medusobno, ali unutarnje znacenje dedukcije nije razumljivo

Razina 4: dedukcija — na ovoj razini, ucenici razumiju ideje dedukcije kao sto su

suprotnost teorema i ideje nuznih i dovoljnih uvjeta

Razina 5: aksiomatika — na petoj razini, rasudivanje o formalnom matematickom
sustavu kao Sto je utvrdivanje, rasudivanje i usporedivanje aksiomatskog su-

stava geometrije

Pored ovih pet razina misljenja u geometriji, van Hieleov model takoder ukljucuje
pet faza pristupa u poducavanju geometrije. Pristup u poducavanju geometrije se
temelji na ideji da prelazak iz jedne razine van Hiele teorije na visu razinu ovisi o
nac¢inu poducavanja te kako ucenici usvajaju pojedine ideje i pojmove, a ne o dobi

ucenika.

Duvalov pristup geometriji je s perceptivnog i kognitivnog gledista. U svom radu
poistovjec¢uje tri nac¢ina kognitivnog procesa: wizualni proces (na primjer, vizualni
prikaz geometrijskih izjavi), konstrukcijski proces (pri uporabi alata, bilo da je ra-
vnalo i Sestar ili ra¢unalo) te proces rasudivanja. lako ta tri kognitivna procesa se
mogu izvoditi odvojeno, Duval tvrdi da su oni ’blisko povezani i njihova sinergija
je kognitivno potrebna za geometrijsku vjestinu’. Korisni aspekt Duvalovog rada
je kako povezati upotrebu dijagrama u ucenju i poducavanju geometrije. Teskocée s
kojima se ucenici mogu susresti su rezultat njihovih ’spontantnih procesa vizualnih
percepcija’ koje s vremena na vrijeme mogu ’biti kontradiktorni s geometrijskim
konceptima koje nastavnici i problemski zadaci traze’. Potrebno je viSe istrazivanja
na nacine koji omogucava sinergiju koja se dogada izmedu tri vrste kognitivnih

procesa koje Duval tvrdi da su kognitivno potrebne za geometrijsku vjestinu.
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3.3 Prostorno i geometrijsko razumijevanje u nizim razre-
dima osnovne skole

Ucenje geometrije u predskolskoj dobi i nizim razredima ukljucuje aktivnosti u
ucionicama koje poti¢u ucenike na vizualiziranje, crtanje, stvaranje i razgovaranje
o dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim oblicima. Tijekom tih godina, mnoga
poducavanja geometrije su usmjerena na razvoj izraza za oblike (npr. imena mno-
gokuta) i za polozaj (npr. lijevo i desno). Poznavanje matematicke terminologije je
veoma vazno za modeliranje, vizualizaciju i komunikaciju u svim podru¢jima mate-
matike. Naglasak na opisni jezik i definicije moze ograni¢avati napredak u geometriji
u nizim razredima osnovne Skole. Geometrijske ideje su veoma vazne za ucenikovo

napredovanje u matematici.

Ucenici u nizim razredima osnovne $kole diljem svijeta uce o svojstvima geome-
trijskih oblika kao $to su jednostavni mnogokuti i poliedri. Takoder uce o pravcima u
dvodimenzionalnoj ravnini, kao Sto su paralelni ili okomiti pravci, te o veli¢ini kuta i
kako ih nacrtati. Ipak ucenje o vezama izmedu dvodimenzionalnih i trodimenzional-
nih oblika je slabije zastupljeno. Cesti su zadaci u kojima ucenici racunaju opsege
i povrsSine kvadrata i pravokutnika, dok su zadaci u kojima se procjenjuju povrsine
i volumeni rjedi. U zadacima se rijetko trazi poznavanje osne simetrije, refleksije i
rotacije, koje su uvelike vazne za dizajniranje i inzenjerstvo. Pokrivenost geometri-
jskih ideja cesto je na ovoj razini Sskolovanja ogranic¢ena. Ucenici Cesto imaju dobro
znanje o prostornim vezama jer su okruzeni prostornim objektima. Jedan od naj-
vaznijih izazova u poducavanju matematike je pronaci najbolji nacin kako uklopiti
ucenic¢ko znanje u nastavu. Uceéi o imenima jednostavnih oblika, prepoznavanje
veza izmedu oblika koji su rotirani, osnosimetri¢ni i homoteti¢ni uc¢enicima mogu
predstavljati problem. Na primjer, u¢enicima u nizim razredima je potrebno mnogo
iskustva s preoblikovanjem likova. To iskustvo pomaze ucenicima u prepoznavanju
istog lika bez obzira na polozaj i veli¢inu. Iako ucenici razumiju osnovnu logi¢nost
mjerenja, ponekad imaju poteskoca s mjerenjem duljina i povrsina. Sli¢no, imaju
poteskoé¢a u ucenju prikazivanja kuta na matematicki nacin iako se svakodnevno

susreéu s kutovima.

Uceci o dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim oblicima, ucenici ¢esto ¢ine neke

ili sve od sljede¢eg: nedovoljno generaliziranje ukljucujué¢i nebitne karakteristike
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koje koce generalizaciju, previse generaliziranja izostavljanjem klju¢nih svojstava
Sto moze rezultirati presirokom generalizacijom te napraviti pogresno shvacanje po-
vezano s jezikom, primjerice ’dijagonalno’ znaci 'nakoSeno’. Za ucenike svaki ge-
ometrijski lik ima jedan ili viSe prototipnih primjera koji su podskup primjera koji
imaju "najduzi" popis svojstava. Primjerice, ucenici ¢e prije prepoznati jednako-
kracne trokute ako su polozeni na osnovicu nego jednakokracne trokute koji su dru-
gacije orijentirani. Cesto imaju poteskoce pri odluci koji su trokuti jednakokrac¢ni

prikazani na slijedecoj slici:

A NS

Slika 5: Trokuti

Druga pitanja s kojima se ucenici susre¢u povezanih s imenima likova i pravaca
ticu se definicija i ucenickog elementarnog razumijevanja nuznih i dovoljnih uvjeta.
Primjeri takvih poteskoca uklju¢uju upotrebu pojmova kao sto je ’duguljasta figura’
(pravokutnik koji nije kvadrat) i ’dijamant’ (za posebno orijentirani romb koji je go-

tovo sigurno kvadrat) te zbunjenost izmedu ’pravilnih figura’ i ’simetri¢nih figura’.

3.4 Ucenicki napredak u prostornom i geometrijskom razu-
mijevanju

Prema skolskim kurikulumima matematike diljem svijeta, sastavni dio geometrije
u matematici visih razreda je usmjeren na geometriju ravnine u kojima se obraduju
pojmovi kao sto su tocke, pravci, krugovi, trokuti i drugi mnogokuti. Takoder se

obraduje i prostorna geometrija, tj. trodimenzionalni objekti kao Sto su poliedri
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(kocka, tetraedar i sl.) i sfera. Rijetko se obraduje tzv. 'ne-euklidska’ geometrija
kao $to je sferna geometrija gdje se ucenici upoznaju s objektima kao Sto je sferni

trokut i sferni mnogokut.

Radeéi s dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim oblicima, sastavni dio kuriku-
luma za geometriju ukljucuje mjerenje i odredivanje geometrijskih obiljezja kao sto
je kao sto je duljina, povrsina, volumen ili kut. Ucenici imaju poteskoca s mjerenjem
i raCunanjem, pogotovo ako se radi o decimalnim brojevima. Kako ucenici napre-
duju, dio kurikuluma za geometriju naginje k analitickoj geometriji. Na primjer,
grafovi funkcija mogu se poimati kao geometrijski oblici. Na toj razini obrazovanja
zapocinje uvod u vektorsku geometriju. Nijedna od ovih ocitih sli¢nosti u geometriji
ne ukazuje na jednolikost u kurikulumu. Postoje znatne promjene u kurikulumu
geometrije u razli¢itim zemljama. Geometrija u Skolskom kurikulumu Nizozemske
je 'prakticna’, dok je geometrija u kurikulumu Francuske ili Japana vise ’teorijska’

i naglasak je stavljen na deduktivno dokazivanje.

Euklidska geometrija ne bi trebala biti iskljucena iz skolskog kurikuluma (i za-
mjenjena linearnom algebrom kao §to je predlozeno 1960-ih godina) niti bi se trebala
poducavati samo kao teorijska konstrukcija. Stru¢njaci za stvaranje kurikuluma tre-
baju imati na umu da prostorno i geometrijsko razumijevanje se razvija usporedno.
Nacin koji bi osigurao usporedni razvoj prostornog i geometrijskog razumijevanja je
planiranje ucenickog napretka kroz kljuéne geometrijske ideje kao $to su simetrija,
invarijantnost, preoblikovanje, sli¢nost i kongruencije, te upotreba tih ideja koje bi
omogucile ucenicima izgradnju ispravnih vjestina prostornog i geometrijskog razu-

mijevanja.

Usmjerenost na prostor i percepciju uravnotezava razvoj rigoroznih argumenata.
Pitanje koje se namecée u kurikulumu matematike, posebice u geometriji, je Sto e-
mpirijski argumenti ponekad mogu zadovoljiti uc¢enike u dobi od 11 do 16 godina. Na
primjer, SesnaestogodiSnji ucenici se oslanjaju na mjerenje kutova kako bi ’dokazali’
da su simetrale dva kuta (koji u zbroju daju 180°) medusobno okomite. Istraziva-
nja o primjeni programa dinamicne geometrije pokazala su da moguc¢nosti 'videnja’
matematickih svojstava na ekranu mogu smanjiti, ili ¢ak zamijeniti, motivaciju za

dokazivanjem ili u suprotnom otvara nove znacajne pristupe u ucenju dokaza.
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Tijekom visih razreda ucenici kontunuirano idu naprijed i nazad izmedu "prostorno-
graficke geometrije’ i 'teorijske geometrije’. Pri provodenju geometrijskog dokaza,
ucenici visih razreda donose pretpostavke koristeéi mjere uzete iz geometrijskog cr-
teza, zatim koristenjem definicija i teorema, pa vrac¢anjem na crtez i tako dalje.
Prijelaz izmedu 'prostorno-graficke geometrije’ i 'teorijske geometrije’ namecée pita-
nje nesigurne povezanosti izmedu mjerenja i dokazivanja u geometriji. Ta nesigurna
povezanosti postoji i u mjerenju povrsina, na primjer razmatrajuci teorijske veze
izmedu geometrijskih likova mogu se dobiti tocna rjeSenja. Primjerice, formula za
izracunavanje povrsine pravokutnika, ’osnovica - visina’, se moze primjeniti za racu-
nanje povrsine paralelograma. To se moZze dokazati transformiranjem pravokutnika
u paralelogram jednake visine i duljine osnovice znajuéi da se povrSina ne mijenja
primjenom transformacije. Sli¢no, formula za povrsinu trokuta, P = % osnovica -
visina, moze se dokazati ako trokut preoblikujemo u paralelogram koji ima jednaku
visinu i duljinu osnovice. Prema tome, formule za to¢no mjerenje povrsina su stvo-

rene iz teorijskih odnosa izmedu geometrijskih likova.

U visim razredima ucenici mogu iskusiti poteskoce u ispravnom koristenju defini-
cija te ne mogu u potpunosti cijeniti ulogu definicija u geometriji. Jedan od nacina
kako nadié¢i taj problem je aktivnost ucenika u definiranju geometrijskih oblika.
Sli¢ni geometrijski oblici omoguéuju korisne umne slike omjera i ekvivalentnih ra-

zlomaka te pruzaju obrazac za neke pojmove racionalnih brojeva.

Jedno od nerijesenih pitanja u kurikulumu geometrije je napredovanje u trodi-
menzionalnoj geometriji te kako je povezana s dvodimenzionalnom geometrijom.
Iako se digitalna tehnologija koristi u poducavanju trodimenzionalne geometrije
namece se pitanje interpretacije trodimenzionalne geometrije na ravnom rac¢una-
Inom ekranu. Osim $to je ucenje trodimenzionalnih objekata na dvodimenzional-
nom ekranu mozda ¢udno, pojavljuje se i pitanje kako su trodimenzionalni objekti
prikazani na dvodimenzionalnom ekranu te kako ih ucenik interpretira. Te uocljive
poteskoce koje se odnose na trodimenzionalne objekte su otezane ¢injenicom da su
mreznice nasih oc¢iju u sustini dvodimenzionalne. Posljedica toga je otezana inter-
pretacija stvarnih trodimenzionalnih objekata, Sto je dodatno otezano pojavljiva-
nje trodimenzionalnih objekata na dvodimenzionalnom rac¢unalnom ekranu. Razvoj
trodimenzionalnih prikaza, bilo na ekranu ili kao projekcija, otvara nove neistrazene

mogucénosti u geometrijskom obrazovanju.
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3.5 Pristupi u poducavanju prostornog i geometrijskog razu-
mijevanja

Ciljevi u poducavanju geometrije trebaju biti: razvijanje svjesnosti prostora,
geometrijska intuicija, sposobnost vizualizacije, prosirivanje znanja i razumijevanja
geometrijskih svojstava i teorema, poticanje pretpostavljanja, deduktivnog razu-
mijevanja i dokazivanja, razvijanje vjeStina primjenjene geometrije modeliranje i
rjeSavanjem problemskih zadataka iz svakodnevnog Zivota, svjesnost povjesnog i
kulturalnog nasljeda geometrije i suvremenih primjena geometrije.

Mnogo je razloga zasto je usmjerenost na simetri¢nost dobra ideja u poducava-
nju. Ucenicima nije nuzno jasno da se nesto dogodilo geometrijskom liku ako ga
samo pomjerimo. Na primjer, ako je kocka translatirana, ¢ini se kao da se nista
nije dogodilo, no ako je postavljana na jedan od vrhova, tada se oc¢ito nesto pro-
mijenilo. Najbolju uocljivost omogucéava nam zrcalna refleksija. Stoga je pristup
u poducavanju kojemu je srediSnja ideja simetricnost najbolja osnovna za ucenicko
napredovanje. Takav pristup se moze proSiriti i na druge grane matematike, npr.
u algebri, trigonometriji i infinitezimalnom racunu. U algebri se ucenici susrec¢u sa
simetricnim funkcijama i izrazima, kao $to su izraz jednadzbe pravca. U trigono-
metriji se sa simetri¢noséu upoznaju kod simetri¢nih odnosa kao $to je cos A =
sin (90° - A). Sredi$nju ulogu u ra¢unu ima simetrija pri koristenju integralnih i

diferencijalnih tehnika.

Medutim, simetrija nije jednostavna za poducavanje. Istrazivanja pokazuju da
mnogi ucenici imaju poteskoée u ucenju simetri¢nosti. Poteskocée mogu biti je-
dnostavne, kao Sto je identificiranje neispravnih simetri¢nih osi ili neprepoznavanje
to¢nih simetri¢nih osi ili poteskoce s odrazavanjem u kosim pravcima. Ucenici sre-
dnjih skola se surecu s istim potesko¢ama kada se radi o simetriji u trodimenzionalnoj

geometriji. Za bolje razumijevanje simetrije uvelike im pomaze digitalna tehnologija.

U geometriji, uz simetriju, vaznu ulogu ima invarijatnost. Stoga je posebno vazna
i bitna u poducavanju geometrije. Veéina teorema u geometriji su rezultat istrazi-
vanja dopustenih promjena u kojima se veze ili svojstva ne mijenjaju. Na primjer,
kut nad promjerom kruznice uvijek iznosi 90° bez obzira gdje se njegov vrh nalazi

na kruznici. Ako se vrh pomakne unutar kruga, tada je kut veéi od 90°. Ako se
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vrh nalazi izvan kruga, tada je kut manji od 90°. Stoga mozemo reci da je valjana
definicija kruznice skup svih tocaka koje zajedno sa krajnjim tockama neke duzine

razapinju kut od 90°.

Slika 6: Kut nad promjerom kruznice

Upotreba transformacije u poducavanju moze biti sredstvo koje olakSava uce-
nje invarijantnosti. Pomoc¢u transformacija ucenici mogu povezati svoje prijasnje
intuicijske ideje s definicajama simetri¢nosti. Transformacije su u skolski kurikulum
uvedene u vrijeme kad je Skolska matematika vise paznje posvecivala funkcijama
nego geometriji. Zbog toga su ucenici transformacije povezivali s transformiranjem

matematickih operacija.

Sredi$nja ideja geometrije je 'pojam figura’. Vazno je spoznati utjecaj tzv. proto-
tipnih geometrijskih dijagrama na ucenike, primjerice jednakokrac¢ni trokuti trebaju
stojati na svojoj osnovici. Izvjestaj o geometrijskom obrazovanju raspravlja o upo-
trebljavanju logickih argumenata s kojima su ucenici ve¢ upoznati kako bi prikazali
istinitost nekih geometrijskih rezultata. Geometrijske situacije (primjerice teoremi)
trebaju biti izabrane kako bi bili korisni, zanimljivi i/ili iznenadujué¢i uenicima.
Razina sofisticiranosti o¢ekivanja u logickim argumentima ovise o dobi i postignuéu
ucenika, a provedeni dokaz se moze nazvati "objasnjenje", "opravdanje" ili "razlog"
za rezultat. Kako bi se to postiglo, treba ucenike potaknuti da budu ’kriti¢ni prema
sebi i svojim vrSnjacima’. Objasnjavajuéi razvijaju sofisticiranost i rigoroznost svo-

jih argumenata. Takav pristup omogucéuje ucenicima da deduktivno razumijevanje
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nije samo iskazivanje misljenja ili provjeravanje da je rezultat ispravan u posebnim
slucajevima. Medutim, nije lako odrediti kako to postié¢i s pojedinim ucenikom i

pojedinim rezultatom te koji pristup izabrati.

Postupak deduktivnog razumijevanja i dokazivanja mora negdje poceti. Pocetna
tocka apstraktne matematike je mali skup pocetnih razboritih pretpostavki koji
se zovu aksiomi. Medutim, takav pristup nije razuman u poducavanju ucenika u
srednjoj Skoli. Bolji pristup je poceti s opéepoznatim i 'o¢itim’ ¢injenicama. Te ci-
njenice je potrebno pazljivo izabrati da budu jasne. Skup srodnih rezultata moze se
nadograditi koristenjem deduktivnog razumijevanja. To se naziva lokalna dedukcija,
druge ¢injenice i rezultate. Ideja se sastoji da te¢nost lokalne dedukcije pruza osnovu
na kojoj se moze uspjesno izgraditi znanje o sistematskoj aksiomatici u primjere-
nijem stupnju matematickog obrazovanja. Stoga se u kasnijem obrazovanju mogu
ponovo objasniti ¢injenice i teoremi koji su 'o¢iti’ u ranijem stupnju obrazovanja.
Tecnost u lokalnoj dedukciji se najbolje razvija kroz uc¢enicko rjesavanje problemskih
zadataka.

Koristenje digitalnih geometrijskih racunalnih programa u poducavanju omo-
gucuje stvaranje i rukovanje geometrijskim konstrukcijama. Ucenicima je pruzena
mogucnost interakcije s geometrijskim teoremima i rezultatima. Digitalni geome-
trijski racunalni program nudi razne moguénosti, na primjer ucenici uce upotrebu
programskih sposobnosti "‘pomicanja’ objekata kao Sto su tocke pri konstruiranju ge-
ometrijskih figura. Na taj nacin ucenici bolje razumiju geometrijske ideje i pojmove.

Zanimljiv je utjecaj racunalnih programa u poducavanju i u¢enju dokaza u ge-
ometriji. Upotreba rac¢unalnih programa u ranijoj fazi ucenja dokaza moze na-
predovati s vremenom. Racunalni programi za mjerenje mogu biti snazni alat u
poducavanju pretpostavljanja i dokazivanja, dok u isto vrijeme mogu biti slozeni
alat koji zahtjeva primjereno upravljanje i interpretaciju.

Geometrija je temelj za matematicko modeliranje u fizici i inzenjerstvu te za zna-
nost o mjerenju u stvarnom svijetu. Metode poducavanja geometrije su zastarjele,
racunalno i konceptualno su neprilagodene suvremenim metodama u poducavanju

analiticke geometrije. Za uspje$nije poducavanje geometrije mogu se primjeniti neki
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od sljedecih savjeta:

e Geometrijske situacije trebaju biti izabrane kako bi bile korisne, zanimljive

i/ili iznenadujuce za ucenike

e Rjesavaju¢i zadatke, ucenici trebaju objasniti, obrazloziti i promisliti te biti

kriti¢ni prema svojim i tudim objasnjenjima
e Zadaci bi trebali omoguciti ucenicima razvijanje vjeStina njihova rjesavanja

e Koriste¢i primjere lokalne dedukcije uc¢enici mogu iskoristiti znanje o geome-

trijskim svojstvima kako bi izveli zakljucak ili objasnili rezultat

e U Zelji za izgradnjom na ucenickom prijasnjem iskustvu, problemski zadaci
bi trebali ukljucivati svojstva dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih oblika,
glediste polozaja i smjera te upotrebu argumenata za geometrijske situacije
koje uce

e [ako su mjere vazne u matematici i mogu igrati vaznu ulogu u izgradnji pretpo-
stavki, generiranje podataka u obliku mjerenja ne bi trebala nuzno biti krajnja

tocka za ucenicke geometrijske aktivnosti
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Zakljucak

Nastavnik matematike treba si postaviti ciljeve koje Zeli posti¢i poducavajucéi ma-
tematiku. Ciljevi matematike mogu biti: osposobljavanje ucenika za upravljanjem
vlastitim Zzivotom u danasnjem svijetu, razumijevanje informacija koje ih okruzuju
i razvijanje deduktivnog rasudivanja. Vazno je ucenicima objasniti zasto nesto fu-

nkcionira, a ne samo pokazati kako nesto funkcionira.

Ucenici uce algebru mehanicki, bez razumijevanja njezine svrhe unutar i izvan
matematike. Nastavnikovo znanje i iskustvo mogu doprinijeti prakticnom razumije-
vanju algebre. Primjenjivanje razultata donesenih istrazivanjem u praksi doprinose
boljem razumijevanju veza medu koli¢inama i algebarskih izraza. Poducavanje alge-
bre te ucenikovo znanje moze se poboljsati konstruiranjem raznolikih problemskih

zadataka i procjenjivanjem ucenikovog razumijevanja i koristenja algebre.

Vazan dio kurikuluma skolske matematike je geometrija. Razlog tome je Sto
proucava vizualne pojave te je dobar primjer za razvijanje deduktivnog rasudivanja.
Geometrija je ucenicima jedna od najmrzih grana matematike, jer se ¢esto zane-
maruju osnovne prostorne vjestine ucenika. Nastavnici bi se trebali usmjeriti na
pristupe poducavanja koji njeguju ucenicko znanje geometrije. Aktivnosti u kojima
ucenici rukuju s geometrijskim objektima poboljsavaju uc¢enikovo razumijevanje i

svladavanje geometrijskih pojmova.

Osim ploce, krede i udzbenika, nastavnik moze obogatiti svoje predavanje i ra-
znim racunalnim programima, interaktivnim aktivnostima, opipljivim pomagalima
kojima djeca mogu rukovati. Raznolik izbor pomagala u nastavi matematike po-
nekad moze biti optereéenje za nastavnike. Poznavanje nekolicine matematickih
pomagala u potpunosti je uc¢inkovitije, nego nepromisljeno trazenje novih aktivnosti

koji bi obogatili predavanje.
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Sazetak

U prvom poglavlju ovog diplomskog rada opisane su poteskoce s kojima se ucenici
susrec¢u pri u¢enju matematike. Nadalje je objasnjeno kako ucenici ¢esto dolaze
do pogreski u dvije veoma znacajne grane matematike: algebri i geometriji. Na
kraju su prikazani razli¢iti pristupi u poduc¢avanju matematike koje mogu primjeniti
nastavnici. Za kvalitetnije predavanje preporuca se da nastavnik koristi racunalne

programe i razna pomagala.
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Summary

In the first chapter we discussed the difficulties which students face while studying
mathematics. We then explained why students often make mistakes in algebra and
geometry, the two most important branches of mathematics. Finally, we have shown
some of the different ways of teaching that teachers can use to present knowledge to
students. In order the elevate the quality of teaching, it is advised to use computer

programs and many other tools and helpers for teaching.
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