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Sazetak

U ovom radu se proucavaju funkcije f za koje se moze definirati operator f(A), pri ¢emu je
A linearni operator na nekom vektorskom prostoru V. U uvodnom dijelu ¢e biti definirani
osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje rada. Zatim ¢e biti definiran f(A) za cijelu
funkeciju, te prikaz f(A) u Jordanovoj i kanonskoj bazi. Zadnje poglavlje rada govori o
f(A) kao polinomu.

Kljucne rijeci: linearni operator, cijela funkcija, analiticka funkcija, Jordanova baza

Abstract

In this paper we will consider functions f for which we can define operator f(A), where
A is a linear operator on the vector space V. In the introduction we will define the basic
concepts that we need for understanding the paper. After that, f(A) will be defined for
the entire function and the representation of f(A) in Jordan and canonical base. The
paper will be concluded with the chapter about f(A) as a polyomial.

Key words: linear operator, entire function, analytic function, Jordan basis



1 Uvod

Za pocetak definirajmo nekoliko osnovnih pojmova.

Definicija 1.1. Neka su V' 1 W wvektorski prostori. Svako preslikavanje A 'V — W

naziva se operator.

Definicija 1.2. Neka su V i W wektorski postori definirani nad istim poljem K te A :
V — W operator. KaZemo da je operator A :

o aditivan ako Yv,w € V wrijedi A(v +w) = A(v) + A(w) ,
e homogen ako Vv € V, Va € K vrijdi A(av) = aA(v).
Operator A je linearan ako je aditivan i homogen.

Napomena 1.1. Za vektorske prostore Vi W nad istim poljem K sa L(V,W) éemo

oznacvati skup svih linearnith operatora A :V — W.

Definicija 1.3. Neka je V wvektorski prostor i A € L(V') linearan operator. A je nilpo-
tentan operator ako za neki prirodan broj k vrijedi A¥ = 0. Tada je A™ = 0,Ym > k.
Najmanji prirodan broj p takav da je AP = 0 naziva se indeks nilpotentnosti operatora A;

kazemo jos da je operator A nilpotentan indeksa p. Naravno, vrijedi AP~! £ 0.

Propozicija 1.1. Neka je A € L(V') nilpotentan operator indeksa p i neka jev € V takav

da je AP~y # 0. Tada su vektori v, Av, A%v, ... AP~ v linearno nezavisni.

Prema prethodnoj popoziciji, ukoliko je operator A nilpotentan operator indeksa nil-
potentnosti n = dim(V), skup {v, Av, A%v,...A" v} je lineano nezavisan skup vektora
koji ¢ini bazu za prostor V. Ta baza se naziva ciklicka baza nilpotentnog operatora A (ili

ciklicka baza prostora V') i pise se:
{A" Ly, A% 2y, ..., Aw, 0} = €.

Zapis operatora A u toj bazi:

0

Ta se matrica naziva elementarna Jordanova klijetka reda n i oznacava .J,.
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Definicija 1.4. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i A € L(V'). Potprostor W <V

zove se A—invarijantan (ili potprostor invarijantan s obzirom na operator A) ako vrijedi
YweW = Aw e W,

odnosno ako je AW C W.

Teorem 1.1 (O Jordanovoj formi). Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor

nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je A € L(V'). Neka je
o(A) ={a1,02,...,05}, ajFar za jFk.
Dakle, minimalni polinom operatora A je
pa(A) = (A —a)" (A —a2)”...(A — as)”, p1,p2,....,ps €N
Definiramo Ui s
Vi = Kerp(A) = Ker(A; — oy ), Aj= AlV;, Bi=A; —oil;.

(I; je jedini¢ni operator na prostoru V;). Tada je B; nilpotentan operator indeksa nilpo-
tentnosti p;. Postoji baza e prostora V, e = eM UeP U...Ue® | gdje je e baza za V;, u
kojoj cijeli operator A ima blok-dijagonalnu matricu (Jordanova forma matrice operatora
A) ¢iji su blokovi o I;(eW) 4+ B;(e®), 1 < i < s. Svaka matrica B;j(e®) je blok-dijagonalna

1 blokowi su joj elementarne Jordanove klijetke od kojih je najveéa reda p; X pi.

U iduéem primjeru pokazat ¢emo postupak odredivanja Jordanove forme operatora A.

Primjer 1.1. Odrediti Jordanovu formu i Jordanovu bazu operatora A € L(C*) ¢iji je

matriéni zapis u kanonskoj bazi prostora C*:

-2 4 0 O

-1 2 0 O
A=

-2 4 -1 0

3 -6 0 1

Rjesenge:
Karakteristi¢ni polinom operatora : k() = det(A — M) = A2(A — 1)(X + 1). Odredimo
potprostore Vi = Ker(A?),Vy = Ker(A —I) i V3 = Ker(A + I).

2



o Ker(A?):

0 0 00 2
0 0 00
A% = ; B= . e,
2 -4 1 0 I3
3 —6 0 1 Ty
I |
2 L2
Aeg=0= g= ,T1, 2y € C,
—21’1 +4.I'2
—3.I'1 +6.T2_
1 0
. L , , 0l. 1
sto znaci da je Vi = Ker(A?) = [{f1, f2}], gdje su f1 = of 2 fo= p
-3 6

Slicnim postupkom dobijemo da je Vo = Ker(A — 1) = [{f3}] 1 Vs = Ker(A+ 1) = [{f1}],

0 0
0 0

dje su fs = ify=
gd] f3 0 fa 1
1 0

Ovim postupkom smo dobili novu bazu f = {fi, f2, f3, f4} prostora C* u kojoj operator

A ima zapis:

-2 40 0
—1 2@ 0 -2 4
A(F) = = A = A =[], H=]—1
R I B T A e
0 00 —1

Promotrimo sada nilpotentan operator B; = A; — \;[ i trazimo bazu u kojoj By ima oblik
elementarne Jordanove klijetke. Kako je B; nilpotentan operator indeksa nilpotentnosti
2 slijedi da je: C? = (Ker(B?)—Ker(B)) + Ker(B).

Lako se pokaze da je Ker(B?) = [{e1, e5}], gdje su ey, e, vektori kanonske baze za C? nad C,

2 ‘
a Ker(B;) = [{v1}] pri ¢emu je v; = al - Dakle, mozemo uzeti da je Ker(B?)—Ker(B;) =

01

[{e1}] pa je Biey € Ker(B;) i {Bjey, e1} je baza u kojoj je By = Ay = M
Iz svega slijedi,

010

0 00

A(f) = :
(f) 0 0 1
@ 0 9 —1



gdje je f' = {f1,—2f1 — fa, f3, fa} Jordanova baza prostora C*. Minimalni polinom ope-
ratora A je pa(A) = A2(A — 1)(A + 1). Time smo rijesili primjer.

Nadalje, u ostatku rada V' ¢e predstavljati konac¢nodimenzionalni vektorski prostor
nad poljem C. Kako je za polinom P(\) i operator A € L(V') dobro definiran operator
P(A), postavlja se pitanje za koje jos funkcije f se moze definirati operator f(A). Funkcije

najsli¢nije polinomima su redovi potencija:

FO) =D aXt, XecC.
k=0
Ako gornji red konvergira za svaki A € C onda se funkcija f : C — C koju taj red definira

naziva cijela funkcija.

Definicija 1.5. Neka je D podrucje u C i f : D — C funkcija. Ako f ima neprekidnu

deriwaciju na D, onda se funkcija f naziva analiticka funkcija.

Definicija 1.6. Neka su V i W konacénodimenzionalni vektorski prostori nad poljem C.
Za niz (Ag)keny w L(V,W) i za A € L(V,W) kaZe se da niz operatora (Ay) konvergira
prema operatoru A i pise se

A= lim Ak,

k—o0

ako postoje baza e = {ey, ey, ...,e, } prostora Vi baza f = {f1, fa, ..., fm} prostora W takve

da za matrice

(k) (k) (k)

all CL12 e aln all a12 e aln
a8 o) @5 s -
A(fie)= 1| 7 . T, Alf,e) =
(k) (k) (k)
CLml m2 e amn a/ml a/m2 e amn

vrijeds
;= lim P Ve {1,2,....m}, Vje{l1,2,...,n}

a;
k—oo Y

Za red operatora Y .- Ar kaze se da konvergira, ako konvergira niz parcijalnih suma
(Sk), gdje je

Limes niza parcijalnih sume se tada naziva suma toga reda.



2 Cijela funkcija operatora

U ovom poglavlju najprije navodimo propoziciju iz koje dobivamo cijelu funkciju opera-
tora, a zatim neka svojstva tih funkcija.

Propozicija 2.1. Neka je f : C — C cijela funkcija:

o0

FO) =) a, a,reC

k=0

i neka je A € L(V). Tada red operatora

S
k=0
konvergira.
Dokaz. Vidi [3, str. 89.] O

Za cijelu funkciju f iz prethodne propozicije i za operator A € L(V') stavljamo

FlA) =) ap A",
k=0

Operator f(A) naziva se cijela funkcija operatora A.

Propozicija 2.2. Neka su f,g: C — C cijele funkcije, « € C i A € L(V). Tada je
1. (af)(A) = af(4),
2. (f+9)(A) = f(A) + g(A),

3. (f-9)(4) = f(A) - g(A).
Dokaz. Neka je
FO) =D aX i g =) B,
k=0 k=0

Tada je
(@f)N) =D aah i (f+9)N) =D (o + Br)A".
k=0 k=0

Stoga slijedi:
1' o0 m m
(af)(A) = ZaakAk = [ ZaakAk = lim az o AP =
m—r o0
k=0 k=0

m—o00
k=0

= a lim g apA* = o E ozkAk:af(A)
m—00
k=0 k=0
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(f+9)(A) = (o + fr)A" = lim Z(akwkm’“ = lim () axd*+) Ged¥) =
- m—o0 m—00 o0 =0
k k k __
Trng%OZakA + lim ZﬂkA ;OakA +k§_:05kA = f(A) + g(A).

. Neka je e baza prostora V. Za bilo koji operator B € L(V') sa B(e);; ¢emo oznaciti
element matrice B(e) na presjeku i—tog retka i j—tog stupca. Prema Propoziciji
2.1. redovi matricnih elemenata apsolutno su konvergentni, stoga se u njihovom

produktu moze mijenjati redoslijed ¢lanova i grupirati, pa slijedi

=1 =1 =
0o o n oo 00 oo m
(k) (s) k+s) m)
=D > By oy =) Y ot =3 (Y arbnr |
k=0 s=0 =1 k=0 s=0 m=0 \r=0

pa slijedi

Dakle, vrijedi [f(A)g(A)] (e)ij = [(f - 9)(A)] (€)ij, Vi,j € {1,...,n} , odnosno

(f - 9)(A) = f(A)g(A).



3 Funkcije operatora u Jordanovoj bazi

Neka je A € L(V) i neka je e Jordanova baza prostora V' u kojoj je

M+ 0 0

0 Aolo +Jy ... 0
Ale) = . e ey
0 0 S JRE

gdje su I; jediniéne matrice reda j x j, J; elementarne Jordanove klijetke reda j x j te
o(A) = {1, ..., As}, pri tome svojstvene vrijednosti ne moraju biti nuzno razlicite. Kako
je A(e) blok-dijaginalna matrica tada je njezina k-ta potencija ponovo blok-dijagonalna

matrica ¢iji su blokovi k-te potencije odgovarajué¢ih blokova matrice A(e), tj.

(ML + Jl)k 0 0
0 Aoly + Jo)F .. 0
we=| 0 eREAT |
0 0 v Ay + )
Za cijelu funkciju
FO) =) A
k=0
vrijedi: )
f(A L + J4) 0
0 f(Aals + J3)
[F(A)] (e) = . .
| 0 0 s Fldaly T J5) |

U nastavku ¢emo promatrati jedan blok matrice operatora A i problem definicije
(ol +J),

pri ¢emu je I jedini¢na matrica reda n x n, J elementarna Jordanova klijetka istog reda,

a A\g svojstvena vrijednost.
Lema 3.1. Neka je f: K(A,r) = C funkcija koja je definirana i analiticka na krugu
KMA,r)={AeC:|]A=X\]| <}

1 neka je

FO) =3 an(h = At
k=0

T



njen Taylorov red oko tocke Ny koji konvergira apsolutno za svaki A € K(\,7). Za svaku
tocku Ao € K(A1,r) red matrica

iiaﬁMWaMH+Jf
k=0

konvergira i suma mu je jednaka

f'(Ao) f"(>\0)ﬂ+ +f" Y (X )Jn 1

fO + 2! (n—1)!

Dokaz. Oznacimo za bilo koji p € N

=3 a(Go =M+ i f(A) =) a(h—M)"
k=0

k=0

Primjenom binomnog poucka za svaki k dobivamo:
k k k k—1 k k-1 k

S druge strane,

I . k! 1
Qo= A = s (Mo = M) = o = (A=A
(y) SR TTCE T T2V Y
pa slijedi:
(Mo =A)I+D)F =[(A A)]+1 du B JBF 1 ey dk@ A)FJF] (1)
0— A1 = — A o7 L T
11 dA k! dX¢ A=
Za k >mnje J" = .. = J¥ =0 stoga u gornjem izrazu ne treba pisati sve ¢lanove, samo
do ¢lana ] g1
. X —2A k n—ll
CEE R Tl N
Za k < n —1 imamo
1 & ,
i d)\j()\ =0 2a j=k+l,...m—1
pa u izrazu (1) s desne strane mozemo dopisati sumande
1 A 1 dn!
: A=) o : A=) 2B
G e AT S e ey e A



Dakle, za svaki & > 0 vrijedi:

dn—l

(Bg—A 3T = [(A—Al)’fui-i(A—Al)’U+...+(n_ O vt

1! dA

A=)k

A=Xo

Ako sada pomnozimo gornju jednakost s aj, i zbrojimo po k£ od 0 do p, s lijeve strane

jednakosti se dobije upravo ranije definirana matrica S,

P =
1 d 1 gl
_ kp o 20 @y \E _ k-1
Sp=> ar[(A =)+ A= M)+ Go D v (A = A)Eg ] -
k=0 0
1 ! n— n—
(2)
Bududi da je
lim f,(0) = F(h) i lim fP(0) = fD ) za j=1,.n -1,
p—o0 p—o0
iz jednakosti (2) slijedi tvrdnja leme. O

Definicija 3.1. Neka je A € L(V) i ua(X) = (A=A)P (A= A2)P2...(A=X;)Pe, pri cemu su
Ay Ag, o As €C o N # Ny, Vi#£ § . S F(A) éemo oznaciti skup svih funkcija f : C — C
sa svojstvima:

1. Domena funkcije f sadrzi o(A),

2. Ako je p; > 0 tada domena funkcije f, D(f), sadrzi krug K(X\;,r;) i na tom krugu
je funkcija f analiticka.

Tada zapis operatora f(A) u Jordanovoj bazi e prostora V, za svaku funkciju f € F(A),

1zgleda:
f0l + ) 0
0 Xoly + Jo
fa=| o IR ,

pri cemu je za svaki j € {1,...,s}

ey . (pj—1
FOy) FOy) 02 f@j;g@
0 fOy) POy . 20
I+ J5) = : :
f1(A)
I )]




Primjer 3.1. Neka je dan operator A : C* — C* i njegov matriéni zapis u kanonskoj bazi

prostora C* :

-2 4 0 O

-1 2 0 O
A—

-2 4 -1 0

3 —6 0 1

Odredite matricu operatora sin(A) u Jordanovoj bazi.

Rjesenje:
U Primjeru 1.1. smo odrediti Jordanovu formu operatora A, tj. zapis operatora A u

Jordanovoj bazi prostora C* :

010 O
000 O
A=
001 O
000 -1
Prema prethodnoj definiciji slijedi da je:
sin(0) sin’(0) 0 0 sin(0) cos(0) 0 0
. 0 sin(0) 0 0 0  sin(0) 0 0
sin(A) = - = : =
0 0  sin(1) 0 0 0  sin(1) 0
0 0 0  sin(—1) 0 0 0  sin(—1)
01 0 0
oo o 0
0 0 sin(1) 0
00 0 sin(-1)

3.1 Osnovna svojstva

U iduéem teoremu ¢emo navesti neka osnovna svojstva funkcija iz skupa F(A), te neka

od njih i dokazati.

Teorem 3.1. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad C, A € L(V),0(A) =

{1, A2, ooy A} pri Gemu su Ap, Mg, ..., Ay medusobno razliciti i neka je
pa = (A= AP (A= )P

Tada vrijedi:
1. Ako je f(A) =1 YA € C onda je f € F(A) i f(A) = 1.
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2. Ako je f(A) =X YA € C onda je f € F(A) i f(A) = A.
3. Neka su f,g € F(A) i o, € C. Definiramo funkciju h tako da je D(h) = D(f) N
D(g) i h(X\) = af(A) + Bg(X). Tada je

he F(A) i h(A) =af(A)+ Bg(A).

4. Neka su f,g € F(A) . Definiramo funkciju h tako da je D(h) = D(f) N D(g) i
h(A) = f(N)g(A). Tada je

he F(A) i h(A) = f(A)g(A).

5. Pretpostavimo da su f,g € F(A) takve da je f& () i) = gt )()\-) 200<k<p;—141
za 1< j<t. Tada je f(A) = g(A).

6. Neka je f € F(A) i neka je (fi) niz u F(A). Pretpostavimo da vrijeds

f(i)()\)— lim fk (A) =0 E=01,...p;—1 & 2w j=1,2, .5

k—o0

Tada je
f(A) = lim fi(A).

k—o0
7. Za f € F(A) vrijedi o(f(A)) = f(o(A)) = {f (M), f(A2), ., (M)}

Dokaz. Tvrdnje 1.,2.,3.15. su ocigledne, stoga ¢emo dokazati preostale dvije. Dokazimo
najprije tvrdnju 4.:

Stavimo V; = Ker((A — A\;I)P/), 1 < j < t. Tada znamo da su svi potprostori V;
A—invarijantni i da je V =V, + V5 + ... + V;. Imamo redom

FA)G(AV; = (F(AIV)) - (9(AIV5) = F(AIV;)g(AV;) =
S lf S (= 0 gy
( > (Zg ) Z(Z (= k) R )‘ﬂ:

i= =0 k=0

i—1

-1 P; (.

=0 =0
Kako ovo vrijedi zasve j = 1,2, ....,t i kako je V = Vi +Vo+...4+ V4, slijdi f(A)g(A) = h(A).

Preostaje jos dokazati tvrdnju 7. Imamo redom ekvivalencije:

bj

N € 0(f(A)) <= det(Nol(e) = [f(A)](e)) =0 <=
<= (A= fA)™)Ao = fF(A2)™ - (Ao = f(M))™" =0, n; =dim(V;) <<=

11



= A e{f(M), f(R2), ., F(A)}-

4 Operator f(A) kao polonom od A

Iz Definicije 3.1. vidimo da je skup F(A) ovisan samo o spektru operatora A i minimalnom
polinomu tog operatora, odnosno funkcije iz F(A) su trebale djelovati u okolini spektra
operatora A. Zbog toga ¢e razlicite funkcije f,g € F(A) definirati isti operator, f(A) =
g(A). Tocnost ovoga slijedi iz ¢injenice da se svi operatori f(A) mogu dobiti ako za f

uzmemo samo polinome.

Teorem 4.1. Neka je m stupanj minimalnog polinoma s operatora A € L(V) i f €
F(A). Postoji jedinstveni polinom P stupnja manjeg od m takav da je P(A) = f(A).

Dokaz. Jedinstvenost:

Neka su P (\) i Py(A) dva polinoma kojima je stupanj manji od m. Ako je P;(A) = P»(A)
tada je (P, — P2)(A) = 0, iz ¢ega slijedi da je P;(A) — Py(A) djeljivo sa pg. Kako je stupan]
polinoma P; — P, manji od m = deg(pa), Py — P, is¢ezava pa slijedi da postoji najvise
jedan polinom P stupnja manjeg od m za kojega je P(A) = f(A).

FEgzistencija: Pretpostavimo da postoji polinom P s trazenim svojstvima. Neka je

paA) = A=A .A =), pr+...+pr=m (3)

minimalni polinom operatora A, pri cemu su \; # A; Vi # j. Rastavimo razlomak fA(—(Y)

na parcijalne razlomke

=+ S

P()\) _ i (6751 Ao akpk (4)
— A — Mg ()\ — >\k)2 ()\ — )\k)pk '

Sa ['y ¢emo oznaciti malu kruznicu sa sredistem u A\ koja osim A\, ne sadrzi niti jednu
drugu tocku iz o(A). 1z (4) slijedi

| PO
= — h— M L g = o P =2 Lo
A T Fk( k) ,LLA(A> yJ y o0y Pk ) (5)
Neka je k =1 :
P(A) # (A1)
Ha O M) (= ) p1 (A1) + 1 ( 1) +
Iz
_ P(\) 1 T 1
R g = ) = et ——pT 0.
( 1) MA(A) (A—)\l)pl_]_'_l/j/l( ) & (pj_y)llj’l ( ) )\_/\1 +

12



i (5) dobivamo

(p1—7)
o = Gt = G [0
Analogno,
1 PN 1™
@y = =70l [(A_)\k)pk/m()\)]\:,\k = F=1..pm =1,..,% (6)

Ovime su koeficijenti proizvoljnog polinoma P stupnja manjeg od m izrazeni pomocu
elemenata skupa o(A) i polinoma 4.
Za konstrukciju trazenog polinoma ¢emo pomocu funkcije f definirati sustav brojeva ay;

na nacin:

akj —] 5 ] = 1, v Pk k= 1, ...,t (7)

1 o f(>\) (P—7)
(P — 5)! {“‘A’” um}

A=A,

i pomocu ovako definiranih brojeva ay; ¢emo definirati polinom

PO =30 [+ e et e O i

stupnja manjeg od m. Iz (8) slijedi da su brojevi ay; iz te relacije sa P povezani relacijom
(6). Dakle,

" P\ (9) B " FN) (9) B o
{(A—AIJ NA(/\)L:A,C_ {()‘_)‘k) MA(A):|/\:/\;€’ ¢g=pe—J3=0,1,...,p — 1

Gornja jednakost je moguéa samo za PD()\;) = f@D()\;), ¢ =0,1,..p, — 1. Na taj nacin
je pokazano da polinom (8) s koeficijentima (7) ima iste elemente kao i f na o(A), ali
tada je P(A) = f(A). O

[z prethodnog dokaza slijedi teorem:

Teorem 4.2 (Lagrange—Sylvester). Neka su A, A, ..., Ay € C medusobno razliciti i neka
su pi, P2, ..., P+ € N. Nadalje, neka su zadani 8;; € C zai=0,...,p; —1izaj=1,..,1%t.
Tada postoji jedinstveni polinom P(X\) stupnja manjeg od py +ps + ... + pi takav da vrijedi

Taj polinom se naziva Lagrange— Sylvesterov interpolacijski polinom.

Dokaz. Pomoéu brojeva A1, Ag, ..., \¢ 1 p1, po, ..., pr definirat ¢emo polinom p kao u dokazu
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prethodnog teorema, odnosno
pA) = (A=A A= )P, pr+ ... +pr=m.

Ukoliko raspisemo relaciju (7) iz prethodnog dokaza te u rezultatu zamijenimo f@=Y();)
s Bqj, pomocu brojeva f3,; i poznatog polinoma g mozemo izracunati a;;. Koristedi te
a;j moze se konstruirati polinom P(A) kao u relaciji (8) u prethodonom dokazu. Za ta]
polinom takoder vrijedi relacija (6). Osim toga, slijedi da je 8,; = P41 ()\;), prema tome
postoji barem jedan polinom stupnja manjeg od m za koji vrijedi P (\;) = B;;. S druge
strane, kako smo elemente polinoma P stupnja manjeg od m trazili kao u prethodnom
dokazu, to znaéi da su ti koeficijenti jednoznacno odredeni. Dakle, polinom P sa trazenim

svojstvima je jedinstven. O

U slucaju za p; = ... = p; = 1 polinom iz prethodnog teorema naziva se Lagrangeov

interpolacijski polinom i ima oblik:

t

- 3 — Dol e— Do B (5 — B
PO =2 a0 O = Mt 0w = herD)o O = )

(k).

k=1

Lagrange—Sylvesterov teorem omoguéuje efikasno izracunavanje funkcija operatora.
Naime, za svaki par indeksa k € {0,1,..,p — 1} il € {1,2,...,t} prema tom teoremu

postoji jedinstven polinom Gy (A) stupnja manjeg od m takav da vrijedi
() = dudi.

Ako stavimo Py = Gp(A), tada se iz formule za funkciju operatora lako vidi da je za
svaku funkciju f € F(A)

t prp—1

FA)=>">"fO0) - Pu. 9)

k=1 1=0

Da bismo odredili operatore Py, ¢ije poznavanje znaci lako izracunavanje operatora f(A)
za svaku funkciju f € F(A), nije nam potrebno pronalaziti polinome Gy (). Dovoljno je
gornju jednakost napisati za funkcije f3(A) = A*, s =0,...,m — 1. Tada dobivamo sustav

od m jednadzbi s p; + py + ... + pr = m nepoznanica Py;:

& Pr—1
s s! s—I
A :Z(Z (s—l)!’\k -PM), 0<s<m-—1.

k=1 =0

Eksplicitnim rjesavanjem tih jednadzbi dolazimo do operatora Pj;.

Propozicija 4.1. Neka je V konacnodimenzionalni kompleksan vektorski prostor, A €
L(V') i neka su operatori Py definirani na prethodno opisani nacin. Tada je {Py; 0 <

| < pr—1,1 <k <t} baza vektorskog prostora L(A), pri ¢emu sa L(A) oznacavamo
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potprostor od L(V) razapet svim potencijama operatora A, tj. L(A) = [{I,A, A% ...}] =
[{A% k e NU{0}}] = {P(A); P(A) polinom}.

Dokaz. Svi operatori Py su polinomi operatora A, dakle, Py € L(A). Broj tih ope-
ratora je p; + ... + pt, dakle, jednak je stupnju m minimalnog polinoma p4 operatora
A, odnosno, dimenziji vektorskog prostora L£(A). Nadalje, prema gornjim jednakos-
tima potencije I, A, A2, ..., A™"! su linearne kombinacije operatora Pj. Buduéi da je
{I,A, A% ..., A"} baza od L(A), slijedi da operatori Py razapinju prostor £(A). Dakle,
operatori Py tvore bazu od L(A). O

Pogledajmo primjenu prethodnih teorema na idu¢em primjeru.

Primjer 4.1. Odrediti opéenito f(A) za bilo koji f € F(A) ako je operator A € L(C?)

dan matricom u kanonskoj bazi prostora C2?:

A:Eﬂ.

Zatim jo§ odrediti f(A) = A? — A takoder u kanonskoj bazi prostora C?.

Rjesenje:

Najprije odredimo karakteristi¢ni polinom operatora A:
kal) =det(A— M) =(6—-A)(T—X)—6=X—-131+36=(A—4)(\—9).
Slijedi da je minimalni polinom operatora A jednak:
paA) = A =4)(A-9).

Prema tome svojstvene vrijednosti operatora A su Ay = 41 Ay = 9. Uvrstimo li to u

formulu (9) za t =2, p; = po = 1 dobivamo:

2 pr—1 p1—1 p2—1

FA) =D 3O Pa=)_ fO0N) - Pu+ ) fP) - Pu=
=0 =0

k=1 (=0
= f(o)()‘l)PIU iy f(o)()\2)P2o = f(M)Pio + f(A2)Pao.

Sada je potrebno odrediti Py i Psg, pa gornju jednakost raspisemo za fs = A° gdje je
s = 0,1 i dobivamo:
I=1-Pgy+1-PFPy = Po=1-— Py
A:f(4)P10—|—f(9)P20:4P10—|—9P20
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Rjesavanjem ovog sustava dobijamo Py i Psy:

3 2 2 2

Po=| ° 1, Pe=|°°

3 2 3 3

5 5 5 5

Trazena funkcija je oblika:
3 2 2 2
5 5 5 5
f(A) = f(M) +f(X2)

2 3 3
5 5 5

3 2 2 9
FA=2-xn) | ° S l+M-n]|® %=
3 2 3 3
5 5 5 5
3 2 2 2
= F o 36 24
—12| 5 b4 5= .
3 92 g o 36 48
"5 5 5 5

Zakljuc¢imo rad jos jednim zadatkom.

Zadatak 1. Za operator A € L(C3) odrediti VA u Jordanovoj i kanonskoj bazi, ako je A

dan matricom u kanonskoj bazi prostora C3

.9

I
_ o W
—_ N =
— O

Rjesenje:
Najprije je potrebno odrediti Jordanovu formu operatora A, koju mozemo izracunati

postupkom kao u Primjeru 1.1. pa dobivamo:

A(e) =

o O N
(== S
N O O
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pri ¢emu je ¢ = {—e; — e3, €3, ey + €3} Jordanova baza prostora C3. Iz zapisa operatora
A u bazi € lako iS¢itavamo minimalni polinom operatora A: pa(\) = (A — 2)2

Dakle, trazena funkcija operatora u Jordanovoj bazi prostora C? je:

Preostaje jos odrediti funkciju v/A u kanonskoj bazi, a to éemo napraviti kao u prethod-
nom primjeru. Iz minimalnog polinoma vidimo da je t = 1 i p; = 2. Uvrstavamo sve u

formulu (9):

1 p1—1 21
FA =3O Pu=> fON) Py =
k=1 1=0 =0

= Q)P + FO M) P = F(M)Puo + F (M) Pur.

Potrebno je odrediti Py i P;;. Raspisivanjem gornje jednakosti za f; = A° za s = 0,1
iscitavamo sustav:
]:1'P10+0'P11 :>P10:I

1 1 —1
AZQ'P10+1'p11 :>P11:A—2P10: O O O
1 1 —1

Trazena funkcija je oblika:

Preostaje izracunati f(A) = v/A u kanonskoj bazi prostora C?, pa je:

1 1 il

1 0 0 111—1 \/§+mm 0
VA=+v2lo 1 0l+—=100 0= 0 /2 0
2\/5 1 1 1\/51

LA - i s ViTa;

Ovime smo rijesili zadatak i zaklju¢ujemo da se f(A) u kanonskoj bazi razlikuje od f(A)

u Jordanovoj bazi.
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