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Horadam polynomials

Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se s polinomima zadanim rekurzivnim formulama. Navest ¢emo
nekoliko vrsta takvih polinoma te objasniti Binetovu formulu vezanu uz Fibonaccijeve po-
linome. Detaljnije éemo obraditi dvije vrste polinoma, Pellove i Pell-Lucasove. Opisat
¢emo njihova svojstva i graficki prikazati neke od polinoma. Osim Pell-Lucasovih, obradit
¢emo i opcenitiju vrstu, k-Pell-Lucasove polinome. Prouéit ¢emo pripadne matricne zapise
te konvoluciju polinoma. Konac¢no, dokazat ¢emo jednakosti koje povezuju Pellove i Pell-
Lucasove polinome. Navest ¢emo jednakosti koje vrijede izmedu Fibonaccijevih, Pellovih i
Pell-Lucasovih brojeva te opisati na koji na¢in se oni mogu primijeniti u kombinatorici.

Kljuéne rijeci: Rekurzija, Fibonaccijevi polinomi, Binetova formula, Pellovi polinomi, Pell-
Lucasovi polinomi, konvolucija, Fibonaccijevi brojevi, Pellovi brojevi, Pell-Lucasovi brojevi.

Abstract

In this paper we will introduce type of polynomials defined by the recursive formulas. We
will mention some of these polynomials and explain Binet formula. Furthermore, we will
present two of the polynomials, Pell and Pell-Lucas, in detail. Some properties and graphical
representation will also be shown. Besides that, k-Pell-Lucas polynomials will be mentioned.
We will see some matrix techniques for these polynomials, as well as convolution. Finally,
equalities that link Pell and Pell-Lucas polynomials will be proven. After that, we will men-
tion the numbers which are obtained through certain polynomials. Some equalities will be
used to prove connection between these numbers and trigonometric functions. We will end
this paper with application of these numbers in Combinatorics.

Keywords: Recurrence, Fibonacci polynomials, Binet formula, Pell polynomials, Pell-Lucas
polynomials, convolution, Fibonacci numbers, Pell numbers, Pell-Lucas numbers.
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1 Uvod

Rije¢ polinom dolazi od grcke rijeci poly (mnogo) i latinske rije¢i nomen (ime). Prvi put ju
je upotrijebio u 17. stolje¢u Francois Viéte, no racunske operacije nad polinomima i problem
odredivanja nultocki polinoma javljaju se puno ranije.

Definirajmo pojmove koje ¢emo koristiti u nastavku ([10] i [12]).

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1. Funkcyju P, : R — R definiranu s
Po(z) =apz" 4+ ap_ 12" '+ +ax+ay, nENy, a;€R, a,#0

nazivamo polinom n-tog stupnja nad R. Brojeve a; € R zovemo koeficijenti polinoma, broj
ag slobodni koeficijent, a a,, vodeci koeficijent.

Definicija 1.2. Diferencijalna jednadzba je jednadzba u kojoj se pojavljuju i funkcija,
koja je nepoznanica, i jedna ili vise njenth derivacija.

Definicija 1.3. Neka jey : D C R — R. KaZemo da je y rjesenje diferencijalne
jednadzZbe ako zadovoljava tu jednadzbu za svaki x € D.

Definicija 1.4. Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda je diferencijalna jed-
nadzba oblika y" + a(z)y + b(x)y = f(z), gdje su a, b i f neprekidne funkcije na intervalu
I C R na kojem Zelimo rijesiti jednadzbu.

Za linearnu diferencijalnu jednadzbu kazemo da je homogena ako vrijedi f(z) = 0.

Definicija 1.5. Rekurzivna relacija je formula u kojoj se n-ti ¢lan nekog niza a, izraZava
pomocu nekoliko prethodnih ¢lanova ay, gdje je k < n.

1.2 Uvod u Horadamove polinome

Polinome mozemo zadati i rekurzivno. Takve polinome istrazivao je Alwyn Francis Hora-
dam i po njemu su dobili naziv Horadamovi polinomi. Navest ¢emo nekoliko odredenih vrsta
Horadamovih polinoma i poblize opisati neke od njih. Uz to ¢emo opisati i njihova svojstva.

Horadam je proucavao sljedece oblike polinoma:

An(z) = prAn_1(z) + gAn—2(z), Ao(z) =0, Ai(z)=1 (1.1)

By} = pEBy a(@)+aBns(z); Bolz)=2; Bilg) =28, {1.2)
gdje su p,q € R.

Moze se pokazati da su navedeni oblici polinoma rjesenja nekih diferencijalnih jednadzbi.
Primjerice, polinom x — A, () je jedno rjesenje linearne homogene diferencijalne jednadzbe
drugog reda:

2 2 2
p 2 " 3p / p 2
14+ — — - — — 1)y =0. 1.3



Ovisno o odabiru koeficijenata p i ¢, dobivamo razli¢ite vrste polinoma. Nabrojimo neke od
njih:

1. Fermatovi polinomi prve vrste: A,(z) zap=1iqg= —2
2. Fermatovi polinomi druge vrste: B,(z) zap=11iqg= —2
3. Cebisevljevi polinomi druge vrste: A,(z) zap=21iqg=—1

4. Pellovi polinomi P,(z): A,(z) zap=2ig=1
5. Pell-Lucasovi polinomi Q,(z): By(z)zap=2ig=1

6. Fibonaccijevi polinomi F,(z): A,(z) zap=1ig=1

): A
7. Lucasovi polinomi L, (z): B,(z) zap=1iqg=1.

Ako uzmemo x = 1, dobivamo sljedece:

P,(1) = P, je n-ti Pellov broj

x (1) = @, je n-ti Pell-Lucasov broj
* Pn(%) = F,, je n-ti Fibonaccijev broj
* Qun(3) = Ly je n-ti Lucasov broj.

Vrijede i sljedece dvije jednakosti: P,(5) = Fu(z) i Qu(35) = Ln(7).

U nastavku ¢emo razmotriti Fibonaccijeve polinome te Binetovu formulu, a zatim ¢emo
se detaljnije baviti Pellovim i Pell-Lucasovim polinomima te pripadnim brojevima. Navest
¢emo njihova svojstva, matricne zapise i jednakosti koje povezuju te polinome, ali i brojeve.
Vise o navedenim polinomima, kao i o polinomima koje ne¢emo proucavati, moze se pronaci

u [3].



2 Fibonaccijevi polinomi

2.1 Osnovna svojstva

U ovom poglavlju ukratko éemo opisati Fibonaccijeve polinome te objasniti Binetovu formulu
koju ¢emo u nastavku koristiti. Fibonaccijevi polinomi su definirani sljede¢om rekurzivnom
formulom:

Fo.(z) =zF,_1(z) + F,_2(x), (2.1)

gdje je Fo(x) =01 Fi(x) = 1, za n > 2. Fibonaccijevi polinomi se mogu prikazati koristedi
funkciju izvodnicu
- t
Frlo)t" = ——.
nZ:o (=) 1—tx—1t2

Primjer 2.1. Navedimo pruvih nekoliko Fibonaccijevih polinoma.

(b) Fs(z) =axFy(z)+ Fi(z)=z-z+1=2+1
=z(z*+ 1) +r=23+2z

(?
=z(x3+2z)+2°+1=2t+322+1

=z(z?+322+ 1)+ 23 +2r =25+ 423 + 3z
G

=xz(z® +423 +3z) + 2t + 322 + 1 = 25 + 521 + 622 + 1

100 ~

3
—_— X2 X

¥t a3t

F 1
— X"+ X" +3x

i i
— xR B+

4

Slika 1: Neki od Fibonaccijevih polinoma iz Primjera 2.1

Neka od zanimljivih svojstava te poveznica Fibonaccijevih polinoma s binomnim koeficijen-
tima mogu se pronadi u [6].

Lvodedi koeficijent polinoma jednak je 1



2.2 Binetova formula

Mozemo li pronaé¢i formulu pomocéu koje racunamo n-ti Fibonaccijev broj uz poznavanje
broja n, ali ne i prethodnih Fibonaccijevih brojeva?

Na to pitanje je u 19. stolje¢u dao odgovor Jacques Philippe Marie Binet te je po njemu
formula dobila naziv Binetova formula. Fibonaccijevi brojevi zadani su formulom

gdje je Fp =01 F1 =1,zan > 2.
Binetova formula glasi:

Fn =Ftp1+ Fn—2) (22)
1;
F,=—

g By fi—sE%
A5) -(59)) e

Do nje se doslo prouc¢avanjem pripadne karakteristi¢ne jednadzbe rekurzije (2.2)

=z +1.
14+5 . 1-+5
i = .
Sljedeci teorem nam govori u kojem obliku mozemo zapisati rjesenje rekurzije, ukoliko znamo
rjeSenja karakteristicne jednadzbe pripadne rekurzije.

Rjesenja te jednadzbe su ¢ =

Teorem 2.1. Neka su z 1 y razli¢ita rjesenja karakteristicne jednadzbe koja pripada rekurziji
Qp, = PQn_1 + qan_2, gdje sup,q € R, p,q # 0. Tada je rjesenje rekurzije dano formulom
a, = Ax™ + By", gdje su A i B proizvoljni realni ilv kompleksni brojevi.

Dokaz ovog teorema moze se pronaéi u [1] (str. 126).

Prema prethodnom teoremu, rekurzija (2.2) moze se napisati na sljedeéi nacin:
F, = Ap"™ + By". (2.4)
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta jednadzbe (2.2), dobivamo sljedeéi sustav:
A+B=0,
Ap+ By = 1.

1
Rjesenja tog sustava su A = —B = 7 Uvrstavanjem A, B, ¢ i ¢ u (2.4) dobivamo

Binetovu formulu. Ona ¢e nam koristiti u nastavku ovog rada, a vise o njoj zainteresirani
¢itatelji mogu pronadi u [4].

2.3 Pitagorine trojke

Svaki Fibonaccijev broj dobije se kao suma prethodna dva Fibonaccijeva broja. Dakle, prvih
nekoliko Fibonaccijevih brojeva su: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... U ovom poglavlju povezat
¢emo Fibonaccijeve brojeve i Pitagorine trojke. Prisjetimo se, Pitagorina trojka je uredena
trojka brojeva (x,vy, z) za koju vrijedi 22 + y* = 22, pri éemu su z,y, z € N. Najpoznatija
Pitagorina trojka je (3,4,5). Takoder, svaka uredena trojka oblika (3n,4n,5n) je Pitagorina
trojka, za n € N.



Proucimo sljedeci primjer.

Primjer 2.2. Provjerite je li (x,y, z) Pitagorina trojka, za x = FyF7, y = 2F5Fg 1
z=F?+ F2.

Rjesenje. Zapisimo prvo spomenute Fibonaccijeve brojeve:
Fyp=3, F;=5 =8 F=13.
Izracunajmo zatim z, y i z:
r=3-13=39, y=2-5-8=80, z=5"+8>=289.

Sada je
2% 4 9 = 39% + 80% = 7921

te
22 = 89% = 7921.

Dakle, (x,y, ) je jedna Pitagorina trojka.

Dokazat ¢emo da se Pitagorine trojke mogu zadati pomoc¢u Fibonaccijevih brojeva. Toc¢nije,
pomocu 4 uzastopna Fibonaccijeva broja. Uvedimo sljedece oznake:

Tr = FnFn+37 (25>
Yy = 2Fn+1Fn+2; (26)
z=F2 +F2,, (2.7)

Pokazimo da tako odabrani z,y i z zadovoljavaju jednakost z? + y* = 22. Zbog (2.5) i (2.6)
imamo sljedece:
x2 + Z/2 = (FnFn+3)2 + (2Fn+1Fn+2)2.

Zbog (2.2) vrijedi da je F19 = Fyy1+ Fy, odnosno F,, = F i 0—Fpyq te Fis = Frio+ Foy.
Koristeéi i (2.7) dobivamo:

(FoFoss)? + (2Fni1Fry2)® = ((Fasz — Foy1)(Faga + )" + (2Fai1 Fogo)’
= (F3+2 - F3+1)2 + 4F3+1F73+2
= Fro —2F o Fy + Foy +4F2 L FY
= F;zl+2 o 2F3+2F3+1 + Fﬁil
= (Fiﬂ + F3+2)2

= 2’2.



3 Pellovi polinomi

3.1 Osnovna svojstva

Pellovi polinomi definirani su na sljedeé¢i nacin:

P,(x) =2x2P,_1(z) + P,_2(x),

gdje je Py(z) =01 Pi(x) =1, zan > 2. Takoder vrijedi P_,(z) = (—

Pellovi polinomi mogu se prikazati pomoc¢u funkcije izvodnice

(3.1)

Tl ).

(a) Py(z) = 2zPi(x) + Pyz) = 2z

(b) Ps(z) =22Py(x) + Pi(x) =22 -2z +1=42*+1

(¢) Py(z) = 2xPs(z) + Py(x) = 2z(422 + 1) + 2z = 82° + 4

(d) Ps(z) = 22Py(x) + P3(z) = 22(82% + 4x) 4+ 422 + 1 = 162* 4 1222 + 1
(¢) Ps(z) = 22P5(z) + Py(x) = 3225 + 322% + 62

(f) Pr(z) = 2cPs(z) + Ps(x) = 642° + 80x* + 2422 + 1

Primijetimo da je vodeéi koeficijent polinoma P, (z) jednak 2"~! (brojevi oznaceni crveno u
Primjeru 3.1). Ako je n neparan broj, svi koeficijenti polinoma P, (z) su parni brojevi, osim
slobodnog ¢lana. Ako je m paran broj, onda 2z dijeli polinom P, (z). Jos jedno zanimljivo
svojstvo je to da je za paran broj n, n > 2, koeficijent uz x jednak upravo n.

i\

\

I
-Tud

— 2X

4% +1

- 8x +4x

— 16t 127 41

Slika 2: Neki od Pellovih polinoma iz Primjera 3.1



3.2 Matricni zapis

Sljedec¢a matrica generira Pellove polinome:

2z 1
Pl = { 1 0} (3.2)
Opcenito, za Pellove polinome vrijedi sljedece:
ney — |[Peri(@)  Palz)
P ) = { Puz) Poy(@)| (3.3}

Ako uzmemo n = 1, formula (3.3) izgleda ovako:

7= [0 76

Koristeéi jednadzbu (3.1) i Primjer 3.1 dobivamo upravo formulu (3.2). Jednakosti koje
vrijede za P(x), kao i za P"(z), mogu se pronadi u [5] i [8].

Proucimo sada tridijagonalne matrice. Op¢i oblik ovih matrica izgleda ovako:

a’171 (11,2 0 0 s i 0 0

a271 a272 CL273 0 3 0 0

A(n) _ 0 azg2 azs dAgz4 ... 0 0
0 0 0 0 cev OGp_1p—1 QAn-1n
| 0 0 0 0 R Ann—1 Qn.n Il

Determinanta matrice A(n) se, kao i Horadamovi polinomi, racuna koristeéi rekurzivnu
formulu. Ona glasi:

det A(n) = appndet A(n — 1) — @pp_1an_1ndet A(n — 2), (3.4)

uz pocetne uvjete
det A(l) =4ai i
det A(Q) =a11G22 — A120G27.

Sada ¢emo, koristec¢i tu formulu, iskazati i dokazati teorem koji povezuje determinantu tri-
dijagonalne matrice i Pellove polinome.

Teorem 3.1. Ako je M, (z), n > 0, kvadratna tridijagonalna matrica reda n,

1 2 0 0 ... 0 O
0O 2¢ 2 0 ... 0 O
O ¢« 2z ¢ ... 0 O
Mn(fﬁ) =3 | . . . s . ) MO(‘I> = 07
0O 0 0 0 . 20 1
0O 0 0 O 1 2x

onda je det M, (z) = P,(x).



Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi princip matematicke indukcije po redu matrice M, ().

e Koristeéi pocetne uvjete formule za determinantu tridijagonalne matrice (3.4),
vidimo da je det My (z) =1 = Py(x) i det My(z) = 2z = Py(z) pa tvrdnja vrijedi
ran=lin=2

e Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za n — 1 i n — 2. Dakle,
det M,,_1(z) = P,_1(x) i det M,,_o(x) = P,_o(z).

e Pokazimo da tvrdnja teorema vrijedi za n. Zbog (3.4) i pretpostavke indukcije imamo
det M, (z) = 2z det M,,_1(z) — 1% det M,,_s(z) = 2zP,_1(x) + Po_2(z) = P,(x).

Time je tvrdnja dokazana. O



4 Pell-Lucasovi polinomi

4.1 Osnovna svojstva

Pell-Lucasovi polinomi su zadani istom rekurzivnom formulom kao i Pellovi polinomi, no s
drugim pocetnim uvjetima. Definirani su na sljede¢i nacin:

Qn(x) = 2xQn—1(x) b Qn—2(m)v (41)
gdje je Qo(z) = 21 Qi(z) = 22, za n > 2. Definicija se moze prosiriti i za n < 0:

Q-n= (—1)”Qn($)

Pell-Lucasovi polinomi se takoder mogu zapisati pomoc¢u funkcije izvodnice

in 2z 4+ 2t
Z @n1(@ — 2t — 12

Primjer 4.1. Proucimo prvih nekoliko Pell-Lucasovih polinoma.

(a) Qa(z) = 22Q1(2) + Qo(z) = 4a* + 2

(b) Qs(z) = 2zQs(z) + Q1(x) = 2z(42® + 2) + 22 = 82° + 6z

(c) Qu(z) = 22Q3(z) + Q2(z) = 22(823 + 6z) + 42% + 2 = 162 + 1622 + 2

(d) Qs(x) = 22Q4(z) + Q3(x) = 22(163* + 1622 + 2) + 82% + 62 = 3225 + 402% + 10z
(e) Qs(x) = 22Qs5(x) + Qu(x) = 642° + 9624 + 3622 + 2

(f) Q(z) = 22Q¢(x) + Qs(z) = 12827 4 2242° + 11223 + 14z

Primijetimo da se kod Pell-Lucasovih polinoma, kao i kod Pellovih polinoma, mogu uociti
odredena svojstva. Vodeéi koeficijent polinoma @, (z) jednak je 2" (brojevi oznaceni crveno
u Primjeru 4.1) i svi su koeficijenti parni brojevi. Za neparan n, 2z dijeli Q,(z), dok je kod
Pellovih polinoma to svojstvo bilo za paran n.

\\“ | oot ( | /f/
\ e P
~ | S0F III_ 7
\\\N Ll / — 4x% 42
. o N N
3 5, el 2 4 G4x°+96x  +36x°+2

e 128X +224 X%+ 1125 + 14 x

Slika 3: Neki od Pell-Lucasovih polinoma iz Primjera 4.1



Kao i kod Pellovih polinoma, mozemo uspostaviti vezu izmedu determinante tridijagonalne
matrice i Pell-Lucasovih polinoma. Definiramo matricu

243+ 0 0 ... 0 O
w 2 0 ... 0§ ©
0 i 22 2 ... 0 O
M; () = - B T 2 1l® iy (3 =0
009 0 0 ... 28 =z
0 0 0 s:: 9 2F

Zan > 1 vrijedi: det M (z) = Qn-1(z).
Tvrdnja se dokazuje analogno kao i u slucaju Pellovih polinoma principom matematicke
indukcije po redu matrice M (x).

4.2 k-Pell-Lucasovi polinomi

Osim Pell-Lucasovih polinoma, mogu se promatrati i k-Pell-Lucasovi polinomi. Formula za
racunanje ovih polinoma glasi:

Qrngo(®) = 22Qp mpa(x) + kQunlz), Crolz)=2, Qpilz)=2x, (4.2)
gdje je k € R.

Primjer 4.2. Proucimo prvih nekoliko k-Pell-Lucasovih polinoma.

(a) Qrolz) =2

(b) Qra(x) =2z

(¢c) Qra(x) = 4a® + 2k

(d) Qrs(z) =8z + 6zk

(e) Qra(x) =162 + 1627k + 2k?

Napomena 4.1. U slucaju kada je k =1 dobivamo Pell-Lucasove polinome.

Kod Fibonaccijevih polinoma smo objasnili Binetovu formulu. Na slican nacin, koristeci
rekurzivnu formulu (4.2) i Teorem 2.1, moze se dobiti formula za ove polinome. Ona glasi

Dnulz) =r] 4 18, (4.3)
gdjesur; =24+ Va2 +kiry, =12 — 22+ k korijeni karakteristi¢ne jednadzbe

N =22\ —k=0.
Napomena 4.2. Primijetimo da za ry @ ro vrijedi riryg = —k.

U sljede¢im propozicijama navest ¢emo i dokazati Catalanov i Cassinijev identitet za k-Pell-
Lucasove polinome.

10



Propozicija 4.1 (Catalanov identitet). Za nenegativne cijele brojeve n i s, takve da je
s < n, 1 za pozitivan realan broj k, Catalanov identitet za k-Pell-Lucasove polinome glasi:

Quin-s(@)Qunss(®) = (Qun(@)” = ()"~ ((Qus(@))” — 4(—k)").

Dokaz. Prilikom raspisivanja lijeve strane iskoristit ¢emo Napomenu 4.2, (4.3) i formule za
r1 i o te pokazati da vrijedi jednakost. Imamo sljedece:

2 n—s n—s n—+s n-—+s n n
E o ) sl — (Qk,n(w)) = (r{™° + 1} )(7"1+ o o) —inf - 7”2)2
=Pt Pl — 2(ryry)”
= (ryrg)"° (r%s Y 2(—]{;)5)

= (=k)"7" ((r] +73)* = 2(rir2)” — 2(=k)")

= (1) ((Qro(@))” — 4(=k)")
te je identitet dokazan. O

U slucaju kada je s = 1 dobivamo Cassinijev identitet. Uvrstavanjem u Catalanov identitet
dobivamo sljedece:

Q1 (@) Qi1 (3) = (Qun(®))? = (—h)" (Qua(2))? +4k) (4.4)
Medutim, mi ¢emo iskazati Cassinijev identitet u nesto drugacijem obliku.
Propozicija 4.2 (Cassinijev identitet). Za prirodan broj n i pozitivan realan broj k vrijedi:
Okt @)k s1(2) = (Qn(@))? = A(=k)" " (a? + ).

Dokaz. Za dokaz ove propozicije iskoristit éemo Napomenu 4.2, (4.3), (4.4) i jednakost
r? + 12 = 422 + 2k.

Qrkin-1(2)Qr 1 () — (Qrn(2))? = (k)" (Qra(2))? + 4k)
(=k)" 7 ((r1 4 r2)* + 4k)

(—k)”_l (r% + 2(ryra) + 7“3 + 4k)

(—k)" ' (r] + 13 + 2k)

(B {de® 4 2k 4 28) = 4(—&= 2 L &)

Time je dokaz zavrsen.
O

Sliéni identiteti postoje i za k-Pellove polinome, no njima se ne¢emo baviti u ovom radu.
Vise o njima, kao i o dodatnim svojstvima k-Pell-Lucasovih polinoma, moze se pronaéi u [2].
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5 Konvolucija

A. F. Horadam je istrazivao i definirao k-tu konvoluciju Pellovih, Pell-Lucasovih i mjesovitih
Pellovih polinoma za prirodan broj k. U nastavku ¢emo definirati i navesti neka od svojstava
ovih polinoma. Detaljnije o konvoluciji Pellovih i Pell-Lucasovih polinoma moze se pronaci
u [9].

Sljede¢om formulom definiramo k-tu konvoluciju Pellovih polinoma:
k
Z Pi(z)P¥ Vi (@), k> 1

Py = ZP(I) TEI.CHQZ( )4 {Po(k)(x) 0 (5.1)

ZP(’” PEM ), 0<m<k—1

n+lz
\ =1

Na slican nac¢in definiramo i k-tu konvoluciju Pell-Lucasovih polinoma. Ona glasi:

ZQl n+1 z ) ]{721

) QY (z) = Qu(z)
Q) = 4 Z@ Q@) {@g“(x) =0

ZQm) QM (@), 0<m<k-1

X 5=1

8

(5.2)

U sljedecoj tablici prikazat ¢emo neke od konvolucija navedenih polinoma te kratkim rac¢unom
pokazati kako su one dobivene koristeéi formule (5.1) i (5.2).

n| PO@) | PO() QW) () Q) ()

1 1 1 4x? 83

2 4z 6x 1623 + 8z 48x* + 2422

3| 122242 2472 4 3 48z + 4022 + 4 192z° 4 1683 + 24z

4 | 322 + 12z | 8023 4 24z | 12825 + 14423 + 32z | 6402° + 768z* + 21622 4 8

Tablica 1: Prva i druga konvolucija polinoma P,(z) i Q,(x),zan =1,2,3,4
Pokazat ¢emo postupak racunanja prve konvolucije polinoma Ps(z) i druge konvolucije po-

linoma Qs(x). Prilikom racunanja druge konvolucije, iskoristit ¢emo prvu konvoluciju koja
se nalazi u Tablici 1. Ostale konvolucije za proizvoljan n dobiju se analogno.
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3

- Z Py(z)P(x) = Y Pi(z)Pi_i(x) = Pi(x)Ps(x)+ Pa(x) Pa(x)+ Ps(z) Py ()

=1 1=1
=1-(42°4+1)+22- 20+ (42> +1)-1=122> + 2
Z Qi(@)QYi () = Q1(@)QY (2) + Qu(x)Q ()
= 2% (1633 —|— 8x) + (4% + 2) - 42® = 48z* + 2422

Napomena 5.1. Za x = 1 dobivamo pripadne konvolucije Pellovih i Pell-Lucasovih brojeva.

Takoder se moze proucavati konvolucija polinoma dobivenih kombinacijom Pellovih i Pell-
Lucasovih polinoma. Nju nazivamo mjeSovita Pellova konvolucija u oznaci TP ’q)( ) pri ¢emu
vrijedi:

1.p+g>1
2. m(lo’o)(x) nije definirano.

Mjesovitu Pellovu konvoluciju racunamo koristeéi prethodnu konvoluciju Pellovih te Pell-
Lucasovih polinoma na sljedeé¢i nacin:

el ZP“ QU (@), p=1, ¢>1. (5.3)

Moze se pokazati da vrijedi sljedece:

— ako je p =0, imamo wéo’q)(x) = Q;q_l)(x)
— ako je ¢ = 0, imamo m"" (z) = P ().

Navedenu konvoluciju mozemo zapisati koristec¢i funkciju izvodnicu

Z 7Tn+1 (2:15 + Qt) (5‘4)

(1 — 2zt — t2)pta’

Koristec¢i tu funkciju izvodnicu mozemo dobiti konvoluciju mjesovitih Pellovih konvolucija.
Znamo da vrijedi sljedeca jednakost:

(22 + 2t)¢ @z 4200 (242

(1—2at — 2)pta (1 — 2t — £2)ate (1 — 2t — £2)2+20°

Pomoéu formule (5.4) slijedi

n

rPrart) (1) = Z 7Tng) () ngf_i(x).

1=1
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6 Veze izmedu Pellovih i Pell-Lucasovih polinoma

U ovom poglavlju navest ¢emo i dokazati tvrdnje koje povezuju Pellove i Pell-Lucasove
polinome. Prouc¢imo najprije na koji se jos nacin mogu prikazati spomenuti polinomi.
Pellove polinome mozemo zapisati kao

Pn(x) = aa :g ) (61)

pri éemu su « i 8 rjeSenja karakteristicne jednadzbe A\* = 22\ + 1. Na sli¢an na¢in mozemo
zapisati i Pell-Lucasove polinome koriste¢i a i 3:

Qn(z) =a" + . (6.2)

Primjenom odredenih racunskih operacija nad rjesenjima « i 3 karakteristicne jednadzbe,
dobivamo jednakosti koje ¢e nam biti od pomodi pri dokazivanju nekih svojstava u nastavku.

Zaa=x+Vx?+11ip=x—+Vx?2+1 vrijedi:

a+B=z4+Vei+14+z— Va2 +1 =2z, (6.3)
a—fFf=x+V+1—o+vVr2+1=2Vz?+1,
af=(x+vVr2+1)(z— Va2 +1)=2>— (Va2 +1)* = —1.

Horadam i Mahon su u [7] razmatrali mnoge jednakosti koje povezuju Pellove i Pell-Lucasove
polinome. Neke od tih jednakosti su:

P ii(z) + Pri(x) = 22 P,(x) + 2P, _1(x) = Qu(x)

Dokaz. Prva jednakost direktno slijedi iz definicije Pellovih polinoma (3.1). Dakle,
Poi1(x) + Py_i(x) = 22 P, (x) + Py_1(x) + Py_1(z) = 22P,(x) + 2P,_1(z).
Nadalje, pretpostavimo da druga jednakost ne vrijedi, odnosno

Poi1(z) + Py_1(z) # Qnlz).
Koristeéi (6.1) i (6.2) imamo
Oén—i-l _ Bn—s—l an—l _ ﬁn—l . .
a—f * a—pf 7o il

Sredivanjem tog izraza dobivamo

O{n—H o 5n+1 '3 O‘{n—l o ﬁn—l 7é an—}—l —|—Oéﬁn _ ﬁOén _ ﬁn—f—l’

tj.
Q" = g1 £ (0B — (Ba)a
Iskoristimo 1i (6.5) dobivamo 0 # 0, $to je kontradikcija pa jednakost vrijedi. O
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L Qn—|—1(w) .n Qn—l(w) — 4(132 o+ ]-)Pn(w)
Dokaz. Raspisivanjem desne strane, koristeéi (6.1) i (6.4) dobivamo
5 a — Bn B

4(.%'2 + 1)Pn(l‘) = (a — ﬂ) T_B — a”+1 _ Oéﬁn _ ﬁan 5] 571—0—1.

Nadalje, zbog (6.2) imamo

o™ af" — Ba™ + ™ = Quia () — (0B)F — (Ba)ar !
te zbog (6.5) slijedi

Qn—i—l(x) - (aﬂ)ﬁn_l - (ﬂa)an_l = Qn—l—l(w) + Qn—l('r>7

sto daje trazenu jednakost.
o P (2)Qn(x) = Pan(x)

Dokaz. Iskoristimo li (6.1) i (6.2) dobivamo

a — ﬁn

Pn n -

@Qu(w) = =5
¢ime je dokaz ove jednakosti zavrsen.

o Qun(z) = 1(Q%(x) + 4(2® + 1) P2(x))

Dokaz. Krenimo od desne strane. Koristit ¢emo (6.1), (6.2) i (6.4). Dakle,

Od2n _ BQn

a—f

(@" +p") = = Pon (),

N | —

(@) 406t 0780) = (1007 4 a7 (S=07))

— (0P + 20707 + B + 0¥ — 207" + F)
— o2 4 g2
= Qan()
i jednakost je dokazana.
e Poi1(2)Pas(z) — P2(2) = (—1)"

Dokaz. Pri dokazivanju ove jednakosti iskoristit ¢emo definiciju (6.1). Imamo

ot — 5n+1 o1 — @m—l (an N 671)2 ( )
— . (%

&~ 4 a—p a—p
Svodeéi razlomke na zajednicki nazivnik te koristeéi (6.5) dobivamo

(*) _ a?n _ an—i—lﬁn—l _ 6n+1an—1 s 62n _ aQn + QOéan _ 5271
(o — B)?
(1) — B 4 208(- 1) (1) (e? — 208+ 57)
(o= B)? - (o= B)?

P, (2)P,_1(z) — P2(z) =

pa jednakost vrijedi.
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¢ Qni1(2)Qna(z) — QL (z) = (-1)"4(2* + 1)
Dokaz. Raspisimo lijevu stranu koristeéi (6.2):
Qnt1(2)@n-1(z) — Qr(z) = ("' + ™) (@™ + 8"71) — (a" + A7)

— a2n . an—i—lﬁn—l s 5n+1an—1 4 6271 o a2n - 2anﬁn - BQn. (*)
Zbog (6.4) i (6.5) imamo

() = @*(~1)" + F(~1)"" — 208(~1)""
= (1" Ya-B)?=(-1)"4(z* +1)
i time je dokaz zavrsen.

o 4z* + 1) P;(z) — Q7 (=) = 4(—1)""

Dokaz. Iskoristimo li (6.1), (6.2) i (6.4) na lijevu stranu jednakosti dobivamo

an_ﬁn

a—f

— aQn —20(”5" +52n _a2n _20511571 _6211 — _40[71571

4(a? + DP2(e) — Q(x) = (o — B’ ( ) (a1 5

pa zbog (6.5) slijedi jednakost.
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7 Fibonaccijevi, Pellovi i Pell-Lucasovi brojevi

Prisjetimo se, s F,, smo oznacili n-ti Fibonaccijev broj, s P, n-ti Pellov broj, a s @, n-
ti Pell-Lucasov broj. Za Fibonaccijeve brojeve smo ve¢ izveli Binetovu formulu. Pellovi i
Pell-Lucasovi brojevi se, kao i pripadni polinomi, zadaju rekurzivnom formulom na sljedeci
nacin:

PnZQPn_1+Pn_2, n23, Plzl, P2:2 (71)
Qn = 2Qn—1 s Qn—27 n > 37 Ql = 27 Q2 = 67 (72)

Za njih se mogu izvesti formule kojima se racunaju n-ti Pellov i n-ti Pell-Lucasov broj poz-
navanjem samo broja n. Izvode se na slican na¢in kao i Binetova formula.
Pronadimo najprije pripadne karakteristicne jednadzbe. Jednadzbu (7.1) zapiSemo na sljedeéi
nacin:

Pn - 2Pn—1 + Pn—2
te umjesto P uvrstimo z

" = 2g™ 1 + g2,

Jednadzbu zatim podijelimo s "2 pa dobivamo trazenu karakteristiénu jednadzbu
2 =2z +1.

Korijeni te jednadzbe su v =1 ++1/2i 6 =1—+2. Za i § vrijedi

v+6=2, (7.3)
N =8 =22, (7.4)
70 = —1. (7.5)

Prema Teoremu 2.1, rjesenje rekurzije (7.1) je B, = Ay" + Bo".
Koriste¢i pocetne uvjete iz (7.1) dobivamo sljedeéi sustav:

Ay + B =1,
Avy? + B§% =2.
RjesSenja t f A B ! L
eSenja tog sustavasu A = —-B= — = ——.
J ] g 90/2 7—0
Dakle, jos jedna formula za P, je
n_ §n
= . (7.6)
y—90

Za @), je karakteristicna jednazba jednaka kao i za P, pa tako i pripadna rjesenja. Zbog
razlic¢itih pocetnih uvjeta dobivamo sljede¢i sustav:

Av+ B =2,
Avy?* + B&* = 6.
Rjesenja tog sustava su A = B = 1 i formula za Q,, je
Qn=""+3d". (7.7)
Napomena 7.1. Primijetimo da za o i iz (6.1) i (6.2), ukoliko uzmemo da je v = 1,

vrijedi oo =y 1 f = 9.
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7.1 Identiteti

Sljededi primjeri mogu se pronaéi u [11].

Primjer 7.1. DokaZite da za Pellove brojeve P, i Pell-Lucasove brojeve Q),, vrijedi:

8P, Prt1 (Q2n+1 + 2(—1)n) = QnQns1 (Q2n+1 - 2(_1)71)‘

Dokaz. Koristeéi (7.4), (7.5), (7.6) i (7.7) raspisat ¢emo lijevu i desnu stranu jednakosti te

pokazati da su one jednake. Polazeéi od lijeve strane imamo:
,.yn _ (Sn ,yn—i-l _ (5n+1

y—0 y—20

8Pnpn+1 (Q2n+1 =+ 2(_1)n) =38

(5n n+1l _ 6n+1

2f 24/2

7n . (Sn) (ryn—i-l . §n+1) (7271—',-1 5 (52n+1 e 2(_1)71)

(72n+1+62n+1+2(_1>n)

— 72n+1 A 5271—5—1 o 2(_1)71) (,YQTH-I e 52n+1 4 2(_1)71)
72n+1 +52n+1)2 . (2(_1)n)2
_ (72n+1 + 52n+1)2 _ 4

Raspisimo sada desnu stranu:

QnQni1(Qanyr — 2(=1)") = (Y + ) (Y™ 4 a™H) (y+ 4 g2t —

— (fyn 4 (5n) (,yn—',-l + 5n+1) (,YQn—ﬁ-l + 52n+1 o 2(_1)71)

,)/2n+1 n(sn)(s i ((Sn n) 4+ 62n+1) (7271—1-1 4 52n+1 o 2(_1)n)

7271—}—1 52n+1 L 2( 1)n> (,)/2n+1 i (5271—{-1 . 2(_1)71)

= (
- (
- (
= (P 4 ) (o-1))?

_ (72n+1 Py 52n+1)2 _4

Kako su lijeva i desna strana jednakosti jednake, dokaz je zavrsen.

18

72n+1 o (,yn(sn)(s - (5n7n)7 s 62n+1) (72n+1 i 52n+1 + 2(_1)n>

(72n+1+(52n+1+2(_1)n)

(
(
= (v — (=1)"(1 = V2) — (=1)"(1 + V2) + §2"*1) (21 4 g2+ 2(—1)")
(
(

2(-1)")

S+ P = /2 (=1L +42) + 52n+1) (72n+1 Logml 2(—1)n)



Primjer 7.2. DokaZite da za Pellove brojeve P, i Pell-Lucasove brojeve Q),, vrijedi:

4(Pr%+1 - PZ) = Qn—l—lQn'

Dokaz. Kao i u dokazu prethodnog primjera, raspisat ¢emo lijevu i desnu stranu jednakosti
te pokazati da su one jednake. Prilikom raspisivanja lijeve strane jednakosti koristit ¢emo

(7.4), (7.5) i (7.6). Dakle,

n+1_6n+1 2 n_(sn 2

4 P2 _P2 :4 i . 9
B 4(7271—{-2 _ 2,Yn+1(5n+1 it 52n+2 B ,7271 _ 27”(5” o 52n)
ey — o) fr — )P

72n+2 _ ,)/271, L 52n+2 _ 5271 _ 2(,)/6)71—9-1 L 2(,}/5)n

8
Yy = 2) + 820 — 3) — 2(=1)™F + 2(=1)"

8

,YQn—',-l <9 + 52n+1 .o 2(_1)n+1 + 2(_1)n
2

— ,72n+1 4+ 52n+1 o (_1>n+1 + (_l)n

=4

=4

_ 72n+1 4+ 52n+1 L 2(_1)71
Za raspisivanje desne strane jednakosti koristit ¢emo (7.5) i (7.7):
Qn1Qn = (V" + 6" (y" + M)

s 72n+1 4 ,}/n—s—ldn 4 5n+1,yn Jo (52n+1

_ ,}/2n+1 L (_1)71,}/ L (_1)71(5 JL 52n+1

=" M )+ D~ Y
— 72n+1 +62n+1 + 2(_1)n

Lijeva i desna strana jednakosti su jednake te je dokaz zavrsen. O

Primjer 7.3. DokazZite da za Pellove brojeve P, i Pell-Lucasove brojeve Q),, vrijedi:

n

2
" 4 (=1)"tg L -
P (—1)"tg

™
Q2n+1 4 ‘

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati razmatrajuci dva slucaja, kada je n paran i neparan.

Dtg

n

Neka je n paran. Oznacimo ¢, = 2tg . Prisjetimo se formule za tangens dvostrukog
n+1

kuta:

2tg 0

tg20 = ———.
= 1—tg26
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Koristeéi tu formulu imamo sljedece:

P
Pn 2Pn 2Pnpn+1
tg ©n = tg (2tg - > =" = :
P 1—;;3 P3+1_P7%

n+1
Zbog Primjera 7.2 slijedi

2P, Pri1  8PuPap
P3+1 — 8 & ST .

-1 Pn

Oznacimo 0, = 2t — )
g Pn+1 g Q2n+1

. Primijetimo da je u ovom slucaju (—1)" = 1, jer
je n paran.

tgxr +t
Koriste¢i formulu za tangens sume tg(z +y) = % dobivamo
—lgrigy

8Pn P 2
QnQnLl - Q2nt1 8P, Pry1Q2nt1 + 2QnQny1

- %Q%H @QnQn+1Q2n+1 — 16P, Poy1’

tgf, =

Primijetimo da je zbog Primjera 7.1 i zbog toga Sto je n paran, tg 6, = 1. Zaista, kako je

8P Pt (@onii +2) = Qi i(@onii — 2),

raspisivanjem dobivamo

8PnPn+IQ2n+1 + 16PnPn+1 — QnQn+1Q2n+1 - ZQnQn—i-l;
tj.

8P, P 11Gen 11 + 2001 = @ Qi @onyn — 165, 4.
Dakle, 6, = %.
Prouc¢imo sada slucaj kada je n neparan.

n i

Oznaéimo 6, = 2tg ' —" — ¢t
g Pn+1 g Q2n+1

_ 8Pnpn+lQ2n+1 - QQnQn—i-l
QnQn+1Q2n+1 i 16PnPn+1 ‘

Bududi da je sada n neparan, imamo (—1)" = —1 te zbog Primjera 7.1 dobivamo tg6, = 1,

te prema ve¢ dokazanom imamo

tg O,

odnosno 6,, = Z O

Fibonaccijevi brojevi mogu se iskoristiti kao gornja meda za Pellove brojeve. U obliku
napomene navest ¢emo dvije takve nejednakosti.

Napomena 7.2. Za Fibonaccijeve brojeve F,, i Pellove brojeve P, vrijedi:
B = FL%J’ =>4,
Napomena 7.3. Za Fibonaccijeve brojeve F,, i Pellove brojeve P, vrijedi:
P < Py W= 1L

Obje nejednakosti dokazuju se principom matematicke indukcije po n. Dokazi se nalaze u
[11] (str. 325-327).
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7.2 Primjena

Fibonaccijevi, Pellovi te Pell-Lucasovi brojevi imaju veliku primjenu u kombinatorici. Mi
¢emo navesti jednu od primjena, a ostale se mogu pogledati u [11].

Najprije ¢emo se baviti primjenom Fibonaccijevih brojeva. Prije toga, trebamo prouciti
kompozicije prirodnih brojeva. Kompozicije su rastavi prirodnih brojeva na sume niza pri-
rodnih brojeva. Posebice, nas ¢e zanimati rastavi na sume jedinica i dvojki. Na primjer,
3 se moze zapisati kao 1+1+1, 241 i 1+2. To su kompozicije broja 3. Broj kompozicija
prirodnog broja n oznacit ¢emo s K,,. U tu svrhu, proucimo sljedec¢u tablicu:

n Kompozicije broja n K,
1 1 1
2 1+1, 2 2
3 14141, 142, 241 3
4 1+14+141, 14142, 14241, 24141, 242 5
5 I+14+14141, 1414142, 1414241, 1424141, 8

FLLETEL, 14208 94149, BE99

6 || 1+1+1+1+1+1, 1+1+1+1+2, 1+14+14+2+1, 1+1+2+1+1, | 13
48, Spiplpipd, 1314808 (384148,

AL IS TR SHEEEL B T0 NS, YE S 1%, AR (N8 I IT, T

Tablica 2: Kompozicije broja n, zan =1,2,3,4,5,6

Teorem 7.1. Broj kompozicija K,, broja n jednak je F,i1, zan € N.

Dokaz ove tvrdnje moze se pronaéi u [11] (str. 304).

Zamislimo da imamo ploéu dimenzija 1 x n. Zelimo ju poploéiti s plo¢icama dimenzija 1 x 1
i 1 x 2. Zanima nas na koliko nacina je to moguce napraviti?

Tablica 2 daje nam odgovor na to pitanje. Buduéi da su nase plocice dimenzija 1 x 1 i
1 x 2, plo¢a dimenzije 1 X n mogla bi se na Fj,;; nacin poplo¢iti danim plo¢icama.

n=1
n= 2 5
n=3: , )
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Vidimo da se ploca dimenzije 1 x 3 moze poploc¢iti na 3 nacina sto odgovara cetvrtom
Fibonaccijevom broju. U nastavku ¢emo se i dalje baviti problemom poploc¢avanja, ali ¢emo
ga povezati s Pellovim brojevima.

Zamislimo sada da poplocavanje dolazi s odredenom cijenom. Neka plocica dimenzije 1 x 1
ima cijenu 2, a plocica dimenzije 1 X 2 neka ima cijenu 1. Cijenu ploce dobijemo kao umnozak
cijena plocica kojima je ona poplocena. Oznac¢imo sumu cijena ploca jednakih dimenzija s
C,,. Prazna ploca neka ima cijenu 1. Dakle Cy = 1.

n=1: 2
01:2

Gy =2:2-2:-241-2:242:1-242-2:14+1-1=29
Teorem 7.2. Suma cijena plo¢a dimenzija 1 X n jednaka je P, 1, za n € Ny.

Dokaz prethodnog teorema moze se pronaéi u [11] (str. 306).
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