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Sazetak:

U ovom radu bavit ¢emo se problemom kongruentnih brojeva te ¢emo primijeniti Pitagorine
trojke u dokazivanju tvrdnje da 1 nije kongruentan broj. Pokazat ¢emo povezanost ovog
problema s aritmetickom progresijom tri kvadrata i eliptickim krivuljama. Osim toga, navest
¢emo Tunnellov teorem i jos neke testove kongruentnosti. Na kraju ¢emo dati neka poopcéenja
ovog problema.

Kljuéne rijeci:
kongruentni broj, Pitagorine trojke, Fermatov teorem, aritmeticka progresija, elipticka kri-
vulja, Tunnellov teorem, t-kongruentni broj, f-kongruentni broj

Congruent numbers

Abstract:

In this bachelor’s thesis we are going to deal with congruent number problem and we are
going to use Pythagorean triples in proving that 1 is not congruent number. We are going
to show connection between this problem and arithmetic progression of three squares and
elliptic curves. Furthermore, we are going to mention Tunnell’s theorem and some other
congruency tests. In the end, we are going to generalize this problem.

Key words:
congruent number, Pythagorean triples, Fermat’s theorem, arithmetic progression, elliptic
curve, Tunnell’s theorem, t-congruent number, #-congruent number
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Uvod

Pojam pravokutnog trokuta poznat nam je otprije, a sada uvodimo pojam racionalnog pra-
vokutnog trokuta. Kazemo da je pravokutni trokut racionalan kada su mu duljine svih triju
stranica racionalni brojevi. Svaki takav trokut ima racionalnu povrsinu, medutim postoje
racionalni brojevi koji ne mogu biti povrsina nekog racionalnog pravokutnog trokuta. Na
primjer, niti jedan pravokutan trokut nema povrsinu 1 kao Sto ¢emo pokazati u Teoremu
2.3. To nas potice na razmisljanje koji se racionalni brojevi mogu pojaviti kao povrsina
racionalnog pravokutnog trokuta. Kao sto ¢emo vidjeti, to nas dovodi do pojma kongru-
entnog broja, odnosno problema kongruentnih brojeva. Taj problem je jedan od najstarijih
nerijesenih velikih problema u matematici.

U ovom radu ¢e se obraditi vazni pojmovi vezani uz ovaj problem i njegovo rjesavanje. U
prvom poglavlju definirat ¢emo kongruentne brojeve i navesti primjere. U drugom poglavlju
¢emo opisati Pitagorine trojke i dokazati Fermatov teorem. Aritmeticka progresija tri kva-
drata kao i kratka povijest bit ¢e navedeni u tre¢em poglavlju. Kroz cetvrto poglavlje navest
¢emo poveznicu izmedu kongruentnih brojeva i kubi¢éne krivulje y* = 23 — n?z. U petom
poglavlju iskazat ¢emo Tunnellov teorem i jos neke testove kongruentnosti danog broja. U
zadnjem poglavlju nalaze se neka poopcenja kongruentnih brojeva.



1. Definicija kongruentnih brojeva

Definicija 1.1. Za pozitivan racionalan broj n kaZemo da je kongruentan ako postoji raci-
onalan pravokutan trokut povrsine n, to jest postoje racionalni brojevi a, b, ¢ > 0 takvi da
vrijedi a® +b* = % 1 %ab = 1,

Definicija 1.2. Za prirodan broj n kaZemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveéi potpuni
kvadrat koji ga dijeli, tj. ukoliko iz m*|n, m € N, slijedi m = 1.

Primjer 1.1. Brojevi 6 ¢ 15 su kvadratno slobodns.

Pretpostavimo da je r kongruentan i da su a, b, ¢ € QQ stranice pravokutnog trokuta povrsine
r. Za svaki r € Q, r > 0, moze se naéi s € Q takav da je s?r kvadratno slobodan prirodan
broj. Trokut sa stranicama sa, sb, sc ima povrsinu sr. Stoga je dovoljno ispitivati jesu li
kvadratno slobodni prirodni brojevi kongruentni.

Primjer 1.2. 6 je najmanja povrsina pravokutnog trokuta cjelobrojnih stranica.

Slika 1: Racionalni pravokutni trokut povrsine 6

Primjer 1.3. Brojevi 5 i 7 su kongruentni (Slika 2).

Primjer 1.4. Bududi da je broj 5 kongruentan, ¢ broj 20 = 4 - 5 je kongruentan.
Stranice trokuta su udvostrucene, a pouvrsina trokuta je ucetverostrucena.

Primjer 1.5. Brojewi 1, 2, 3, 4, 8, 9 ¢ 10 nisu kongruentni.
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Slika 2: Racionalni pravokutni trokuti s povrsinama 5 i 7, redom

n duljine stranica
5 3/2,20/3,41/6
6 3,45
74 24/5,35/12, 337 /60
13 780/323, 323 /30, 106921 /9690
14 8/3,63/6,65/6
15 15/2,4,17/2
20 3,40/3,41/3
21 7/2,12,25/2
22 33/35,140/3,4901/105
23 | 80155/20748, 41496 /3485, 905141617 /72306780

Slika 3: Prvih 10 kongruentnih brojeva s pripadnim duljinama stranica pravokutnih trokuta



2. Pitagorine trojke i Fermatov teorem

U ovom ¢emo poglavlju definirati Pitagorine trojke, izvesti formule kojima se generiraju te ih
primijeniti na dokazivanje tvrdnje da broj 1 nije kongruentan koju je dokazao Fermat 1640.
godine.

Definicija 2.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (a,b,c) zovemo Pitagorina trojka ako su
a, b katete, a ¢ hipotenuza nekog pravokutnog trokuta, to jest ako vrijedi a* + b* = 2. Ako
su a, b, ¢ relativno prosti, onda kazemo da je (a,b,c) primitivna Pitagorina trojka. Takav
trokut zovemo (primitivni) Pitagorin trokut.

Uocimo da je u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki tocno jedan od brojeva a, b neparan.
Ako bi a i b bili parni, onda trojka ne bi bila primitivna, a ako bi a i b bili neparni, onda bi
iz a®> +b?> =2 (mod 4) i 22 =0 (mod 4) dobili kontradikciju.

Teorem 2.1. Sve primitivne pitagorine trojke (a,b,c) u kojima je b paran, dane su formu-
lama:

a=§ -7, b=20, c=F £F, (1)
gdje je k > 1 1 k,l su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosts.

Dokaz. Jednadzbu a? + b* = ¢ mozemo pisati u obliku b* = (¢ + a)(c — a). Neka je b = 2r.
Brojevi c+a i c—a su parni pa postoje prirodni brojevi s it takvi da je c+a = 2s, c—a = 2t.
Sada je

r? = st.

Izc=s+t, a=s—t,zakljucujemo da je (s,t) = 1 pa postoje k,l € N, (k,l) =1 takvi da
je s = k2, t=1[% Iz toga slijedi:

a=K 12 c=K+12 b=2kl

Brojevi k i [ moraju biti razli¢ite parnosti jer je broj a = k% — [? neparan.
Lako se provjeri da brojevi definirani sa (1) zadovoljavaju a? + b* = 2.
Zaista,

(k2 — 122 + (2k1)2 = k* + 2k212 + 1* = (K2 + %)%

Jo$ treba provjeriti da su relativno prosti. Pretpostavimo da je (a,c) = d > 1. Tada je d
neparan, d|(k* +1?) + (k* — 1?) = 2k? i d|(k* + [?) — (k* — [?) = 2%, a to je u kontradikciji s
pretpostavkom da su k i [, pa stoga i k? i [2, relativno prosti.

U

Napomena 2.1. [z Teorema 2.1 slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom:
[d(k% — 12)]2 + (2dkl)? = [d(k® +12))?, d e N.

U nastavku ¢emo pokazati da ne postoji Pitagorin trokut kojemu je povrsina potpun kvadrat.
U tu svrhu najprije ¢emo dokazati sljedece dvije tvrdnje.

Teorem 2.2. Jednadzba a*+b* = ¢* nema rjesenja u prirodnim brojevima. Drugim rijecima,
ne postoji pravokutni trokut kojemu su duljine kateta kvadrati prirodnih brojeva.



Dokaz. Pretpostavimo da takav trokut postojiiizaberimo medu svim takvim trokutima onayj
s najmanjom hipotenuzom. Tako dobivamo Pitagorinu trojku (a?, %, ¢). Pokazimo da su a i
b relativno prosti. U protivnom bi vrijedilo a = xd, b = yd,d > 1. Tada bi iz ¢ = d*(z* +y*)
slijedilo da postoji z € N takav da je ¢ = d?z te bi dobili Pitagorinu trojku (22 32, 2) s
hipotenuzom manjom od ¢ $to je kontradikcija.

Dakle, (a?,b?, c) je primitivna Pitagorina trojka pa po Teoremu 2.1 (ako odaberemo da je b
paran) postoje relativno prosti prirodni brojevi razli¢ite parnosti k i [ tako da vrijedi:

@ =P, P=00, c=F 1P

Iz a® + I = k? slijedi da je k paran, a [ neparan. Stavimo: [ = 2s,b = 2t, pa dobivamo
t? = ks.

Slijedi da postoje prirodni brojevi p i r takvi da je k = p? i s = r?. Bududi da je (a,l, k)
primitivna Pitagorina trojka, po Teoremu 2.1 postoje u,v takvi da je (u,v) =1, [ = 2uwv,
kE = u? + 2 Sada iz [ = 2r? slijedi da je 7> = uv pa postoje z,y € N takvi da je
u = x?,v = y?. Prema tome, z* + y* = p? pa je (2% y? p) Pitagorina trojka za ¢iju
hipotenuzu vrijedi: p < p? = k < k* 4+ 12 = ¢, §to je u kontradikciji s minimalno$éu od c.

O

Y

Propozicija 2.1. Ne postoji Pitagorin trokut u kojem su hipotenuza i jedna kateta kvadrati
prirodnih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je (a, b, ¢) Pitagorina trojka s najmanjom hipotenu-
zom koja ima zadano svojstvo. O¢cito je da je trojka (a,b, c) primitvna.
Neka je a = x2, ¢ = 2%

Ako je b paran, onda postoje k,l € N takvi da je
r=p=F —F =38 f=c=F+P

Odavde je (zz)? = k* — [*, pa je u Pitagorinoj trojki (12, zz, k?) hipotenuza k? < ¢, te smo
dosli do kontradikcije.

Prema tome, b mora biti neparan, §to znaci da je x paran. Iz b? = z4 —z* = (22 —2?)(2* +2?)
slijedi da postoje prirodni brojevi r, s takvi da je

Dakle, postoje k,l € N takvi da je
&7

+
KAy vy N L)) P
2 2

Y

pa je 222 = s* — r? = 8kl(k — 1)(k +1). Buduéi da su k i [ relativno prosti brojevi razlicite
parnosti, brojevi k, k — [,k 4+ [ su u parovima relativno prosti. Stoga postoje m,n,p,q € N
takvi da vrijedi:

, b—i=p", E4+i=q"



Odavde je m* — n* = (pq)?, pa smo dobili Pitagorinu trojku (n?, pq,m?) s hipotenuzom

m? =k < k2 + 1?2 = z < 2% = ¢, §to je kontradikcija.
U]

Napomenimo da se metoda koristena u dokazima prethodne dvije tvrdnje naziva Fermatova
metoda beskonacnog spusta.

Korolar 2.1. Ne postoji Pitagorin trokut ¢ija je povrsina potpun kvadrat.

Dokaz. Pretpostavimo da takav trokut (a,b,c) postoji. Tada je
a2+’ =c i ab=2P.

Po pretpostavci, postoji u € N takav da je P = u?, odnosno 2ab = (2u)?.
Sada je:
A+ (2u)? = (a+b)? & —(2u)?=(a—b)

Iz toga slijedi:
¢t = (2u)* + (a® — ¥*)2.

Dakle, dobili smo Pitagorin trokut ¢ija je hipotenuza c¢?, a jedna kateta (2u)?, §to je u
kontradikciji s Propozicijom 2.1.
Ul

Teorem 2.3. (Fermat) Broj 1 nije kongruentan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji pravokutan trokut s racionalnim stranicama ¢ija je povrsina
jednaka 1. Neka su stranice toga trokuta: &, g, <, pri ¢emu su a, b, ¢, d pozitivni cijeli bro-
jevi. Imamo: a® + b* = ¢* i sab = d?. Drugim rije¢ima, ako postoji racionalan pravokutan
trokut povrsine 1, onda postoji Pitagorin trokut ¢ija je povrsina potpun kvadrat. To je u
kontradikciji s Korolarom 2.1 i ¢injenicom da je broj 1 potpun kvadrat. Dakle, zaklju¢ujemo
da broj 1 nije kongruentan.

O

Postoji jednostavan algoritam, koji koriste¢i danu parametrizaciju za primitivne Pitagorine
trojke u Teoremu 2.1, generira sve kongruentne brojeve gradeci tablicu kao u Primjeru 2.1.
Svaki broj u stupcu 4 i svaki broj u stupcu 5 te tablice je kongruentan broj. Problem
je u tome Sto se za dani n ne moze reéi koliko dugo se mora cekati da se utvrdi njegova
kongruentnost. Stoga taj algoritam nije dobar.

Primjer 2.1. Tablica na Slici 4 prikazuje listu primitivnih trojki za k +1 < 9.

Primjer 2.2. Broj 53 je kongruentan broj, ali se pojavijuje tek za k = 1873180325 ¢
[ = 115831356.

Primjer 2.3. Trokut (175,288,337) povrsine 25200 = 7 - 602 pojavijuje se za 'k =16 il = 9.



k| £ (a,b,c) (1/2)ab |kvadratno slobodan dio
2|1 (3,4,5) 6 6

41| (15,8,17) 60 15

3| 2| (8 12 13) 30 30
6|1]|(3512,37) 210 210

5|21 (21,20,29) 210 210

43| (7,24,28) 84 21

8111 (63.16,65) 504 126

72| (45,28,53) 630 70

5|41 (9,40,41) 180 )

Slika 4: Kongruentni brojevi

Primjer 2.4. Broj 157 pokazuje nam kompleksnost problema odredivanja je li broj kongru-

entan it ne. Naime, najjednostavniji trokut koji ima povrsinu 157 dan je s

(

6803298487826435051217540

411340519227716149383203 '
411340519227716149383203

21666555693714761309610

8912332268928859588025535178967163570016480830

224403517704336969924557513090674863160948472041 )



3. Aritmeticka progresija tri kvadrata

Neka su a, b, ¢ stranice pravokutnog trokuta povrsine n. To znaé¢i da vrijede dvije jednakosti:
a? + b = ® i tab = n. Uvjet da je n kongruentan znaci da te dvije jednadzbe imaju
zajednicka rjesenja a, b, c € Q.

Propozicija 3.1. Neka je n fiksan kvadratno slobodan prirodan broj. Neka su a,b,c,z po-
zitivne racionalnt brojevi takvi da je a < b < c. Tada postoji bijekcija 1zmedu stranica a, b, c
pravokutnog trokuta povrsine n i broja x za koji je svaki od brojeva x,x + n,x —n kvadrat

racionalnog broja. Veza je:
2
a,b,c— x = <E> :
2
z—a=+vr+n—+vVz—n, b=vVr+n+z—n, c=2/z (2)

Specijalno, n je kongruentan ako i samo ako postoji x takav da su x,r + n,r — n kvadrati
racionalnih brojeva.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je a, b, ¢ trojka sa zeljenim svojstvom: a?+4b? = 2 i %ab =

Ako dodamo ili oduzmemo od prve jednadzbe cetverostruku drugu, dobijemo:
(a£b)* =2 £ 4n.

Podijelimo obje strane sa 4, pa vidimo da broj z = (%)2 ima svojstvo da su brojevi z = n
kvadrati od “Tib
Obratno, ako je dan x s trazenim svojstvom, lako se vidi da tri racionalna broja dana
formulama (2) zadovoljavaju: ab = 2n i a® + b* = 4z = ¢*.
Da bi dokazali bijektivnost, potrebno je samo dokazati da n i  ne mogu dati dvije razlicite
trojke. Fiksirajmo n i = (pa je fiksan i ¢). Trojku koja odgovara z-u dobijemo iz presjeka
a?+b* = ¢® i ab = n u ab-ravnini. Dobijemo ¢etiri tocke presjeka, ali za danu tocku presjeka
(a,b), preostale tri su (—a, —b), (b,a), (—b, —a) pa stoga dobivamo to¢no jednu trojku.

U]

Kongruentne brojeve prvi su sistematski proucavali arapski matematicari desetog stoljeca.
Bavili su se pitanjem je li za dani n moguée pronaéi racionalan broj x takav da sui 2? +n i
2% — n kvadrati racionalnih brojeva. U prethodnoj propiziciji pokazali smo da je to moguce.
Podrijetlo izraza ”kongruentan broj” povezano je upravo s tim i dolazi iz Fibonaccijeve knjige
Liber Quadratorum iz 1225. On je cijeli broj n nazivao congruum ako postoji takav broj x
da vrijedi gore navedeno. To bi znacilo da je trojka 2% — n, 2%, 22 + n aritmeticka progresija
tri kvadrata. Svaki congruum je kongruentan broj.



4. Krivulja y?> = 2% — n’x

Ispitivanje kongruentnosti broja n povezano je s rjeSivoséu para jednadzbi: a? + b* = ? i
%ab = n za pozitivne racionalne brojeve a, b, c. Ispostavlja se da je svojstvo kongruentnosti
ekvivalentno (netrivijalnoj) rjesivosti jednadzbe y* = 2% — n?z kao §to ¢emo pokazati u
Teoremu 4.1. Ova jednadzba ima tri o¢ita racionalna rjesenja: (0,0), (n,0) i (—n,0). To su
rjeSenja u kojima je y = 0.

Prvi koji je ovo iskoristio u netrivijalnom smislu bio je Heegner koji je razvio teoriju koja
je danas poznata kao teorija Heegnerovih tocaka. On je 1952. godine dokazao da ako je
p=>5 (mod 8) ili p=7 (mod 8) prost, tada je p kongruentan broj.

Teorem 4.1. Za n > 0 postoji bijekcija izmedu sljedeca dva skupa:
1
flabe) : a3 = ", §ab:n},

{($7y) : y2:$3—n2x, y;féO}

Medusobno inverzna bijekcija 1zmedu ovih skupova je:

2
b =3 (”b 2n )

)
c—a c—a

2 —n? 2nx x2+n?
('r7 y) =2 ) b N
Y Yy Yy

Dokaz. Neka je n # 0 fiksan broj, a,b,c € R, a,b,c¢ # 0, stranice pravokutnog trokuta.
Pretpostavimo da a® + b* = ¢? i n = 1ab opisuju dvije plohe u R®. Zelimo definirati presjek
ovih dviju povrsina.

Neka je ¢ = t + a. Primjetimo da je t # 0 jer bi u suprotnom vrijedilo da je ¢ = a $to bi
impliciralo da je b*> = 0, odnosno b = 0 §to nije moguée jer je b duljina stranice trokuta.
Slijedi,

a4+ = & =1t"4%t+a’
¥ = 2+ 2at
2at = b* —¢?

" = %ab
2n
a = -
Uvrstavanjem u prethodno dobivenu jednakost dobivamo

2at = % =b -t
dnt = b* — bt?
4n b b
2B
4nt n3b3  n?b
FZE I

&) - ()



. o . _ 2n? s v . . . . .
Ako stavimo x = - i y = ="~ pri ¢emu je t = ¢ — a dobivamo preslikavanje

c—

b 2
(a,b,c)H( n an >€]R2.

c—a'c—a
Definiramo novu krivulju E,, : 4* = 2 —n%z. Svaka tocka na toj krivulji moze biti prevedena
u pravokutan trokut s racionalnim stranicama sljede¢im preslikavanjem:

2 —n? 2nx x2+n?
(m7 y) =2 ) ) o
Y Y Yy

]

Bijekcija u Teoremu 4.1 éuva pozitivnost: ako su a, b, ¢ pozitivni, tada je (c—a)(c+a) = b* > 0
pa je c—a pozitivan te z = % >0iyg= % > (. S druge strane, ako su z i y pozitivni onda
iz y? = 23 — n?z = z(2* — n?) vidimo da z* — n? mora biti pozitivan pa su a, b, ¢ pozitivni.
Takoder, za racionalan n, (a,b,c) je racionalna ako i samo ako je (x,y) racionalan.

Svako rjesenje od a? + b* = ¢ i %ab = n zahtijeva da a i b imaju isti predznak (zbog
ab = 2n > 0).

Uocimo da se nas problem s kongruentnim brojevima sada moze formulirati na sljede¢i nacin:
Pozitivan racionalan broj nije kongruentan ako i samo ako jedino rjesenje od y? = z3 — n’x
ima y = 0: (0,0), (n,0) i (—n,0).

Ovaj problem svodi se na odredivanje netrivijalnih to¢aka na navedenoj krivulji. Ovakva
krivulja naziva se elipticka krivulja. Odredivanje racionalnih tocaka na eliptickim krivuljama
je netrivijalan problem u koji ne¢emo ulaziti. Spomenimo samo da se iz jedne netrivijalne
racionalne tocke na eliptickoj krivulji (ukoliko takva tocka postoji) uvijek moze izgenerirati

beskona¢no mnogo racionalnih tocaka na toj istoj krivulji.

Primjer 4.1. Broj 1 nije kongruentan i racionalna rjesenja od y* = x3 — n?z imaju y = 0.
Primjer 4.2. Buduéi da je broj 6 povrsina pravokutnog trokuta sa stranicama 3, 4 @ 5, jed-
nadzba y* = x® — 36x ima racionalno rjesenje u kojemu je y # 0. Rjesenje dano koristenjem
Teorema 4.1 je (z,y) = (12, 36); vidi Sliku 5.

Primjer 4.3. Racionalno rjesenje jednadzbe y* = z° — 49z je (25,120). Pomocéu Teorema

4.1, 1z ovog rjesenja dobivamo racionalan pravokutan trokut (%, ?—g, %7) povrsine 7.
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Slika 5: Racionalna tocka (12,36) na krivulji y? = z® — 36z
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5. Tunnellov teorem i drugi testovi

Prethodno je navedeno da postoji algoritam koji generira kongruentne brojeve, ali koristeci
taj algoritam za dani broj se ne moze re¢i koliko se dugo treba cekati da se utvrdi njegova
kongruentnost, tj. ako nije utvrdeno, ne znamo znaci li to da broj nije kongruentan ili nismo
dovoljno dugo cekali. Sljedeci teorem daje efikasnije rjeSenje za ispitivanje kongruentnosti.

Teorem 5.1 (Tunnellov teorem). Neka je n kvadratno slobodan prirodan broj. Neka su

—

T,y,2) € L : ° + 24" + 82" = n},

n) = y
z,Y, 2) €Z3:x2+2y2—|—32z2:n},
Y

#1(
) = #{(
#

Q
S

=

S

) =
n) = #{@uy:=

(
(
3 5 a2 2 z B

( #1(z,y,2) €Z° : 2° + 4y —|—8z:§},

k( )€Z3:m2+4y2+32z2:g}.

Za neparnin, ako je n kongruentan, onda je f(n) = 2g(n). Za parnin, ako jen kongruentan,
onda je h(n) = 2k(n). Dodatno, ako vrijedi slabi oblik Birch-Swinnerton-Dyerove slutnje',
onda vrijedi i obrat prethodne tvrdnje, tj. za neparni n iz f(n) = 2g(n) slijedi da je n
kongruentan, a za paran n iz h(n) = 2k(n) slijedi da je n kongruentan.

Dokaz. Vidi [12]. O

Tunnellov teorem daje gotovo potpuno rjesenje problema pronalaska jednostavnog kriterija
koji odreduje je li dani prirodni broj n povrsina nekog racionalnog pravokutnog trokuta ili
nije.

Primjer 5.1. (/4/) Buduéi da vrijedi f(1) = g(1) =2 ¢ f(3) = g(3) = 4 imamo f(n) # 2g(n)

zan=11in =3 pa Tunnellov teorem pokazuje da brojevi 1 © 3 nisu kongruentni.

Primjer 5.2. ([//) Buduéi da je h(2) = k(2) = 2, onda je h(2) # 2k(2) pa po Tunnellovom
teoremu broj 2 nije kongruentan.

U nastavku navodimo jo$ neke testove za provjeravanje kongruentnosti danog broja. Kao
Sto ¢emo vidjeti, vaznu ulogu u vecini rezultata imaju Legendreovi simboli.

Teorem 5.2. Neka su pg, qr prosti brojevi kongruentni k modulo 8. Tada

® D3, 2p57 P3qs, 2P5CI57'

® 2pips ako <]ﬂ> = —1g
Ds
1) (2 p(m)
o pg)p;(),)"'pg) ako % =—lzam<n

nisu kongruentni brojevi.

Dokaz. Vidi [10]. O
idi [11].
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Teorem 5.3. Neka su pg, qr prosti brojevi kongruentni k modulo 8. Tada su

® ps, D7, 2p7, 2p3;

® D3ps, P3P7, 2P3Ds, 2PsP7;

pips ako (&) =—1;
D5

2p1ps ako <]ﬂ> =—1;
P3

p1p7, 2p1p7 ako <&> =1
pr

konguentni brojevu.
Dokaz. Vidi [9]. O

Teorem 5.4. Za svaki nenegativan k € 7Z, postoji beskonacno mnogo kvadratno slobodnih
kongruentnih brojeva sa tocno k + 1 neparnih prostih djelitelja u svakoj klasi ostataka 5,6, 7
modulo 8.

Dokaz. Vidi [9]. O
Novije rezultate vezane za ispitivanje kongruentnosti izre¢i ¢emo idué¢im teoremima.

Teorem 5.5. Neka su g, k, [ pozitivni cijeli brojevi takvi da je g > k > [. Neka supi,pa, ..., Dy
prosti brojevi kongruentni 3 modulo 8, takvi da za sve 1 > j, vrijedi

<g) _[1 akoje (i,9) # (kD).
P -1, mace.

Definiramo
]Zleparan - {7’L = pips-- 'pg},
p " i=A{n = 2pips- - pylg je paran}.
Ako k — 1 nije djeljivo s 2, onda nijedan element unije Ni')**™ " UNTT™ nije kongruentan
broj.
Dokaz. Vidi [2]. O

Teorem 5.6. Uz oznake iz Teorema 5.5, ako k — 1 nije djeljivo s 2, onda nijedan element

od NP nije kongruentan.
Dokaz. Vidi [2]. O

13



6. Poopcéenje problema kongruentnih brojeva

U ovom poglavlju razmotrit ¢emo generalizirani problem kongruentnih brojeva. Taj se pro-
blem svodi na pitanje moze li neki prirodan broj n biti povrsina trokuta s racionalnim
stranicama za dani kut 6.

6.1. t-kongruentni brojevi

Trokut kojemu su duljine stranica i povrsina racionalni brojevi nazivamo Heronov trokut.
Heron je prije gotovo 2000 godina dokazao da se povrsina n trokuta sa stranicama a, b, c
racuna po formuli:

n® = s(s — a)(s — b)(s — ¢),
pri cemu je
a+b+c
5

S =

Primjer 6.1. Trokut sa stranicama (13,14, 15) ima povrsinu 84.

Veliki doprinos u proucavanju Heronovih trokuta dali su u sedamnaestom stolje¢u F. Viete,
C. G. Bachet i F. von Shooten. Oni su konstruirali Heronove trokute spajajuci pravokutne
trokute. Rasprava o problemima vezanim za Heronove trokute uspon je dozivjela u devet-
naestom stolje¢u u Britaniji.

Prirodan broj n je povrsina Heronovog trokuta ako i samo ako postoje pozitivni brojevi
a,b,c € Qibrojf, 0<6<m, takvi da vrijedi

a’® =b*+c* —2bccosf i 2n = besinf. (3)

Izraz dan formulama (3) povlaci da je (cos 6, sin §) racionalna tocka razlicita od tocaka (1, 0)
na gornjoj polukruznici pa stoga postoji t € Q, t > 0, takav da je
2t 2 —1

1 cosf =
i34 2

sinf =

Fiksirajmo sada racionalan broj ¢ > 0.

Definicija 6.1. Za cijeli broj n kaZemo da je t-kongruentan ako postoje racionalni brojevi
a,b,c > 0 takvi da vrijedi

21 2t
2 2 2 :
=0+ — 22— i 2n=be——.
a C Ct2 1 1 n Cl t2

Moze se pokazati da vrijedi sljedec¢a tvrdnja o t-kongruentnim brojevima.

Teorem 6.1. Svaki kvadratno slobodan prirodan brojn je t-kongruentan broj za nekit € Q.
Dokaz. Vidi [11]. O

U slucaju kada je ¢ = 1 imamo standardni problem kongruentnih brojeva.
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6.2. 6#-kongruentni brojevi

Pretpostavimo da postoji trokut s racionalnim stranicama i kutom 6. Tada je i cosf raci-
onalan broj i zapiSemo ga u obliku
S

cosf = —,
r

pri cemu sur, s € Z,|s| < r,(r,s) = 1. Primjetimo da je

1
sin@ = —v/r2 — 2

r

te zbog toga sljedec¢a definicija ima smisla.

Definicija 6.2. Neka je 0 realan broj, 0 < 6 < w takav da je cos® = > pri cemu je
r,s € Z,|s| <r (r,s) =1. Za prirodan broj n kazemo da je 0-kongruentan ako je n\/r? — s?
poursina nekog trokuta s racionalnim stranicama @ kutom 6.

Uz iste oznake kao ranije, n je f-kongruentan kada postoje pozitivni racionalni brojevi a, b, c

takvi da je
2abs

r

c=a’+b— 1 2nr = ab.

Problem t¢-kongruentnih brojeva je specijalan slucaj problema #-kongruentnih brojeva.
Zapisimo t = % zal>k>1, (k,1)=1. Uzmimo 0 takav da je

2

cosf = , =l £ @
241
Tada je u novim oznakama:
I — k2
cosf) = ——,
12 + kQ
u slucaju ako je jedan od brojeva k, [ paran, a
122
cosf = ZQE,CQ ,

u slucaju kada su oba broja k,l neparna. Iz toga slijedi da je n #-kongruentan kada je
kln t-kongruentan (kada su k,l neparni), odnosno 2kin je f-kongruentan (kada je jedan
od k,l paran). Posebno, standardni problem kongruentnih brojeva jednak je problemu
0-kongruentnih brojeva za 0 = 7.
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