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Sazetak

Pobliza objasnjenja pojmova rednih i kardinalnih brojeva i njihove povezanosti s hipotezom
kontinuuma, dokazi njihovih osnovnih svojstava i svojstava kardinalne i ordinalne aritmetike
te ukratko opisan proces dokaza neovisnosti hipoteze kontinuuma od Zermelo—Fraenkelove
teorije skupova ¢ine okosnicu ovoga rada. Svrha ovoga rada, koja se ocituje kroz detaljna
objasnjenja toka misli i zakljucaka u dokazima teorema te u opéim razmatranjima pojmova
koji se uvode, citatelja je postupno, na pristupacan i jasan nacin, upoznati s apstraktnim
pojmovima rednih i kardinalnih brojeva te kompleksnim tumacenjem hipoteze kontinuuma

postavljajudi tako temelj za njihova daljnja izucavanja.
Kljucne rijeci

skup, dobro ureden skup, segmentni skup, redni brojevi, kardinalnost skupova, kardinalni

brojevi, hipoteza kontinuuma, metoda forsiranja

Abstract

Closer explanation of the concepts of ordinal and cardinal numbers as well as their relation-
ship to the continuum hypothesis, proofs of their fundamental properties and the properties
of cardinal and ordinal arithmetic and the brief description of proving the independence
of continuum hypothesis from Zermelo-Fraenkel set theory make up the framework of this
paper. The purpose of this paper, which manifests itself in detailed explanations of thought
processes and ideas throughout the proofs of theorems as well as general examination of
terms which are defined, is to gradually introduce the reader to abstract concepts of ordinal
and cardinal numbers and complex analysis of continuum hypothesis, setting the foundations
for further research.

Keywords

set, well-ordered set, ordinals, ordinal numbers, cardinality, cardinal numbers, continuum

hypothesis, method of forcing
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1 Uvodna rijec

U jednom trenutku tijekom svojega obrazovanja, ve¢ina matematicara nauci kako se svi poz-
nati matematicki objekti mogu definirati u terminima skupova. Skup prirodnih brojeva s
nulom mozemo definirati kao najmanji induktivan skup; uredeni par (x,y) mozemo defini-
rati kao skup skupova {{z}, {z,y}}; relacije, pa zatim i funkcije skupa sa svojim svojstvima
mogu biti definirane skupovima uredenih parova i sl.

Vaznost teorije skupova upravo je rezimirana gore navedenim: ona je kamen temeljac
teorijske matematike, novi nacin tumacenja cjelokupnog matematickog svijeta kroz striktni
sustav aksioma upotpunjen jasnim logickim nacelima nadovezan na filozofska tumacenja pri-
rode same matematike. Modi opisati kompleksne i/ili apstraktne matematicke pojave povlaci
potrebu za uporabom cesto jednako slozenih pojmova i tvrdnji.

Cilj ovoga rada zbog toga i je prikupiti ¢im veéi broj sto jednostavnijih dokaza osnovnih
tvrdnji vezanih uz jedne od fundamentalnih svojstava skupova - rednih i kardinalnih brojeva.
Studenti (i ¢itatelji opéenito, iako je rad stvaran prvenstveno sa studentima na pameti) koji
se po prvi put susrec¢u s navedenim pojmovima stoga mogu ovaj rad koristiti kao kolekciju
znanja oblikovanu s namjerom lakSega razumijevanja i razvijanja intuicije.

Dokazi svih teorema su u potpunosti razradeni ¢ime se moguée potesko¢e minimiziraju;
tok misli pri dokazima prirodan je, cilj cega nije samo lakse razumijevanje istih, ve¢ i razvi-
janje intuicije kako konstruirati vlastite dokaze. Teorija je upotpunjena sto opcenitijim pri-
mjerima i razmatranjima svojstava koja se ¢esto uzimaju trivijalnima, a studenta pocetnika
mogu omesti i otezati mu ucenje gradiva.

U radu je dodatno razmotrena hipoteza kontinuuma kao primjer dokazano nedokazive
tvrdnje, jedne od mnogobrojnih koje su se pojavile paralelno s razvojem teorije skupova.
Ideja je u citatelju probuditi znatizelju, ali i ukazati na moguée probleme koji su se javili
u modernome matematickome svijetu, a s kojima brojni matematicari nisu upoznati, sto je

dodatno elaborirano u zavrsnim rijec¢ima zakljucka samoga rada.



2 Redni brojevi

2.1 Dobra uredenost skupa. Segmentni skupovi.

Definicija 2.1. Potpuno ureden skup je dobro ureden ako svaki njegov neprazni podskup

ima najmanji element.

Prisjetimo se kako je potpuno ureden skup (lanac) uredeni par (X, <) sastavljen od skupa X
i na njemu zadane binarne relacije < koja je antirefleksivna, tranzitivna i povezana, odnosno

koja za proizvoljne z,vy, z iz skupa X zadovoljava:
(i) ~(z < o);
(i) izz <yiy< zslijedi z < z;
(iii) iz x # y slijedi z < y ili y < z.

Dobro ureden skup prvi put spominje G. Cantor! 1883. godine u élanku “Grundlagen”.
Njegova je definicija bila nezgrapnija od definicije 2.1, no logicki ekvivalentna s njom.

Dobro uredenim skupom smatramo svaki dobro definiran skup ¢iji su elementi po-
vezani jedan s drugim pridruzenim, to¢no odredenim slijedom po kojemu postoji
prvi element skupa, ¢iji je svaki element, u slucaju da nije posljednji u slijedu,
popracen drugim koji je odrediv, te dodatno za svaki konacan ili beskona¢nom
podskup postoji element koji je sljedeéi u slijedu u odnosu na sve njegove ele-

mente (osim u slu¢aju kada ne postoji sljedbenik odabranog podskupa), v. [1].

Uoc¢imo da, kako bi bio dobro ureden po Cantoru, proizvoljan potpuno ureden skup S treba

zadovoljiti sljedec¢a dva svojstva:
(i) postoji prvi element;

(ii) ako je S’ proizvoljan podskup od S, te ako postoji barem jedan element skupa S koji
dolazi nakon svih elemenata skupa S’, tada postoji element skupa S takav da izmedu
njega i elemenata skupa S’ ne postoji niti jedan element skupa S.

Prazan skup te svaki jednoclani skup uzimaju se za dobro uredene skupove.

Razmotrimo jedno od osnovnih svojstava dobro uredenog skupa: neka je (X, <) proizvo-
ljan dobro ureden skup i A njegov neprazan podskup. Dobra uredenost skupa X povlaci
njegovu potpunu uredenost, pa je i podskup A potpuno ureden (pokazujemo svodenjem na
kontradikciju). Svaki je neprazan podskup B skupa A ujedno i podskup skupa X, pa on ima
najmanji element u X koji je ujedno element skupa A, odnosno:

dmin(B)=beX AN BCA = becA

Dakle, neprazan podskup skupa X potpuno je ureden skup ¢iji svaki neprazan podskup ima

minimalan element, sto motivira lemu 2.1.

LGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845. - 1918. Njemacki matematicar, utemeljitelj teorije
skupova i koncepta transfinitnih brojeva, v. [7].



Lema 2.1. Svaki podskup dobro uredenog skupa takoder je dobro ureden.

Slu¢aj praznoga podskupa dobro uredenog skupa u prethodnoj lemi nema potrebe dodatno
razmatrati zbog trivijalnosti istoga.

Sljedeéi primjer ilustrira karakteristiku dobro uredenoga skupa bitnu za definiciju kardi-
nalnosti preko rednoga broja: relacija dobroga uredaja na nepraznome skupu ne mora biti
jedinstvena. Tocnije, ona nije jedinstvena kada god radimo sa skupovima s vise od jednoga

elementa.

Primgjer 2.1. Lako se pokaze kako je relacija “biti kongruentan modulo n” na skupu Z relacija

ekvivalencije za svaki prirodan broj n sa pripadnim klasama ekvivalencije oblika
k] ={z€Z|z=k(modn)}, VE=0,1,...,n—1.

Svaki element skupa Z, pa posebno i svaki prirodan broj, pripada jednoj i toéno jednoj od
navedenih klasa, iz cega slijedi kako je familija A = {[k] "N, &k = 0,1,...,n — 1} jedna
particija skupa prirodnih brojeva. Familiju A ¢ine podskupovi skupa prirodnih brojeva koji
pri dijeljenju s brojem n daju isti ostatak.

Neka je n € N proizvoljan. Definirajmo uredajnu relaciju < na N na sljede¢i nacin:

e akosuz,y € Nz #y te akosu z,y € [k] NN zaneki k € {0,1,...,n— 1}, bit ¢e
x <y ako je x < y u prirodnom uredaju;

e akosuz,y € Nz #yteakosuz € [k] NN,y € [[| NN za neke k,l € {0,1,...,n— 1},
k # 1, bit ¢e v < y ako je k < [ u prirodnom uredaju.

Dobro ureden skup (N, <) izgleda ovako:
n,2n, ....kn, ..., 1,n+1, ....0kn+1,...,2,n+2, ..., kn+2, ....,n—1,2n-1, ..., kn—1, ...

v

Gornjim smo primjerom generirali beskonaéno mnogo relacija dobroga uredaja na skupu
prirodnih brojeva. U slucaju n = 1, relacija uredaja svodi se na prirodan uredaj <, slucaj
n = 2 svodi se na razdiobu skupa prirodnih brojeva na parne i neparne brojeve, pri ¢emu su
parni brojevi “kolektivno manji” od neparnih i sl.

U istom se primjeru ocituje jedno od definicijskih svojstava u Cantorovoj definiciji dobro
uredenoga skupa: ne mora svaki element koji nije najmangi imati neposrednog prethodnika,
no svaki njegov element osim zadnjega (ako on postoji) ima neposrednog sljedbenika. Kako
bismo se uvjerili u prvi dio tvrdnje, dovoljno je razmotriti element 2 u primjeru 2.1. Njegov
neposredni prethodnik bio bi najveéi element skupa [1] NN, no kako takav ne postoji, ne
postoji niti neposredni prethodnik elementa 2. S druge strane, uzmimo proizvoljan a € N i
razmotrimo skup B = {z € N | a < z}. Jer je (N, <) dobro ureden skup i B njegov neprazan
podskup, on ima najmanji element koji je ujedno i neposredni sljedbenik elementa a (kada
on to ne bi bio, imali bismo element skupa B manjeg od njegova najmanjeg elementa). Time

smo ujedno pokazali kako iz definicije 2.1 slijedi Cantorova definicija dobre uredenosti.
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Definicija 2.2. Neka je (X, <) dobro ureden skup i y € X. Segment X(y) skupa X
definiran elementom y podskup je skupa X koji se sastoji od svih elemenata skupa X koji
su strogo manji od y:

X(y)={z€X|z<y}

Uzmimo dobro ureden skup (X, <) te neke njegove razlicite elemente a i b. Zbog po-
vezanosti relacije <, bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti kako je a < b. Po
definiciji segmenta skupa X definiranog elementom a, Yy € X(a) vrijedi y < a. Uzevsi
u obzir tranzitivnost relacije < te ¢injenicu kako b ¢ X(a), slijedi X(a) C X(b). Dakle,
F ={X(z) | z € X} je strogo monotono rastuca familija podskupova skupa X s obzirom
na relaciju sadrzavanja C koja je ujedno i relacija potpunog uredaja na JF. Definirajmo
funkciju f: X — Y pravilom pridruzivanja f(z) = X(z). Pokazali smo kako je f strogo
monotono rastuca funkcija, pa je ona i injekcija. Uzmimo sada Y proizvoljan segment skupa
X. Po kontrapoziciji tvrdnje kako svaki dobro ureden skup nije slican niti jednom svojem
segmentu? slijedi kako je Y # X, odnosno postoji element u X veé¢i od svakog elementa u Y
(jer je Y segment). Dalje, Cantorova definicija dobro uredenog skupa implicira kako postoji
element y skupa X takav da izmedu njega i elemenata skupa Y ne postoji niti jedan element
skupa X. Lako se pokaze kako je Y = X(y). Surjektivnost funkcije f slijedi.

To je razmatranje motivacija za sljede¢i teorem, bitan u tumacenju i dokazivanju svoj-

stava segmentnoga skupa kljucnih za definiciju rednoga broja, a onda i kardinalnosti.

Teorem 2.2. Svaki dobro ureden skup slican je skupu svih svojih segmenata uredenih rela-

cijom sadrzZavanja.

Dokaz. Uzmimo dobro ureden skup (X, <) i pripadnu familiju segmenata F kao u razma-
tranju iznad. Kako je X potpuno ureden skup te funkcija f iz razmatranja uzlazna bijekcija
sa X na F, slicnost odmah slijedi®. |

Dobro uredeni skupovi igraju vrlo bitnu ulogu pri apstrahiranju metode matematicke
indukcije koju smo do sada koristili na skupu N i/ili Nj.

Teorem 2.3. (Princip transfinitne indukcije)
Neka je (A, <) dobro ureden skup, a S C A takav podskup skupa A da za svaki element x € A
iz A(z) C S slijedi x € S. Tada je S = A.

Dokaz. Dokaz provodimo svodenjem na kontradikeiju.
Pretpostavimo zato kako je S # A. Buduéi da je po pretpostavci teorema S C A, nuzno je
S C A. Tada A\S nije prazan skup, a kako je podskup dobro uredenog skupa, ima najmanji

2Teorem. Dobro ureden skup nije slican nijednom svom segmentu.
Dokaz teorema je izostavljen bududi da su za njega potrebne tvrdnje koje nisu od vaznosti za ovaj rad; v.
[5], str. 93.

3Sliénost. Sliénost dvaju djelomi¢no uredenih skupova (X, <) i (Y, <) slijedi iz egzistencije bijektivnog
preslikavanja f: X — Y takvog da su f i f~! izotone funkcije. Medutim, moze se pokazati kako je nuzan i
dovoljan uvjet sli¢nosti potpuno uredenih skupova (X, <) i (Y, <) egzistencija bijekcije koja ¢uva uredaj.
Definicija slicnosti - v. [5], str. 78.
Dokaz tvrdnge - v. [5], str. 80.



element m. Medutim, kako je m najmanji element u A\S, svaki £ < m nalazi se u S, pa

je segment A(m) sadrzan u S. Prema pretpostavci je tada i m € S, sto je kontradikcija.
Dakle, S = A. |

Neka podskup A dobro uredenog skupa (N, <), pri ¢emu je < prirodan uredaj na N, zado-

voljava uvjete teorema 2.3, Sto mozemo zapisati u formi sljede¢ih opservacija:

e Prazan skup podskup je svakoga skupa, pa tako i skupa A. Koristeci ¢injenicu kako je
N(1) = 0, slijedi kako je 1 € A;

e Za proizvoljan n € N, iz ¢injenice kako je N(n) C A slijedi kako je n € A. Dakle,
{1,2, ..., n—1} C A implicira n € A.

Tada je A = N. Ovaj sluc¢aj primjene principa transfinitne indukcije nazivamo principom

jake indukcije, istinskim poopcéenjem standardnoga principa matematicke indukcije:

Neka je P(n) tordnja zadana na skupu N. Ako je P(1) istinita, te ako iz ¢injenice
kako je turdnja P(k) istinita Vk € N,_; slijedi istinitost tvrdnje P(n), tada je

turdnja P istinita za svaki prirodan broj n.

Gornje se razmatranje, isto kao i u principu standardne matematicke indukcije, moze poopéiti
u smislu pocetnoga uvjeta, odnosno baze. Naime, jer je (N, <) dobro ureden skup, to je i
svaki njegov podskup (prema lemi 2.1). U ovome slu¢aju, podskup od interesa je oblika N>,
k € N. Postupimo li analogno kao u gornjem razmatranju, dobit ¢emo opéi oblik principa
jake indukcije:

Neka je P(n) tvrdnja zadana na skupu Nsi, k € N. Ako je P(k) istinita, te
ako iz ¢injenice kako je turdnja P(l) istinita ¥Vl € {k, k+ 1, ..., n — 1} slijedi

istinitost turdnje P(n), tada je tvrdnja P istinita za svaki prirodan brojn > k.

Teorem 2.4. Neka su (X, <) i (Y, <) dva slicna dobro uredena skupa, o f: X — Y slicno
preslikavange. Tada f preslikava svaki segment skupa X u segment skupa Y te je f(X(a)) =

Y(f(a)).

Dokaz. Neka je a € X po volji odabran i f(a) slika elementa a u Y.
Neka je y € f(X(a)); tada zbog bijektivnosti f postoji z € X (a) takva da je y = f(z). Kako
je x < a i kako sli¢nost ¢uva uredaj, bit ¢e y = f(z) < f(a), tj. f(z) € Y(f(a)), pa je

f(X(a)) CY(f(a)). (1)

Uzmimo sada kako je y € Y(f(a)), tj. v < f(a), i neka je x € X takav da je f(z) = v.
Kako je f(x) = y < f(a) te kako slicnost cuva uredaj, bit ée x < a, tj. = € X(a) i
f(z) =y € f(X(a)), pa je

Y(f(a)) € f(X(a)). (2)

Iz (1) i (2) slijedi f(X(a)) = Y(f(a)). m



2.2 Definicija i svojstva segmentnih skupova. Teorem o dobrom
uredenju.

Definicija 2.3. Dobro ureden skup (X, <) naziva se segmentni skup ako za svaki element
x € X vrijedi z = X(x), odnosno svaki element skupa jednak je segmentu koji je definiran

tim elementom.

Neka je X segmentni skup ¢iji je jedini element z. Da bi X uistinu bio segmentni skup, po
definiciji mora vrijediti x = X (), a kako je = ujedno i najmanji element segmentnoga skupa
X, segment definiran elementom z prazan je skup. Iz toga slijedi kako je svaki jednoclani
segmentni skup oblika {()}.

Razmotrimo dvoclani segmentni skup X = {z,y}, < y. Najmanji element toga skupa je
x, pa slijedec¢i postupak iz razmatranja oblika jednoclanoga segmentnog skupa zaklju¢ujemo
kako je z = (). Nadalje, za y € X vrijedi

y=X(y) ={reX|z<y}={z} = {0},

odnosno svaki dvoclani segmentni skup je oblika {0, {0} }.
Nastavljajuc¢i gornji postupak, induktivno bismo mogli pokazati kako je pocetak svakog
segmentnog skupa koji ima barem tri ¢lana oblika {0, {0}, {0, {0}}, ...}.

Dokazat ¢emo sada neka vazna svojstva segmentnih skupova.

Teorem 2.5. Svaki je segment segmentnog skupa (X, <) segmentni skup. Ako je pravi
podskup Y segmentnog skupa X segmentni skup, onda je'Y segment skupa X .

Dokaz. Neka je (X, <) segmentni skup te (Y, <) njegov segment. Prije samoga dokaza
pokazimo kako za a,b € X,b < a vrijedi (X (a))(b) = X(b).

ye(X@)p) & yelreX@|z<bt & yeXx), (3)

i) Definicija segmenta dobro uredenog skupa X (a).

ii) Kako je b < a, skup elemenata segmenta X (a) manjih od b jednak je skupu elemenata
skupa X koji su manji od b, odnosno jednak je skupu X (b).

Veé smo pokazali (dokaz teorema 2.2) kako postoji a € X takav da je Y = X(a). Neka je
b < a bilo koji element iz Y. Slijedi

X seg. skup b
— )

tj. Y je segmentni skup.

Neka je Y segmentni pravi podskup od X. Tada za svaki a € Y vrijedi X(a) = a = Y(a),
tj. X(a) = Y(a). Dakle, skup svih prethodnika elementa a u X podudara se sa skupom
svih prethodnika elementa a u Y. Osim toga, po pretpostavci je X\Y neprazan pa ima
najmanji element, recimo c¢. Kada bi postojao y € Y takav da je ¢ < y (odnos elemenata
¢ i y razmatramo u skupu X, jer ¢ € Y'), vrijedilo bi ¢ € X(y) = Y (y) pa bi po definiciji
segmenta slijedilo ¢ € Y, sto je kontradikcija. 1z toga slijedi tvrdnja teorema: svaki element
skupa Y manji je od elementa ¢ koji je najmanji element u X\Y, tj. Y = X (c). [
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Teorem 2.6. Ako su segmentni skupovi X @Y slicni, oni su jednaks.

Dokaz. Dokaz provodimo primjenom principa transfinitne indukcije i metode svodenja na
kontradikciju.

Neka je f: X — Y slicno preslikavanje skupa X na skup Y i neka je S = {t € X | f(¢t) =t}
skup fiksnih toc¢aka preslikavanja f. Pretpostavimo kako je S # X, odnosno kako se skup
X\S sastoji od barem jednoga elementa. Buduéi da je X\S neprazan podskup dobro
uredenog skupa X, postoji najmanji element ¢ty € X za kojeg je f(to) # to. Iz invarijantnosti
sliénosti djelomi¢no uredenih skupova slijedi kako je f(ty) najmanji element u Y koji nije u
skupu f(S)%. Prema teoremu 2.4, sliéno preslikavanje f segment skupa X preslikat ¢e u seg-
ment skupa Y te ¢e dodatno vrijediti Y (f(to)) = f(X(to)). Dalje, kako za sve t < ty vrijedi
f(t) = t, slika segmenta X (ty) bit ¢ée jednaka istome, odnosno f(X(ty)) = X(tp). Jer su X
1Y segmentni skupovi, mozemo upotpuniti slijed zakljucaka iz kojega slijedi kontradikcija s
pretpostavkom:

fto) =Y (f(t)) = f(X(t0)) = X(to) = to.

Dakle, S = X (slicno preslikavanje sa skupa X na skup Y je identiteta), iz cega slijedi
X =¥, |

Korolar 2.6.1. Dobro ureden skup moZe biti slican najvise jednom segmentnom skupu.

Dokaz. Ako je dobro ureden skup slican s dva segmentna skupa, po tranzitivnosti relacije
“biti slican” su i oni medusobno sli¢ni, pa su po teoremu 2.6 i jednaki. |

Teorem 2.7. Presjek dvaju segmentnih skupova je segmentni skup.

Dokaz. Neka su X i Y segmentni skupovi. Neka jea € X NY, tja € X te a € Y; onda je
X(a) =a1iY(a) =a. Jer a ima iste prethodnike u X i u Y, slijedi a = (X NY)(a). Prema
tome je i X NY segmentni skup. |

Teorem 2.8. Neka su X ¢ Y dva segmentna skupa. Tada je ispunjena jedna v samo jedna

od mogucnosti.
id. X=X,
2.'Y je jednak segmentu od X
3. X je jednak segmentu od Y .

Dokaz. Neka je X # Y. Prema teoremu 2.7 je X NY segmentni skup. Ako je X NY pravi
podskup od X, onda je Y C X. Prema teoremu 2.5, Y je segment od X i 2. je ispunjeno.
Slicno, ako je X NY pravi podskup od Y, slijedi da je X segment skupa Y i 3. je ispunjeno.

4Svako sli¢no preslikavanje f dvaju djelomiéno uredenih skupova (X, <) i (Y, <) zadovoljava tzv. inva-
rijante slicnosti: svojstva koja, ako vrijede za jedan od skupova u pitanju, vrijedit ¢e i za drugi. Jedna od
osnovnih invarijanti sli¢nosti je egzistencija infimuma skupa f(A4) C Y u slucaju kada postoji infimum skupa
A C X. Dodatno, ako je a = inf(A), tada je f(a) =inf(f(A)). Zainteresirani ¢itatelj moze saznati vise na
stranicama 80. i 81. udzbenika [5].



Pretpostavka da je X N'Y pravi podskup od X i pravi podskup od Y nije mogucéa. Tada
bi, naime, prema teoremu 2.5 postojali elementi a € X i b € Y takvidaje X NY = X(a) i
X NY =Y(b) pa bi iz segmentnosti skupova X i Y slijedilo a = b. Zbog jednakosti a i b bi
bilo a € X NY, §to je u proturje¢ju s X NY = X(a) (isto bi se dalo pokazati zab e X NY).
Ako nije ispunjeno ni 2. ni 3., onda je ispunjeno 1. |

Sljededi teorem ¢emo iskazati, no njegov dokaz, zbog opseznosti i ¢injenice kako nam sam
teorem koristi isklju¢ivo kao pomoéna tvrdnja pri dokazu teorema koji ga slijedi, ne¢emo

izvoditi. Najprije ¢emo definirati relaciju produljenja na skupu dobro uredenih skupova.

Definicija 2.4. Neka su (X, <) i (Y, <) dobro uredeni skupovi. Ako je skup Y segment
skupa X, kazemo da je skup X produljenje skupa Y.

Teorem 2.9. Neka je S potpuno ureden skup segmentnih skupova ureden relacijom produ-
lienja, a A neka je unija svih elemenata iz S. Tada postoji jedinstveno dobro uredenje skupa
A tako da je A segmentni skup koji je produljenje svakog elementa iz S (razlicit od A, ako
je A€ S). Skup A ujedno je i supremum skupa S.

Teorem 2.10. (Teorem enumeracije)

Svaki dobro ureden skup slican je jedinstvenom segmentnom skupu.

Dokaz. Nakon sto pokazemo egzistenciju segmentnoga skupa slicnog proizvoljnome dobro
uredenom skupu, njegova ¢e jedinstvenost slijediti iz teorema 2.6 ili korolara 2.6.1.

Neka je (X, <) dobro ureden skup i neka je a € X takav da je za svaki x € X, x < a segment
X () slican nekom segmentnom skupu S,, te neka je Z = {S, | x < a} klasa svih takvih
segmentnih skupova. Kako je po teoremu 2.6 segmentni skup S, slican sa skupom X (z)
jedinstven za svaki x < a, dobro je definirana funkcija f: X(z) — Z, f(z) = S,. Prema
aksiomu supstitucije®, klasa Z, kao slika funkcije f, je skup. Iz teorema 2.9 slijedi da je i
unija S, = |J{S: | ¢ < a} segmentni skup, a kako je dobro ureden skup slican skupu svojih
segmenata te kako je po lemi 2.1 X (a) dobro ureden skup, zakljué¢ujemo da je X (a) ~ S,.
Ostatak dokaza provodimo koristeéi princip transfinitne indukcije i metodu svodenja na kon-
tradikeiju.

Principom transfinitne indukcije dokazat ¢emo da je svaki segment skupa X slican seg-
mentnom skupu. Kada to ne bi bilo to¢no, postojao bi najmanji element ¢ty € X takav da
X (tp) nije slican nekom segmentnom skupu. To, medutim, prema upravo dokazanom, nije
moguce, jer ako su za sve x < ty segmenti X (z) sli¢ni segmentnim skupovima S,, onda je i
X (to) slican uniji Sy, = J{S: | = < to}.

5 Aksiom supstitucije. Neka je A zadan skup, a P(z,y) izjavna funkcija dviju nepoznanica tako da za
svaki element a € A postoji jedinstven skup b tako da je P(a,b) istinito. Tada postoji jedinstven skup B
kojemu su elementi svi skupovi y za koje postoji element x € A tako da je P(x,y) istinito.

Intuitivno se aksiom moze ovako izredi, iskaz kojega smo mi koristili pri dokazu:

ako je na skupu A definirana funkcija f i za svaki element ¢ € A je f(a) skup, onda je
B ={f(a) | a € A} takoder skup.



Na taj smo nacin ustanovili da za svaki segment X (z) skupa X postoji jedinstveni seg-
mentni skup S, koji mu je slican. Ponovnom primjenom aksioma supstitucije zaklju¢ujemo
da je {S, | x € X} skup. Oznacimo ga sa S. Prema teoremu 2.9, svi elementi skupa S
¢ine segmentni skup, nazovimo ga Y, kojeg su segmenti upravo elementi od S§. Kako je po
teoremu 2.2 svaki dobro ureden skup slican skupu svih svoji segmenata, zaklju¢ujemo da je
Xeu¥ |

U dokazu teorema o dobrom uredenju vaznu ulogu igra Zornova lema koju je 1922. godine
dokazao K. Kuratowski. M. Zorn pokazao je njezinu vaznost u mnogim dokazima i ukazao
na bitnu ulogu koju je obnasala u teoriji skupova te uopée u matematici. Pri dokazu, kojega
mi neé¢emo razmatrati zbog opsirnosti, Kuratowski bitno rabi aksiom izbora® zbog cega su
Zornova lema i teorem o dobrom uredenju bili predmetom mnogih rasprava u matematickome

svijetu.

Lema 2.11. (Zornova lema)
Ako je (X, <) djelomicno ureden skup u kojem svaki lanac ima gornju medu, onda X ima

barem jedan maksimalan element.

Proucavajuci dobro uredene skupove, vrlo brzo bismo se uvjerili kako ti skupovi imaju
neka jednostavna svojstva koja nemaju skupovi koji nisu dobro uredeni. Zato se prirodno
postavlja pitanje moze li se svaki skup dobro urediti. I sam se Cantor pitao isto veé¢ pri
samoj definiciji dobro uredenih skupova u svome radu [1], no potrebna je bila 21 godina
da bi E. Zermelo dokazao kako je odgovor na to pitanje potvrdan. Njegov je teorem u
potpunosti egzistencijalan, tj. ne daje postupak kako skup dobro urediti. Dakle, ako radimo
s rednim brojem i kardinalnoséu skupa R, koristimo ¢injenicu kako R mozemo dobro urediti

iako njegov dobar uredaj jos nije poznat.

Teorem 2.12. (Teorem o dobrom uredenju, Zermelov teorem)

Svaki se skup moze dobro urediti.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti sluzeéi se Zornovom lemom.

Neka je X bilo koji skup i neka je A sustav svih dobro uredenih podskupova skupa X. Kako
je 0 C X te kako je prazan skup dobro ureden po definiciji, bit é¢e ) € A. Dodatno, svaki
jednoc¢lani podskup skupa X element je A, dakle A je neprazan. Skup A ¢emo djelomi¢no
urediti relacijom produljenja koju ¢emo oznaciti s <. Djelomic¢na uredenost slijedi iz ¢injenice
kako nisu svaka dva elementa skupa A usporediva po relaciji <. Neka je £L ={X, | « € S}
lanac u A, tj. ako su X,, i X,, elementi iz £, aj,as € S i ag # as, onda je jedan od dobro
uredenih skupova X,, ili X,, produljenje drugoga. Skup B = |J £ produljenje je svakog
elementa iz L ili je jednak najve¢em elementu, ako postoji. Po Zornovoj lemi, kako je skup
A djelomi¢no ureden te kako smo svakom lancu £ pridruzili njegovu gornju medu B, skup

6 Aksiom izbora. Za svaki skup A elementi kojeg su medusobno disjunktni skupovi A,, postoji barem
jedan skup B koji sadrzi jedan i samo jedan element svakog od skupova A,.
Specificnost ovoga aksioma u tome je $to on omogucuje da se izvrsi beskona¢no mnogo izbora. Aksiom
izbpra osigurava egzistenciju skupa B, ali ne daje moguc¢nost njegove konstrukcije. K. Godel pokazao je da
uporaba aksioma izbora ne moze dovesti do proturjecja ako nije postojalo proturjecje i bez tog aksioma.



A ima barem jedan maksimalan element M. Skup M dobro je ureden i sastoji se od svih
elemenata skupa X, tj. M je dobro uredenje skupa X. Naime, kad bi bilo M # X, postojao
bi element m € X\M, a tada se skap M = M U {m} moze dobro urediti tako da m bude
zadnji elementa u M, pa bi M bio produljenje od M, §to je nemoguée jer je M maksimalan
element. |

Primgjer 2.2. Neka je X proizvoljno odabran konacan skup s vise od jednog elementa. Svaka
permutacija elemenata skupa X definira jedan dobar uredaj na skupu X, odakle slijedi kako

imamo n! na¢ina na koji mozemo dobro urediti kona¢an skup s n elemenata, n > 1.

A

2.3 Redni brojevi. Aritmetika rednih brojeva.

Definicija 2.5. Neka je (X, <) dobro ureden skup. Jedinstven segmentni skup slican skupu
X naziva se redni broj skupa X.

Redni broj skupa X oznacava se sa X, ordA ili t(A). Mi éemo koristiti posljednju od
navedenih oznaka. U slué¢aju kada radimo sa segmentnim skupom (X, <), on je ujedno i redni
broj toga skupa, pa se pojam rednog broja ne razlikuje od pojma segmentnog skupa. Stoga
se segmentni skupovi, kada se rabe kao redni brojevi, oznacavaju malim grckim slovima,
dok u slucaju razmatranja segmentnog skupa kao skupa koristimo standardizirana velika
latini¢na slova.

Uzmimo proizvoljan skup T. Skup Tt = T U {T}, tj. unija skupa T i jednoclanog
skupa {T'} naziva se sljedbenik skupa T. Skup koji sadrzi prazan skup i sljedbenika svakog
svog elementa nazivamo induktivnim skupom. Egzistenciju takvog skupa jamci aksiom be-
skonacnosti. Jednostavno se pokaze kako familija svih induktivnih skupova ima najmanji
element u smislu relacije sadrzavanja, skup kojega uobicajeno oznacavamo sa w. Napisat
¢emo sada po redu nekoliko elemenata skupa w i ujedno uobic¢ajenu oznaku za svaki od

napisanih elemenata:

=20,
PU{D}={0}=:1=0",
10y U{{0}} =10, {0}} =40, 1} = 2=17, ...

Usporedujuéi elemente skupa w s razmatranjem koje je slijedilo nakon definicije 2.3, uocit
¢emo kako su elementi skupa w konacni segmentni skupovi. Te ¢emo skupove shvacati kao
redne brojeve, tako da su sada ukljuceni i beskonacni redni brojevi.

Redne brojeve koji odgovaraju konacnim segmentnim skupovima oznacavat ¢emo s 0, 1, 2
itd. Skup svih konaénih rednih brojeva i dalje ¢emo oznacavati sa w. Svaki redni broj a ima
neposrednog sljedbenika ot = a U {a}, no nema svaki redni broj svog neposrednog pret-
hodnika. Ta se ¢injenica ocituje ve¢ za prvi beskonacan redni broj w: po samoj konstrukciji
induktivnog skupa, tj. rednog broja w ocigledno ne postoji redni broj a takav da je a™ = w.

Gornje razmatranje motivira sljede¢u podjelu rednih brojeva:
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Definicija 2.6. Redni broj « je prve vrste ili izoliran redni broj ako ima neposrednog
prethodnika; « je redni broj druge vrste ili graniéni redni broj ako nema neposrednog
prethodnika.

Definicija 2.7. Ako su a i § dva razlicita redna broja, kaze se da je o < 3 ako je o segment
od gili a C f.

Prirodno se postavlja pitanje o uredenosti proizvoljnog skupa rednih brojeva. Naime,
nakon $to smo ustanovili sto za dva razli¢ita redna broja znaéi da je jedan manji od drugoga,
te uzevsi u obzir kako se jednakost rednih brojeva na prirodan nacin definira jednakoscéu
skupova, ostaje nam ispitati mogu li se svaka dva proizvoljna redna broja usporediti, neovisno

o njihovoj konacnosti. O tome nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.13. (Trihotomija rednih brojeva)

Za redne brojeve a i B uvijek je ispunjena jedna i samo jedna od relacija

a<pB, a=p p<a
Dokaz. Kako su redni brojevi u sustini segmentni skupovi, tvrdnja slijedi iz teorema 2.8. W

Teorem 2.14. Neka su X @Y dobro uredeni skupovi i neka je redni broj skupa X jednak c,
a redni broj skupa Y jednak . Ako je X CY, onda je o < f3.

Dokaz. Koristedi teorem o trihotomiji rednih brojeva zakljucujemo da, kada ne bi bilo ae < 3,
bilo bi § < a. Tadabiiz Y ~ f C a ~ X C Y slijedilo kako je Y slican segmentu svoga
podskupa X, sto je nemoguce. |

Teorem 2.15. Svaki skup S rednih brojeva dobro je ureden po velicini.

Dokaz. Elementi skupa S segmentni su skupovi. Ako tvrdnju pokazemo za skup segmentnih
skupova s obzirom na relaciju produljenja, tvrdnja za skup rednih brojeva izravno ce slijediti.
Po teoremu 2.8 sijedi kako je S potpuno ureden skup. Sada nam preostaje pokazati kako
svaki neprazan podskup skupa S ima najmanji element. Dokaz ¢emo provesti svodenjem na
kontradikciju.

Uzmimo, dakle, neprazan V' C § i pretpostavimo kako on nema najmanji element. Neka
je Xo € V. Kako je V' kolekcija segmentnih skupova, Xy je segmentni skup. Jer V nema
najmanji element, postoji segmentni skup X; koji je pravi podskup od Xy, pa je, prema
teoremu 2.5, segment skupa Xj. Indukcijom se zakljucje da postoji niz elemenata (X,,),c.
tako da je X, 41 pravi podskup od X, za svaki n. Kako su svi skupovi X,, segmentni, moze

7. To je, medutim, nemoguée prema aksiomu

se pisati da je X, € X, za svaki n € w
regularnosti®. Naime, ako je za svaki n, X1 € X,,, tada je za svakin € w, X, N{X,, | n €
w} # ) jer se u tome presjeku nalazi barem X,,,;. Prema tome, V ima najmanji element i

S je dobro ureden. [ |

"Teorem. Ako su X i Y segmentni skupovi i X je pravi podskup od Y, onda je X element od Y.
Zainteresirani ¢itatelj viSe saznati vise na stranici 101. udzbenika [5].

8 Aksiom reqularnosti. Svaki neprazan skup A ima barem jedan element a tako da A i @ nemaju zajednickog
elementa, tj. aN A = 0.
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Sada ¢emo definirati temeljne aritmeticke operacije ze redne brojeve te dokazati osnovna
svojstva tih operacija. Medutim, najprije ¢emo pokazati kako se svaki dobro ureden skup
moze napisati u obliku transfinitnoga niza, postupak kojega smo veé presutno koristili u
primjeru 2.1.

Neka je (A, <) dobro ureden skup rednog broja «. Po definiciji je tada « jedinstveni
segmentni skup slican skupu A, odnosno A ~ a = W(«a) pri ¢emu je W klasa svih rednih
brojeva. Dalje, postoji preslikavanje a: W(a) — A. Uvodedi oznake a(0) = ag i za svaki
¢ < a, a(§) = ag, A se moze prikazati kao dobro ureden skup elementi kojeg imaju kao
indekse sve redne brojeve koji su manji od a: A = {a¢ | { < a} = {ae | £ € W()}, ili
eksplicitno kao niz

(s Gy 5 55 Ol s o G S G):

Zbrajanje rednih brojeva.

Definicija 2.8. Neka je {A, | @« € S} sustav medusobno disjunktnih potpuno uredenih
skupova, a S takoder potpuno ureden skup. Redna unija | J(A,, o € S) (koristi se i
oznaka | [{As, a € S}) skup je | J{Aa, a € S} ureden tako da za svaka dva elementa x,y iz
unije bude x < y u uniji ako z,y pripadaju istom A, te je pri tome z < y u A, ili ako je
r€Asiyedgia<p.

Uz pretpostavku kako su svi skupovi A, te skup S iz definicije redne unije dobro uredeni
skupovi, njihova ¢e redna unija biti dobro ureden skup. Naime, ako je T' C |J(An, a € 5)
neprazan skup te ukoliko razmotrimo podfamiliju {Ag, 8 € P C S} skupova koji u pesjeku
sa skupom T ne daju prazan skup, zbog dobre uredenosti skupa S (i skupa P po lemi 2.1)
postoji najmanji redni broj ay € P takav da je A,, NT # 0. Kako je A,, N T podskup
dobro uredenoga skupa, on ima najmanji element koji je ujedno i najmanji element u 7" uz

definicijsku relaciju redne unije.

Definicija 2.9. Neka je {a¢ | £ < 8} skup rednih brojeva, a {A¢ | £ < B} sustav u parovima
medusobno disjunktnih dobro uredenih skupova tako da za svaki £ < f je o = t(A¢). Tada
je suma 25 <p @ svih rednih brojeva sustava, prema definiciji

>ac=t({Jde 1 €< 8)) =t({U(4)-

£<p £<p

Valjanost definicije operacije zbrajanja rednih brojeva proizlazi iz neovisnosti izbora dobro
uredenih skupova A¢ takvih da je ag = t(A¢). Naime, ako se skupovi A; zamijene odgo-
varaju¢im slicnim skupovima, pridruzeni redni brojevi ostat ¢e isti. Ta se tvrdnja moze
pokazati primjenom principa transfinitne indukcije i poopcéenja leme 2.16.

Prirodno se namece pitanje koja od svojstava aritmetickih operacija koja vrijede za
konacne redne brojeve ostaju sacuvana pri radu s onim beskonac¢nima. Svojstvo komu-
tativnosti i asocijativnosti ¢emo razmotriti u sljede¢em primjeru, dok ¢emo netrivijalnija

svojstva iskazati i dokazati kao zasebne teoreme.
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Primjer 2.3. Svojstvo komutativnosti vrijedi za konacne redne brojeve (tj. prirodne brojeve).
Kako bismo to dokazali, uzmimo redne brojeve m,n € w razli¢ite od nule, odnosno praznoga
skupa kako bismo se ogradili od trivijalnosti razmatranja. Uzmimo N, = {1, 2, ..., m} i
Npin\Ny = {m+1, m+2, ..., m+n}, podskupove dobro uredenog skupa (N, <) (prirodna
relacija < na skupu N) ¢iji su redni brojevi redom m i n. Tada je

m+n=t(NpUNptn\Np)) =t({1,2, ..., m+n—1, m+n}) =
=t{m+1,m+2, ....om+n,1,2, ..., m}) =t((Npsrn\Np) UN,,,) = n+m,

odnosno pokazali smo da vrijedi komutativnost zbrajanja kona¢nih rednih brojeva.

Uzmimo sada nesto drugacije dobro uredene skupove: N, i Ny, = {m +1,m +2,...}.
Egzistencija jednostavnog slicnog preslikavanja f: Ns,, — w zadanog pravilom pridruzivanja
f(n) =n — (m+ 1) implicira kako je t(Ns,,) = w. Sada imamo:

m4+w=t(Nyp UNsy) =t({1,2, 3, ...}) = w;

invarijante sl.

wH+m=t(Ny,, UN,)=t({m+1,m+2, ...;1,2, ..., m}) = w,

pa slijedi kako komutativnost zbrajanja ne vrijedi opcenito.
Neka su sada A, B i C proizvoljni dobro uredeni skupovi. Lako se pokaze kako je
AU (BUC) = (AU B)UC iz cega izravno slijedi asocijativnost zbrajanja rednih brojeva.

A

Upravo zbog ¢injenice kako zakon komutacije opc¢enito ne vrijedi pri radu s rednim broje-
vima, brojna svojstva koja inace vrijede za prirodne brojeve takoder nece vrijediti za redne
brojeve. Pri uspostavljanju odnosa suma rednih brojeva vazno je, stoga, pripaziti na redos-

lijed sumiranja s obje strane nejednakosti. Razmatranja ¢emo zapoceti s lemom.

Lema 2.16. Neka su A, B i C proizvoljni dobro uredeni skupovi te neka je CNA = CNB = ().
Ako je skup A slican segmentu skupa B, onda je skup C'U A slican segmentu skupa C'U B.

Dokaz. Neka je a € B i f slicno preslikavanje sa skupa A na skup B(a). Pokazimo kako je
preslikavanje

i, € C
g: C|_|A—>C|_|B(a>, g(x): {f(m), re A

bijekcija koja ¢uva uredaj, odnosno sli¢no preslikavanje ovih dvaju skupova (v. fusnota 2,
str. 4). Neka je z,y € C' U A, x < y. Oc¢uvanje uredaja slijedi iz sljedeceg:

e ako x iy pripadaju skupu C, onda je g(x) < g(y) trivijalno;

e ako z i y pripadaju skupu A, onda je g(z) = f(z) < f(y) = g(y) po uzlaznosti
preslikavanja f;

e akojex € Ciy € A, ondaje g(z) € C'igly) = f(y) € B(a) pa je g(x) < g(y) po

definiciji redne unije.
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Injektivnost slijedi iz stroge monotonosti dok surjektivnost slijedi trivijalno. Pokazali smo
CUA~CUB(a). Sljededi niz ekvivalencija dokazuje C' U A ~ (C'U B)(a):

zeCUB@)szecCVzeBa) " 2ec0nrr<a)Vi@eBArz<a) &

s ((@eCVaeB)A(z<a)eze (CUB)a) = CUB(a) = (CU B)(a).
n

Teorem 2.17. Neka su «, B i~ redni brojevi te neka vrijedi o < 3. Tada vrijedi v + o <
7 B

Dokaz. Uzmimo tri dobro uredena skupa A, BiC, CNA = CNB = (), ¢iji su redni brojevi
redom «, B i~. Kako je a < 8, prema definiciji 2.7 je o pravi podskup od S te je a € 3
(v. fusnota 7, str. 11.), tj. a = B(a). Segmentni skupovi su dobro uredeni skupovi pa po
teoremu 2.4 postoji b € B za kojeg je f(«) ~ B(b). Slijedi:

A~ a=B(a) ~ B(b),

pa je po lemi 2.16 C' LI A slican segmentu skupa C'LI B . Dalje, po teoremu 2.8, dokazanome
razmatranju kako je redna unija dobro uredenih skupova dobro ureden skup te ¢injenici

kako dobro ureden skup nije slican niti jednom svom segmentu (v. fusnota %, str. 7),
segmentni skup t(C'LI A) segment je segmentnog skupa t(C'L B). Prema definiciji 2.7 je tada
y+a=t(CUA) <t(CUB)=~v+p. n

Korolar 2.17.1. Za svaki redni broj o je a + 1 > av.

Dokaz. Svaki element skupa w redni je broj, pa sutoi 0i 1. Po teoremu 2.17 te ¢injenici
da je 0 =0 C {0} = 1, za proizvoljan redni broj a i skup A za kojega je t(A) = « vrijedi
a+0=t(Aud)=t(A)=a<a+1. |

Korolar 2.17.2. Ako je v+ a =~y + B, onda je a = .

Dokaz. Pretpostavimo kako uvjeti korolara vrijede, no kako je @ # (. Zbog trihotomije
rednih brojeva je tada @ < f ili f < a. Medutim, u oba sluc¢aja izravno iz teorema 2.17
slijedi kontradikcija: ako je, recimo, a < 3, lijeva strana jednakosti bila bi strogo manja od
desne. -

Teorem 2.18. Iz o < (B slyjedi oo +v < B+ 7.

Dokaz. Prije samoga dokaza, ilustrirajmo sljedece: iako za tri dobro uredena skupa A, B i
C vrijedi CNA=CNB =0 te AC B, bez dodatnih uvjeta postavljenih na skup C' redni
brojevi t(AU C) i t(B U C) i dalje mogu biti jednaki. Uzmimo A =1, B =2 = {0,1} i
C' = N.,. Lako se uvjerimo kako je A C B, ali t(AUC) = w = t(B U (). Dakle, ukoliko su
skupovi A, B i C' dodatno takvi da su njihovi redni brojevi redom «, i 7, iz uvjeta teorema
i gornjeg razmatranja slijedi t(A L C) C ¢(BUC), odnosno o +v C 5+ . Iz teorema
2.14 slijedi da a + v ne moze biti veé¢i od g + v, odakle po trihotomiji rednih brojeva slijedi
tvrdnja. |
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Teorem 2.19. Ako su « 1 8 redni brojevi 1 o > 3, tada postoji jedan i samo jedan redni
broj v > 0 tako da bude a = 5+ . Ako je o = 3, onda je v = 0.

Dokaz. Neka je o = t(A). Kako je 5 < a, odnosno 5 C «, 8 je redni broj nekog segmenta
iz A. Neka je b € A takav da je 5 =t(A(D)).

FEgzistencija. A se na prirodan nac¢in tada moze prikazati sa A = A(b) U (A\A(D)). Uz
uvodenje oznake v = t(A\A(b)), dobili smo o = 8 + 7.

Jedinstvenost. Pretpostavimo kako postoji 71 # ~ takav da vrijedi « = 8 + ;. Zbog
trihotomije rednih brojeva bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti v, < . Kako
smo dokazali egzistenciju rednoga broja iz tvrdnje teorema, postojao bi barem jedan redni
broj 6 > 0 takav da je v = v1 + J. Medutim, prethodni niz zakljucaka u kontradikciji je sa
teoremom 2.17:

a:/j_,_fy:/g_,_(%_g_é)diét‘ B4+m)+d=a+d>a,zad>0.

Korolar 2.19.1. Izmedu rednog broja o i o« + 1 me postoji niti jedan redni broj.

Dokaz. Pretpostavimo kako postoji redni broj £ takav da je « < 8 < a4+ 1. Prema teoremu
2.19 bi tada postojao v > 0 takav da je 8 = a + 7, odnosno v > 0 za kojega bi vrijedilo
a+v < a+ 1. Kada bi v bio vedi ili jednak 1, po teoremu 2.17 i trihotomiji rednih brojeva
imali bismo suprotnu jednakost, tocnije a + v > a4+ 1. Stoga nam preostaje mogucénost da
je v redni broj izmedu 0 i 1 sto je nemoguce buduéi da smo 1 definirali kao neposrednog
sljedbenika rednog broja 0.

Jedna od posljedica ovoga korolara ¢injenica je kako je neposredni sljedbenik rednog broja
isti taj redni broj zdesna uvecan za jedan, odnosno a™ = a Ul {a} = a + 1. [

Teorem 2.20. Za svaki skup S rednih brojeva postoji redni broj koji je veci od svakog rednog
broja iz S.

Dokaz. Ako u skupu S postoji najveéi element, odnosno najveéi redni broj v, onda je v+ 1
redni broj veéi od svakog rednog broja u tome skupu. Ako u S nema najveéeg elementa,
neka je zbroj svih rednih brojeva poredanih po veli¢ini jednak d. Kako je svaki redni broj iz
S segment rednog broja v (buduci da smo ih poredali po velicini), uzevsi u obzir definiciju
relacije “biti manji” na klasi svih rednih brojeva zakljuc¢ujemo kako je d veéi od svakog rednog
broja u skupu S. |

MnozZenje rednih brojeva.

Neka su A i B dobro uredeni skupovi. Konstruirajmo potpuno ureden skup A x B ureden
prema principu prvih diferencija (leksikografski)?. Pokazimo kako je skup A x B dobro

ureden. U tu svrhu uzmimo neprazan S C A x B i pokazimo kako ima najmanji element.

9 Leksikografski uredaj. Ako su (a1,b1) i (az,b2) elementi skupa A x B, ureden par (a,b;) u produktu ée
dodi prije uredenog para (ag, b2), ako je a1 <4 as ili ako je a; = a2 1 by <p bs.
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Neka je P = {a € A | I(z,y) € S t.d. x = a} skup elemenata iz A koji se pojavljuju kao
prva komponenta u elementima iz S. Jer je A dobro ureden, skup P ima najmanji element
kojeg ¢emo oznaciti sa ag. Uvedimo skup R = {b € B | 3(ap,y) € S t.d. y = b}, trivijalno
neprazan skup elemenata iz B koji se nalaze kao druga komponenta u uredenom paru s
prvom komponentom ag. R je podskup dobro uredenog skupa B pa ima najmanji element,
recimo by. Tada je ocito (ag,bp) najmanji element u S, odnosno A x B je dobro ureden.
Zbog toga je sljedeca definicija uistinu valjana.

Definicija 2.10. Neka su « i 8 redni brojevi te A i B dobro uredeni skupovi za koje je
a=1t(A), B =t(B). Umnozak « - redni je broj t(B x A).

Primjer 2.4. Kao i pri zbrajanju rednih brojeva, lako mozemo pronac¢i kontraprimjer za
svojstvo komutativnosti operacije mnozenja.

Uzmimo skup {0, 1} rednog broja 2 te skup N rednog broja w. Razmotrimo sljedece:

2w =t(N x {0,1}) = ¢({(1,0), (1, 1), (2,0), (2,1), (3,0), (3,1), ...}) = w,
w-2=1({0,1} x N) = ¢({(0,1), (0,2), (0,3), ..., (1,1), (1,2), (1,3), ...}) = w + w.

Prema teoremu 2.17 slijedi kako je 2-w < w-2, pa je po trihotomiji rednih brojeva 2-w # w-2.
A

U aritmetici se operacija mnozenja moze svesti na zbrajanje tako da se jedan od faktora
uzme kao sumand dok drugi faktor odreduje kroz koliko iteracija ¢e suma proc¢i. Kako su
elementi skupa w ujedno i redni brojevi, prirodno se namece pitanje mozemo li na slican

nacin pristupiti i mnozenju rednih brojeva. O tome nam govori sljedeé¢i teorem.

Teorem 2.21. Umnozak rednih brojeva o i B moZe se prikazati v obliku af = Z£<ﬁ ag, pri

cemu je ag = a za svaki § < 3.

Dokaz. Neka su A i B dobro uredeni skupovi ¢iji su redni brojevi redom « i 5. Napisimo
te skupove u obliku transfinitnih skupova: A = {a¢ | £ < a},B = {by | ¥ < B}. Neka je
By skup svih elemenata iz B X A kojima je prva komponenta zadan element by iz B, dok
druga komponenta prolazi svim elementima a¢ € A, odnosno By, = {(by, a¢) | £ < a}. Skup
By dobro je ureden naslijedenim uredajem (buduéi da je By = {by} x A Kartezijev produkt
dobro uredenih skupova) i t(By) = t(A) = o za svaki ¢ € B. Akosu ¢/, 9" < B, ¢ # ¢, bit
¢e By i By disjunktni po konstrukciji skupa By, te za ¢’ < 9" ¢itav By dodi ¢e prije By
sto izravno slijedi iz definicije leksikografskog uredaja. Zbog toga se B x A moze prikazati
kao redna unija skupova By: B x A= | [{By | ¢ < 8} i konacno ¢e biti

af =t(B x A) :t(U{Bw | ¢ < B}) o Zaw, ay = a.
Y<p
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Iz definicije mnozZenja slijedi 1-a = Y. 1= ate a-1 = a. Uz to se definira 0-a = -0 = 0.
Jednostavnim kontraprimjerom mozemo pokazati kako distributivnost mnozenja s desna
prema zbrajanju rednih brojeva ne vrijedi. Na primjer, (1 + 1) - w = 2+ w za S$to smo veé
pokazali da je jednako w. U drugu ruku je 1-w+ 1 -w = w + w. Sada, primjenjujuci
razmatranje iz primjera 2.4 slijedi (1 4+ 1) -w # 1-w + 1 - w. Medutim, za redne brojeve
vrijedi lijevi zakon distribucije.

Teorem 2.22. Za redne brojeve vrijedi lijevi zakon distribucije (distribucija s lijeva), tj.
a{f +yf=0a+8 ta=4.

Dokaz. Tvrdnja slijedi neposredno iz ¢injenice sto za redne unije vrijedi zakon asocijacije,
odnosno uzeti 5 + v puta redni broj « isto je sto uzeti boja « najprije S puta, pa onda jos
7 puta:

wzoag=azasvaki{ < B+vjea(f+7y) = Zag Zag—i—z:ag:aﬁ—i—ow.
E<p+y £<p €<y

Teorem 2.23. Za mnozenje rednih brojeva vrijedi zakon asocijacije a(Bvy) = (o).

Dokaz. Neka su A, B i C skupovi ¢iji su redni brojevi redom «, 1 v. Kartezijev produkt
C' x B x A uredimo po principu prvih diferencija: ako su (z,y, z) i (a,b, c) bilo koje dvije
trojke u uredaju kojeg ¢emo oznaciti s <, bit ée (x,y,2) < (a,b,c) akojex < ailixz =ai
y<biliz=a,y=0>01z < c Analogno razmatranju koje je prethodilo definiciji 2.10, da
se pokazati kako je relacija < dobro uredenje navedenoga troclanoga Kartezijevog produkta.
Preslikavanja (z,y,2) — ((z,y),2) 1 (z,y,2) — (z,(y,2)) bijekcije su koje ¢uvaju uredaj,
odnosno sli¢na preslikavanja, zbog cega su skupovi C' x Bx A, C x (Bx A) te (C x B) x A
medusobno sli¢ni. Stoga su njihovi redni brojevi jednaki: afy = a(B8v) = (af)y [

Kako je, za dobro uredene skupove A i B, produkt A x B dobro ureden skup, mozemo
razmatrati njegove segmente. Za a € A isegment skupa A(a), lako se pokaze kako je A(a)x B
segment skupa A x B koji se sastoji od uredenih parova (z,y) za koje je ¢ < a, ay € B.
U drugu ruku, za b € B, A x B(b) nije segment skupa A x B. Primjerice, ako razmotrimo
N x {1, 2, 3}, jednostavnim ispisom nekoliko prvih ¢lanova uocit é¢emo kako N x {1} nije
segment istoga. Stoga je najbolje $to mozemo tvrditi t(A x B(b)) < t(A x B) prema teoremu
2.15. Sljededi teoremi govore nesto vise o nejednakostima produkata rednih brojeva.

Teorem 2.24. Neka je a =t(A), 5 =t(B), v =1t(C)), tada:
a) Iz o < B slijedi ya < yf za svaki vy > 0.
b) Iz o < B slijedi ary < By za svaki .

Dokaz.  a) Kako su po pretpostavei A, B i C dobro uredeni skupovi, njihovi Kartezijevi
produkti takoder ¢e biti dobro uredeni. Ako uzmemo a < (3, po definiciji relacije “bit:
mangi” na klasi svih rednih brojeva, postoji b € B za kojega je A ~ B(b). Stoga je
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t(A) = a = t(B(b)). Prema razmatranju prije iskaza teorema slijedi kako je B(b) x C
segment skupa B x C. Dalje, kako dobro ureden skup nije slican niti jednom svom
segmentu (v. fusnota 2, str. 4) je t(B(b) x C) < t(B x C) $to upotpunjuje niz
(ne)jednakosti ya = t(C') - t(B(b)) = t(B(b) x C) < t(B x C) =t(C) - t(B) = 0.

b) Kaoiua)jea=t(B(b)) zaneki b € B, pa po razmatranju koje je prethodilo teoremu
slijedi kako je C' x B(b) C C' x B, $to po teoremu 2.14 daje oy < .
|

Sljede¢a tvrdnja pokazuje kako se teorem o dijeljenju s ostatkom, inace zadan na skupu
cijelih brojeva, moze apstrahirati na klasu svih rednih brojeva.

Teorem 2.25. Za bilo koje brojeve o > 0 i~y postoje jedinstveni redni brojevi 5 i n tako da
bude v = af +n, pri cemu je n < a.

Dokaz. Neka je § =~ + 1 te skupovi A i D dobro uredeni skupovi za koje je a = t(A) te
§ =H{D).

tm. 2.24 kor. 2.19.1
FEgzistencija prikaza. Imamo o = a(y+1) > ~v4+1 > 5, odnosno 7 < ad. Uz

gornje oznake je ad = t(D x A), a v je redni broj nekog segmenta S skupa D x A, v = ().
Skup S definiran je nekim elementom, recimo (d,a) € D x A. Dakle, S se sastoji od svih
uredenih parova (z,x) u kojima je prva komponenta z < d i z € A na koje se nadovezuju
oni parovi kojima je z = d te x < a. Elementi d € D te a € A na prirodan nacin definiraju
segmente D(d) C D i A(a) C A te neka su [ i n redom pripadni redni brojevi tih segmenata.
Po definiciji relacije “biti manji” na klasi svih rednih brojeva je n = t(A(a)) < t(A) = «a.
Dalje, skup S mozemo napisati kao rednu uniju skupova {(z,z) | z < d,z € A} = D(d) x A
i {(d,y) | y <n}. Prema definiciji operacije zbrajanja rednih brojeva je tada

v=1S) =t((D(d) x A)u{(d,y) |y <n}) =aB+n, n<a

Jedinstvenost. Pretpostavimo kako je v = af +n = af; +m, n,m < a. U slucaju
B = (1, po korolaru 2.17.2 mora vrijediti n = n; pa je dovoljno pokazati kako mora vrijediti
polazna jednakost $to ¢emo postiéi svodenjem na kontradikciju. Neka je stoga 5 # (1. Zbog
trihotomije rednih brojeva, bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti § < 3;. Prema
korolaru 2.19.1 je tada [3; barem S + 1, odnosno 5, > 5+ 1 pa je

dist. s lijeva

af+n=afi+m>aB+1)+m =" aB+a+mn.

Kada bi 1 bio manji od a+ 7;, po teoremu 2.17 bismo imali suprotnu nejednakost, odnosno
nuzno je n > a + e & B je suprotno pretpostavci. |

Razmotrimo sada sluc¢aj kada za « iz prosloga teorema uzmemo w. Svaki se redni broj
~ na jedinstven nacin moze prikazati u obliku v = wf + 7, n < w. Kako je w najmanji
transfinitan redni broj, 1 je konacan redni broj koji moze biti i 0. Kada je n # 0, redni broj
~ ima neposrednog prethodnika: naime, redni broj wf + n neposredni je sljedbenik rednog
broja wf + (n—1) sto slijedi izravno iz korolara 2.19.1. Po kontrapoziciji je tada svaki redni
broj druge vrste oblika w - 3.
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Limesi transfinitnih nizova rednih brojeva.

Uzmimo a-niz rednih brojeva {a¢ | £ < a}, pri ¢emu je « graniéni redni broj. Razmatrat
¢emo strogo rastuce a-nizove, odnosno nizove u kojih, za §,n < a, £ < n, vrijedi a¢ < a,,.
Najmanji redni broj 8 koji je veci od svakoj a¢, £ < o naziva se limes a-niza i oznacava se s
£i<ma§ = B =lim{a; | { < a}.

aOvako definiran redni broj f je grani¢ni redni broj, odnosno redni broj druge vrste. U
suprotnom bi bilo 8 = v + 1. Kako je 8 veci od svakog a¢ te kako je 5 > v, postojao bi u
nizu barem jedan ag vec¢i od vy sto je nemoguce, jer ne postoji redni broj izmedu v iy + 1
po korolaru 2.19.1. Dodatno, ako je o grani¢ni redni broj, onda je o = £1<n;£ sto je ujedno i

supremum skupa svih ¢lanova a-niza rednih brojeva.

3 Kardinalni brojevi

3.1 Definicija kardinalnog broja. Osnovna svojstva.

Neka je A proizvoljan skup. Prema Zermelovu teoremu se skup A moze dobro urediti.
Primjeri 2.1 i 2.2 ukazuju na ¢injenicu kako, iako uredenje postoji, to uredenje ne mora biti
jedinstveno. Doduse, za skup A mozemo imati beskonacno mnogo dobrih uredenja svaki od
kojih ima razli¢iti redni broj. Tako je u primjeru 2.1 redni broj dobro uredenog skupa (N, <)
za proizvoljno odabran n € N i relaciju < opisanu u primjeru jednaka w +w + ... + w. Zbog

~~
n puta

toga ima smisla razmatrati skup svih medusobno razli¢itih rednih brojeva koji pripadaju

A, u oznaci A, skup rednih brojeva « za koje postoji dobro uredenje skupa A takvo da je
t(A) = a. Kao skup rednih brojeva, prema teoremu 2.15 skup A dobro je ureden pa ima

najmanji element.

Definicija 3.1. Kardinalni broj skupa A, kard(A) (card(A) ili k(A)), je najmanji element
skupa A, odnosno najmanji redni broj koji je ekvipotentan'® skupu A.

Buduéi da sliénost dvaju dobro uredenih skupova zahtjeva egzistenciju bijektivnog pres-
likavanja koje c¢uva uredaj, ako se A i B mogu dobro urediti tako da budu sli¢ni, oni su
ekvipotentni. Drugim rije¢ima, ako skupovima A i B pripada barem jedan zajednicki redni
broj, onda su ekvipotentni.

Teorem 3.1. Ako su skupovi A i B ekuvipotentni, onda su skupovi A i B jednaki.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro uredenje skupa A i neka je t(A,<) = a € A. Zapisimo A u
obliku transfinitnog niza {a¢ | £ < a} te neka je f: {a¢ | £ < a} — B bijekcija na skup B.
Skup B = {f(a¢) | £ < a} dobro ¢emo urediti stavljajuéi by = f(ao), by = f(ar), ..., be =
f(ag), .... Prema tome za 7,& < a, n < &, bit ée b, < b & f71(b,) = a, < ag = f71(be).
Zakljuéujemo da je i t(B,<) = a € B. [

Teorem 3.2. Skupovi A i B su ekvipotentni ako i samo ako je kA = kB.

10 Ekvipotentnost skupova. Kaze se da je skup X ekvipotentan skupu Y ako postoji bijekcija f: X — Y.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 3.1: ako su skupovi ekvipotentni, skupovi A i B su
jednaki, pa su i njihovi najmanji elementi jednaki.

Kardinalni broj skupa A je redni broj skupa A uz neko dobro uredenje, odnosno A ~ s A.
Analogno zakljuc¢ujemo B ~ kB, pa je po tranzitivnosti relacije “biti slican” skup A slican
skupu B. Tvrdnja slijedi iz pokazane ¢injenice kako slicnost povlaci ekvipotenciju. |

Kardinalni brojevi skupova po definiciji su redni brojevi te stoga nasljeduju sva svojstva
koja smo pokazali da vrijede za redne brojeve. Sljedete tvrdnje su neposredne posljedice
teorema o trihotomiji za redne brojeve te teorema 2.15.

Teorem 3.3. Za dva kardinalna broja a @ b uvijek vrijedi jedna @ samo jedna od relacija

&= b, b < @,

Teorem 3.4. Svaki skup kardinalnih brojeva dobro je ureden po velicini.

Svaki konacan neprazan skup A ekvipotentan je segmentu skupa N odredenom, primje-
rice, brojem m+1, odnosno A ~ {1, 2, ..., m}. Dakle, skup A mozemo bijektivno preslikati
na skup prvih m prirodnih brojeva, postupak kojeg mozemo tumaciti kao indeksaciju, od-
nosno prebrojavanje elemenata skupa A. Kako je f: N — w(m) =m, f(n) = n — 1 sli¢cnost,
po teoremu 3.1 je A = {m}, odnosno kA = m. Vodeni tom interpretacijom uocavamo kako
kardinalni broj skupa mozemo smatrati jednom mjerom njegove veli¢ine - brojem njego-
vih elemenata. U slucaju beskonacnih skupova, apstraktnu ideju njihova broja elemenata
oznacavat ¢e transfinitni brojevi kao sto su Ny = &N ili ¢ = kR. U ovome radu se ne¢emo
baviti utvrdivanjem (bes)konacnosti skupova niti njihovom prebrojivoséu; proucavat ¢emo

nacine utvrdivanja kardinalnih brojeva skupova, njihova svojstva te njihovu aritmetiku.

3.2 Usporedivanje kardinalnih brojeva

Kardinalni su brojevi u sustini redni brojevi zbog ¢ega se operator uredaja < moze definirati
na isti nacin. Medutim, koristeéi teorem 3.2 mozemo izvesti logicki ekvivalentne definicije s
kojima je znatno zahvalnije raditi.

Redni broj o manji je od rednoga broja 3 ako je, kada razmatramo « i 8 kao segmentne
skupove, a C 3, odnosno prema teoremu 2.8 je a segment segmentnog skupa . Ukoliko su
skupovi A i B dobro uredeni skupovi takvi da je t(A) = « te t(B) = 3, odnosno po definiciji
rednog broja A ~ a i B ~ (8, skup A slican je segmentu skupa B. Sli¢nost implicira
ekvipotentnost pa je skup A slican segmentu skupa B, odnosno nekom njegovom podskupu.

To razmatranje motivira definiciju:

Definicija 3.2. Neka su A i B skupovi. Kaze se da je kardinalni broj skupa A manji ili
jednak kardinalnom broju skupa B, kA < kB, ako je A ekvipotentan nekom podskupu skupa
B. Ako je kA < kB i kA # kB, kaze se da je kardinalni broj skupa A manji od kardinalnog
broja skupa B, kA < kB
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Napomena. Prije daljnjih razmatranja, trebamo se uvjeriti kako je relacija uistinu dobro
definirana, tj. ako uzmemo druge reprezentante ¢iji su kardinalni brojevi kA i KB, recimo
redom skupove C'i D, hoée li skup C' biti ekvipotentan nekom podskupu skupa D.

Dakle: C' ~ A, D ~ B te A ~ By C B. Po tranzitivnosti relacije ekvivalencije “biti
ekvipotentan” na klasi svih skupova, skup C' je ekvipotentan skupu B;. Iskoristimo jos
¢injenicu kako postoji bijekcija f: B — D. Njezina restrikcija flp : By — f(B1) € D
je bijektivno preslikavanje s podskupa B; skupa B na podskup skupa D, pa je ponovim
koriStenjem tranzitivnosti relacije “biti ekvipotentan”

fls,
Y

C ~ Bl (Bl) g D,

¢ime smo pokazali zeljeno, odnosno uredajna relacija ne ovisi o odabiru reprezentanata.

Uzmimo kako je A ~ B; € B te neka je f: A — B bijektivno preslikavanje, odnosno
injektivno i surjektivno preslikavanje. Dakle, ukoliko je A ekvipotentan nekom podskupu
skupa B, postoji injekcija sa skupa A u skup B.

Pretpostavimo sada kako imamo injektivno preslikavanje g: A — B. Ako razmotrimo
njegovu korestrikciju g: A — g(A) C B, imamo bijekciju sa skupa A na neki podskup skupa
B, odnosno A je ekvipotentan nekom podskupu skupa B.

Gornje razmatranje motivira logicki ekvivalentnu definiciju relacije “bitt mangji ilv jednak”

na klasi kardinalnih brojeva.

Neka su A 1 B skupovi. Kaze se da je kardinalni broj skupa A mangi ili jednak
kardinalnom broju skupa B ako postoji injekcija sa skupa A u skup B.

Relacija “biti mangi ile jednak” na skupu realnih brojeva i svaka njena restrikcija na neki
njegov podskup, kao sto je skup w, zadovoljava svojstvo antisimetricnosti, odnosno za x,y €
R, ako jez < yiy <z jex =y. Tvrdnja stoga vrijedi i za konacne kardinalne brojeve,
no bilo bi pozeljno da isto vrijedi i za transfinitne kardinalne brojeve sto bi nam bilo moc¢no

oruzje pri utvrdivanju kardinalnosti raznih skupova. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 3.5. (Cantor - Schrider - Bernstein)
Ako postoje injekcije f: A — B ig: B— A, onda postoji i bijekcija izmedu A i B.

Dokaz. Gornji teorem mozemo tumaciti i na sljede¢i nacin: ako je kKA < kKB te kB < KA,
onda je kA = kB. Ukoliko skupovi A i B nisu disjunktni, razmatranje bismo proveli
na disjunktnim, njima redom ekvipotentnim skupovima C' i D, pa ¢emo bez smanjenja
opcCenitosti uzeti kako A i B ne dijele niti jedan zajednicki element. Razmotrit ¢emo sljede¢u
particiju skupa AU B te u konacnici bijekciju zadati po dijelovima: pocevsi od proizvoljnoga

ag € A, izmjenicno ¢emo djelovati funkcijama f i g na elemente dobivsi tako niz elemenata

ag — by = f(ao) — a1 = g(f(ag)) — b1 = f(g9(f(a0))) — ...

Dodatno, lanac ¢emo prosiriti u lijevom smjeru na sljedeé¢i nacin: ako postoji b_; € B takav

da je g(b_1) = ap, smjestit ¢emo ga u niz neposredno lijevo od ag. Ako postoji a_; € A za
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kojega je f(a_1) = b_1, smjestit ¢emo ga neposredno lijevo u odnosu na b_;. Prosirivanje
ulijevo jednoznacno je odredeno zbog injektivnosti funkcija f i g, tj. element b_; jedinstveni
je element pridruzen elementu ag i sl. Cak &tovise, zbog injektivnosti preslikavanja f i g,
proizvoljno odabrani elementi skupa A i B pojavit ¢e se u jednom i samo jednom tako

konstruiranom lancu. Moguc¢a su dva oblika lanaca iz razmatranja iznad:

a) Lanac ¢ini ciklus, odnosno neki element lanca preslikao se u drugi element istog tog
lanca. Pri tome se zbog injektivnosti nuzno krajnji desni ¢lan u lancu preslikava u

krajnji lijevi, ili krajnji lijevi u krajnji desni ¢lan lanca.
b) Lanac se nece zatvoriti.

i) Lanac se nastavlja u beskona¢nost ulijevo.
ii) Lanac s lijeva zavrsava elementom iz skupa A.

ii) Lanac s lijeva zavrSava elementom iz skupa B.

Funkciju h: A — B definirat ¢emo na sljedeéi nacin: ako je x u lancu iz slucaja a), b.7) ili
b.ii), uzet ¢emo h(z) = f(x), a ako je = u lancu iz sluc¢aja 2.4), uzet éemo h(z) = g~'(z).

Injektivnost. Neka je h(x1) = h(zy). Kako je po definiciji h(x) uvijek dijelom istoga
lanca kao i x, x1 1 x2 moraju pripadati istome lancu. U jednu ruku, ako su ¢lanovi lanaca
iz slucaja a), b.1) ili b.ii), po definiciji ¢ée biti f(z1) = h(z1) = h(x2) = f(z2), pa ée zbog
injektivnosti funkcije f biti 1 = z5. U drugu ruku, ako su ¢lanovi lanca iz slucaja b.4ii),
imamo h(x;) = y; pri ¢emu je g(y;) = 1 te h(zz) = yp pri cemu je g(ya) = z5. Kako je
h(z1) = h(zy), slijedi y1 = y» pa je 21 = g(y1) = g(y2) = 2.

Surjektivnost. Neka je y € B proizvoljan. Ukoliko je y ¢lan lanca iz slucaja a), b.7) ili
b.ii), znamo da postoji x u istome lancu za kojega je y = f(z) =: h(z). Ako je y ¢lan lanca
iz slucaja b.4ii), tada je i g(y) u istome lancu. Tada je h(g(y)) = y.

Dakle, pronasli smo bijektivno preslikavanje sa skupa A na skup B. |

Teorem 3.6. (Cantor)

Kardinalni broj bilo kojeg skupa mangji je od kardinalnog broja njegova partitivnog skupa.

Dokaz. Preslikavanje f: A — P(A) zadano pravilom pridruzivanja f(z) = {z} je injekcija,
posljedica ¢ega je ¢injenica kako je kA < k(P(A)). Potrebno je jos pokazati kako je kA #
KP(A), odnosno kako nemamo bijektivno preslikavanje sa A na P(A). Dokaz ¢emo provesti
svodenjem na kontradikciju.

Neka je g: A — P(A) bijekcija. Za svaki z iz skupa A, g(z) je podskup skupa A (kao
element partitivnog skupa P(A)) pa x moze, ali i ne mora biti sadrzan u svojoj slici. Uzmimo
X={reA|z¢ f(x)}. Kako je X kolekcija elemenata iz A, on je element P(A), a kako
je [ bijekcija, postoji y € A takav da je f(y) = X, pajey € X iliy € A\X. Ako jey € X,
po definiciji skupa X je tada y & f(y) = X; ako je y € X, tada po definiciji skupa X slijedi
y € X. Dakle, iz pretpostavke da postoji bijekcija f slijedi y € X < y € X, §to je nemoguce
(u pitanju je paradoks), odnosno nema bijekcije skupa A na P(A). |
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3.3 Aritmetika kardinalnih brojeva

Kada govorimo o aritmetici kardinalnih brojeva, zapravo govorimo o aritmetici rednih bro-
jeva koji imaju posebna svojstva. Ukoliko nas zanima kardinalni broj redne unije A U B
disjunktnih dobro uredenih skupova A i B, iz definicije redne unije ¢e odmah slijediti kako
govorimo o kardinalnom broju AU B. Laicki re¢eno, ako razmatramo pridruzivanje kardinal-
nog broja skupu kao preslikavanje (sto je moguée buduéi da je kardinalni broj skupa jedins-
tveno odreden), samoj funkciji nije bitno koji uredaj zadan na tome skupu prosljedujemo jer
¢e ga ona “minimalizirati” u smislu najmanjega rednog broja. Dodatno, iz ¢injenice kako
je za skupove A i B preslikavanje (z,y) — (y,x) bijekcija te teorema 3.2 slijedi kako je
k(A X B) = k(B x A), odnosno kako nam poredak u Kartezijevom poretku nije bitan kada
govorimo o produktu kardinalnih brojeva preko definicije produkta za redne brojeve. Ova

razmatranja motiviraju sljedece definicije:

Definicija 3.3. Neka su a i b kardinalni brojevi, a A i B skupovi za koje je kA = a te
/B =&

(a) Zbroj (suma) kardinalnih brojeva a i b je kardinalni broj unije skupova A i B,

pri cemu je AN B =)

(b) UmnozZak (produkt) kardinalnih brojeva a i b kardinalni je broj Kartezijeva pro-
dukta skupova A i B.

(c) Potencija a’ je kardinalni broj skupa A® svih funkcija s B u A.

Neka su A i B skupovi, ne nuzno disjunktni. Ako zelimo odrediti sumu kA + kB, po
gornjoj definiciji ¢éemo ju odrediti kao x(A’ U B’) pri éemu su A’ i B’ disjunktni skupovi
redom ekvipotentni skupovima A i B. Takvi skupovi uvijek postoje: cak i kada je A = B,
skupovi A x {1} te B x {0} su disjunktni te je A ~ (A x {1})1 B ~ (B x {0}).

Teorem 3.7. Za proizvoljne kardinalne brojeve a, b, p, iz a < b slijedi

a+p<b+p; ap<bp; o <B; p*<p’

Dokaz. Prve dvije tvrdnje slijede iz ve¢ razmotrenih svojstava rednih brojeva. Druga dva
svojstva ¢emo dokazati pronalazec¢i injekcije medu odgovaraju¢im skupovima.

Neka su A, B, P skupovi kojima su redom kardinalni brojevi a, b, p. Jer je a < b, neka
je A C B. Kako bismo dokazali treé¢u tvrdnju, pokazat ¢emo da postoji injekcija sa skupa
AP u skup BP. Svakoj funkciji f € AP moze se pridruziti funkcija g € BY takva da za
svaki x € P vrijedi f(x) = g(x), pri éemu se funkcije f i g razlikuju samo zato Sto im se
kodomene razlikuju. Ako uzmemo f, # f, funkcije iz A?, slijedi kako postoji y € P takav
daje fi(y) # f2(y). Medutim, ta nejednakost povlaci nejednakost g;(y) # g2(y) $to rezultira
¢injenicom kako su funkcije g1 i g2 razlicite. Dakle, preslikavanje uistinu je injektivno, pa je
stoga kAP < kBP.

Dokaz cetvrte formule slijedit ¢e iz postojanja injektivnog preslikavanja sa skupa P4 u skup
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PB. Naime, svakoj funkciji f: A — P mozemo pridruziti funkciju g: B — P takvu da je
gly = f. Ako su fi # f» funkcije iz P4, postojat ée y € A takav da je fi(y) # f(y).
Medutim, tada ¢e vrijediti g1], (y) # g2| 4 (y) te su zbog toga funkcije g; 1 g razlicite. Time
smo dokazali injektivnost iz koje slijedi kako je kP4 < kPB. |

Teorem 3.8. Ako je kardinalni broj skupa A jednak a, onda je kardinalni broj partitivnog
skupa P(A) jednak 2°.

Dokaz. Pri dokazu teorema koristit éemo karakteristicnu funkciju skupa.

Neka je A skup 1 X C A. Funkcija xx: A — {0,1} koja svugdje na X prima
vrijednost 1, a na komplementu od X wvrijednost 0, naziva se karakteristicna

funkcija skupa X.

Uzmimo proizvoljno preslikavanje g: A — {0,1}. Ako definiramo X C A kao X = g~ !({1}),
vrijedit ¢e g(x) =1, Vo € X i g(z) =0, Vo ¢ X. Ako razmotrimo karakteristicnu funkciju
Xx za tako definiran X, ona ée biti jednaka funkciji g. Dakle, svaka funkcija iz {0,1}4
moze se prikazati kao karakteristicna funkcija te se stoga skup svih karakteristicnih funkcija
definiranih na skupu A podudara sa {0, 1},

Svakom podskupu X C A mozemo pridruziti jedinstvenu karakteristicnu funkciju yx. Iz
toga nam, uz definiciju funkcije h: P(A) — {0,1}4, h(B) = x, slijedi

P(4) R {0,134,
Tada je ©({0,1}4) < {0, 1} = 20 = K(P(A)). ]
Korolar 3.8.1. Za svaki kardinalni broj a vrijedi a < 2°.

Dokaz. Neka je A skup ¢iji je kardinalni broj a. Prema teoremu 3.6 je a = kA < KP(A), a
prema teoremu 3.8 je a < KP(A) = 2% [

Lema 3.9. Kardinalni broj proizviljnog intervala u R (poluotvorenog, otvorenog i zatvorenog)

jednak je .

Dokaz. |(a,b) ~ {c,d), [a,b] ~[c,d], (a,b] ~ (c,d], [a,b) ~][c,d); a<bAc<d|Usvakom
od slucaja kontruiramo istu afinu funkciju h ¢iji graf prolazi tockama (a,c) te (b,d). Njezin

oblik je h(z) = c+ %(m — a). Bijektivnost slijedi trivijalno.

(0,1] ~ (0,1) | Ideja je pronaéi niz u potpunosti sadrzan u (0, 1] koji ¢ée konvergirati ka 0,

a Ciji ¢emo n-ti ¢lan funkcijom preslikati na vrijednost n + 1-og ¢lana, osiguravsi tako da
¢e se sve vrijednosti iz niza, osim prve koju postavimo na 1, realizirati preslikavanjem. Os-
tale vrijednosti iz poluotvorenog intervala preslikamo identitetom. Takvo preslikavanje ima
primjerice sljedec¢i oblik:

L x:%zanEN

f:0,1] = (0,1), f(z)= {n——i-l’

z, inace
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Injektivnost. Ukoliko su z1,20 € {= | n € N}, 1 # ,, postoje razliciti k,I € N za
koje je x1 = %, = % Trivijalno ¢e slike tih elemenata takoder biti razlicite. Ukoliko
x1,22 € {+ | n € N}, injektivnost slijedi zbog injektivnosti identitete. Ako je z1,€ {Z |n €
N}, 2, ¢ {+ | n € N}, njihove slike ne mogu biti jednake. Kada bi slika elementa x5 bila
oblika %, po nacinu na koje je preslikavanje definirano, x5 bi morao biti u skupu za kojega
smo pretpostavili da nije elementom.

Surjektivnost. Uz oznaku S = {1 | n € Nx,}, jasno je da element kodomene moze biti ili

elementom skup 9, ili elementom skupa (0, 1)\S. Ako je y element skupa S, onda je y = —

m’

pa je f(—=) =y. U slucaju da y nije u S, vrijedit ¢e f(y) = y.

[0,1] ~ [0,1) | Potpuno analogno ¢emo definirati preslikavanje g: [0,1] — [0,1) kao u pret-

hodnome dijelu dokaza, odnosno
1 1
r=-zan€N
x) = n+1? n
9(@) {x, inace

Bijektivnost stoga odmah slijedi. Sada po simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije ~ imamo

0,17 0.1) % 0.1 10y (D)

iz Cega slijedi tvrdnja leme.

Teorem 3.10. Skup realnih brojeva R ekvipotenatan je skupu P(N).

Dokaz. Dokaz éemo provesti koriste¢i se teoremom 3.5, odnosno uspostavljajuéi injekcije
izmedu odgovaraju¢ih skupova. Prema lemi 3.9 i teoremu 3.8, dovoljno je pozornost us-
mjeriti na skupove (0,1] i [0, 1] kao reprezentante kardinalnog broja ¢ te skup {1,0}" kao
reprezentant kardinalnog broja 2% = x(P(N)).

Svaki element skupa (0, 1] prikazat é¢emo u obliku dijadskih razlomaka, odnosno razlo-
maka u sustavu s bazom dva, u kojem je svaka znamenka 0 ili 1. Tako ¢emo, primjerice, broj

% prikazati kao broj 0.11 ili 0.101. Uvjerimo se kako se u oba slu¢aja uistinu radi o broju %:

1 1 3

0.11:2_1 2_2:— - =

= 2+4 4
i LA | 1 1 g d 1 i1 i 3
01011... = =4+ -+ — + — L B R e R
2+8+16+32+ 2+ 2(2) 2+8 1—12 2+4 4

neNy

Prvi prikaz karakteriziran je time sto ima konacno mnogo znamenaka jedan, dok drugi prikaz
ima beskonac¢no mnogo jedinica. Naime, svi iracionalni brojevi imat ¢e prikaz s beskonacno
mnogo jedinica (kada bi prikaz imao konacno mnogo jedinica, mogli bismo pronaci jedinicu
nakon koj