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Sazetak

Teorija grafova je od velikog znacaja u razli¢itim podrudjima znanosti. Jednos-
tavni konac¢ni grafovi predstavljaju znacajnu vrstu grafova. U ovom zavrSnom
radu se razmatra niz stupnjeva konac¢nog jednostavnog grafa, pojam usko vezan
uz osnovne elemente grafa, vrhove i bridove. Dokazana su dva najpoznatija kri-
terija kojima su dani nuzni i dovoljni uvjeti da bi niz nenegativnih brojeva bio
niz stupnjeva nekog grafa, teorem Havela i Hakima te teorem Erdésa i Gallai.
Teorem Havela i Hakima je zasnovan na rezidualnom ostatku najveceg elementa
niza stupnjeva, a teoremom Erddsa i Gallai je dana najpoznatija eksplicitna ka-
rakterizacija niza stupnjeva. Na temelju teorema Havela i Hakima moze se razviti
algoritam kojim se utvrduje predstavlja li niz nenegativnih brojeva niz stupnjeva
nekog grafa. Razmatran je i pojam skupa stupnjeva grafa te dokazan teorem ko-
jim se utvrduje najmanji broj vrhova grafa medu svim grafovima ¢iji je to skup
stupnjeva. Razmatran je i niz stupnjeva grafa s predznacima te navedeni kriteriji
da bi taj niz bio graficki niz.

Kljuéne rijeci: jednostavan graf, niz stupnjeva grafa, graficki niz, skup stupnjeva
grafa, Havel-Hakimi teorem

Abstract

Graph theory is of great importance in various fields of science. Simple finite
graphs represent a significant type of graph. This final paper discusses the de-
gree sequence of a finite simple graph, a concept closely related to the basic
elements of a graph, i.e., vertices and edges. Two well-known criteria which give
the necessary and sufficient conditions for a sequence of nonnegative numbers to
be a degree sequence of a graph have been proved, the Havel-Hakimi theorem and
the Erdgs-Gallai theorem. The Havel-Hakimi theorem is based on the residual se-
quence of the largest element of a degree sequence and the Erdés-Gallai theorem
gives the most known explicit characterization of a degree sequence. Based on
the Havel-Hakimi theorem, an algorithm can be developed to determine whether
a set of nonnegative numbers is a degree sequence. The concept of a degree set
of a graph was considered and a theorem was proved to determine the smallest
number of vertices of a graph among all graphs of which it is a degree set. A
degree sequence of a signed graph was considered and the criteria were specified
to make the degree sequence a graphical sequence.

Key words: simple graph, degree sequence, graphical sequence, degree set,
Havel-Hakimi theorem
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Uvod

Temelji teorije grafova imaju svoje pocetke u 18. stolje¢u. U novije vrijeme teorija grafova
postaje sve znacajnija grana matematike jer, osim Sto ima primjenu u drugim podrucjima
matematike, primjenjuje se i u elektrotehnici (komunikacijske mreze, teorija kodiranja), ra-
¢unalnoj znanosti, posebice u podru¢ju mreza ra¢unala (razni algoritmi, traZenja puteva kroz
mrezu), biokemiji te u drustvenim znanostima. U ovom zavr$nom radu razmatra se pojam,
usko vezan uz vrhove i bridove grafa, niza stupnjeva grafa.

Rad se sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju se razmatraju osnovni pojmovi iz
teorije grafova te navode osnovne tvrdnje koje ¢e biti koriStene pri uvodenju pojmova i
dokazima tvrdnji.

U drugom poglavlju uvodi se pojam niza stupnjeva grafa za konacni jednostavni graf.
Definira se pojam grafickog niza kao niza nenegativnih brojeva za koji postoji graf ¢iji je to
niz stupnjeva.

U trec¢em poglavlju se razmatraju kriteriji koji su nuzni i dovoljni da bi niz nenegativnih
brojeva bio niz stupnjeva nekog grafa. U literaturi postoji vise kriterija. U ovom radu su
dokazana, prema mnogim izvorima, dva najpoznatija kriterija. Dokazan je teorem Havela
i Hakima kod kojeg se dokaz bazira na konstrukciji rezidualnog djela najveceg elementa te
teorem Erddsa i Gallai koji je najpoznatija eksplicitna karakterizacija niza stupnjeva. Na
konkretnom primjeru je ilustrirana primjena algoritma koji se zasniva na teoremu Havela i
Hakima te konstruiran graf za zadani niz stupnjeva.

U cetvrtom poglavlju uveden je pojam skupa stupnjeva grafa. Dokazan je poznati teorem
o najmanjem redu grafa za dani skup stupnjeva.

U petom poglavlju se razmatraju grafovi s predznacima te se razmatra niz stupnjeva za
takav tip grafa.



1 Osnovni pojmovi i tvrdnje iz teorije grafova

U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne definicije i tvrdnje teorije grafova koje ¢e nam biti
potrebne za razmatranje novih pojmova i dokazivanje tvrdnje.

Nek je V' neprazan skup. Oznacimo s V(9 skup svih neuredenih parova razli¢itih eleme-
nata skupa V.

Definicija 1.1. Jednostavan graf G je uredena trojka G = (V, E 1) nepraznog skupa V ¢iji
se elementi zovu vrhovi od G, skupa E ¢iji se elementi zovu bridovi od G te funkcije 1 koja
svakom bridu u E pridruzuje neki element iz Vigy. Funkeiju 1 zovemo funkcijom incidencije.

U ovom radu ¢emo razmatrati jednostavne grafove te ¢emo stoga jednostavni graf zvati
kratko graf.
Kako razmatramo konac¢ne grafove, pisemo V(G) = {vy, v, ..., v, }, E(G) = {e1,eq,...,en}.

|[V| = n (broj vrhova) se zove red grafa G, a |E| = m (broj bridova) veli¢ina grafa G. Takav

se graf naziva (n,m) grafom.

Ako je G (n,m) graf tadajen>1i0<m < (Z)

Ako izmedu vrhova u i v postoji brid e, pisemo e = uw ili e = vu i kazemo da su vrhovi u i
v spojeni bridom e.

U grafu G stupanj vrha v je broj bridova grafa GG koji su incidentni s vrhom v i oznacava se
s d(v) ili d(v|G), dakle d(v) = |{e € E: e = uv, za u € V'}|.

Broj §(G) = min{d(v) | v € V'} se zove najmanji stupanj grafa G .

Broj A(G) = max{d(v)|v € V} se zove najveci stupanj grafa G.

Ako su svi vrhovi grafa G istog stupnja k, tada se G zove k-regularan ili jednostavno regu-
laran graf.

Primjer 1.1. Graf G na slici 1 je primjer jednostavnog grafa. Za G vrijedi n =8, m = 11,
0(G) =1, A(G) =5, a suma stupnjeva svih njegovih vrhova je 22.

2 3 4 3

Slika 1: Primjer jednostavnog grafa s navedenim stupnjevima vrhova

Jedan od najvaznijih elementarnih rezultata u teoriji grafova je sljedeca tvrdnja.

Teorem 1.1. Suma stupnjeva grafa je paran broj koji je jednak dvostrukom broju bridova.



Teorem 1.2. Za bilo koji graf reda n je A(G) <n — 1.

Za graf kazemo da je potpun ako su svaka dva njegova vrha susjedna. Potpun (n,m) graf
n(n —1)

je prema tome regularan graf stupnja (n — 1) i za koji je m = . Takav graf ¢emo

oznacavati K,. Neki primjeri potpunog grafa prikazani su na slici 2.

()

[ ]
K, K, K K, Ks

Slika 2: Potpuni grafovi

Komplement grafa G je graf G &iji je skup vrhova V(G) i takav da je za svaki par u,v

razli¢itih vrhova G, wv brid u E(G) ako i samo ako uv nije brid u E(G). Moze se pokazati
ako je graf G tipa (n,m), onda je graf G reda n i veli¢ine Z —m.

Neka je G = (V, E 1) graf i neka je FF C E. Za graf H sa skupom vrhova V i skupom
bridova E — F kazemo se da se dobiva iz G' uklanjanjem bridova iz F. Taj graf se oznacava

s G — F. Ako se F sastoji od jednog brida e od G, tada se graf dobiven uklanjanjem brida

e oznacava s G — e.



2 Niz stupnjeva grafa

U ovom poglavlju definirat ¢emo niz stupnjeva grafa te razmotriti kriterije za postojanje
grafa ¢iji je to niz stupnjeva.

Definicija 2.1. Neka su d;, 0 < i < n—1, stupnjevi vrhova v; grafa G u bilo kojem poretku.
Niz [d;]] se zove niz stupnjeva grafa G.
Nenegativan niz [d;|7 cijelih brojeva se zove grafi¢ki niz ako postoji graf ¢iji je to niz stup-

njeva, a za graf se kaZe da realizira niz.

Primjer 2.1. Na slici 3 niz stupnjeva je D = [1,2,2,3,3,3,4].

3 3
Slika 3

Definicija 2.2. Za dva grafa s istim nizom stupnjeva kaZemo da su ekvivalentni po stup-

njevima.

Definicija 2.3. Ako je niz stupnjeva zapisan kao nepadajuci niz pozitivnih brojeva dy*, dy?,
con diF, (dy < dg < ... < dy) nizng,ng, ..., ny se zove niz frekvencija grafa.

Definicija 2.4. Niz stupnjeva je savrSen ako nikoja dva njegova elementa nisu jednaka, tj.
ako je niz frekvencija 1,1,...,1.

Niz stupnjeva je kvazisavrSen ako su tocno dva njegova elementa jednaka.

Za dani graf niz stupnjeva grafa je lako odrediti. S druge strane, za zadani niz dy, ds, . .., dy
potrebno je odrediti pod kojim je uvjetima to niz stupnjeva nekog grafa, odnosno graficki
niz. Npr. niz 4,3, 2,2,1 je graficki niz.

Postoje neki o¢iti nuzni uvjeti za niz [d;]7 nenegativnih brojeva da bi bio graficki. Dva

uvjeta koja impliciraju teoremi 1.11 1.2
o d;<n—1zasvakii, (1<i<n)
e > d; je paran broj

su nuzni da bi D bio niz stupnjeva grafa, ali oni nisu dovoljni da se utvrdi da je niz nenega-
tivnih brojeva niz stupnjeva grafa kako i pokazuje Primjer 2.2.



Primjer 2.2. Neka je dan niz [1,2,3,4,...,4,n— 1,n — 1]. Suma stupnjeva je ocito paran
broj i A = n — 1. Medutim, to nije niz stupnjeva grafa jer su dva vrha stupnja n — 1 pa
je prema tome svaki od ta dva vrha spojen sa svim ostalim vrhovima grafa i prema tome je
0 > 2. No, najmanji element u danom nizu je 1.

Nije neobi¢no da graficki niz bude niz stupnjeva vise razli¢itih grafova. Npr. niz 1,2,2,2,3
je niz stupnjeva dva grafa prikazana na slici 4.

2 2

~@

2 3

Slika 4: Grafovi s istim nizom stupnjeva

Definirajmo sada rezidualni ostatak.

Definicija 2.5. Neka je D = [d;]} nenegativan niz i neka je 1 < k < n. Neka je D' = [d}]}
niz dobiven iz D stavljenjem dy, = 0 i d; = d; — 1 za dy najveéih elemenata od D razlicitih
od dy. Neka je Hy graf dobiven od skupa vrhova V. = {vi,va,...,v,} spajanjem vy s di
vrhovima koji su odgovarajuci dj, elementima koristenim za dobivanje D'. QOva operacija
dobivanja D' i Hy, se zove otpuStange di, a D’ se zove rezidualnt ostatak, o Hy podgraf
dobiven ispustanjem dy,.

Primjer 2.3. Neka je D = [2,2,3,3,4,4]. Uzmimo d3 = 0. Tada je D' = [2,2,0,2,3,3].

Podgraf Hs za ovaj slucaj je prikazan na slici 5.

Vg

Us

Slika 5: Podgraf H3 dobiven ispustanjem ds = 3



3 Kriteriji za niz stupnjeva grafa

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo kriterije prema kojima dani niz nenegativnih brojeva
predstavlja niz stupnjeva nekog grafa. U literaturi postoji vise kriterija, u [6] je dokazana
ekvivalencija sedam kriterija kojima se utvrduje je li neki niz graficki niz.

Medu najpoznatije kriterije ubrajaju se dva koja daju nuzne i dovoljne uvjete. Prvi su
neovisno otkrili V. Havel i S. L. Hakimi, a drugi su otkrili P. Erdés i T. Gallai. Unato¢ ¢inje-
nici da su Havel i Hakimi neovisno dali dokaze Sezdesetih godina proslog stoljec¢a i objavili
zasebno Clanke, ovaj teorem je u literaturi poznat kao Havel-Hakimi teorem. Oni su dali
nuzne i dovoljne uvjete za niz stupnjeva u terminima otpustanja najveceg broja u nizu. D.
L. Wang i D. J. Kleitman su 1973. godine dokazali nuzne i dovoljne uvjete za proizvoljno
otpusStanje.

3.1 Havel-Hakimi teorem

Dokazimo sada poznati teorem Havela i Hakima pomocu kojeg se moze efikasno odrediti je
li dani niz grafi¢ki, odnosno je li to niz stupnjeva nekog grafa.([1]).

Teorem 3.1. (Havel-Hakimi) Nenegativan niz brojeva s : [d;|} takav da je dy > dy >
.2 dp, n > 2, dy > 1 je graficki ako i samo ako je niz

81ng—l,dg—l,...,ddl_H—1,dd1+2,...,dn

graficksi.
Dokaz. Pretpostavimo da je niz s; graficki. Tada postoji graf G reda n — 1 takav da je s;
niz stupnjeva grafa (G;. Dakle, vrhovi grafa G; se mogu oznaciti kao vo, v3, ..., v, tako da je
doy = { %=L 25i<di+l
v di, di+2<1<n.

Sada se moze konstruirati novi graf G dodavanjem vrha vy i d; bridova vyv;, 2 <7 < d; + 1.
Tada za G vrijedi, d(v;) =d; za 1 <i <miniz s:d,dy,...,d, je graficki.

Obratno, neka je niz s graficki. Tada postoje grafovi reda n ¢iji je niz stupnjeva s. Od
svih takvih grafova neka je G takav da je G = {vy,v9,..., 0.}, d(v;) = d;y, i = 1,2,...,ni
suma stupnjeva vrhova incidentnih s vrhom v; maksimalna. Pokazat ¢emo najprije da je v,
susjedan vrhovima ¢iji su stupnjevi do, ds, . . ., dg,+1.

Pretpostavimo suprotno, neka v; nije susjedan vrhovima sa stupnjevima ds, ds, ..., dg, 11.
Tada postoje vrhovi d, i ds takvi da je d, > ds i v; je susjedan vrhu vy, a nije susjedan vrhu
v.. Kako je stupanj vrha v, veéi od stupnja vrha v, to postoji vrh v; tako da je v; susjedan
vrhu v,, ali nije susjedan vrhu v;. Uklanjanjem bridova v,vs, v,.v; i dodavanjem bridova
V1V, vsv; dobit éemo graf G’ koji ima isti niz stupnjeva kao graf G. Medutim, za G’ suma
stupnjeva vrhova incidentnih s vy bit ¢e veca nego za graf GG, Sto je u kontradikciji s izborom
grafa G.



Dakle, v; je susjedan vrhovima ¢iji su stupnjevi da,ds,...,dg 1 i graf G — v; ima niz
stupnjeva s, pa je sy graficki. O

Teorem 3.1 daje algoritam za utvrdivanje je li dani konacni niz nenegativnih brojeva niz
stupnjeva nekog grafa. Ako nakon ponovljene primjene teorema 3.1 dolazimo da niza ¢iji
su svi elementi jednaki 0, tada je taj niz graficki. Ako na kraju dobijemo niz ¢iji su neki
elementi negativni brojevi, tada taj niz nije graficki.

Primjena teorema 3.1 ilustrirana je na primjeru 3.1

Primjer 3.1. Je li dani niz brojeva
8:7,5,5,4,8.3,2,2,2,1 (3.1)
niz stupnjeva grafa?

Rjesenje. Nakon primjene teorema 3.1 dobivamo niz

s o4, 4.3, 2,2, 1,021,
Preslagivanjem c¢lanova dobivamo

8 14,4,3,2,2,2,1, 1, 1,
Nastavljajuci dalje imamo

s :3,2,1,1,2,1,1,1
52:3,2,21,1,1,1,1
s,:1,1,0,1,1,1,1
s5:1,1,1,1,1,1,0
§,:0,1,1,1,1,0
s4:1,1,1,1,0,0
5 1051, 1,0,0
55:1,1,0,0,0

sg =6 :0,0,0,0.

Prema teoremu 3.1 niz s je graficki niz. ¢

U primjeru 3.1 niz s (3.1) je graficki. Ustanovi li se prije s¢ da je neki niz graficki, moze
se, prema teoremu 3.1 tvrditi da je niz s graficki. Npr. ocito je da je niz s3 graficki jer
je to niz grafa prikazanog na slici 6a. Prema teoremu 3.1 i nizovi s, i s; bit ¢e graficki.
Konstruiramo graf G5 koji realizira niz stupnjeva sz ili s; (slika 6a). Dodajuéi novi vrh i
bridove dobivamo graf G5 s nizom stupnjeva sq (ili s}) (slika 6b). Nastavljajuéi dalje od G,
dodavanjem novih vrhova i bridova da dobijemo graf G ¢iji je niz stupnjeva s; (ili s}) (slika
6¢) . Kona¢no, dodavanjem vrhova i bridova grafu G; dobivamo graf G, prikazan na slici 6d.



(a) Gs (b) G2
(c) G (d) G

Slika 6: Konstrukcija grafa G's danim nizom stupnjeva

Napomenimo da graf na slici 6d nije jedini graf s nizom stupnjeva (3.1). Postoje grafovi
koji ne mogu biti konstruirani metodom koristenom za konstrukciju grafa G na slici 6d.

Primjer 3.2. Je li dani niz brojeva s : 7,5,4,4,3,3,3,2,2,2,1 niz stupnjeva grafa?

Rjesenje. Nakon primjene teorema 3.1 dobivamo niz

By =4,8,3,2,2,2.1,2 2,1
Preslagivanjem c¢lanova dobivamo

§y54,3,3,2,2,.2.2,2, 1.



Nastavljajuci dalje imamo

s :2,2,1,1,2,2,2,1
69:2,22,2.21,1,1
sh:1,1,2,2,1,1,1
55:2,2.1,1,1,1,1
§,:1,0,1,1,1,1
s0:1,1,1,1,1,0
s:0,1,1,1,0
s5:1,1,1,0,0
s6:0,1,0,0
sp: 1. 10, B

st :—1,0,0.

Dakle, niz s nije graficki niz. 4

Primjer 3.3. Ako je niz x,7,7,5,5,4,3,2 graficki, koje su moguce vrijednosti za x,
0<z<T7)?

Rjesengje. Ako postoji graf G s nizom stupnjeva x,7,7,5,5,4,3,2, tada §(G) > 2. Bududi
da svaki graf ima parni broj vrhova neparnog stupnja, £ mora biti neparan i stoga su jedine

moguce vrijednosti x € {3,5,7}. Primjenom Havel-Hakimijevog teorema se pokaze da je
g=51ili 2 =3 ¢

Dok su Havel i Hakimi neovisno otkrili nuzne i dovoljne uvjete za niz stupnjeva u termi-
nima otpustanja najveceg broja u nizu, Wang i Kleitman su dokazali nuzne i dovoljne uvjete
za proizvoljno otpustanje. U [11] se moze naéi dokaz sljedece tvrdnje.

Teorem 3.2. Nenegativan niz je graficki ako © samo ako je rezidualni dio, dobiven otpusta-

njem bilo kojeg nenul elementa niza, graficki.

3.2 Teorem Erddsa i1 Gallaia

Sljedeéi rezultat je kombinatorno karakteriziranje niza stupnjeva. Taj rezultat Erdésa i
Gallaia je najpoznatija eksplicitna karakterizacija niza stupnjeva. U literaturi postoji vise
dokaza ove tvrdnje. U [8] je dan direktan dokaz koji daje konstrukciju niza koji realizira

dani niz stupnjeva.

Teorem 3.3. (Erdds—Gallai) Niz nerastucih nenegativnih brojeva D = [d;]} je graficki ako

1 samo ako je njegova suma paran broj i ako za svaki k, 1 < k < n, vrijedi

n

d; < k(k—1)+ ) min(k,d;). (3.2)

1=1 1=k+1

M=



Dokaz. Dokazimo najprije nuznost. O¢ito je > .  d; paran broj. Neka U oznacava skup
vrhova s k najvisih stupnjeva u D. Tada se suma S = Zle d; moze napisati kao Sy + Ss,
gdje je S doprinos sumi S od bridova koji spajaju vrhove u U, svaki brid daje doprinos 2
toj sumi, a S5 je doprinos sumi S od bridova izmedu U i U gdje je U = V — U. Svaki takav
brid daje doprinos 1 sumi (slika 7).

U U
Slika 7

S1 je o¢ito ograni¢ena odozgo sumom stupnjeva potpunog grafa od k vrhova, tj. s k(k—1).
Takoder, svaki vrh v; od U moze biti spojen s najvise min (d;, k) vrhova od U, tako da je S,
ograni¢en odozgo s ", ., min(k,d;) odakle slijedi (3.2).

Dokazimo sada dovoljnost. Neka je graf s vrhovima (vy, ..., v,) podrealizacija nepadaju-
¢eg niza (dy,...,d,) tako da je d(v;) < d; za 1 <i < n. Za dani niz stupnjeva (d,...,d,) s
parnom sumom koji zadovoljava (3.2) konstruiramo realizaciju kroz uzastopne podrealizacije.
Pocetna podrealizacija ima n vrhova i nema bridova.

Za podrealizaciju, kriticki indeks r je najveéi indeks takav da je d(v;) = d; za 1 <i <.
Na poceku, » = 1 osim ako imamo nul niz, u tom slucaju proces je zavrsen. Dok je r < n,
mi imamo novu podrealizaciju s manjom razlikom d, — d(v,) za vrh v,, dok se ne mijenjaju
stupnjevi bilo kojeg vrha v;, ¢ < r (niz stupnjeva raste leksikografski). Ovaj postupak
prestaje samo kada je podrealizacija ba$ realizacija niza stupnjeva D.

Neka je T = {v;41, ..., v, }. Mi zadrzavamo uvjet da je skup T nezavisan, koji je sigurno
vrijedio na pocetku (za skup 7" kazemo da je nezavisan ako niti jedan par vrhova iz T nisu
spojeni bridom). Koristit ¢emo oznaku v; <+ v; kada je v;v; € E(G), inafe ¢emo oznacavati

U > Vj.
Slu¢aj (0) v, +» v; za neki vrh v; tako da je d(v;) < d;. Dodajmo brid v,v;.

Slu¢aj (1) v, «» v; za neki i, uz i < r. Kako je d(v;) = d; > d, > d(v,), postoji u €
N(ws) — (N(o,) U,), gdie je N(z) = {y : 2 > g}
Ako je d, — d(v,) > 2, zamijenimo wv; s {uv,, v;v, }.
Ako je d, —d(v,) = 1 tada, jer je > d; — > ., d(v;) paran broj, postoji indeks
k, k > r takav da d(vy) < di. Slu¢aj (0) se primjenjuje osim ako je v, <> vg;

zamijenimo {v,vg, uv;} s {uv,, v, }.
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Slucaj (2) vi,...,v,_1 € N(v,) i d(vr) # min{r,dy} za neki k, k& > r. U podrealizaciji
d(v) < di. Kako je T nezavisan skup, d(vg) < r. Odavde d(vy) < min{r, d}, i
primijenimo slu¢aj (0) osim ako je vy <> v, . Kako je d(v) < r, postoji i, ¢ < r
takav da je vy «+» v; . Kako je d(v;) > d(v,), postoji u € N(v;) — (N(v,) Uw,).

Zamijenimo uv; s {uv,, v;ug }.

Slu¢aj (3) Ako je v1,...,v—1 € N(v,) i v; «» v; zaneki ¢ 1,4 < j < r . Sludaj (1)
primijenimo osim ako v;,v; € N(v,). Kako je d(v;) > d(v;) > d(v,), postoji
u € N(v;) — (N(v,) Uvy) i w € N(vj) — (N(v) Uv,) (moguée u = w). Kako je
u,w ¢ N(v,), primijenimo slu¢aj (1) osim ako je u,w € S. Zamijenimo {uv;, wv,}

8 {uguy, wwp}.

Ako se nijedan od slu¢ajeva ne moze primijeniti, tada su vy,...,v, u parovima susjedni, i
d(vy) = min{r,dy.}, k > r. Kako je T nezavisan, ) !  d; = r(r — 1)+ >, min{r, d}.
> d; je ograniCena odozgo prema (3.2). Odavde slijedi da smo ve¢ eliminirali deficit od

r. Poveéamo r za 1 1 nastavimo. O

Dokaz se moze primijeniti kao algoritam za konstrukciju realizacije niza stupnjeva. Kako
se podrealizacija poboljsava leksikografski sa svakim korakom, broj koraka je najvise Y | d;.
Da ograni¢imo vrijeme za svaki korak, nastojimo sacuvati niz stupnjeva za svaki susjedni
i nesusjedni vrh. Pomoc¢u nesusjednih vrhova od v, promatra se primjena sluc¢aja (0) ili
slucaja (1). Za primjenu slu¢aja 1 pristupamo nizu dvaput kako bismo pronasli u i provjerili
stupnjeve najviSe indeksiranih vrhova kako bismo pronasli k. Primjena slucaja (2) i (3)

ukljucuje sli¢ne operacije.
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4 Skup stupnjeva grafa

Kada razmatramo niz stupnjeva grafa, nas ne zanimaju samo stupnjevi, ve¢ i frekvencije.
Izostavimo li frekvencije, dolazimo do pojma skupa stupnjeva grafa koji ée biti uveden slje-
de¢om definicijom.

Definicija 4.1. Skup razlicitih nenegativnih cijelih brojeva naziva se skup stupnjeva ako

postoji graf ciji je to skup stupnjeva, a za graf kaZe da realizira zadani skup.
Za dani graf G skup stupnjeva ¢emo oznacavati s D(G).

Primjer 4.1. Za zadani niz stupnjeva D = [2,2,3,3,4,4], skup stupnjeva je D(G) =
{2,3,4}.

Neka je S = {di,ds, ., ., di} skup razli¢itih nenegativnih cijelih brojeva. Jasno je da je S
skup stupnjeva grafa G
G - Kd1+1 U Kd2+1 [, de+1,

koji realizira skup S. Graf G ima dy + dy + ... + di + k vrhova.

K> K, K.

L

Slika 8

Primjer 4.2. Neka je S ={1,3,4}. Tada je G = Ky U K, U K5 (slika 8).

Dokazimo tvrdnju o najmanjem redu grafa za dani skup stupnjeva. Taj rezultat su
dokazali Kapoor, Polimeni i Wall [KPWI| koji su odredili najmanji broj vrhova grafova za
zadani skup stupnjeva. Navest ¢emo i dokazati tu tvrdnju ([7]).

Teorem 4.1. (KPW) Za svaki konacni skup pozitivnih cijelih brojeva S s najveéim ele-
mentom M, postoji graf G za koji je D(G) = S. Najmangi red takvog grafa G ¢iji je skup
stupnjeva S je M + 1.

Dokaz. Ako je S skup stupnjeva grafa G s p vrhova, tada za postojanje vrha sa stupnjem M
mora vrijediti p > M + 1. Da bismo dovr$ili dokaz, dokazat ¢emo egzistenciju grafa s M + 1
vrhova ¢iji je skup stupnjeva skup S. Neka Gg oznacava bilo koji graf ¢iji je skup stupnjeva
S. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po broju elemenata skupa S.

Ako je S = {a,}, tada je Gg = K4, 11, potpun graf s a; + 1 vrhova, jedina moguc¢nost.
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Pretpostavimo da rezultat vrijedi za sve skupove ¢iji je broj elemenata manji od n. Promo-
trimo skup S = {a1,as,...,an11}, a1 > a2 > ... > apy1. ZaT ={a; —api1,01—ap, ..., a1 —
as}, prema pretpostavei indukceije, postoji graf Gr s a; — a,41 + 1 vrhova ¢iji je skup stup-
njeva skup 7. Dodajmo a,4; izoliranih vrhova ovom grafu. Komplement dobivenog grafa
ima M + 1 vrhova i skup S je njegov skup stupnjeva. 0
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5 Niz stupnjeva grafa s predznacima

Pojam grafa s predznacima uveo ja Harary 1953. godine kod modeliranja drustvenih odnosa.

Definicija 5.1. Graf s predznacima se sastoji od grafa G i bridova grafa koji su oznaceni
kao pozitivni ili negativni. Graf s predznacima éemo oznacavati s-graf.

Y

S-graf je graf u kojem je svaki brid oznacen s “+” ili “—". Brid uv oznacen s “+” naziva se

pozitivnim bridom, i oznacava se uv™. Brid uv oznacen s “—” naziva se negativnim bridom,

1 oznacava se uv_.

Za s-graf G(V, E) definira se
e pozitivni stupanj vrha u, d*(u) = [{uv : wv™ € E}|,
e negativni stupanj vrha u, d~(u) = |[{uv : wv™ € E}|,
e signed stupanj vrha u, sd(u) = d*(u) — d~(u),
e stupanj vrha u, d(u) = d*(u) + d~ (u).

Definicija 5.2. Niz cijelih brojeva 0 = (dy,ds, .. .d,) je s-niz stupnjeva s-grafa S ako je
sdiw) =d;, zal <4< m.

Definicija 5.3. Niz cijelih brojeva je s-graficki ako je to s-niz stupnjeva s-grafa. Niz cijelih
brojeva o = [d;]} je stamdardni ako vrijedin —1>dy >dy > ... > d, i dy > |d,|.

Primjer 5.1. s-graf na slici 9 ima dva vrha stupnja 2, jedan vrh stupnja 0 i dva vrha stupnja
-1. Niz stupnjeva s-grafa S je 2,2,0,—1,—1. Dakle, niz 2,2,0,—1,—1 je s-graficki niz.

Slika 9: Graf s predznacima

Moze se dokazati da za s-graf vrijedi ([3]).

Teorem 5.1. Ako je S s-graf reda p i velicine q, tada vrijedi

P
k= sti = 2q (mod 4),

i=1
a broj pozitivnih bridova grafa S je
(20 — k).

i(2q + k), dok je broj negativnih bridova od S jednak
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Ako je svaki brid s-grafa S oznacen kao pozitivan, tada je S zapravo graf i s-stupanj
svakog vrha je jednak bas stupnju vrha. Za ispitivanje je li takav niz stupnjeva graficki moze
se primijeniti Havel-Hakimi teorem.

Moze se pokazati da postoji analogon teorema Havela i Hakima za s-graficki niz. Vazan
rezultat dokazan u [3] je sljede¢a tvrdnja kojom su dani nuzni i dovoljni uvjeti da bi niz
cijelih brojeva bio s-graficki.

Teorem 5.2. Standardni niz cijelih brojeva o : dy,ds,...d, je s-graficki ako i samo ako je
niz
O-I ) d2 — 1’ e ,dd1+5+1 — 1, dd1+5+2, s 7dp—87 dp—s+1 + 1, e o ,dp + 1 (51)

—1—-d
je s-graficki za neki s, 0 < s < = — T

Teorem Havela i Hakima je poseban slucaj teorema 5.2 za s = 0.

Sljedec¢a tvrdnja dokazana u [10] vodi do algoritma koji je izvodiv u polinomnom vremenu.

Teorem 5.3. Standardni niz cijelih brojeva o : di,ds,...d, je s-graficki ako 1 samo ako je
niz
T 5 — Ly vow y Byt — Lyllaytmetz g v o 5 By Bprmetd 4 Ly 12yl 41 (5.2)

s-graficki gdje je m maksimalan nenegativan broj takav da je dg, ym+1 > dp_m1-

U [10] su takoder dokazani kriteriji kojima se moze utvrditi je li niz cijelih brojeva s-
graficki niz za s-grafove s petljama i s-grafove s visestrukim bridovima.

Teorem 5.4. Niz cijelih brojeva dy,ds, ..., d, je s-niz stupnjeva s-grafa s petljama ako i

samo ako je > ¥, d; paran broj.

Teorem 5.5. Za p > 3 niz cijelih brojeva dy,ds, . .., d, je s-niz stupnjeva s-grafa s visestru-

kim bridovima ako i samo ako je > F_ d; paran broj.
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