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Sazetak
U ovom zavr$nom radu ¢emo se upoznati s hash tablicama i hash funkcijama. Pro-
uditi éemo neka rjeSenja problema koji se javljaju prilikom koristenja hash tablica, kao
i neke metode modeliranja hash funkcija. Na kraju ¢emo na jednostavnom primjeru
demostrirati koriStenje hash tablice u pythonu.

Kljucne rije¢i: hash, hashiranje

Abstract

In this final paper we will introduce hash tables and hash functions. We will also
examine some of the solutions of the problems raised by the usage of hash tables, as
well as some of the methods of designing hash functions. In the end we will look at
a simple example using python, made to demonstrate the usage of hash functions.

Key words: hash, hashtable, hashing, probe
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1 Uvod

Glazba, jezik duse. Gotovo da ne postoji osoba koja ju ne slusa, barem povremeno, $to
uopce nije iznenadujuce s obzirom na njezinu raznolikost i ogroman katalog. Konstantno
uzivamo u otkrivanju novih pjesama.

Koliko Vam se puta dogodilo da ste u kafi¢u, klubu, restoranu ili na plazi pored
nekog beach bara i ¢ujete nepoznatu pjesmu koja Vas mami melodijom, ali nitko oko
Vas ne zna ni ime pjesme, ni ime izvodaca. Pjesma zavrsi. Tko zna kada cete ju opet
¢uti? Hocete li ju opet cuti?

Je i Vam se ikada dogodilo da ¢ujete neku poznatu pjesmu, ali ne mozete doku-
¢iti njeno ime, usprkos silnom napinjanju svake mozdane stanice u svrhu pretrazivanja
pamcenja? Pjesma zavrsi. Tko zna kada cCete se sjetiti imena? Hocete li se sjetiti?

Ljudi koji su napravili aplikaciju Shazam su rijeSili nasa oba problema. Ukratko, dok
pjesma svira, aplikacija ¢e preko VasSeg uredaja (mobitela, tableta, ...) ¢uti pjesmu i vama
pokazati ime izvodaca i naziv pjesme. Ako ste koristili Shazam, znate da aplikacija, osim
zanimljive ideje, ima i zapanjujuc¢u brzinu pronalaska pjesme.

Kako aplikacija funkcionira?

Ocito su morali spremiti informacije o svim tim pjesmama. Ali, pitanje je kako doci
od snimke dijela pjesme do same pjesme (u bazi)? Nema smisla pretrazivati ¢itavu bazu
pjesama i usporedivati sa zapisanim zvukom.

Pojednostavljeno, njihov algoritam stvara karakteristi¢ni ‘otisak” pjesme preko vrsnih
frekvencija te se preko tog otiska pronalazi pjesma u njihovoj bazi. Pjesme su spremljenu
u hash tablicu preko koje se jednostavno moze pronadi traZeni element jer svaki element
hash tablice je povezan sa svojim klju¢em preko hash funkcije. Ta funkcija ¢e, u odnosu
na klju¢, pohraniti podatke na to¢no odredeno mjesto u tablici, stoga s klju¢em mozemo
brzo do¢i do podataka.



2 Direktno adresiranje

Oznatimo s U skup svih klju¢eva. Koristeéi polje T[0..m — 1], prikazimo dinami¢an skup
u kojemu svaki element ima klju¢ koji pripada skupu U = {0,1,...,m — 1}, gdje m nije
prevelik i u kojemu nikoja dva elementa nemaju isti klju¢. U tom polju, svaka pozicija

odgovara pripadnom klju¢u iz U. Pozicija k pokazuje na element u skupu ¢iji je klju¢ k.
Ukoliko skup ne sadrzi element s klju¢em k, tada je T[k] =NIL. Pogledaj sliku 2.1.
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Slika 2.1: Direktno adresiranje

Implementacija potrebnih funkcija, prikazana je algoritmima 1, 21i 3.

Algoritam 1
function DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k)
return Tk

Algoritam 2
function DIRECT-ADDRESS-INSERT(T, x)
T[key[x]] < x

Algoritam 3
function DIRECT-ADDRESS-DELETE(T, X)
return T[key[x]|] < NIL

Vrijeme potrebno za izvr$avanje svake od gore navedenih operacija je O(1).



3 Hash tablice

Problem s direktnim adresiranjem se javlja kada je skup U velik pa spremanje tablice T
veli¢ine |U| mozZe biti neprakti¢no. Uostalom, skup K, koji se sastoji od kljuceva koji su
uistinu pohranjeni, moZe biti znatno manji u odnosu na U, stoga bi ve¢ina memorijskog
prostora rezerviranog za U bila uzaludna.

Kada je skup K znatno manji od U, hash tablica zahtjeva manje memorije od direktno
adresirajuce tablice. Preciznije re¢eno, memorijske potrebe se mogu smanjiti na @(|K]|),
uz zadrzavanje prednosti da je vrijeme potrebno za traZenje elementa hash tablice O(1).

Kod direktnog adresiranja, element s klju¢em k je pohranjen na poziciju k, dok je
pri koriStenju hash tablice takav element pohranjen na poziciju h(k), gdje je h neka hash
tunkcija koja ra¢una poziciju klju¢a k. Ovdje h povezuje skup U s pozicijama hash tablice
T[0.m—1],4§. h:U — {0,1,...,m—1}. Vidi sliku 3.1.

Kazemo da je h(k) hash vrijednost klju¢a k. Svrha hash funkcije je smanjiti raspon
indeksa reda kojeg rabimo. Umjesto |U| vrijednosti,trebamo samo s njih m, ¢ime su
memorijske potrebe smanjene.

U °
K iy \ > h(ks)
ks > hik)
ks
m-1

Slika 3.1: Hash tablica

Moguce je da dva kljuca pripadnu istoj poziciji, takozvani "sudar". Idealno rjeSe-
nje ovog problema bi bilo da se izbjegne nastanak sudara, to moZemo pokusati postici
odabirom pogodne funkcije /. Jedna ideja je pokuSati napraviti /i tako da se doima
nasumiénim, ¢ime bi se izbjegli sudari ili pak smanjio njihov broj. Posto je |U| > m, pos-
toje barem dva kljuca s istom hash vrijednos¢u, stoga je izbjegavanje sudara, u cijelosti,
nemoguce. No, dok dobro osmisljena "nasumi¢na" hash funkcija minimizira pojavu su-
dara, i dalje nam je potrebna metoda kojom ¢emo razrijesiti sudare koji se pojave.



3.1 Ulancavanje

Kod ulanc¢avanja, sve elemente koji se veZu na istu poziciju stavljamo u povezanu listu
(Slika 3.2). Pozicija i sadrzi pokaziva¢ na glavu liste svih elemenata pridruZenih i.
Ukoliko takvi elementi ne postoje, pozicija i sadrZi NIL.
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Slika 3.2: Ulanc¢avanje

Operacije rje¢nika nad hash tablicom T, kada su sudari razrijeSeni ulan¢avanjem, de-
finiramo preko algoritama 4, 5i 6.

Algoritam 4
function CHAINED-HASH-INSERT(T, x)
insert x at the head of list T[h(key[x])]

Algoritam 5
function CHAINED-HASH-SEARCH(T, k)
search for an element with key k in list T[h(k)]

Algoritam 6
function CHAINED-HAsH-DELETE(T, x)
delete x from the list T[h(key[x])]

Pretpostavimo da neki element x, kojeg unosimo u tablicu, ne postoji u tablici T.
Njegov unos ¢e nas Kostati O(1) jer znamo to¢no na koje mjesto ¢e ga hash funkcija
spremiti, a ukoliko na toj poziciji imamo listu elemenata, ne moramo prolaziti listom
jer ga stavljamo na pocetak liste. Najgori slucaj, prilikom traZenja, bi bio da se svaki
element naSe tablice T spremio na istu poziciju. To bi znacilo, ukoliko Zelimo pronaci
neki element moramo pretraZivati listu, a u najgorem slucaju moramo pro¢i ¢itavu listu
duljine |S|.

Najgori vremenski slucaj, za unos, je O(1) jer se pretpostavlja da element x, kojeg
unosimo, nije postojan u tablici T. Za traZenje, najgori vremenski slucaj je proporciona-
lan duljini liste. Brisanje elementa x se moZe posti¢i u vremenu O(1), ukoliko su liste
dvostruko povezane.



3.2 Analiza koristenja ulancavanja

Uzmimo hash tablicu T s m pozicija koja sadrZi n elemenata. Faktor opterecenja «
definiramo kao n/m, tj. srednji broj elemenata spremljenih u lancu. On moze biti <1 ili
> L

Najgori slucaj u ulan¢anoj metodi bi bio: n klju¢eva koji se vezu na istu poziciju,
tvoredi listu duljine n. Vrijeme za pretraZivanje u najgorem slucaju je ©(n) + vrijeme
potrebno za obradivanje hash funkcije, $to nije nista bolje od koriStenja povezane liste za
sve elemente.

Prosjecna izvedba ove metode ovisi o tome koliko dobro hash funkcija / raspore-
duje skup klju¢eva po m pozicija. Pretpostavimo da svi elemeneti, neovisno jedan o
drugom, imaju jednaku vjerojatnost biti pridruZeni bilo kojoj od m pozicija, tako zvana
pretpostavka jednostavnog uniformnog hashiranja.

Oznacimo duljinu liste T[j] s n;. Zaj=0,1,...,m — 1 takav dajen = ng +ny +-- -+
Nny—1, 1 srednja vrijednost od n; je E[nj] = a = n/m.

Pretpostavljamo da se hash vrijednost i(k) moZe izratunati u vremenu O(1), tako da
vrijeme potrebno za pretraZivanje elementa s klju¢em k ovisi linearno o duljini 7y, liste
T[h(k)]. Zanemarimo vrijeme, O(1), potrebno za izvrSavanje hash funkcije i za pristup
poziciji h(k), razmotrimo o¢ekivani broj elemenata u listi T[h(k)] &iji se klju¢ usporeduje
s k, kako bi se vidjelo jesu li jednaki. Trebamo razmotriti dva slucaja. U prvom, pretraga
je neuspjesna, tj. niti jedan element tablice ne sadrzi klju¢ k,a u idu¢em, pretragom pro-
nalazimo element s klju¢em k.

Teorem 3.1. U hash tablici, u kojoj se sudari razrjeSavaju ulancavanjem, neuspjesna i uspjesna
pretraga traju (1 + «), uz pretpostavku jednostavnog uniformnog hashiranja

Zaklju¢ujemo da, ukoliko je broj pozicija hash tablice, u najmanju ruku, proporciona-
lan broju elemenata tablice, imamo n = O(m), a potom i a« = n/m = O(m)/m = O(1),
stoga pretraga, u prosjeku, zahtjeva konstantno vrijeme. Posto je za unos potrebno O(1),
u najgorem slucaju, kada su liste dvostruko povezane, sve operacije rje¢nika se mogu, u
prosjeku, izvrsiti u O(1) vremenu.



4 Hash funkcije

Dobra hash funkcija zadovoljava pretpostavku da svaki klju¢ ima jednaku vjerojatnost
da zavrsi na bilo kojoj poziciji (od njih m), neovisno o drugim klju¢evima. Uglavnom
ovaj uvjet nije mogude provjeriti jer ¢emo rijetko znati vjerojatnosnu distribuciju prema
kojoj se kljucevi izvlace. Ponekad ¢e nam distribucija biti poznata. Za primjer mozZemo
prouciti slucaj kada znamo da su kljucevi nasumicni realni brojevi, k, koji se neovisno
i ravnomjerno rasporeduju u rasponu 0 < k < 1, pri ¢emu hash funkcija izgleda kao
h(k) = |km| i ona zadovoljava gore spomenut uvjet jednostavnog uniformnog hashira-
nja.

4.1 Interpretacija kljuceva kao prirodnih brojeva

Kod vetine hash funkcija se pretpostavlja da je skup kljuceva skup prirodnih brojeva s
nulom Ny = {0,1,2,... }, stoga ako klju¢evi nisu prirodni brojevi, potrebno je pronaci
nacin da se oni interpretiraju preko prirodnih brojeva. Na primjer, string nacinjen od
slova se moZe interpretirati preko prirodnih brojeva pomocu zapisa u bazi 128. Recimo,
'pt’ se moZe interpretirati kao par (112, 116) jer je p = 112, a t = 116 u ASCII zapisu.
Posto su brojevi 112 i 116 iz baze 128, imamo (112 - 128) + 116 = 14452.

U nastavku ¢emo pretpostaviti da su kljucevi prirodni brojevi.

4.2 Metoda dijeljenja

U metodi dijeljenja, za stvaranje hash funkcija pridruzujemo klju¢ k jednom od m polja,
uzimanjem ostatka pri dijeljenju broja m s k, tj. hash funkcija ima oblik i (k) = k mod m.

Na primjer, ukoliko je hash tablica veli¢ine m = 12, a klju¢ k = 100, tada h(k) =
h(100) = 100 mod 12 = 4 ili, ako uzmemo m = 201 k = 91 dobit ¢emo h(k) = h(91) =91
mod 20 = 11. Posto funkcija zahtjeva samo jednu operaciju dijeljenja, metoda podjele je
izuzetno brza.

Pri koriStenju metode dijeljenja, uobicajeno nastojimo izbje¢i odredene vrijednosti
varijable m. Recimo, m ne bi trebao biti potencija broja 2 jer kada je m = 27 tada h(k)
samo vrada zadnjih p bitova od k. Uzmimo m = 2 i k = 10110, tada je h(k) = k mod
m = 0ili m = 2%1i k = 1011000111011010,, u ovom sluéaju k(k) vraca 011010. Bolje je
napraviti hash funkciju ovisnu o svim bitovima od k.

Prost broj koji nije preblizu potencije broja 2 je ¢esto dobar izbor za m. Za primjer,
pretpostavimo da Zelimo raspodijeliti hash tablicu, u kojoj se sudar razrijesSio lancanjem,
tako da sadrZi stringove od priblizno n = 2000 znakova, pri ¢emu znak ima 8 bitova.
S isptivanjem prosjecno triju elemenata u neuspjelom pretrazivanju, napravimo tablicu
veli¢ine m = 701. Broj 701 smo dobili odabirom prostog broja u blizini broja 2000/3, ali
koji se ne nalazi u blizini potencije broja 2. Tretiranjem svakog kljuca k kao cijelog broja,
nasa hash funkcija bi izgleda kao h(k) = k mod 701.



4.3 Multiplikativna metoda

Koristenjem multiplikativne metode, hash funkcije se stvaraju kroz dva koraka. Prvo,
pomnozimo klju¢ k s konstantom A, koja je u rasponu 0 < A < 1, i izvu¢emo djelomi¢ni
dio od kA. Potom, pomnoZimo dobivenu vrijednost s m i uzmemo donju medu od
dobivenog. 1z toga slijedi da hash funkcija ima oblik k(k) = [m(kA mod 1) |, pri ¢emu
"kA mod 1" znad&i djelomi¢ni dio od kA, odnosno kA - |kA].

Uobicajeno m biramo kao potenciju broja 2. Pretpostavimo da je veli¢ina rije¢i u
memoriji w bitova i da k stane u jednu rije¢. Ograni¢imo A da bude razlomak oblika
s/2%, gdje je s u rasponu 0 < s < 2%. Prvo pomnoZimo k s w-bitnim cijelim brojem
s = A -2%. Rezultat je 2w-bitna vrijednost oblika r1 - 2% + ry, gdje je r; rije¢ visokog, a 2
rije¢ nizeg reda produkta. Zeljena p-bitna hash vrijednost je na¢injena od p najznacajnijih
bitova od rg. Vidi sliku 4.1.

k . S = rq h(k) ro

Slika 4.1: Multiplikativna metoda
Primjer4.1. n =8, p =3, w=5,k=21

Odaberimo s tako da vrijedi 0 < s < 25, npr. s = 13, sto e nam dati:
A=g/2®="13/2° = 15/32
Po formuli dobivamo:
h(k) = |m(kAmod1)| =|8(21-13/32mod 1)| = 4.
Do istog rezultata moZemo doCi i na sljedeci nacin. Pogledajmo k - s = rq - 2 4 1.
Kada uvrstimo k = 21, s = 13 i w = 5, dobivamo:
273 = 8-2° 417, §to znaci, dasur, = 8irg = 17.
ro = 17 = 100015, posto je p = 3, uzimamo prve 3 signifikantne znamenke pa imamo
h(k) =100, = 4.

Iako ova metoda radi sa svakom vrijednos¢u konstante A, ne radi sa svima jednako
dobro. Optimalan izbor ovisi o karakteristikama tipa podatka koji koristimo.



5 Otvoreno adresiranje

Kod otvorenog adresiranja svi elementi su spremljeni u hash tablicu, odnosno svaki
tabli¢ni ulaz sadrZi ili element dinamickog skupa ili NIL. Prilikom traZenja elementa,
sistemati¢no ispitujemo pozicije, dok se Zeljeni element ne pronade ili dok se ne us-
tanovi da tog elementa nema u tablici. Radimo bez lista i bez elemenata spremljenih
van tablice, kao kod ulancavanja. Prema tome, u otvorenom adresiranju hash tablica se
moZe "popuniti" tako da se onemogudi danji unos. Jedna od posljedica je ta da faktor
opterecenja « ne moZe prekoraciti 1.

Ukoliko Zelimo, moZemo pohraniti povezanu listu za povezivanje unutar hash ta-
blice, ali bi to bilo u kontradikciji sa samom idejom metode otvorenog adresiranja, koja
nastoji zaobic¢i uopce koriStenje pokazivaca. Umjesto pracenja pokazivaca, ra¢unamo
slijed polja koje ¢e biti potrebno ispitati. ViSak memorije osloboden zbog nekoristenja,
odnosno nespremanja, pokaziva¢a dopusta koristenje hash tablice s ve¢im brojem polja
za istu koli¢inu memorije.

Prilikom unosa, pomoc¢u metode otvorenog adresiranja, mi uspjesno ispitujemo hash
tablicu dok ne pronademo prazno poziciju u koju stavljamo klju¢. Umjesto odrzava-
nja fiksnog reda 0,1,...,m — 1, &ije pretraZivanje zahtjeva ®(n) vremena, niz pozicija
koje pretrazimo ovisi o klju¢u koji unosimo. Pri odredivanju koje pozicije je potrebno
preispitati, potrebno je prosiriti hash funkciju tako da sadrzi "ispitivacki" broj (koji
krece od 0), kao drugi unos. S ovom promjenom, nasa hash funkcija poprima oblik
h:ux{0,1,....m—1}—-{0,1,...,m—1}.

Prilikom koriStenja otvorenog adresiranja, zahtjeva se da za svaki klju¢ k, "ispiti-
vacki" niz (h(k,0),h(k,1),.... h(k,m — 1)) treba biti permutacija od (0,1, ...,m — 1), tako
da se svako polje hash tablice, kako se ona popunjava, smatra kao pozicija za novi kljué.
U iduc¢em algoritmu pretpostavljamo da su elementi hash tablice T kljucevi bez dodatne
informacije,tj. klju¢ k je identican elementu koji sadrzi klju¢ k. Svaka pozicija sadrzi
ili klju¢ ili NIL, u slu¢aju da je pozicija prazna. Funkcija HASH-INSERT (algoritam 7)
prima dvije vrijednosti, hash tablicu T i klju¢ k. Ona ¢e vratiti, ili broj pozicije na koju je
pohranila proslijedeni kljuc k, ili vrac¢a pogresku jer je dana hash tablica popunjena.

Algoritam 7
function HASH-INSERT(T, k)

i=1
repeat
j = hik,i)
if T[j] == NIL then
Tlj] =k
return j
else
i=i+1
untili == m

error "Hash tablica je puna!"




Algoritam za pretrazivanje kljuca k ispituje isti niz polja koje je algoritam unosa
prosao prilikom unosa kljuca k, stoga pretraga moZe zavrsiti neuspjesno kada naide
na prazno polje, posto bi k bio unesen na to mjesto, umjesto kasnije u nizu. Bitno
je napomenuti da se ovdje smatra kako kljucevi nisu brisani iz hash tablice. Funkcija
HASH-SEARCH (algoritam 8) prima dvije varijable, hash tablicu T i klju¢ k, potom
vraca vrijednost j, ukoliko pronade polje j koje sadrZi traZeni klju¢ k ili, u suprotnom,
vraca NIL.

Algoritam 8
function HASH-SEARCH(T, k)

i=0
repeat

j = h(k,i)

if T[j] == k then

return j

i=i+1
until T[j] == NILori==m
return NIL

Brisanje iz hash tablice postaje teSko kada se koristimo metodom otvorenog adre-
siranja. Kada obriSemo klju¢ iz polja 7, ne moZemo jednostavno oznaciti polje kao
prazno, spremajuci u njega NIL. Ukoliko to u¢inimo, moguce je da ne¢emo moci po-
vratiti bilo koji klju¢ k tokom ¢ijeg unosa smo morali ispitati polje i i zakljucili da je
zauzeto. Ovaj problem moZemo rijeSiti oznacavajudi polja, preciznije pohranjivanjem
posebne vrijednosti DELETED unutar njih, umjesto NIL. Tada bismo nadogradili funk-
ciju HASH-INSERT tako da tretira takvo polje kao prazno, kako bismo mogli unijeti novi
klju¢. Nemamo potrebu za promjenom funkcije HASH-SEARCH jer ¢e ona preci preko
nove vrijednosti, DELETED, prilikom pretraZivanja. Bitno je napomenuti da uporabom
nove vrijednosti DELETED vrijeme pretraZivanja viSe ne ovisi o faktoru optereéenja «
i iz tog razloga je ulanc¢avanje ucestalije koriStena metoda razrjeSavanja sudara kada se
klju¢evi moraju brisati.

U nasoj analizi, koristiti ¢emo pretpostavku uniformnog hashiranja: "ispitivacki" niz
svakog kljuca je jednako vijerojatan da bude bilo koja od m! permutacija od (0,1, ...,m —
1.

Razmotrit ¢emo tri ¢esto koriStene metode pri odredivanju "ispitivackog" niza, po-
trebnog prilikom otvorenog adresiranja:linearno ispitivanje, kvadratno ispitivanje i dvos-
truko hashiranje. Te metode garantiraju da je (h(k,0),h(k, 1), ..., h(k,m — 1)) permutacija
od (0,1,...,m — 1) za svaki klju¢ k. Niti jedna od ovih metoda ispunjava uvjet uniform-
nog hashiranja, posto niti jedna od njih nije u stanju generirati vise od m?
drugacijih "ispitivackih" nizova.

Dvostruko hashiranje ima najveéi broj "ispitivackih" nizova i, uz to, daje najbolje re-
zultate.



5.1 Linearno ispitivanje

Uz obi¢nu hash funkciju ' : U — {0,1,...,m — 1}, koju nazivamo pomoé¢na hash funk-
cija, metoda linearnog ispitivanja koristiti hash funkciju h(k,i) = (h'(k) + i) mod m za
i=0,1,...,m —1. Uz dani klju¢ k, prvo ispitamo T[h'(k)], tj. polje dobiveno pomo¢-
nom hash funkcijom, potom ispitamo T[h'(k) + 1] pa sve do polja T[m — 1]. Potom
T[0], T[1],... sve dok konano ne ispitamo polje T[l'(k) — 1]. Postoji samo m razli¢itih
"ispitivackih" sljedova jer pocetni odreduje cijeli slijed.

Linearno ispitivanje se jednostavno implementira, ali se javlja problem koji nazivamo
primarno grupiranje. Dugi nizovi zauzetih pozicija se s vremenom nagomilaju, Sto uz-
rokuje povecano prosjecno vrijeme pretrazivanja. Grupacija se javlja jer ¢e se prazna
pozicija, kojoj prethodi i popunjenih pozicija, idu¢a popuniti s vjerojatnoséu (i +1)/m.

Primjer 5.1. Proucimo metodu na primjeru h(k) = k mod 7 i klju¢evima 50, 700, 76, 85, 92.
a) Zapocinjemo s praznom tablicom velic¢ine 7

b) h(50) =1

c) h(700) =0

d) h(76) =6

e) h(85) = 1, ali posto se na poziciji 1 nalazi neki element, 85 éemo spremiti na iducu

slobodnu poziciju, a to je 2
) h(92) = 1, pozicija 1 je zauzeta pa se pomic¢emo na iduéu slobodnu, a to je 3

0 0 700 0 700 0 700 0 700 0
1 50 1 50 i | 50 1 50 1 50 1
2 2 2 2 85 2 85 2
3 3 3 3 3 92 3
4 4 4 4 4 4
5 5 5 5 5 5
6 6 6 76 6 76 6 76 6
a) b) c) d) e) f)
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5.2 Kvadratno ispitivanje

Kvadratno ispitivanje koristi hash funkciju oblika h(k,i) = (h'(k) + c1i + c2i*) mod
m, gdje je h pomoé¢na hash funkcija, ¢; i cp su pozitivne pomoc¢ne konstante i i =
0,1,...,m— 1. Poetna ispitana pozicija je T[h'(k)], dok su danje ispitane pozicije pomak-
nute s kvadratnom ovisnosc¢u prema broju i. Ova metoda funkcionira bolje od metode
linearnog ispitivanja, ali kako bismo u potpunosti iskoristili hash tablice, vrijednosti c,
cy 1 m su ogranicene. Isto tako, ukoliko dva klju¢a imaju istu pocetnu "ispitanu" poziciju
tada su njihovi "ispitivacki" nizovi isti jer h(ky,0) = h(ky,0) povladi h(ky,i) = h(ky,i).
Ovo svojstvo nas dovodi do blagog oblika grupiranja, to nazivamo sekundarno grupira-
nje. Kao i kod linearnog ispitivanja, pocetno "ispitano" polje odreduje ¢itav slijed, stoga
se koristi samo m razlic¢itih "ispitivackih" sljedova.

Primjer 5.2. Proucimo metodu na primjeru h(k) = k mod 7 i kljuc¢evima 76, 40, 48, 5, 55.

a) Zapocinjemo s praznom tablicom velic¢ine 7

b) h(76) =6

c) h(40) =5

d) h(48) = 6, ali posto se na poziciji 6 nalazi neki element, gledamo (48 + 12) mod 7 i
dobivamo 0

e) h(5) = 5, ali posto se na poziciji 5 nalazi 40, gledamo (5 + 12) mod 7 i dobivamo 6, tamo
se nalazi 76 pa racunamo (5 + 2%) mod 7 = 2

P h(55)=6,(55+12)mod 7 =0, (5+22) mod 7 =3

0 0 0 48 0 48 0 48 0
1 1 1 i) 1l 1|
2 2 2 2 5 2 5 2
3 3 3 3 3 55 3
4 4 B 4 4 4
5 5 40 5 40 5 40 5 40 5
6 76 6 76 6 76 6 76 6 76 6
a) b) c) d) e) f)
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5.3 Dvostruko hashiranje

Dvostruko hashiranje nudi jednu od najboljih metoda za otvoreno adresiranje jer dobi-
vene permutacije imaju mnoge karakteristike nasumic¢no odabranih permutacija. U ovoj
metodi koristimo hash funkciju oblika h(k,i) = (hy(k) + iha(k)) mod m, gdje suihy i hy
pomocne hash funkcije. Poetna "ispitivacka" pozicija postaje T[h1(k)], dok su sljedece
odstupanja od prethodne za h; (k) modulo m. Za razliku od linearnog ili kvadratnoga
ispitivanja, "ispitivacki" slijed, u ovoj metodi, ovisi o klju¢u k na dva nacina.

Vrijednost h; (k) mora biti relativno prosta u odnosu na veli¢inu hash tablice, u oznaci
m, kako bi se cijela tablica mogla pretraZziti. Pogodan nacin osiguravanja ovog uvijeta je
da m postavimo kao potenciju broja 2, a h, oblikujemo tako da uvijek bude neparan broj.
Drugi nacin je da m bude prost, a h;, takav da uvijek bude pozitivan cijeli broj manji od
m. Za primjer moZemo uzeti da je m prost i
hy(k) = k mod m
hy(k) =1+ (kmod m’),
gdje je m’ odabran kao broj malo manji od m, recimo m — 1. Na primjer, ako je k =
123456, m = 701 i m’ = 700, dobivamo hy (k) = 80 i hy(k) = 257. Tako da prvo ispitamo
poziciju 80, a potom provjerimo svako 257. polje (modulo m) dok ne pronademo kljuc¢
ili dok ne provjerimo svako polje.

Kada je m prost ili potencija broja 2, dvostruko hashiranje se unapreduje, u usporedbi
s linearnim i kvadratnim isprobavanje, u tome $to se koriste ®(m?) ispitanih sljedova,
umjesto ©(m), jer svaki mogudi par (hy(k), hp(k)) stvara drugaciji ispitni slijed. Kao re-
zultat, za takve vrijednosti varijable m, izvedba dvostrukog hashiranja se doima izuzetno
blizu izvedbi "idealne" sheme uniformnog hashiranja.

Iako varijabla m moze poprimiti i druge vrijednosti, izuzev prostih brojeva i potencija
broja 2, prilikom koriStenja ove metode, ali tada u praksi postaje znatno teZe uc¢inkovito
generirati h, (k) tako da bude relativno prost u odnosu na m.

Primjer 5.3. Proucimo primjer s pomocnim funkcijama hy (k) = k mod m i hy(k) = 1+ (k mod
(m—1)), m =11 i kljucevima 15, 3, 20, 21, 33,11, 1, 2.

Slika 5.3 prikazuje rezultat primjera.
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33 0
i 1
11 2
3 3
15 4
2 5
6
7
8
20 9
21 10

Slika 5.3: Rezultat primjera 5.3

5.4 Analiza otvorenog adresiranja

Kao i kod analize ulan¢avanja, u analizi otvorenog adresiranja fokusiramo se na faktor
optere¢enja, « = n/m, hash tablice. Naravno, uz otvoreno adresiranje, najviSe jedan
element zauzima pojedinu poziciju, stoga n < m, $to povlaci « < 1.

Pretpostavljamo da rabimo uniformno hashiranje. U ovoj idealnoj shemi, ispitani
slijed (h(k,0),h(k,1),...,h(k,m —1)) koji se koristi pri unosu ili pretrazi bilo kojeg kljuca
k je jednako vjerojatan da bude bilo koja permutacija od (0,1,...,m — 1) . Danom klju¢u
pripada jedinstveni ispitni slijed.

Sada ¢emo analizirati ocekivan broj "ispitnih" pozicija uz koristenje otvorenog adre-
siranja uz pretpostavku uniformnog hashiranja, zapo¢inju¢i analizom broja ispitanih po-
zicija u neuspjelom pretrazivanju.

Teorem 5.1. Neka imamo hash tablicu uz otvoreno adresiranje s faktorom opterecenja o =
n/m < 1, ocekivan broj ispitanih pozicija u neuspjelom pretraZivanju je maksimalno 1/(1 -
), uz pretpostavku uniformnog hashiranja.

Dokaz. U neuspjesnom pretraZivanju, svaka ispitana pozicija, izuzev posljednje, pris-
tupa zauzetom polju koje ne sadrZi Zeljeni kljuc¢ i posljednje ispitano polje je prazno.
Definirajmo nasumi¢nu varijablu X, kao broj "ispitivanja" obavljenih u neuspjelom pre-
traZivanju. Potom, definirajmo dogadaj A;, za i = 1,2,..., kao dogadaj "ispitivanja"
zauzetog polja. Tada dogadaj {X > i} je presjek dogadaja A; N Ay N --- N A;_;. Povezat
¢emo P(X > i), povezivanjem P(A1 N Ay N --- N Aj_1).

P(A1NA;N---NA;_1) =P(A1) -P(Az]A1)-P(A3|A1NAy) ... P(Ai_1|A1NAN---NA; ).
(1)
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Posto imamo # elemenata i m polja, P(A1) = n/m. Za j > 1, vjerojatnost da postoji j.
ispitana pozicija i da je rije¢ o zauzetom polju, uz to da su prvih j — 1 ispitanih pozicija
bilo zauzeto, je (n —j+1)/(m —j+1). To smo dobili jer bismo pronalazili jednog
od preostalih (n — (j — 1)) elemenata u jednom od (m — (j — 1)) neispitanih polja, s
pretpostavkom uniformnog hashiranja, vjerojatnost je omjer tih vrijednosti. Posto n < m
implicira (n —j)/(m —j) < n/m, za svaki j takav da 0 < j < m, imamo da za svaki i
takavdal <i<m,

n n—1 n-2 n—i+2 n

P(X>i)=—". 8 <_i—1: i—l. )
(X 2i) m m—1 m—2 m—i—|—2_(m) “ @)

Potom,

O

Ova povezanost, 7=~ =1+ a +a® + a® + ..., ima intuitivnu interpretaciju.

Uvijek postoji prvo ispitano polje. S vjerojatnoséu priblizno «, prvo ispitano polje
biva zauzeto, stoga moramo ispitati jo§ jedno. S vijerojatnos¢u priblizno a?, prva dva
polja su zauzeta tada trebamo ispitati trece, itd.

Ukoliko je « konstanta, Teorem 4.1 predvida da ¢e vrijeme neuspjeSnog pretraZivanja
biti O(1). Na primjer, ako je pola hash tablice popunjeno, prosje¢ni broj ispitanih pozicija
je maksimalno 1/(1 - 0.5) = 2. Ukoliko je 90 posto tablice popunjeno, prosje¢ni broj
ispitanih pozicija je maksimalno 1/(1 - 0.9) = 10.
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Korolar 5.2. Unos elementa u otvoreno adresiranu hash tablicu s faktorom opterecenja « zahtjeva
najvise 1/(1 - ) ispitanih pozicija, uz pretpostavku uniformnog hashiranja.

Dokaz. Element je unesen jedino, ako postoji slobodan prostor u tablici, stoga a« < 1.
Unos kljuca zahtjeva neuspjelo pretrazivanje popraceno unosom klju¢a u prvo slobodno
pronadeno mjesto. Tako je o¢ekivani broj ispitanih pozicija maksimalno 1/(1 - «).

L]

Teorem 5.3. Neka je dana otvoreno adresirana tablica s faktorom opterecenja o < 1,tada je oce-
kivan broj ispitanih pozicija u uspjesnom pretraZivanju maksimalno
1 1

—1
o nl—(x'

)

uz pretpostavke uniformnog hashiranja i pretpostavku da svaki kljuc tablice ima jednaku vjero-
jatnost biti pretraZen.

Dokaz. PretraZivanje kljuca k stvara isti slijed ispitanih pozicija kao i kada unosimo ele-
ment s klju¢em k. Ako je k bio (i +1). uneseni klju¢ u hash tablicu, o¢ekivan broj
ispitanih pozicija tokom pretrage za klju¢ k je najvise 1/(1 —i/m) = m/(m —i). U
prosjeku, gledajudi svih n kljuceva hash tablice, dobivamo:

I
[5Y

n

m m”i;l 1
#—E W W—3

S|

i=0

O

Ukoliko je hash tablica puna, o¢ekivan broj ispitanih pozicija u uspjeSnom pretraziva-
nju je manji od 1.387. Ukoliko je 90 posto hash tablice popunjeno, ocekivan broj ispitanih
pozicija je manji od 2.559.
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6 Implementacija hash tablice

Prouc¢imo jednostavan kod u programskom jeziku python, kojim se demonstrira stva-
ranje i popunjavanje hash tablice. Program ¢ce, ukoliko dva ili viSe elementa budu pri-
druZzeni istoj poziciji naSe tablice, elemente spremati u slijed, tako da svaki element ima
svoga sljedbenika.

class elem: #element hash tablice
#prima kljuc i vrijednost

def __init__(self, k, v):
self .k = k #kljuc
self.value = v #vrijednost
self .next = None #sljedbenik

class HashTable: #klasa hash tablice
#m je varijabla za velicinu tablice

def __init__(self, m):
self . m =m
#stvori praznu listu duljine m
self.lista = [None] * self.m

def unos(self, k, value):
#funkcija unosa, prima kljuc k i neku vrijednos

#uzimamo hash vrijednost kljuca
kHashed = hash (k)

#pozicija na koju spremano elem
#ukoliko je hHashed > m, % ga smanjuje
p = kHashed % self.m

#slucaj kada je ta pozicija slobodna
if self.lista[p] is None:
self.lista[p] = elem(k, value)

#slucaj kada je ta pozija zauzeta

else:
self . podlista(k, value, self.lista, p)
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def podlista(self, k, value, lista, p):
#pravi listu na poziciji u hash tablici

#zeljeni cvor
node = lista [p]

while node is not None:
#ukoliko su kljucevi isti
if node.k == k:
node.value = value
node = None

#ukoliko na iducoj poziciji nema nista
elif node.next is None:
#sprema elem na iducu poziciju
node.next = elem(k, value)
node = None

#pomicemo se na iducu poziciju, pa gledamo
#podudaraju li se kljucevi ili ne postoji njen sljedbenik
else:

node = node.next

def trazi(self, k):
#trazi poziciju s kljucem k te vraca vrijednost koja se tamo nalazi

#hash vrijednost kljuca

kHashed = hash (k)

#pozicija na kojoj bi se kljuc trebao nalaziti
p = kHashed % self.m

#ukoliko na toj poziciji nesto postoji
if self.lista[p] is not None:
#postavljanje cvora
node = self.lista[p]

#cvorom prolazimo po podlisti
while node is not None:

#uspjesni pronalazak
if node.k == k:
return node.value
#ukoliko na trenutnoj poziciji nije elem.
#s trazenim kljucem, pomicemo se na iduci u podlisti
node = node.next
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if

__name__ == "__main__

A "

#stvaramo hash tablicu s 10 pozicija
T = HashTable(10)

#na prviu poziciju stavljamo elem s vrijednoscu 55
T.unos(0,55)

#trazimo vracanje vrijednosti koja je pod kljucem 0
print(T. trazi(0))

#na trecu poziciju stavljamo elem s vrijednoscu 1000
T.unos(2,1000)

#na trecu(jer je 22%10=2) poziciju stavljamo
#elem s vrijednoscu 55577
T.unos(22,55577)

#trazimo vracanje vrijednosti koja je pod kljucem 22
print(T. trazi(22))

#trazimo vracanje vrijednosti koja je pod kljucem 2
print(T. trazi(2))

#na trecu(jer je 98765432%10=2) poziciju stavljamo
#elem s vrijednoscu 13
T.unos(98765432,13)

#sada cemo ispisati vrijednosti svih elemenata
#koji se nalaze na poziciji s indeksom 2 u tablici

#cvor je trenuto postavljen na prvi element
#koji se nalazi na trecoj poziciji u tablici
node = T.lista [2]

while node is not None:
print (node.value)
node = node.next

Rezultat ovog koda izgleda ovako:

55
55577
1000
1000
56577
13
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