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Sazetak

U ovom zavrsnom radu bavit ¢emo se konveksnim skupovima, njihovom se-
paracijom i reprezentacijom. Prvo ¢emo navesti neke osnovne matematicke
tvrdnje i pojmove koji vrijede za skupove opcéenito, a onda ¢emo ih povezati
sa konveksnim skupovima. Zatim ¢emo pomocu toga pokazati kako i uz koje
uvjete mozemo separirati konveksne skupove i primjeniti separaciju na pri-
mjeru linearnog programiranja. Na kraju ¢emo navesti drugi nacin za prikaz
konveksnih skupova.

Kljuc¢ne rijeci
konveksni skupovi, afini skupovi, separacija, ekstremalne tocke, ekstremalne
stranice, izlozene stranice

Abstract

In this bachelor thesis we will deal with convex sets, their separation and
representation. First we will give some basic mathematical statements and
terms that are usually applied to sets in general and then we will relate them
with convex sets. Then, we will use that to show how and under what con-
ditions can we separate convex sets and apply that on the example of linear
programming. Finally, we will state another way to represent convex sets.

Keywords
convex sets, affine sets, separation, extreme points, extreme faces, exposed
faces



1 Uvod

U ovom zavrsnom radu proucavat ¢emo teoreme o separaciji konveksnih sku-
pova te ¢emo spomenuti Farkasevu lemu. Takoder, bavit ¢emo se reprezen-
tacijom konveksnih skupova. Prije nego iskazemo neke od glavnih teorema
u radu valjalo bi nesto re¢i o konveksnim skupovima te najprije navodimo
njihovu definiciju.

Definicija 1. Kazemo da je skup K C R" konveksan ako vrijedi
(Vo,y € K) [z,y] C K,

gdje je
[T,y ={x+(1—-XNy:Xe0,1]}

konveksna kombinacija elemenata x 1y iz K.
Ovu definiciju mozemo geometrijski interpretirati na sljede¢i nacin: ako

u konveksnom skupu izmedu bilo koja dva elementa povucemo duzinu ta
duzina ¢e se i dalje cijela nalaziti u tom skupu (pogledati Sliku 1).

Slika 1: Primjer dva konveksna skupa (s lijeva na desno) i jednog skupa koji
nije konveksan



2 Osnovni pojmovi i pomoc¢ne tvrdnje

Prije samih teorema o separaciji i reprezentaciji konveksnih skupova trebat ¢e
nam jos neki pojmovi i definicije koje ¢emo koristiti u pomnijem proucavanju
i dokazivanju. Kako ¢emo u ovome radu konveksne skupove promatrati na
metrickim i topoloskim prostorima, pogledajmo najprije neke bitne tvrdnje
vezane uz njih.

2.1 Metricki prostor i topologija

Najprije ¢emo navesti neke osnovne pojmove vezane uz omedenost skupova
poznate od prije.

Definicija 2. KazZemo da je skup S C R odozgo omeden ili ogranicen, ako
postoji realan broj M takav da je x < M za svaki x € S. Svaki broj M s
navedenim svojstvom nazivamo majoranta ili gornja meda skupa S.

Kazemo da je skup S C R odozdo omeden ili ogranicen, ako postoji realan
broj m takav da je x > m za svakix € S. Svaki broj m s navedenim svojstvom
naziwamo minoranta ili donja meda skupa S.

Skup S C R je omeden ako je omeden odozgo i odozdo.

Definicija 3. Najmanju majorantu skupa S nazivamo supremum skupa S i
oznacavamo supsS.
Najveéu minorantu skupa S nazivamo infimum skupa S i oznacavamo infsS.

Primjedba 1. Primijetimo:

e M je supremum skupa S onda i samo onda ako je M majoranta od S i
ako za svaki € > 0 postoji xy € S takav da je M — e < o < M,

e m je infimum skupa S onda 1 samo onda ako je m minoranta od S i ako
za svaki € > 0 postoji xg € S takav da je m + € > xg > m.

U nastavku ¢emo definirati skalarni produkt sto ¢e nam biti od pomodi,
pogotovo u definiciji metrike te hiperravnine.

Definicija 4. Skalarni produkt je funkcija (-,-) : R" x R" — R definirana

formulom
(z,y) = Z Lilh
i=1
sa sljede¢im svojstvima:

(91} {mx) 20



(52) (z,2) =0 z=0
(53) (z,y) = (y,2)

(54) (z, Ay) = A(z,y), A €R
(55) (@,y+2) = (z,y) + (z, 2).

Definicija 5. Neka je X neprazan skup. Metrika na X je funkcija
d: X x X — R za koju vrijedi:

(M1) d(z,y

(z,y) >

(M2) dlz,y) =06 x=y
(M3) d(z,y) = d(y, z)

(M4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Uredeni par (X,d) zovemo metricki prostor.

Sada kada znamo $to je to metricki prostor mozemo definirati otvorenost
skupova te prije¢i na topologiju.

Definicija 6. Skup K C X iz metrickog prostora (X,d) je otvoren ako za
svaku tocku xoy € K postoji r > 0 takav da je otvorena kugla K(zo,7) C K.

Definicija 7. Skup K C R" je zatvoren ako mu je komplement otvoren.

Prazan skup smatramo i otvorenim i zatvorenim.

Valjalo bi prije nego sto predemo na topologiju spomenuti neke bitne ¢injenice
vezane za konvergenciju nizova u metrickom prostoru, koje ¢e nam biti po-
trebne.

Definicija 8. Neka je (zx) niz u metrickom prostoru (X,d). KaZemo da
niz (xy) konvergira prema tocki xo € X i oznacavamo x — o ako za svaki
e > 0 postoji ky € N tako da za svaki k > kg vrijedi d(zxy, o) < €.

Teorem 1. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup K C X je zatvoren onda
i samo onda ako svaki niz (zy) iz K koji konvergira uw X ima limes u K.

Dokaz. Vidi [2, str. 19, Teorem 2.11.].



Propozicija 2. Neka je (xy) niz u metrickom prostoru (X, d). Ako niz (xy,)
konvergira prema tocki xo € X, onda 1 svaki njegov podniz konvergira prema
zg € X.

Dokaz. Vidi [2, str. 20, Propozicija 2.14.].
|

Definicija 9. Za skup K u metrickom prostoru (X,d) kazemo da je kom-
paktan ako svaki niz u K ima konvergentan podniz ciji je limes u K.

Korolar 3. Skup K C R" je kompaktan onda @ samo onda ako je on omeden
1 zatvoren.

Dokaz. Vidi [2, str. 27, Korolar 2.40.].
|

Propozicija 4. Neka je U familija svih otvorenih skupova u metrickom pros-
toru (X,d). Familija U ima sljedeca svojstva:

(T1) unija svake familije ¢lanova izU je clan iz U,
(T2) presjek konacno clanova iz U je clan iz U,
(T3) 0, X eU.
Dokaz. Vidi [2, str. 7, Propozicija 1.18.].
|

Definicija 10. Neka je X neprazan skup. Familija U podskupova od X sa
svojstvima (T1)-(T3) se zove topoloska struktura ili topologija na X. Uredeni
par (X,U) se zove topoloski prostor. Clanove familije U zovemo otvoreni
skupouvs.

U daljnjem razmatranju jako bitni pojmovi ¢e nam biti interior i zatvarac
skupa te stoga navodimo njihovu definiciju.

Definicija 11. Neka je (X,U) topoloski prostor i A C X. Najveéi otvo-
rent skup iz X koji je sadrian uw A zovemo interior ili nutrina skupa A i
oznacavamo s IntA.

Definicija 12. Neka je A C X, gdje je (X,U) topoloski prostor. Najmangji
zatvoreni skup iz X koji sadrzi A zovemo zatvarac ili zatvorenje (clausura)
skupa A i oznacavamo s CLA.



Definicija 13. Neka je A C X, gdje je (X,U) topoloski prostor. Skup BdA =
CIA\IntA zovemo granica (rub) skupa A.

Ponekad skupove ne moramo promatrati na cijelom topoloskom prostoru
nego na nekom manjem potprostoru pa zato uvodimo pojam relativne topo-
logije.

Definicija 14. Neka je X topoloski prostor s topologijom T. Ako je'Y
podskup od X, familija Ty = {Y NU : U € T} je topologija na'Y koju
zovemo relativna topologija, a'Y s tom topologijom zovemo potprostor od X.

Relativni interior i granica se definiraju analogno kao i na topoloskom
prostoru o ¢emu ¢e viSe biti receno u sljede¢em poglavlju.

2.2 Konveksni i afini skupovi

Prije nego vidimo sto su afini skupovi i koja je njihova veza sa konveksnim
skupovima, navedimo jos dvije bitne tvrdnje vezane uz konveksne skupove.

Definicija 15. Konveksna kombinacija vektora x1, s, ..., T, € R" je svak:

vektor x oblika .
Tr = Z )\Z’.Ti,
i=1

gdje su \; > 0 takvi da je Y " N; = 1. Skup svih konveksnih kombinacija
tocaka iz skupa S C R"™ naziva se konveksna ljuska skupa S 1 oznacava s
convS.

Lema 5. Razlika konveksnih skupova je konveksan skup.
Dokaz. Ovu tvrdnju je lako dokazati jer slijedi direktno iz definicije.
[ |
Sada ¢emo se upoznati s pojmom afinog skupa.

Definicija 16. Za skup M C R" kazZemo da je afin ako za sve x,y € M
vrijeds
{1=Nz+My: AeR}C M.

Definicija 17. Afina kombinacija vektora x, xs, ..., x, € R" je svaki vektor

x oblika .
Tr = Z )\il'i,
i=1

gdje su \; realni brojevi takvi da je Y ;" | N\; = 1. Skup svih afinih kombinacija
tocaka iz skupa S C R"™ naziva se afina ljuska skupa S i oznacava s affS.
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Definicija 18. Neka je M afin skup. Pod dimenzijom skupa M podrazu-
mijevamo dimenziju vektorskog potprostora L = M — xy, gdje je v € M
proizvoljna tocka. Dakle,

dimM := dimL.

Osim toga kazemo da je afin skup paralelan s potprostorom L.

Primijetimo da je zbog definicije konveksnog skupa svaki konveksni skup
takoder i afin, ali obrat ne mora vrijediti. U svrhu boljeg razumijevanja
tvrdnji koje slijede potrebno je poblize se upoznati s pojmom otvorene kugle
u relativnoj topologiji na aff K te pojmova relativnog interiora, zatvaraca i
granice na istoj topologiji.

Naime, lako je uvidjeti da se prilikom promatranja topoloskih svojstava sku-
pova iz R" koji su konveksni no nisu pune dimenzije ponekad korisnije bazirati
na relativnu topologiju na aff K umjesto na topologiju od R™.

Kao sto smo veé¢ spomenuli u Definiciji 14, otvoreni skupovi u relativnoj to-
pologiji na aff K (gdje je K C R"™ konveksan skup koji nije pune dimenzije)
su oblika U N K, gdje je U otvoren u R™.

Na isti na¢in mozemo promatrati interior skupa K u relativnoj topologiji na
aff K, odnosno relativni interior (u oznaci RellntK), relativni zatvarac
(u oznaci RelClK, no moze se pokazati da opcenito vrijedi RelC1K = CIK
[1]) te granicu u relativnoj topologiji, tj. relativnu granicu RelBdK =
CIK\Rellnt K.

Uz ove pojmove vezu se i sljedece bitne tvrdnje.

Korolar 6. Ako je K C R" konveksan skup onda su konveksni i njegova
relativna nutrina Rellnt K @ zatvorenje CIK .

Dokaz. Vidi [1, str. 26, Korolar 2.20.].

|
Korolar 7. Ako je K C R" konveksan skup onda je
CIK = Cl(RellntK)
Rellnt K’ = Rellnt(CIK).
Dokaz. Vidi [1, str. 26, Korolar 2.21.].
|



Propozicija 8. Ako je K CR" konveksan skup, onda je

CIK ={zxe€affK:3ye€ K,[y,z) C K},
Rellnt K = {z € aff K : Vy € at K\{z},3z € (z,y), [z, 2] C K}.

Dokaz. Vidi [1, str. 25, Propozicija 2.19.].
|

U nastavku ¢e nam biti potreban jos jedan konveksan skup koji nazivamo
konus te ga stoga idemo definirati.

Definicija 19. Skup C C R" je konus s vrhom u nuli ako za svaki x € C i
za svako X\ > 0 vrijedi \x € C.
Ako je xp € R™ ¢ C C R" konus s vrhom u nuli, onda skup

Cop =20+ C={z0+z:2€C}
zovemo konus s vrhom u x.

Vise o konusima ¢itatelj moze pronadi u [1].

2.3 Hiperravnina

Vaznu ulogu u separaciji konveksnih skupova imaju hiperravnine te ¢emo ih
definirati i navesti neke tvrdnje vezane za njih koje ¢e nam poslije biti kljucne
u dokazivanju.

Definicija 20. Neka je zadan vektor a € R™ i 8 € R. Skup
Hop={x €R": (a,z) = F}
nazivamo hiperravnina, a skupovi
H, ;={z €R": (a,7) < B}
Hig={z €R": (a,2) > B}

se naziaju zatvoreni poluprostori odredeni hiperravninom H, . Vektor a €
R™ nazivamo vektor normale na hiperravninu H, .

Ako je poznato o kojem vektoru a i kojem skalaru /3 se radi, hiperravninu
i odgovarajuée poluprostore oznacavat ¢emo samo s H, H* i H~ (pogledati
Sliku 2).
Promotrimo kada je hiperravnina potporna na neki skup.
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Slika 2: Hiperravnina H u R3: x; + 2x5 + 3x3 = 2, tj.
a= (17273)7$ = (mlax27w3)7 /B =2

Definicija 21. Neka je K CR" 1y € K. Za hiperravninu H kaZemo da je
potporna hiperravnina na skup K u tockt yo € K ako je yg € H 1 ako K lezi
s jedne strane hiperravnine H, tj. ako je K C H™ ili K C H*. Pri tome za
odgovarajuci poluprostor koji sadrzi skup K takoder kaZemo da je potporni
poluprostor.

Definicija 22. Za potpornu hiperravninu H, g skupa K C R" kazemo da je
netrivijalna ako ona ne sadrzi cijele skup K.

Lema 9. Neka je K C R"™ neprazan, zatvoren i konveksan skup, x € R™\ K
i Yyr := Pk(x), gdje je Pix(x) projekcija od x na K. Tada je v —y, # 0 @
hiperravnina

H={yeR": (z—ys,y —¥a) = 0}
podupire skup K u tocki y,. Pri tome je K C H ,x € H"\H. Osim toga
vrijeds

sup(x - ymy) < (.%’ - yx,a:)
yeK

Dokaz. Vidi [1, str. 46, Lema 3.20.].
|

Povezimo sada potporne hiperravnine s topoloskim strukurama (interiorom
i granicom).



Propozicija 10. Neka je S & R™ neprazan skup pune dimenzije (dimS = n).
Ako je
Hop={y €R": (a,y) =B}, B=(a,%)
potporna hiperravnina skupa S u tocki yo € S, onda vrijedi:
(i) HopNIntS =0,
(ZZ) Yo € BdS,

(iii) skup S nije sadrzan u H, s, tj. H,p je netrivijalna potporna hiperrav-
nina.
Dokaz. Vidi [1, str. 47, Propozicija 3.23.].
[ |

Propozicija 11. Neka je S C R™ neprazan skup dimenzije dimS < n, a

Hop={y €R": (a,y) = 8}

potporna hiperravnina skupa S u tocki yo € S. Nadalje, neka je L = aff S —1yq
linearni potprostor paralelan s aft'S te prikazimo vektor a na jedinstven nacin
kao

a=ayp+arp.,

gdjejear, € L, ap. € L+ (Lt predstavlja ortogonalni komplement potprostora
L). Tada vrijedi:

(i) Potporna hiperravnina H, g je netrivijalna ako i@ samo ako je ar, # 0,
tj. ako a ¢ L*.

(i1) Ako je H, g netrivijalna potporna hiperravnina, onda je H, sNRellntS =
0 i zato je yo € RelBdS. Osim toga

dim(H, g N affS) = dimS — 1.

Dokaz. Vidi [1, str. 49, Propozicija 3.25.].
|

Propozicija 12. Zatvoren i konveksan skup K & R™ ima netrivijalnu pot-
pornu hiperravninu u svakoj tocki svoje relativne granice. Pri tome, ako je
dimK = n, pod relativnom granicom RelBAK podrazumjevamo pravu granicu

BdK.
Dokaz. Vidi [1, str. 51, Propozicija 3.26.].



3 Separacija konveksnih skupova

U ovom poglavlju poblize ¢emo se upoznati sa pojmom separacije konveksnih
skupova. Teoremi o separaciji konveksnih skupova imaju znacajnu ulogu u
konveksnoj analizi i optimizaciji.

Definicija 23. Neka su S, T C R" proizvoljni skupovi © H, 5 afina
hiperravnina. KaZemo da skup S leZi s jedne strane hiperravnine H, 5 ako
je SC Hi, ili S C Hy,.

Ako je S C H;/B\Hawg = IntH_ ; 5 HIB\H%B = IntH:;”6 kazemo da
skup S strogo lezi s jedne strane hiperravnine H, g.

Kazemo da hiperravnina H, separira ili slabo separira skupove S i T
ako oni leZe s razlicitih strana te hiperravnine. Za tu separaciju kaZemo da

je prava ili netrivijalna ako S UT nije sadrzano u H, 5.

Hiperravnina H,z strogo separira skupove S 1T ako oni strogo leze s
razlicitih strana te hiperravnine.

Hiperravnina H,p jako separira skupove S i T ako postoji € > 0 takav
da hiperravnine Hq,p_c @ Hy pye separiraju skupove S ¢ T

}Ia.Bl—e

Slika 3: Jaka separacija skupova S i T

Napomena 1. Bitno je uociti da vrijede sljedece implikacije:

jaka separacija = stroga separacija = prava separacija = slaba separacija

10



Slika 4: Stroga separacija skupova S i T

Ha,ﬂ

Slika 5: Slaba separacija skupova S 1T

Prethodna napomena nam govori da ako primjerice mozemo jako separi-
rati dva skupa mozemo ih i na pravi nacin separirati. Vazno je primjetiti da
obratni smjer ne vrijedi.

Primjedba 2. Navedeni tipovi separacije mogu se iskazati na sljedeci ekvi-
valentan nacin (vidi [1]):

e Slaba separacija: Postoji a € R™"\{0} takav da je

< inf(a, t).
S;EE(“’ s) < inf(a,t)

e Prava separacija: Postoji a € R"\{0} takav da je

<inf(a,t) & inf < t).
sslelg(a,s) < inf(a,?) inf(a, ) TQ?(“’ )

e Stroga separacija: Postoje a € R™"\{0} i 8 € R takvi da je

(a,s) < B<(a,t) za sve s€S i teT.

11



e Jaka separacija: Postoji a € R"\{0} takav da je

< inf(a,t).
sslelg(a, s) < inf(a,?)

Slika 6: Prava separacija skupova S'i T

U sljede¢em teoremu ¢emo vidjeti kako mozemo separirati konveksan skup
i tocku koja ne pripada tom skupu.

Teorem 13. Neka je K C R"™ neprazan konveksan skup, a x € R"\ K. Tada
vrijedi:
(i) Postoji hiperravnina koja na pravi nacin separira skup K i tocku x.

(ii) Ako je skup K zatvoren, onda se K i tocka x mogu jako separirati.

Dokaz. Dokaz tvrdnje (ii) direktno slijedi iz Leme 9, stoga preostaje
dokazati prvu tvrdnju.
Promotrimo slijede¢a dva sluc¢aja. Prvo ¢emo pretpostaviti da se  ne nalazi
u CIK, a zatim da se tamo nalazi.
Ako x ¢ CIK onda prema (ii) postoji hiperravnina koja jako separira C1K i
tocku z, a iz jake separacije (po Napomeni 1) slijedi prava separacija.

Ako je z € CIK, onda je 2 € RelBAK = CIK\RellntK, a po Propoziciji
12 to znac¢i da K ima netrivijalnu potpornu hiperravninu u z iz cega slijedi
prava separacija z i K.
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Sada ¢emo pomocu sljedec¢e leme vidjeti da se problem separacije dva skupa
moze svesti na problem separacije skupa i tocke. Lemu dokazujemo za jaku
separaciju, ali kao sto slijedi iz Napomene 1 ona ¢e vrijediti i za ostale tipove
separacija.

Lema 14. Neprazne skupove S i T iz R™ mozemo separirati [jako separirati]
onda i samo onda ako mozemo separirati [jako separirati] skupove {0} i S—T.

Dokaz. = Kako skupove S i T' mozemo jako separirati znamo da po
Primjedbi 2 postoji a € R"\{0} takav da vrijedi:

< inf(a,?).
S;EE(G’ s) < inf(a,?)
Takoder je
(a,s) <sup(a,s) & (a,t)> inf(a,t).
ses teT
Uzmimo sada x € S —T', odnosno z je oblika x = s—t, gdjesus € SiteT.
Po svojstvu skalarnog produkta i pretpostavci slijedi da je

(a,z) = (a,s —t) = (a,s) — (a,t) < ilelg(a, s) — 22%(&, t) <0,

Sto nam daje
(a,2) < 0= (a,0).

Sada kada znamo da prethodna nejednakost vrijedi za proizvoljan z iz S — T,

takoder vrijedi da je sup (a,x) <0, a to znaci (opet prema Primjedbi 2) da
zeS-T

skupove S — T i {0} mozemo jako separirati.

< Kako skupove S — T i {0} mozemo jako separirati, prema Primjedbi 2

postoji a € R"\{0} takav da vrijedi

sup (a,z) < 0.
zeS-T

Opet uzmimo x € S — T oblika x = s — t. Kako znamo da vrijedi

(a,z) = (a,s —t) < sup (a,z) < 0 tada zbog svojstva skalarnog produkta i
zeS-T
pretpostavke, za sve s € S it € T vrijedi

(a,s) — (a,t) < sup (a,z) <0,
zeS-T
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odakle slijedi (a,s) < (a,t). Kako to vrijedi za svaki s i ¢, mozemo uzeti

s takav da (a,s) bude najveé (sup(a,s)) i t takav da (a,t) bude najmanji
ses

inf (a,t)) st j

(%ST(Q’ )) Sto nam daje

< inf(a,t
Sslelg(a, s) ,}gT(a, )

a to znaci (opet prema Primjedbi 2) da se skupovi S'1 T mogu jako separirati.
|

Prethodna lema ¢e nam pomoéi u dokazivanju sljede¢a dva teorema o sepa-
raciji dva neprazna skupa.

Teorem 15 (Minkowski). Neka su Ky © Ky neprazni skupovi u R™ (ne nuzno
zatvoreni), takvi da je K1 N Ky = (. Tada K; i Ky mozZemo separirati.
Nadalje, ako su Ky 1 Ky zatvoreni skupouvi te ako je barem jedan od njih
omeden, onda ith moZemo jako separirati.

Dokaz. Prema Lemi 5 razlika konveksnih skupova je konveksan skup te
je stoga K7 — K, konveksan skup. Lako je provjeriti sljede¢u ekvivalenciju:

KlﬂK2:®<:>O§éK1—K2.

Sada, kada znamo da 0 ¢ K; — K, zbog Teorema 13 postoji hiperravnina
koja na pravi nacin separira skupove K; — Ky i {0}. Zbog Leme 14 onda
vrijedi i prava separacija skupova K i K. Sada ¢emo pokazati da postoji
i jaka separacija. Primijetimo da nam je dovoljno dokazati da je K; — K
zatvoren skup jer onda opet, koriste¢i Teorem 13 i Lemu 14, dolazimo do
navedene tvrdnje. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
K, zatvoren, a Ky zatvoren i omeden. Prema Korolaru 3 znamo da ako je
neki skup u R™ omeden i zatvoren onda je i kompaktan, a po Teoremu 1
neki je skup u metrickom prostoru zatvoren ako i samo ako sadrzi limese
svih svojih konvergentnih nizova. Stoga uzmimo konvergentan niz iz skupa
K, — K kao razliku nizova (a; — by), gdje je ap € K1, by € K5 i pokazimo
da njegov limes pripada skupu K; — K,. Kako je Ky kompaktan skup, zbog
definicije kompaktnosti skupa, niz (by) ima konvergentan podniz (by;) koji
konvergira prema nekoj tocki by € K,. Uzmimo sada podniz (a,x) kao zbroj
konvergentnih podnizova (ayur — byuk) 1 (bur). Kako znamo da je zbroj ko-
nvergentnih nizova opet konvergentan niz, slijedi da je (a,r) konvergentan
te zbog toga a,, — ag koji se nalazi u K; (zbog zatvorenosti skupa K7).
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Sada vidimo da a,, — by — ag — by € K7 — K5. Kako opcenito svaki pod-
niz konvergentnog niza konvergira prema istoj tocki kao i niz onda vrijedi i
ar — br — ag — by € K1 — K. Time smo pokazali da je K; — K5 zatvoren te
mozemo zavrsiti dokaz.

Konveksne skupove mozemo separirati ¢ak i ako nisu disjunktni, pod uvje-
tima koje nam daje sljedeéi teorem.

Teorem 16 (Prava separacija konveksnih skupova). Neka su K, K, C R"”
neprazni konveksni skupovi. Prava separacija skupova Ky i Ko postoji ako i

samo ako je
Rellnt K; N Rellnt Ky = 0.

Dokaz. Neka je RellntK; N RellntK, = (. Kako su K; i K, konvek-
sni, prema Korolaru 6 slijedi da su skupovi RellntK; i RellntKy takoder
konveksni. Oznac¢imo s L := Rellnt K; — Rellnt K. Tada (zbog ekvivalencije
navedene u dokazu prethodnog teorema) 0 ¢ L, a prema Lemi 5 L je konvek-
san skup te po Teoremu 13 postoji prava separacija skupa L i tocke 0. Zbog
Leme 14 sada slijedi prava separacija skupova RellntK; i Rellnt K5 sto znaci
da postoji hiperravnina H, s takva da vrijedi:

Rellnt K7 C Ha_ﬂ,

Rellnt K, C HI/B,

Rellnt K| U Rellnt Ky SZ Hyp:
Sada se primjenom Korolara 7 lako pokaze da vrijedi:
K, CH_

a,B

Ky € Hy,

K UK, ¢ Hyp.

Promotrimo obrat, odnosno neka sada hiperravnina H, s separira skupove
K, i K5 na pravi nacin. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
je K1 C Ha_ﬁ, a Ky C H;fﬁ. Pokazimo sada da je Rellnt K7 N Rellnt Ky = ().
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji neki yg € Rellnt K7 NRellnt K. Kako
je Yo € Rellnt Ky N Rellnt Ky, yy se posebno nalazi i u RellntK;, a kako je
RellntKy © H, 5 yo se nalazi i u H, ;. Uz isto razmatranje, promatrajuci

Rellnt K5 dolazimo do zakljucka da se yy nalazi i u H;ﬁ. Kako se yq nalazi
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u presjeku ta dva poluprostora odredenih hiperravninom H, s, yo se nalazi
upravo na toj hiperravnini pa je stoga H, s potporna hiperravnina (u tocki
yo) skupova K; i Ks. Hiperravnina H, g na pravi nacin separira skupove K
i Ky te stoga barem jedan od njih nije cijeli sadrzan u H, 3. Mozemo zato
pretpostaviti da K nije sadrzan u H, 3 (analogno se pokazuje i za K;). Tada
je H, g netrivijalna potporna hiperravnina na skup K, u tocki y, i zbog toga
je yo € RelBdKs = C1K,\Rellnt Ky (po Propoziciji 10), sto je u kontradikeiji
s nasom pretpostavkom.

3.1 Farkaseva lema i linearno programiranje

Zamislimo da imamo postrojenje u nekoj tvornici koje se bavi proizvodnjom
odredenih proizvoda. Postrojenje je u mogucénosti proizvesti

1,2, ..., nrazlicitih proizvoda. Ti proizvodi su proizvedeni od odredenih ma-
terijala koje ¢emo, radi jednostavnosti, oznaciti s 1,2,...,m. Odluke koje
utjecu na proizvodnju u vodenju ovog postrojenja su komplicirane i mjenjaju
se ovisno o potrebama trzista. No da bismo opisali poprilicno stvaran opti-
mizacijski problem uzeti ¢éemo u obzir odredeni slucaj na trzistu. U ovom
slucaju postrojenje ima, za svaki materijal ¢ = 1,2, ..., m, poznatu koli¢inu
b; na raspolaganju. Nadalje, poznata nam je trzisna vrijednost svakog mate-
rijala. Oznac¢imo vrijednost i-tog materijala s p;.

Dodatno, neka je svaki proizvod proizveden od poznate koli¢ine razli¢itog
materijala. Znaci, za proizvodnju jedne jedinice proizvoda j potrebna nam
je poznata koli¢ina, a;; jedinica, materijala ¢. Takoder, konacan proizvod j
moze se prodati za prevladavajucu cijenu na trzistu od o; kuna po jedinici.
Postrojenje je relativno malo na trzistu i zbog toga ¢emo u obzir uzeti vrlo
bitne pretpostavke:

(i) postrojenje ne moze utjecati na prevladavajuéu cijenu materijala
(ii) postrojenje ne moze utjecati na prevladavajuéu cijenu proizvoda.

Prvi problem koji ¢emo promatrati je problem koji zahvaéa voditelja pro-
izvodnje. Radi se o tome kako iskoristiti materijale na raspolaganju. Pret-
postavimo da voditelj odluci proizvesti x; jedinica j-tog proizvoda, j =
1,2,...,n. Prihod od proizvodnje jednog j-tog proizvoda je o;, ali tu su
takoder materijali koje trebamo uzeti u obzir. Cijena proizvodnje jedne je-
dinice j-tog proizvoda je Y ", pia;j. Zbog toga, neto prihod od proizvodnje
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jednog proizvoda je razlika izmedu prihoda i cijene proizvodnje. Oznacimo
neto prihod s

m
Cj =05 — E Pilij, j:1,2,...,n
=l

Sada je neto prihod koji odgovara proizvodnji x; jedinica j-tog proizvoda
jednostavno cjz;, a ukupan prihod je

n

¥ . (1)

J=1

Cilj projektanta proizvodnje je maksimizirati tu koli¢inu, no postoje ogranicenja
na produkcijskom nivou koje mora dodijeliti. Prvo, svaka produkcija koli¢ine
x; mora biti nenegativna te stoga stavimo

z; =0, j=1,2,...,m (2)

Nadalje, ne moze se proizvesti vise proizvoda nego sto ima materijala. Kolicina
1-tog materijala koji se potrosi pri proizvodnji je dana s Z?Zl a;;T; te zbog
toga mora postovati sljedece ogranicenje

Zaijxj sz, z':1,2,...,m. (3)

j=1

Da sumiramo, posao voditelja proizvodnje je odrediti vrijednosti proizvodnje
xj, 7 = 1,2,...,n tako da maksimizira (1) postujuéi ogranicenja (2) i (3).
Ovaj optimizacijski problem je primjer problema linearnog programiranja
koji se ¢esto naziva problem alokacije resursa, a moze se pronadi u [5]. U
drugom uredu produkcijskog postrojenja se nalazi kontroler koji ima problem
dodavanja vrijednosti materijala na raspolaganju. Te vrijednosti su potrebne
za racunovodstvene i planske svrhe da bi se odredio trosak zaliha. Postoje
pravila kako postaviti te vrijednosti. Najvaznije pravilo je sljedece:

Firma mora biti voljna prodati materijale javi li se vanjska firma koja ih
ponudi otkupiti po cijeni koja odgovara sljede¢im vrijednostima:

Neka w; oznacava jedini¢nu vrijednost i-tog materijala, + = 1,2,...,m, od-
nosno ovo su brojevi koje kontrolor mora odrediti. Izgubljeni oportunitetni
trosak posjedovajuéi b; jedinica ¢-tog materijala na raspolaganju je bjw; i
stoga je totalni izgubljeni oportunitetni trosak dan s:
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Kontrolorov cilj je minimizirati izgubljeni oportunitetni trosak, ali naravno
postoje ogranic¢enja. Prvo, svaka dodjeljena jedini¢na vrijednost w; ne smije
biti manja od trzisne jedini¢ne vrijednosti p; jer kada bi bila manja tada
bi vanjska firma mogla otkupiti materijal po cijeni manjoj od p;, Sto je u
kontradikciji s ¢injenicom da je p; prevladavajuca trzisna cijena. Dakle:

wlZpZ, z:1,2,,m (5)
Sli¢no,

m

Y wia; =05, j=1,2,...,n. (6)

i=1
Da bismo vidjeli zasto, pretpostavimo da vrijedi suprotno za neki odredeni
proizvod j. Tada bi netko izvana mogao kupiti materijale od firme, pro-
izvesti proizvod j i prodati ga po cijeni manjoj od prevladavajuce trzisne
cijene. To je kontradiktorno Cinjenici da je o; prevladavajuca trzisna ci-
jena na koju firma koju promatramo ne moze utjecati. Minimiziranje (4)
postivajudi ogranic¢enja (5) i (6) je takoder problem linearnog programiranja.

U matematickom programiranju takoder se susre¢emo s problemom linear-
nog programiranja (skra¢eno LP) u kojem se maksimizira linearna funkcija
na skupu zadanom pomocu linearnih jednadzbi i/ili nejednadzbi. Kod stan-
dardnog oblika svako moguce rjesenje je nenegativno rjeSenje x > 0 line-
arnog sustava nejednadzbi Az < b, a u kanonskom obliku (koji se dobije
kao poopéenje standardnog oblika) je rjesenje svako nenegativno x > 0 sus-
tava linearnih jednadzbi Az = b. Sljedeéi teorem, tzv. Farkaseva lema daje
nam nuzne i dovoljne uvjete za egzistenciju nenegativnog rjesenja linearnog
sustava jednadzbi tj. nejednadzbi.

Teorem 17. Neka je A € R™ ™ matrica i b € R" vektor. Tada samo jedan
od sljedec¢a dva sustava ima rjesenje (za ovu formulaciju teorema pogledati

[6, str. 69, Teorem 3.8.1.a.]):

Az <0, b'z>0, zcR" (7)
ATy=b, y>0, yeR™ (8)

Dokaz. Prvo pokazimo da ako (8) ima rjesenje (7) nema. Ako (8) ima
rjeSenje y > 0 takvo da vrijedi b = ATy tada za svaki = takav da je Az <0
slijedi da je bTz = yT Ax < 0 $to je u kontradikciji sa (7).

Pretpostavimo sada da (8) nema rjesenje. Neka je p = {u € R" : u =
ATy y > 0}. Ocito je p konveksan i zatvoren. Buduéi da (8) nema rjesenje
b ¢ p. Po Teoremu 13 skup p i tocku b mozemo jako separirati, tj. postoji
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C(# 0) € R" i skalar a € R takvi da vrijedi CTu < a < CTb, za svaki
u € p. Bududi da je 0 = AT0 slijedi da je o > 0 kada je CTb > 0. Dodatno,
CTu = CTATy = yTAC < a za svaki y > 0. Bududéi da je a > 0 i svaku
komponentu od y (> 0) moZzemo uzeti proizvoljno veliku, y7 AC < a ako je
AC < 0. Uzimajuéi to u obzir vidimo da postoji C(# 0) takav da bTC > 0 i
AC < 0. Zbog toga (7) ima rjeSenje.

Farkasevu lemu mozemo i geometrijski zapisati na sljede¢i nacin:
Neka je C'(aq,...,a,) C R™ konus generiran stupcima matrice A, a b € R”
vektor. Tada je ili

(a) be C(ay,...,an), tj. vektor b se moze prikazati kao linearna kombina-
cija stupaca matrice A s nenegativnim koeficijentima

ili

(b) b ¢ C(ay,...,a,), tj. postoji hiperravnina H s vektorom normale y
koja razdvaja konus C(ay, ..., a,) i tocku b.

Jos ¢emo navesti dvije ekvivalentne formulacije Farkaseve leme koje ne¢emo
dokazivati (jer se dokazi provode na vrlo slican nacin).

Korolar 18. Neka je A € R™*™ ¢ b € R™ wvektor. Sljedece turdnje su ekuvi-
valentne:

(a) Sustav Az = b ima nenegativno rjesenje x > 0,
(b) yTA>0=yTb>0.
Dokaz. Vidi [1, str. 58, Korolar 3.35.].

Korolar 19. Neka je A € R™" ¢ b € R™ wvektor. Sustav linearnih nejed-
nadzbi Az < b ima rjesenje onda i samo onda ako je yT'b > 0 za svaki vektor
y >0 za koji je yT A = 0.

Dokaz. Vidi [1, str. 58, Korolar 3.36.].
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4 Reprezentacija konveksnih skupova

U ovom poglavlju ¢emo se baviti reprezentacijom konveksnih skupova gdje
¢e nam od velike vaznosti biti pojmovi ekstremalnih tocaka i stranica ko-
nveksnog skupa te ¢emo ih stoga u nastavku definirati (za vise detalja vidi

[7])-

Definicija 24. Ekstremalna tocka konveksnog skupa K, . € K, je tocka
koja pripada zatvaracu skupa K, tj. skupu CIK 1 ne moZe se izraziti kao
konveksna kombinacija pomocu tocaka 1z C1K razlicitim od z., tj.

pxy + (1 — p)xg # xe,p € [0,1], Vi, z9 € CIK \z..
Definicija 25.

e Stranica F konveksnog skupa K je konveksni podskup, F C CIK takav
da svaki segment [z, xo] u skupu C1K koji ima toc¢ku u relativnom inte-
rioru (x € Rellnt[z1, x2]) ima oba kraja u F. 0-dimenzionalne stranice

skupa K su njegove ekstremalne tocke. Po dogovoru su () i C1K stranice
od K.

o Svaka stranica F konveksnog skupa je ekstremalni skup (skup koji sadrzi
ekstremalne tocke) po definiciji.

e l-dimenzionalna stranica konveksnog skupa naziva se brid.
Pogledajmo sada presjek hiperravnine i ekstremalne stranice.
Definicija 26.

o F je wzloZena stranica n-dimenzionalnog konveksnog skupa K ako 1@
samo ako postoji potporna hiperravnina H takva da vrijeds

F=CIKNH.

o [zlozena tocka (vrh) konveksnog skupa K je 0-dimenzionalna izloZena
stranica.

Napomena 2. Svaka izloZena tocka u konveksnom skupu je ujedno i ek-
stremalna tocka. Svaka izloZena stranica u konveksnom skupu je ujedno 1
ekstremalna stranica. Obrat ne mora vrijediti.

Sljedeca propozicija nam govori o vezi izmedu ekstremalne stranice nekog
skupa koji je podskup konveksnog skupa.
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Slika 7: Konveksan skup E u R? na kojem su s F}, F, oznacene ekstremalne
stranice, a vrhovis M, J, K'i L

Propozicija 20. Neka je K C R" neprazan konveksan skup 1 F; C K
ekstremalna stranica od K te Fy C F| ekstremalna stranica od Fy. Tada je
F5 ekstremalna stranica od K.

Dokaz. Neka je F; C K ekstremalna stranica od K, tj. za svaki x1, 29 €
K:
[y, ] € £

te [y C F) ekstremalna stranica od F1, tj. za svaki /), x}, € Fy:
[x/b 'TIQ] - FQ'

Kako je F, C Fy i F; C K slijedi da je [z],2)] C K tj. F» je ekstremalna
stranica od K.

U sljedeéem teoremu ¢emo vidjeti i drugi nacin prikaza ekstremalne stranice
nekog konveksnog skupa.

Teorem 21. Ako je F' ekstremalna stranica konveksnog skupa K C R", onda

je
F=KnaftF.
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Dokaz. Kako je FF C K i F' C aff F lako vidimo da je F' C K N affF
te pretpostavimo da je x € K Naff F' i pokazimo da se on nalazi u F. Zbog
x € aff F vrijedi da je

x:i/\m, Em:)\lzl,leF
i=1 =1

Kako su koeficijenti \; € R zna¢i da mogu biti i negativni i pozitivni. Uz-
mimo da su svi koeficijenti A; > 0, za svakii = 1,...,m. Tada je x € convF,
a kako je F' konveksan z se nalazi i u F' te je dokaz gotov. Pretpostavimo
sada da medu koeficijentima \; ima negativnih. Onda mozemo pisati

T+ ays
1+«

Y1 = € (z,12)

gdje je

Vidimo da su y1,y2 € convF = F C K. Kakosuz,y, € Kiy, € (xz,y2) N F,
a I je ekstremalna stranica slijedi da je [z,ys] C F, a to znac¢i da je x iu F.
Time zavrsavamo dokaz.

Propozicija 22. Neka je K konveksan skup, F' ekstremalna stranica od K i
S bilo koji konveksan podskup od K. Ako je FNRellntS # 0, onda je S C F,
tj. formalno za svaki S C K wrijedi sljedece:

FNRellntS #0 = S C F.

Dokaz. Uzmimo zy € F' N RellntS. Sada odaberimo bilo koju tocku = €

Trebamo pokazati da je x € F, stoga kroz tocke zy i x povucimo pravac p.
Kako su zg, z € S jasno se vidi da je p C aff'S. Pogledajmo sada tocku 2z —xq
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koja lezi na pravcu p (tocka g je izmedu 2z — xy 1 x). Zbog konveksnosti
skupa S'i jer je zg € RellntS po Propoziciji 8 postoji tocka y € (22 — zg, x¢)
takva da je [y, zo] € S. Vidimo da je i zy € (y,x). Kako je F' ekstremalna
stranica od K slijedi da je [y,z] C F, a to znac¢i da jeix € F.

[ |
Zbog prethodne propozicije definiciju ekstremalne stranice mozemo zapisati
na sljedeci nacin:

Definicija 27. Neka je K C R" konveksan skup. Konveksan podskup F
od K je ekstremalna stranica od K ako za svaki konveksan podskup S od K
vrijeds

FNRellntS #0 = S C F.
Sada spomenimo jos jedan korolar koji je rezultat prethodne definicije.
Korolar 23. Neka je K konveksan skup. Vrijedi:

a) Ako ekstremalna stranica F' od K sijece Rellnt K, onda se ona podudara
s K. Dakle,
FNRellntK #0) = F = K.

b) Svaka prava ekstremalna stranica F' od K lezi na njegovoj relativnoj
granici RelBdK, tj. F C RelBAK = CIK\RellntK.

¢) Svaka prava ekstremalna stranica F od K sadrzana je u nekoj pravoj
1zloZenoj stranici E od K.

d) Relativna granica zatvorenog konveksnog skupa K sastoji se od pravih
1zlozenih stranica.

Dokaz.
a) Slijedi direktno iz prethodne definicije.

b) Pokazimo da je F NRellntK = ). Kada bi bilo F' N RellntK # ()
prema tvrdnji a) bi imali K = F §to je u kontradikciji s pretpos-
tavkom da je F' prava ekstremalna stranica.

c¢) Lako se provjeri da vrijede sljedece tvrdnje:
(i) FNRellntK = (),
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(i) F = K NaftF.
Naime, F' je prava ekstremalna stranica pa zbog tvrdnje a)
mora vrijediti (i), a (ii) dobivamo primjenom Teorema 21. Iz
(i) i (ii) sada imamo:

) = FNRellntK = (K Naff ') N Rellnt K = aff F N Rellnt K.

Tada po Teoremu 16 postoji hiperravnina H koja na pravi
nacin separira skupove Rellnt K i aff ' pa vrijedi sljedece:

(iii)) K C H™

(iv) af FC Ht i

(v) barem jedan od skupova RellntK i aff F' nije cijeli sadrzan u
&,

Kako je F' C K i vrijedi (iii) dobivamo da je FF C H~, a iz
F C aff FF i (iv) dobivamo da je FF C HT. Sada vidimo da je
F C H te kako vrijedi (v) tada je H N K prava izloZena stranica
koja sadrzi F'.

d) Kako je K zatvoren i konveksan po Propoziciji 12 kroz svaku to¢ku
relativne granice mozemo postaviti netrivijalnu potpornu hiper-
ravninu H, a zbog tvrdnje a) H N K je prava izlozena stranica, tj.
HNK £ K.

4.1 Teorem Minkowskog

U ovom poglavlju ¢emo se baviti teoremom poznatim kao Teorem Minkow-
skog koji nam govori kako mozemo prikazati kompaktan konveksan skup
pomocu ekstremalnih tocaka i uz koje uvjete. Prije samog teorema spo-
menuti ¢emo korolar koji je rezultat prethodnih razmatranja. No najprije
uvedimo oznaku ext K kojom ¢emo oznacavati skup svih ekstremalnih tocaka
skupa K.

Korolar 24. Neka je H potporna hiperravnina konveksnog skupa K C R™.
Svaka ekstremalna tocka skupa K N H je takoder ekstremalna tocka od K.

Dokaz. Slijedi direktno iz prethodnog korolara.
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Sljedec¢i teorem je poznat u literaturi kao Minkowski ili Krein-Millmanov
teorem (vidi [1, str. 68]).

Teorem 25. Svaki neprazan i kompaktan konveksan skup K C R" je ko-
nveksna ljuska svojih ekstremalnih tocaka.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po dimenziji m od K. Ako je
m = 01ili m = 1 tj. kada je K samo jedna tocka ili zatvoreni interval tvrdnja
je ocita. Zato pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za konveksne skupove koji su
kompaktni dimnezije m < n — 1. Uzmimo sada kompaktan konveksan skup
K dimenzije m+ 1 i postavimo ga u vektorski potprostor E dimenzije m+ 1.
Ako je z € RelBdK postoji hiperravnina H C F za K koja prolazi tockom z
(po Korolaru 23). Skup K N H je konveksan i kompaktan i njegova dimenzija
je manja ili jednaka m. Po pretpostavci indukcije z je konveksna kombinacija
ekstremalnih tocaka skupa K N H, a po prethodnom korolaru svaka ekstre-
malna tocka od K N H je takoder ekstremalna tocka od K Sto znaci da se z
moze prikazati kao konveksna kombinacija ekstremalnih tocaka skupa K.
Promotrimo slucaj kada je z € Rellnt K. Tada svaka zraka kroz z sijece K u
najvise dvije tocke z i y koje pripadaju RelBdK. Pri tome z mozemo zapi-
sati kao konveksnu kombinacijua tocaka z iy, a i y (po prethodnom djelu
dokaza) kao konveksnu kombinaciju ekstremalnih toc¢aka skupa K. Time
zavrsavamo dokaz.
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