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Sazetak

Tema ovog rada je faktorizacija polinoma u Z[z]. Polinomi su matematicki izrazi koji
sadrze varijable i konstante povezane racunskim operacijama zbrajanja, oduzimanja
i mnozenja, te nenegativnih cijelobrojnih potencija. Pokazat ¢emo da postupak fak-
torizacije u Q[z] polinoma iz Z[z| zavrsava u konaéno mnogo koraka, kao i dokaz da
je polinom ireducibilan u Q[z]. Iznijet ¢emo dvije ideje koje ¢e nam pomoéi uciniti
postupak faktorizacije polinoma izvedivijim. Najprije ¢emo uvesti pojam granicne vri-
jednosti za koeficijente koji su djelitelji danog polinoma kojeg zelimo faktorizirati. U
postupcima trazenja grani¢nih vrijednosti za korijene i koeficijente koristit ¢emo me-
todu bisekcije i Newtonovu metodu. Potom éemo naéi ucinkoviti nacin faktorizacije
polinoma modulo M, gdje je M dovoljno velik modul. Pri tom ¢emo koristiti Berle-

kampov algoritam faktorizacije i Henselovu metodu faktorizacije.

Kljuéne rijeci: polinom, faktorizacija polinoma, grani¢na vrijednost, ireducibilan

polinom, stupanj polinoma

Abstract

The theme of this paper is the factorization of polynomials in Z[z]. In mathematics,
a polynomial is an expression consisting of variables and coefficients, that involves
only the operations of addition, subtraction, multiplication, and non-negative integer
exponents of variables. We will show that finding a factorization in Q[z] of a monic
polynomial of degree n in Z[z|, or showing that polynomial is irreducible in Q[z], ta-
kes finitely many steps. We will present two ideas that will make factoring process
more feasible. Foremost, we will introduce the concept of bound for the coefficients of
polynomials of a given polynomial. Thereat we will use the method of bisection and
Newton’s method. Thus, we will find an efficient way to factor a polynomial modulo
M for M a suitably large modulus. For that process we will use Berlekamp’s Factoring
Algorithm and the Hensel Factorization Method.

Key words: polynomial, factorization of polynomial, bound on the coefficients,
irreducible polynomial, degree of a polynomial
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1. Faktorizacija polinoma u Z[z]

Za dani polinom f(z) u C[z] postoji realan broj B > 0 takav da za svaki kompleksni
broj z za koji vrijedi |z| > B slijedi i |f(2)| > 0. Iz toga zakljucujemo da ukoliko je
r korijen od f(z), tada je |r| < B, odnosno da postoji grani¢na vrijednost za korijene
polinoma f(z). Iz grani¢ne vrijednosti korijena f(z) postavljamo grani¢nu vrijednost

za koeficijente bilo kojeg polinoma iz Clz| koji dijeli polinom f(z).

Propozicija 1.1 Neka je f(z) u Clx] normirani polinom stupnja n i neka je B > 0
realan broj takav da za svaki r iz C koji je korijen od f(x) wvrijedi |r| < B. Nadalje,

neka je

glz) =a2* L bw® 1 4 ... L by x4 by
faktor stupnja d od f(x). Tada za svaki k, 1 < k < d, vrijedi

d
|br| < (k;) B*

Teorem 1.1 Ako je f(x) polinom s koeficijentima iz polja Clz] i a element polja Clx],
onda je f(a) =0 ako i samo ako x — a dijeli f(x).

Dokaz Propozicije 1.1. Ako su ry, ..., s kompleksni korijeni od g(x), tada

g9(x) = (& —r)(x —79) -+ (T —74n).

Kada raspisemo desni dio prethodne jednadzbe i promotrimo koeficijente uz poten-
cije od x vidimo da je, do na predznak, koeficijent b, suma produkata k korijena od
ri,...,7q. Na primjer,

_bl :T1+T2+...+Td,

by =riry + 13+ rors + 114 + - + 4174,

(‘Udbd =Trer3 - -Tq.

Opcenito, za svaki k, 1 < k < d vrijedi

(—1)kbk = Z TiTig » v Ty,

1<y <ip <+ <1 <d

Uzimajuéi apsolutne vrijednosti obje strane jednakosti i primjenom nejednakosti

trokuta dobivamo:

|bx| < > |PiaTig + - T |- (1.1)

1<i) <ig<-<ip<d



Svaki korijen ima apsolutnu vrijednost manju ili jednaku B, pa posljedi¢no za svaki
produkt iz prethodne nejednakosti vrijedi da je manji ili jednak B*. Kako postoji (i)
nacina na koji mozemo odabrati k rjesenja medu svim rjesenjima 7,7, ..., 74, suma

iz nejednadzbe (1.1) sadrzi (f) faktora. Sada ocito slijedi
d
x| < (k:) B

Teorem 1.2 Postupak faktorizacije u Q[z] normiranog polinoma f(x) stupnja n iz Z[z],

za svaki k.

kao i dokaz da je f(x) ireducibilan u Q|x], zavriava u konacno mnogo koraka.

Dokaz. Neka je f(z) normirani polinom stupnja n u Z[z| i neka je B granicna
vrijednost za korijene polinoma f(z). Ako f(x) ima faktorizaciju u Q[z], tada je
jedan od faktora od f(x) normirani ireducibilni polinom g(z) € Z[z] stupnja d, gdje je
d<n/2iz Zlx]|. Zasvakid, 1 <d <n/2 isvaki k, 1 <k < d, postoji konacno mnogo
cijelih brojeva by, za koje vrijedi

d\ Lk
|br| < (k)B ;

Odnosno, za svaki d postoji konaéno mnogo normiranih polinoma
gz = o+ by by + by

u Z[z] takvih da za svaki k, 1 < k < d — 1 vrijedi

d
|bk| < (k)Bk

Prema tome, za svaki d, 1 < d < n/2, samo kona¢no mnogo normiranih polinoma
stupnja d mogu biti faktori polinoma f(z). Za bilo koji takav g(x) koji dijeli f(x)
mozemo pisati f(x) = g(x)h(z) i time smo faktorizirali polinom f(z). Ukoliko niti
jedan od kandidata za faktore polinoma ne dijeli f(x) niti za jedan d < n/2, tada
kazemo da je polinom f(x) ireducibilan. Kako je svaki od brojeva d i n prirodan, ovaj

postupak zavrsava u kona¢no mnogo koraka.

Primijetimo da smo u prethodnom dokazu pretpostavili da je nas polinom normiran
polinom s koeficijentima iz skupa cijelih brojeva. Od ranije znamo da za bilo koji
dani polinom iz Q[z] mnozenjem polinoma nekim racionalnim brojem mozemo dobiti
polinom u Z[z] koji je prost, odnosno polinom ¢iji je najvedi zajednicki djelitelj svih
koeficijenata jednak 1. Iz toga ne slijedi nuzno da je novi dobiveni polinom normiran,
no ako je

h(z) = agz™ + a1z™ 1 + ... + ap_17 + an



polinom s cjelobrojnim koeficijentima, tada je

Y

- =y" + aly"_l + agaoyn_2 B et ag_Qan_ly + ag_lan
0

g(y) = ag~"'h

normirani polinom s cjelobrojnim koeficijentima i h(x) faktorizira nas polinom na isti
nacin kao i g(y). Dakle, ako mozemo faktorizirati svaki normirani polinom iz Z[z] u
kona¢no mnogo koraka, isto slijedi i za svaki polinom iz Q[z].

Prethodni teorem pokazuje da je faktorizacija u Z[z| postupak koji zavrsava u
kona¢no mnogo koraka. Iz toga ne slijedi da je uvijek moguce provesti postupak fak-
torizacije. U teoriji, postupak faktorizacije je gotovo nemoguée dugacak postupak s
obzirom na to da postoji vrlo mnogo polinoma koji su moguéi faktori. Pokusat ¢emo
taj postupak uciniti nesto izvedivijim koristeé¢i dvije ideje. Prva je da pokusamo naci
bolju grani¢nu vrijednost za koeficijente polinoma koji su djelitelji danog polinoma.
Druga je naéi ucinkovit nacin faktorizacije polinoma modulo M, gdje je M dovoljno
velik modul. Kako bismo stekli dojam sto ove ideje predstavljaju, pogledajmo sljedeéi

primjer.
Primjer 1.1 Pretpostavimo da je
f(z) = 2% — 72° + 162* + 14323 — 93922 + 7861 — 144.

Mozemo vidjett da je B = 339 granicna vrijednost za koeficijente svakog polinoma
treceg stupnja koji je faktor polinoma f(x). Dodatno, mozemo zakljuciti da je f(x)

produkt dva polinoma koji su oba ireducibilna modulo 5, odnosno
flx)=(=*+22+1)(z® + 32> + 4z +1) (mod 5).

Vidimo da ukoliko f(x) ima faktorizaciju u Z|x|, njegovi faktori moraju biti ireducibilni
polinomi treéeg stupnja. Ako je g(x) = x° + ax® + bx + ¢ faktor polinoma f(x) u Z[z] i
g(z) =23+ 22 +1 (mod 5), onda znamo da su apsolutne vrijednosti svih koeficijenata
a, b i ¢ manje od 339, odnosno |a| < 339, |b] < 339 i |¢| < 339. Kako 335/5 = 67,
zakljucujemo da postoji 135 razlicitih brojeva a takvih da je a =0 (mod 5) i |a| < 339.
Analogno dobivamo i za koeficijente b i ¢ pa vidimo da postoji priblizno 1353 = 2460375
moguénosti za faktore polinoma f(x) w Zlx]. Ocito bi postupak faktorizacije bio dug
1 kompliciran proces, pa nas zanima postoji li drugi nacin koji bi nas lakse doveo do
rjesenja.

Pretpostavimo da je
f(z) = (2 + 660z + 6)(z® + 6762 + 399z + 659) (mod 683)

produkt ireducibilnih polinoma modulo 683, prvog prostog broja veéeg od 2 - 339. Ako
f(x) ima faktorizaciju u Z|x], onda znamo da f(x) mora biti produkt dva ireducibilna

polinoma stupnja 3 pri cemu za jedan od njih mora vrijediti

g(z) = 23 + 6602 +6 (mod 683).



No, ukoliko je g(x) = 23 + ax? + bz + ¢, tada znamo da je i apsolutna vrijednost svih
koeficijenata a, b i ¢ manja ili jednaka 339. Jedini polinom g(x) u Z[z] koji zadovoljava

oba prethodna uvjeta je polinom
g(x) = 2% + (660 — 683)x + 6 = 2* — 232 + 6.

Sada dijeljenjem polinoma f(x) polinomom g(x) dobivamo i drugi faktor potreban za
faktorizaciju:
f(z) = (&® — 23z + 6)(2® — 72? + 39z — 24).

Primjer 1.2 Promotrimo polinom
f(z) = 2% — 312° — 105z* + 75723 + 790z> — 176x + 97.

Taj polinom mozZemo zapisati kao umnozZak dva polinoma koja su ireducibilna modulo
2

fix)= (2 +z+D(z*+2+1) (mod 2).
Ukoliko f(x) ima faktorizaciju u Z[x], njegovi faktori moraju biti ireducibilni polinomsi
stupnja 2 i 4. Graniéna vrijednost za polinom drugog stupnja je B = 2236. Kao u
prethodnom primjeru, ponovno Zelimo faktorizirati f(x) modulo prvi prost broj veéi od
28:
f(z) = (z* + 3712° 4 559z + 706)(z* + 1608z + 1285) (mod 4513).

Ako je g(x) ireducibilan polinom drugog stupnja u Z[x] koji je faktor od f(x), onda
vrijeds

g(z) = 2* + 1608z + 1285 (mod 4513).
Kako su koeficijenti polinoma g(x) manji od 2236, jedina moguénost za g(x) u Z[x] je
g(z) = 224+16082+1285. No, polinom f(z) nije djeljiv polinomom g(x) pa zakljuéujemo

da polinom f(x) nema ireducibilan faktor drugog stupnja te je i sam ireducibilan u Z[x].



2. Postavljanje grani¢cnih vrijednosti za korijene i
koeficijente faktora

Neka je
flx) =a"+a1x" + ...+ an_12 + ag

normirani polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Zanima nas kako dobiti grani¢nu
vrijednost za koeficijente bilo kojeg normiranog faktora g(x) polinoma f(z) u Z[z].
Jedan od nacina trazenja gornje granicne vrijednosti je najprije pronaéi gornju medu za
norme kompleksnih korijena polinoma f(z), $to smo spomenuli veé¢ u prvom poglavlju

u Propoziciji 1.1. Znamo da je
By =1+ |a1| + ...+ |an]

gornja meda za korijene polinoma f(z). Ipak, pokusat ¢emo naéi precizniju ocjenu
gornje mede te naci granicnu vrijednost za koeficijente koriste¢i Mignotteovu teoriju
iz 1974. godine te usporediti njegovu medu s medom dobivene iz granicne vrijednosti

korijena.
Propozicija 2.1 Neka je

p(z) =2" — (0" ' + ... + P + pn)

polinom iz Rlx] pri cemu su svipy,ps,...,pn > 0 te barem jedan p; >0 za 1 < j < n.
Tada za p(x) postoji jedinstveni pozitivni realni korijen r.
Dodatno, p(x) <0 za0 <z <7 ip(x)>0zax>r.

Dokaz. Uzmimo da je

) =22 =1~ g(a)

gdje je q(x) =2 4+ B 4+ 4 Bt 4 B2 Kako su svi py, ..., P, Denegativni i g(x) # 0,
ocito je da za dovoljno mali nenegativni z, ¢(x) tezi u +00, dok za dovoljno veliki z,
q(z) tezi u 0. Dodatno, za x > 0 derivacija od ¢(z),

! - b1 P2
q(x)_—(;+2;+...+<n—1)

Pn—1 Pn
™ * gt >

je negativna suma ¢lanova vec¢ih ili jednakih 0 pa je ocito za svaki z > 0 uvijek nega-
tivna. Prema tome, ¢(z) monotono pada dok x raste na intervalu od 0 do +o00. Tada
je h(z) =1 — g(x) monotono rastuéi i negativan za svaki x blizu 0. Kada x pustimo u
beskonacnost, h(z) tezi prema 1. Dakle, h(x) ima jedinstveni pozitivni realni korijen
koji mozemo oznaciti s ¢. Tada je c i jedinstveni pozitivni realni korijen polinoma
p(z) = 2™h(x). Nadalje, h(x) je manji od 0 za svaki z za koji je 0 < z < r i vedi od 0
za svaki x > r. Zbog veze polinoma h(z) i p(x) isto vrijedi i za p(z).

Sada to mozemo prosiriti na cijeli Clz].



Propozicija 2.2 Neka je

f(l') — xn +a1xn—1

+ ... F 01T + Gp
polinom u Clz]. Nadalje, neka je p; = |ayl, ..., pn = |an| @ neka je

p(z) =2" — (plx"_l + ..+ Pa1T + pn).

Ako je ¢ jedinstveni pozitivni realni korijen od p(x), tada za svaki kompleksni korijen
a od f(x) vrijedi |a| < c.

Dokaz. Pretpostavimo da je f(«) = 0. Tada je
o = —(aa™ 4., + @10 +ay),

pa po nejednakosti trokuta slijedi

o = |o"| = a1 + ..+ an_10+
< Jallo™™ ...+ Janoalla] + lax]

=pila[" + .. 4 pa_ilal + pa

Uzmemo li |a| = r, dobivamo
< pr" T A Paoa? o Pa,

stoga je p(r) < 0 pa prema prethodnoj propoziciji dobivamo |a| =7 < c.

Iz prethodne dvije propozicije mozemo dobiti nekoliko granica za norme komplek-

snog korijena polinoma

flz)=2"+az" '+ ...+ a1z +ay:

2" —1 %
Bl = Imax (T|ak|) 5
(%)

1<k<n
2

).

Za Bi, Bs i Bs moze se pokazati da su granice tako da pokazemo da su vece od jedins-

ss
o

|

:

Y

—

[\
o

S
ol
g

Bl

eI

B; = 1@3§((nlak|)

tvenog pozitivnog korijena ¢ danog realnog polinoma p(z) iz prethodne propozicije.

Propozicija 2.3 Neka su dani f(z) i p(x) kao u Propoziciji 2.2 i By = maxlgkgn(2(|ak|)%).

Tada je By > ¢, pri cemu je ¢ jedinstveni pozitivni korijen polinoma p(z).



Dokaz. Uzmemo li By = b, imamo b > 2|ay|"/* za svaki k pa slijedi

bk

Iz tog dobivamo

p(b) = b" — (|ag|b" ! + |agb™ 2 + ... + |ak|b"_k + ...+ an|)

b bk b
> B _n—l _nk: _)
> b <2b o o

1 1 1
(1! 1Yo
2+22+ +2n >0

Dakle, By = b > ¢ po Propoziciji 2.1.

Za bilo koji dani polinom f(z) mozemo koristiti jedinstveni pozitivni korijen ¢
od p(z) kao graniénu vrijednost za norme korijena polinoma f(z). Da bismo nasli ¢

mozemo koristiti metodu bisekcije na p(z) ili Newtonovu metodu na funkciji h(z) =

p(x)/z".

Metoda bisekcije. Za metodu bisekcije potrebno je naci ag i by sa svojstvom da je
plag) < 01 p(by) > 0 te zatim promatrati p((ag + by)/2). Ukoliko je p((ag+bg)/2) > 0,
postavljamo a; = ag i by = (ag + by)/2 te ponavljamo postupak. U slucaju da je
p((ag +bo)/2) <0, ay = (ag + by)/2 1 by = by te ponovno ponavljamo postupak.

Newtonova metoda. Newtonovu metodu pocinjemo s zg, h(zg) = p(zo)/z§ < 0.
U sljede¢em koraku uzimamo x1 = xo — h(xzg)/h'(xo) 1 ponavljamo postupak. Moze se
pokazati da uzimajuéi bilo koji zy, 0 < ¢ < ¢, kao pocetni ulaz za Newtonovu metodu

dobivamo niz aproksimacija za (x,) koji konvergira prema c.
Primjer 2.1 Neka je
f(z) = 2% — 72° + 162" + 14323 — 9392% + 786z — 144.

Tada je
hz) =1 (7 . 16 L 143 L 939+ 786 144)
z)=1-(—-4+=+—F+—+—+—
s 22 22 it @5 8
i h(1) < 0. Nakon 14 iteracija Newtone metode pocevsi s xy = 1, dobivamo
c = 10.62080617.

Za usporedbu, koeficijenti od f(x) zadovoljavaju
|a:| =7,
la| /2 = [16]1/2 = 4
|ag|'/® = [143|'/3 = 5.22,
|ag|* = |939|/* = 5.54,
|as|*/® = |786]'/% = 3.79,
|ag|/ = |144|'/¢ = 2.29,



pa su By, By, By

2n — 1 %
B; = max (ka‘) ¥ =735,
2

B = max (2(|ax|)*) = 14,

1<k<n

B3 = max ((n|ag|)*) = 42.

1<k<n

==

Za By =1+ |ai|+ ...+ |a,| dobivamo By =1+ 7+ 16 + 143 + 939 + 786 + 144 = 2036

U prethodnom primjeru nam je najbolja grani¢na vrijednost od By, By, Bs, B3 bila
By = maxlgkgn(2(|ak])%). Iz iskustva mozemo zakljuciti da je By dobra meda za svaki

polinom.
Propozicija 2.4 Neka je

f(z) = 2™ + ay2™!

+ .o a1+ ap
polinom u Clz]. Neka je py = |a1|,p2 = |ag|,...,pn = |an| i neka je

p(z) =2" — (plx”_l + .+ Pa1T+ D).

Nadalje, neka je ¢ jedinstveni pozitivni realni korijen od p(x). Tada

Promatramo li primjer 2.1, imamo ¢ = 10.62080617 i By = 14 < 2c.

3 o 1/l _ 1/1 . o Bl2 .
Dokaz. Neka je By = 2|q|"/" = 2p;’". Tada je p; = 7. Sada imamo
O=ple)=c"—p1" L —poc™ 22— ... —p ™ — .. —pn
S M — plcn—l
— Cn—l(cl _pl)

!
= ! (cl — %)
ol

Dakle, 2'¢! — Bé > 0, odnosno By < 2c.

Ogranicavanje korijena. Grani¢na vrijednost Bs ili meda ¢ mogu nadopuniti
Decartesov teorem o racionalnim korijenima tako da ogranice broj moguénosti cjelo-

brojnih korijena normiranog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.
Primjer 2.2 Neka je

f(z) = 2% — T2® 4 162* + 1432® — 9392” + 786z — 144



polinom iz primjera 2.1. Decartesov teorem govori da bilo koji cjelobrojni korijen od
f(x) mora dijeliti 144, no istovremeno svaki korijen od f(x) mora imati normu manju
ili jednaku ¢ pri ¢emu je ¢ = 10.62080617. Sada su moguénosti za cjelobrojne korijene
od d(x) redom brojevi 1,2,3,4,6,8 i 9 te isti pomnozeni s —1. Time smo smanjili broj

mogucih korijena s 30 na 14.
Primjer 2.3 Uzmimo sada da je
f(z) = z'® + 520 4 2°3%5°,

Za granicnu vrijednost By dobivamo By = 2(2°3°57)Y/18 = 2/30 < 11. Sada nam
Decartesov teorem smanjuje broj mogucénosti za korijene polinoma f(x) s 2000 (broj
djelitelja od 2°3°59 ) na 18 cijelih brojeva ¢ija je apsolutna vrijednost manja od 11 (—1,
-2, -3, -4, -5, -6, -8, -9, —10, 1, 2, 3,4, 5, 6, 8, 9 ¢ 10).

Ogranicavanje koeficijenata. Iz granicne vrijednosti B za korijene polinoma
f(z) dobivamo graniénu vrijednost za koeficijente svakog polinoma koji dijeli f(z) u
Clz] iz Propozicije 1.1. Naime, ako je

gz = 2 L, Lh a1 by

normirani polinom stupnja d koji je faktor polinoma f(x), onda za svaki k, 1 < k < d,

d
|br| < (k)Bk

Mignotte je pokazao da se grani¢na vrijednost za koeficijente polinoma iz faktorizacije

slijedi

od f(x) moze dobiti i bez upotrebe grani¢ne vrijednosti za korijene kao u Propoziciji
1.1. Za polinom

f(z) =apz" + a1z 1+ ...+ ap_1z +a,
s cjelobrojnim koeficijentima definiramo normu ||f|| = (Jao|? + |a1|? + ... + |a.|?)"/?,
kao duljinu vektora ¢ije su komponente koeficijenti (ag, a1, ... ,a,) iz C*'. Mignotte

je ustvrdio da ako je
g(l‘) = boxd ch bll'd_l + ...+ b1+ by
iz Z[z] faktor polinoma f(z), takav da je g(z)gi(z) = f(x) za g1(z) iz Z[z], onda za

svaki k, 0 < k < d, vrijedi
d
il < ()11

flz) = 2% + 42" — 22° + 52 — 1.

Primjer 2.4 Neka je
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Tada je
£l = (1416 +4 + 25+ 1)¥/2 = V/47.

Uzmemo li da je f(x) = g(z)g1(x) u Z[x] pri éemu je
g(x) = box® + biz* + bya® 4 byx® + byx 4 bs

iz Z[z], mozemo pretpostaviti da su g(x) i go(x) normirani, odnosno da je by = 1 i
bs = 1 ili —1. Tada Mignotteova granica implicira da ostali koeficijenti polinoma g(x)
moraju zadovoljavati

|by| < G)\/Z? < 35,
|b| < (g)\ﬂl_? < 69,
|bs| < @)\/4_7 < 69,

5
|ba| < <4)\/E < 35.

Za usporedbu, jedinstveni pozitivni korijen ¢ odgovarajuéeg polinoma h(zx) je ¢ = 1.7966

pa éemo za normirani faktor stupnja 5 polinoma f(x) imati

5
|b1] S <1)C < 97

5
|b2| S (2) C2 < 337
|b3] < <5)C3 < 58,
b4 < <4)

f(z) = 2® — 72® + 162" + 1432% — 9392% + 786 — 144

ot W

¢t < 52.

Primjer 2.5 Neka je

Tada je
1]l = (14 7% + 16 + 143% 4+ 9392 + 786% + 1442)1/2 = /15410087 = 1241.4.

U Primjeru 1.1. pokazali smo da je granicna vrijednost za apsolutne vrijednosti korijena
od f jednaka ¢ = 10.62. Pretpostavimo da trazimo faktor od f(x) u obliku

g(z) = 2% + by2® + byx + bs.
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Promotrimo granicne vrijednosti za koeficijente dobivene preko granicnih vrijednosti za

il < ()11,

|b1| < 3725, |b2| < 3725, |b3| < 1242,

korijene

odnosno konkretnije

Sada promotrimo granic¢ne vrijednosti za koeficijente dobivene Mignotteovom normom:

b < (z) .

|b| < 32, |ba| < 339, |bs| < 1198.

odnosno konkretnije

Mozemo primijetiti da je prvi pristup bolji za ogranicavanje koeficijenata visih po-
tencija od z u faktoru g(z) od f(z), dok je Mignotteov pristup bolji za ograni¢avanje
nizih potencija od x. Mignotteov pristup pronalaska mede daje brzu i uniformnu medu
za sve koeficijente faktora g(z) stupnja d. Najvedi binommni koeficijent ( ) javlja se za
k=4d/2ili k= (d—1)/2. Tada za g(x) ¢iji je stupanj paran, Mignotteova meda daje

uniformnu grani¢nu vrijednost za sve koeficijente polinoma g(x), odnosno

il < gy )17

e b = 1.y d Primjenom Stirlingove formule mozemo izraz ( d%) zamijeniti s

nesto ve¢om aprokSImacuom \/d/—2 pa dobivamo

2d
By = ———||/ll
(d/2)m
Sto je uniformna grani¢na vrijednost za koeficijente faktora stupnja d polinoma f(z) u
Z|z] kada je d paran broj. Analogno dobivamo kada je d neparan.
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3. Berlekampov algoritam faktorizacije

U prvom poglavlju smo pokazali da mozemo ili faktorizirati bilo koji normirani polinom
f iz Z|x] ili pokazati da je f ireducibilan odabiruéi dovoljno velik M i faktorizirajuéi
modulo M. U drugom poglavlju postavili smo grani¢nu vrijednost B na koeficijente
faktora polinoma f takvu da ukoliko faktoriziramo f modulo M, pri ¢emu je M > 2B,
onda faktorizacija modulo M daje najvise jednu mogucu faktorizaciju od f u Z[x] pa
se problem faktorizacije svodi na faktorizaciju polinoma f modulo M.

Sada ¢emo pokazati kako faktorizirati polinom modulo p kada je p prost broj. Algori-
tam koji ¢emo koristiti osmislio je americki matematicar Elwyn Ralph Berlekamp 1967.
godine. Njegov algoritam kombinacija je Fermatovog teorema i elementarne linearne

algebre.

Neka je p prost broj i oznacimo s F, polje od p elemenata koji su predstavnici
klasa kongruencija modulo p. Elementima polja F, pridruzit ¢emo redom brojeve
0,1,...,p — 1 koje ¢emo koristiti u daljnjem tekstu kao reprezentate klasa kongruen-
cija, odnosno ostatke dijeljenja koeficijenata poc¢etnog polinoma s p. Sada ¢e polinom
23 + 222 4+ x + 2 iz F3 poprimiti oblik [1]323 + [2]322 + [1]3z + [2]3.

Pretpostavimo da zelimo faktorizirati polinom f(z) stupnja d u IF,[z]. Sliéno kao i
brojeve, polinom f(xz) mozemo faktorizirati jednostavnom provjerom djeljivosti po-
linoma f(z) svim polinomima stupnja najvise d/2 u Fylz] (jer ih postoji konacno
mnogo). S obzirom na neprakti¢nost tog postupka i u vremenskom i u tehnickom
smislu, odlué¢ujemo primijeniti Berlekampov algoritam faktorizacije koji tvrdi da uko-
liko mozemo pronaéi neki nekonstantni polinom h(x) stupnja manjeg ili jednakog d
takav da f(x) dijeli h(z)? — h(z), onda dobivamo i faktorizaciju od f(x).

Teorem 3.1 Neka je dan polinom f(x) iz Fy[x] stupnja d > 1 i neka je h(x) iz Fp[x]
polinom stupnja barem 1 i najvise d takav da f(x) dijeli h(x)P — h(z). Tada je

f(z) = (f(z), M) - (f(2), h(z) = 1)--- (f(2), h(z) = (p = 1))
netrivijalna faktorizacija polinoma f(x) u Fylx].

Definicija 3.1 Neka je F polje te f i g polinomi stupnja barem 1 s koeficijentima iz
F. Polinomi f i g su relativno prosti ako postoje polinomi r i s ¢iji su koeficijenti iz F
takve da vrijedi

rf+sg=1.

Dokaz Teorema 3.1. Pretpostavimo da f(x) dijeli h(z)? — h(z). Prema Fermatovom
teoremu, polinom u” —u ima p korijena u IF,[z] pri ¢emu jeuw = 0,1,2,...,p—1. Teorem
1.1 mozemo primijeniti i u slu¢aju polja F,[z] pa slijedi da uP — v ima faktorizaciju u
F,lz] :

p
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wW—u=ulu—1)(u—2)--(u—(p—1)).

Ukoliko uzmemo da je u = h(z), dobivamo

Wx)” — h(x) = h(z)(h(z) — 1)(M(z) = 2) - (h(z) — (p — 1))

u [, [z] pri ¢emu su faktori s desne strane jednadzbe u parovima relativno prosti poli-
nomi iz Fy[z]. Nadalje, ako su a i b relativno prosti polinomi iz Fz] i F je polje, onda

za svaki polinom f u F[z] vrijedi

(f?ab) :(f7a>(f7b)

Induktivno, dobivamo najveéi zajednicki djelitelj polinoma f i barem dva u parovima
relativno prosta faktora. Kako f(z) dijeli h(z)? — h(x) slijedi

)

(

(), h(z)(h(z) = 1)--- (h(z) — (p — 1))

(@), () - (f(2), h(z) = 1) - (f(2), h(z) = (p — 1))

Kako je stupanj od h(z)—s manji od stupnja polinoma f(z), najvedéi zajednicki djelitelj
od f(z) i h(x) — s ne moze biti f(z) niti za jedan s pa faktorizacija

f(@) = (f(z), M) - (f(2), h(x) = 1) --- (f(2), h(z) = (p = 1))

mora sadrzavati samo polinome stupnja manjeg ili jednakog d = deg f(x). Slijedi da je

faktorizacija od f nuzno netrivijalna.

Primjer 3.1 Neka je f(z) = 2°+x+1 polinom i1z Fy[x]. Slijedi da za h(z) = z*+23+x
f(z) digeli (h(x))? — h(z) = 28 + 28 + 2% + 23 + 22, #j.

Sto ¢emo i pokazatu.
Da bismo pronasli najveca dva zajednicka djelitelja, koristimo Fuklidov algoritam. Naj-

prije saznajemo da je (f(x)7h(x)_1):x2+x+1
4 = (2 + 23 3, .2
et l=(g 4+ te+ D+ 4"+ +a),

stttz +l=(P+22+2)z+ (2 + 2+ 1),

B tr=(2+z4+ 1)z
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Pa slijedi (z° + z + 1,z* + 23 + x + 1) = 22 + x + 1. Faktorizacija polinoma f(x) je
dakle
P tr+l=(}+22+ 1) (2 +2+1).

Kako bismo mogli primijeniti prethodni teorem, moramo naci polinom h(x) stupnja
e, 1 < e <d, takav da f(x) dijeli h(x)? — h(x). Do njega dolazimo postavljajuci i
rjesavajuci sustav linearnih jednadzbi za koeficijente od h(x). Neka je

h(z) = by + by + byz® + ... + bg_1z? 1
pri cemu su by, ..., ba—1 iz F) koeficijenti koje Zelimo odrediti. Takoder vrijeds
h(z)P = b + bBxP + bha 4+ ..+ bf_ 2P,
Iz Fermatovog teorema slijedi b° = b za sve b 1z IF), te
h(x)P = by + b1aP + byx® + ... + bg_12P@ D = g(aP).

Da bismo nasli ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) polinomom h(z)P, pronalazimo x'®
(mod f(z)) zai=0,1,...,d — 1. Pisemo

2 = F(@)gi(@) + ()
i vrijedi deg ri(z) < d = degf(x). Iz toga dobivamo
2 = ry(z) (mod f(z))
pa uvrstavajuci u
h(x)P = by + b1aP + byx® + ... + bg_12P@V = g(aP)

slyjeds
h(x)? = (boro(z) + biri(z) + ...+ bg_1rq_1(z)) mod f(x).
Tada f(z) dijeli h(z)P — h(z) ako i samo ako f(x) dijeli polinom

boro(l') + bﬂ"l(l') + ...+ bd_l’l"d_l(fl/’) - [bo + bll' T e ms bd_ll'd_l]. (32)

No, taj polinom je stupnja manjeg ili jednakog d — 1 pa je djeljiv polinomom f(z) ako
i samo ako nulpolinom u F,[x]. To nam je potreban uwvjet za odredivanje koeficijenata

by, - ..,bq_1 polinoma h(x). Koeficijenti by, ... ,bs_1 moraju zadovoljavati
bo?"o(l’) + b17"1 (l’) I was S bd_l’l"d_l(fL‘) - [bo -+ bl.%' T s e bd_l.’L'd—l] =il

Uzmemo li koeficijente uz sve 1,x,2%,..., 2% (3.2), dobivamo d linearnih jednadzbi
s d mepoznanica by, . ..,ba—1 gdje su koeficijenti uz b;,0 < j < d — 1 koeficijenti uz

polinome r;(x). Rjesavanjem sustava dobivamo trazene koeficijente polinoma h(x).
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Primjer 3.2 Neka je f(x) = 2° + x + 1 polinom iz Fy[z]. Pronadimo polinome r;(x)

koji su ostatci dijeljenja polinoma f(z) s 2% zai=0,1,...,4.
ro(z) =1
ri(z) = 22
ro(z) = 2t

Za r3(z) : 2% = zf(x) + (22 + ), pa je r3(x) = 2% + z. Isto tako, za ry(zx) : 2® =

23 f(z) + (z* + 23), pa je ry(z) = 2* + 23. Tada jednadzba (3.2) postaje

0 = by + b2 + box* + by(2? + z) + by(z* + 23) — (b + brz + box® + bgz® + byzt).

2

Uzimajuéi koeficijente uz sve 1,z, 22, 23, 2* dobivamo redom:

0= by — by
0=bs—b
(= By, 4-1bg, — B
0= by — b
0=by+ b, —by.

Sada lako vidimo da je by = 0, by = bs = by i by proizvoljan. Kako bi h(x) bio stupnja
veceq ili jednakog 1, biramo by = by = by = 1. Tada za h(x) imamo dvije opcije, ovisno
uzimamo [t by = 0 ili by = 1:

glz) =+ +2

gi(z)=z"+2° +z+1=gy(z) + 1.
Slijeds,
f(@) = (f(@),90(x)) - (f(2), g1(2))
=@+ + 1)t +2+1).

Zgodno je jednadzbu (3.2) zapisati u obliku matricne forme. Neka je I jediniéna matrica

=1 2a svakii. Neka je j05 Q

d x d dimenzije i neka je ri(z) = rig+riir+...+ 74T
matrica dimenzije d X d ¢iji su redovi koeficijenti polinoma rg, ... ,rq_1. Tada je lako
pokazati da komponente vektora b = (by, by, ... ,bs—1) daju rjeSenje jednadzbe (3.2) ako
v samo ako

b(Q —1)=0=(0,0,...,0). (3.3)

Primjenom Teorema 1.2 dobiwamo sljedeci teorem.

Teorem 3.2 (Berlekampov algoritam faktorizacije) Neka je f(z) polinom iz Fp[z]
stupnja d. Neka je () matrica reda d x d ciji su retci vektor: koeficijenata polinoma
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ri(z) = 2P (mod f(z)) za svei=0,1,...,d—1. Neka je b= (by,by,...,bs_1) rjesenje
od

b(Q—1)=0
odnosno jednadzbe (3.2) i neka je

h(z) = by + bix + box® + ... + bg_q12%7L.

Ako je h(x) stupnja barem 1, onda za neki s iz Fp,, h(x) — s i f(x) imaju zajednicki

faktor stupmja barem 1.

Primjer 3.3 Neka je f(x) = 25 + 25 + 2* + 23 + 22 + 2 + 1 polinom iz Fy[x] stupnja

21

6. Kako bismo nasli matricu Q, dijelimo polinom f(x) s x*, za svakii =0,1,...,5 da

bismo dobili odgovarajuci ri(x):

=f(z)-0+1=ry(x) =1,

= f(z) -0+ 2° = ri(z) = 2%,

= f(z)- 0+ z* = ry(x) = z*,

=fl@)- 1+t 4+t x4 l1=2mE) =2 +2* + 2+ 22 + 2+ 1,

= f(@)(@* +2) +z = ry(2) =,

= f(@)(@" +2%) +2° = rs(x) = 2,

Koeficijenti ro(x), ..., r5(x) su retci matrice Q koja je sada oblika
(1 0 0 0 0 O]
001000
000O0T1O0
@= 111111

01 00O0O0
000100

Da bismo nasli
h(fL’) = bo + bll' —+ b21'2 + b3(1,’3 —+ b41’4 + 651'5,

rjesavamo
b(Q—-1)=0
odnosno
by =0
by +bs+by,=0
by +by+b3=0
bs =0
by +b3+b, =0

b3+b520.
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Dobivamo by = by = 0 i by = by = by. Jedina rjesenja za koja vrijedi deg h(xz) > 1 su
h(z) = 2* + 2! + x + by gdje je by jednak 0 ili 1. Bez obzira na izbor by dobivamo

h(z)? — h(z) = 28 + z = f(z)(2® + z).
Dakle,
f(@) = (f(@),a" + ' +2) - (fla),a* + o' +2+1).
Primjenom Euklidovog algoritma, za prvi faktor dobivamo x® +x + 1, a za desni x3 +

z? + 1. Oba polinoma su ireducibilna pa je faktorizacija od f(z) u Fylx]:
e teP ettt r? bzt L= (P 4 a4 Ue? 2% 4 1)

Prebrojavanje ireducibilnih faktora. Neka je f(x) polinom stupnjadisV = IF;‘E
oznacimo vektorski prostor nad poljem F, koji se sastoji od d-torki elemenata iz tog
polja. Nadalje, neka je N skup uredenih d-torki b = (by, by, ...,bq—1) u prostoru Iﬁ'g za
koji vrijedi b(Q — I) = 0. Tada je N jezgra matrice () — I te potprostor od V. Neka je
{v1,v2,...,v,} baza od N. Tada je g dimenzija prostora N. Prostor N sadrzi vektore
(a,0,...0) za bilo koji a iz F, jer je vektorska reprezentacija konstantnog polinoma
h(z) = a, a h(z)? — h(x) = a? —a = 0 za bilo koji a iz F, prema Fermatovom teoremu.
Prema tome, dimenzija prostora je jednaka barem jedan. Da bismo faktorizirali f(z),
moramo naéi polinom h(x) stupnja veceg ili jednakog 1. To znaci da moramo pronadi
vektor b = (by,bo,...,b4_1) iz N pri éemu je barem jedan b; za neki 1 < i < d—1
razlicit od 0. Ako takav vektor b postoji, tada postoje vektori iz N koji nisu oblika
(a,0,...,0) pa je dimenzija prostora N barem 2. Iz toga pretpostavljamo da je f(x)
produkt razlicitih ireducibilnih polinoma.

Definicija 3.2 Za polinom f(x) u polju F kazemo da je kvadratno slobodan ako se

moze zapisati kao umnoZak razlicitih ireducibilnih polinoma iz TF.

Teorem 3.3 Neka je f(x) iz IF, kvadratno slobodan polinom. Tada vrijedi
a) Dimenzija jezgre od QQ — I jednaka je broju ireducibilnih faktora polinoma f(x).
b) f(z) je ireducibilan u F, ako i samo ako je jezgra N od Q) — I dimenzije jedan.

Dimenziju jezgre N od @ — I mozemo dobiti na sljede¢i nacin. Kako je @ — I
matrica dimenzije d x d, dimenzija jezgre jednaka je d umanjeno za rang po retcima ili
stupcima od () — I. Rang po stupcima matrice () — I jednak je broju nenul stupaca
nakon izvodenja elementarnih transformacija nad stupcima kako bi ponistili medusobno
linearno zavisne stupce, a matricu zapisali u obliku nula i jedinica. Analogno vrijedi i

za rang po retcima. Postupak mozemo ilustrirati na primjeru matrice £ od ranije

000 0 0 0]
100000
010000
E=loo1000
110000
00010 0
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Kako matrica E ima cetiri nenul stupca, zakljucujemo da je dimenzija jezgre jednaka
6 — 2 = 4. Dodatno, jezgru mozemo odrediti rjesavajuci jednadzbu bFE = 0 s obzirom
na to da izvodenje elementarnih operacija na stupcima matrice () — I ne mijenja prostor

rjesenja jednadzbe b(QQ — I) = 0. Rjesenja b jednadzbe bE = 0 rjesenja su jednadzbi

by + by =0,
by + by = 0,
by =0,
bs = 0.

Dakle vektor b mozemo zapisati u obliku

(607 b17 b27 b37 b47 b5)
( 05 b47 b47 Oa b47 0)
= by(1,0,0,0,0,0) + by(0,1,1,0,1,0),

pri ¢emu su by i by proizvoljni.

Dokaz teorema 3.4. Neka je f(z) polinom stupnja d koji se moze zapisati kao pro-
dukt g razlicitih ireducibilnih polinoma, odnosno f(z) = p1(x)ps - - - py(x), pri ¢emu je
svaki od polinoma p; ireducibilan. Konstruirajmo polinome h(z) takve da f(z) dijeli
h(x)P —h(x). Za svaki vektor s = (s1, S, ..., S4) €iji su elementi iz I, koristimo Teorem
o interpolaciji kako bi dobili jedinstveni polinom h4(x) stupnja manjeg ili jednakog d
takav da

he(@) = s: (mod pi(x))

za svaki i =1,2,...,g. Iz toga slijedi da p; dijeli hs(z) — s; pa p;(z) dijeli

hs(2) - (ho(2) = 1) -+ (hs(2) = (p — 1))

= [[(ha(z) = 7) = ho(@)P = hy(2).

r=1
Dakle, f(z) dijeli h(z)P —h(z). Definiramo funkciju v s I u skup P svih polinoma h(z)
takvih da f(z) dijeli h(x)P — h(z). Za dani polinom h(x ) iz P f(x) dijeli h(x)? — h(x)
1 za svaki < i < g ireducibilni faktor p;(x) polinoma f(x) dijeli

Wx)? = h(z) = h(z) - (h(z) = 1) - - (h(z) = (p — 1))

Kako su polinomi h(x),h(x) —1,...,h(xz) — (p — 1) u parovima relativno prosti i svaki
pi(x) je ireducibilan, tada svaki p;(x) dijeli h(x)—s; za 1 < s; < p—1. Osim toga, vektor
s = (s1,82,...,85) Wk izasvakii=1,...,g vrijedi h(xz) = s; (mod p;(x)). Slijedi
h(z) = hs(x) i 7 je injektivno preslikavanje. Ako je h(z) = by + byz + ... + bg_12%7,
onda je h(x) u v ako i samo ako je vektor koeficijenata (by,by,...,bg_1) jezgra N od



19

@@ — I. Stoga je kardinalan broj od N jednak kardinalnom broju od v, odnosno jednak
kardinalnom broju od F§ = p?, gdje je g broj razlicitih ireducibilnih faktora od f (&].
Ocito je dimenzija od N jednaka g.

Tvrdnja b) slijedi direktno: jezgra N od @ — I je jednodimenzionalna ako i samo ako

je f(x) = p(x) ireducibilan polinom.
Primjer 3.4 Koliko ireducibilnih faktora iz F3[x] dijeli polinom

flz) = +28* 402 + 2% +27

Nagprije racunamo ) — I:

01,

Fla) -
f(z)-0+2?,

f@) (@ +1) + (1 4z + 22 + 27),
f(z)

f(z)

T

z)(z* + 2% + 2) + =,
zife’ 4 5%+ )b o,

Ako uzmemo da su koeficijenti uz potencije od x u rastuéem redoslijedu retci matrice

Q, dobivamo

10000
00010
Q=1[11210
01000
00001
00000
02010
Q-I=|[11110
01020
00000

Nakon elementarnih transformacija nad retcima i stupcima dobiwamo matricu

O N O =
o O = O
o oo e
(=l o il o= i =)
2 e &2 e

Dakle matrica Q — I = E je ranga 2, pa je jezgra od E dimenzije 3. Slijedi da f(x)
ima tri razlicita ireducibilna faktora, a vektori b koji zadovoljavaju jednakost bE = 0

su oblika

b= (b07b17b27 b37b4) = (b07b3a07b3vb4)

gdje su by, bz i by proizvoljni. Prema tome f(x) dijeli h(x)® — h(z) pri éemu je h(x) =
xt h(x) = x4+ 2, h(z) = 1 ili bilo koja Fs-linearna kombinacija tih polinoma.
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4. Henselova metoda faktorizacije

Uz danu grani¢nu vrijednost za koeficijente u faktorima polinoma f(x) iz Z[x] mozemo
nac¢i faktorizaciju od f(xz) modulo M za M > 2B. Bilo koji faktor od f modulo M
odgovara najvise jednom mogucéem faktoru od f iz Z[z| jer ¢ée postojati samo jedan
polinom u Z[z] koji ¢e zadovoljavati granié¢nu vrijednost za koeficijente i smanjiti na
dani faktor od f modulo M.

Zelimo naéi faktorizaciju od f (mod M) gdje je M velik. Postoji dva nacina na koji
to mozemo provesti. Prvi nacin je naci sve proste brojeve p > 2B i primijeniti Berle-
kampov algoritam za faktorizaciju f modulo p. Ukoliko imamo srece, f ¢e imati samo
nekoliko ireducibilnih faktora modulo p pa ée biti samo nekoliko opcija za faktorizaciju
u Z[x].

Postoji i alternativna metoda za ponalazak malih prostih brojeva p takvih da f mod p
ima faktorizaciju u nekoliko razli¢itih ireducibilnih faktora. Nakon toga mozemo podiéi
faktorizaciju modulo p na jedinstvenu faktorizaciju modulo p** za e dovoljno velik da
vrijedi p** > 2B. Tu metodu razvio je njemacki matematicar Hans Julius Zassenhaus
te ju nazivamo Henselova metoda faktorizacije.

Definicija relativno prostih polinoma s koeficijentima iz komutativnog prstena R
analogna je Definiciji 3.1. Ako je R = Z/mZ te f i g polinomi s cjelobrojnim koefici-
jentima, kazemo da su f i g relativno prosti modulo m ako su slike od f i g u Z/mZ[z]
relativno proste, odnosno, ako postoje polinomi 7 i s u Z[z| takvi da fr + gs = 1
(mod m).

Propozicija 4.1 Neka su g i h normirani relativno prosti polinomi iz R|x|. Tada za
svaki k iz R[x| postoje polinomi a i b u R[z| takvi da je ag + bh = k.

Ako je deg(k) < deg(fg), onda mozZemo odabrati a i b takve da deg(a) < deg(h),
deg(b) < deg(g).

Dokaz. Kako su g i h relativno prosti, postoje polinomi r i s takvi da dr 4+ hs = 1.
Iz toga slijedi grk + hsk = k. Pretpostavimo da je deg(k) < deg(fg) i da postoje
a,b iz R[x] takvi da je ag + bh = k i deg(b) > deg(g). Tada je b = gq + s gdje je
deg(s) < deg(g) i vrijedi

aq+ (99 + s)h = k.

Za (a+ gh)g+ sh = k mozemo uvesti supstituciju r = a+ gh te dobivamo rg+ sh = k.
Iz deg(s) < deg(g) dobivamo deg(sh) < deg(gh) i deg(k) < deg(gh).
Slijedi deg(rg) < deg(gh), a kako je g normiran, time i deg(r) < deg(h).

Teorem 4.1 Neka je f normiran polinom iz Z[x]. Pretpostavimo da postoje normirani
polinomi gy, hy u Z[z] takvi da su gy i hy relativno prosti modulom i f = g1hy (mod m).

Tada postoje jedinstveni normirani polinomi gs i hy takvi da je

g2 =g (mod m)
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ho =hy (mod m)

g i hy su relativno prosti modulo m? i
f = g2ha  (mod m?).
Dokaz. Konstruirajmo g, i ho, neka je

g2 = g1 +mb

h2:h1+mc

pri ¢emu su polinomi b i ¢ iz Z[z] takvi da deg(b) < deg(g1),deg(c) < deg(hy), a koje
moramo pronaéi. Primijetimo da je f = gihy (mod m), te f = g1hy + mk za neki
polinom k iz Z[z]. Iz normiranosti polinoma f, hy i g slijedi deg(k) < deg(g1hy).
Tada vrijedi
g2ha — f = (g1 + mb)(hy + mc) — (g1hy + mk)
= g1h1 + mgic + mhyb + m?bc — g1hy — mk.

Da bi lijeva strana bila kongruentna 0 modulo m?, trebamo
m(gic+hb—k)=0 (mod m?)
ili
gic+hib—k=0

no, s obzirom da su g; i hy relativno prosti modulo m, postoje polinomi c i b takvi da
gic+hib=Fk (mod m).

Uz uvjet deg(k) < deg(g1h1), mozemo odabrati polinome c i b takve da vrijedi deg(c) <
deg(hy) i deg(b) < deg(g1). Ovisno o odabiru polinoma ¢ i b dobivamo normirane
polinome go = g1 + mb i hy = hy + mc koji zadovoljavaju f = gohs (mod m?).

Jo$ trebamo pokazati da su gy i hy relativno prosti modulo m?. Trazimo polinome 75
i sy takve da je rogs + s2hy = 1 (mod m?). Kako su g; i hy relativno prosti, postoje
polinomi 7 i 51 takvi da 7191 + s1h1 = 1 + mz za neki polinom z.

Pisemo ry = r; + mw, s, = s1 + my, pri ¢emu su w i y nepoznati polinomi iz Z[z]. To

sada uvrstavamo u kongruenciju
Togs + S2hy =1 (mod m?).

Dobivamo

(r1 +mw)(g1 + mb) + (s1 + my)(h1 + mc)

= r1g1 + mwgy + mrib + s1hy + msic +myh;  (mod m2)
1+ mz +m(wg, +rib+ sic+yhy)  (mod m?).

Il



22

Da bi zadnji izraz bio kongruentan 1 modulo m?, moramo pronadi polinome w i y takve
da

wgy +yhy = —z —rib— si¢ (mod m).

Iz ¢injenice da su g, i hy relativno prosti modulo m slijedi da mozemo naci takve w i

Y.
Dakle, postoje ry = 7, + mw i sy = s; + my za koje vrijedi rogs + s9ho = 1 (mod m?)

i prema tome g i hy su relativno prosti modulo m?.
Primjer 4.1 Neka je f(x) = z* + 2323 — 1522 + 17z — 7. Tada je
fl@)=2 +20° 4+ 322 + 204+ 2=(2> + 1)(#®* + 22+ 2) (mod 3)

odnosno, f(xz) se moze zapisati kao produkt dva razlic¢ita polinoma koji su ireducibilni
modulo 3, a time 1 relativno prosti modulo 3. Sada zelimo faktorizirati f(x) modulo 9.

Uvedimo
o) =22+ 1,h=24+2z+2

te
ga=g1+3b= (> +1)+ 3,

hy = hy + 3¢ = (2* 4 2z + 2),
dok su b i ¢ neki polinomi za koje vrijedi deg(c) < deg(hy),deg(b) < deg(g1). Tada
ghe= (2> + )(2® +22+2) +3c(z® +1) +3b(z® + 22+ 2) (mod 9).
Da bismo dosli do b i ¢, postavljamo kongruenciju
f = ga2hs  (mod 9)
1 metodom supstitucije dolazimo do
7 +232° 152241727 = (2 +22° + 322 +224+-2) +-3c(2? +1)+3b(x*4+-22+2)  (mod 9)
ili
212% — 182 + 152 — 9 = 3c(z® + 1) + 3b(z> + 22+ 2) (mod 9).
Podijelimo li sve s 3, dobivamo

T2 — 62> + 5z —3=c(z®+ 1)+ b(z* +22+2) (mod 3)

koju znamo da mozemo rijesiti za polinome b i ¢ (¢iji je stupanj mangi ili jednak 2) s
obzirom da su x* + 1 1 2? + 2z + 2 relativno prosti modulo 3. Neka je b = rx + s 1
c=tr+v. Tada

T2 — 622 + 5z —3=(tz +v)(z®+ 1) + (rz + s)(z® + 22+ 2) (mod 3).
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Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije s obje strane kongruencije, dobivamo

—3=v+2s (mod 3)
5=t+2r+2s (mod 3)
—6=v+2r+s (mod 3)
7T=t+r (mod3).

Ocito jer =t =2,s = v = 1 jedinstveno rjesenje jednadzbe pa dobivamo
b=2rx+1,c=2x+ 1.
Slijedi
G=0+3%b==*+1)+32x+1)=2>+6x+4
he=hi+3c=(2>4+224+2)+302z+1)=2>+ 8z + 5.
Lako je provjeriti da vrijeds

(z® + 6z + 4)(z* + 8z + 5) = z* + 142® + 572% + 62z + 20
=z* 4+ 232 — 1522 + 17z — 7
= f(z) (mod9).

Na sli¢an nacin dolazimo i do faktorizacije modulo 92,812, itd. dok ne predemo graniénu

vrijednost za koeficijente nekog faktora stupnja 2 polinoma f(x). U tom trenutku ili

nalazimo faktorizaciju od f w Z[z| ili pokazujemo da ne postoji.

Primijetimo da je || f|| = (1242324152 4+172+7%)Y/2 = /1093 = 33.06 pa bi koristenjem

Mignotteove granice bilo dovoljno naci faktorizaciju f modulo 81 kako bismo odredils

faktorizaciju od f(x) ili pokazali da je ireducibilan. U ovom primjeru dobivamo da je

f(z) ireducibilan modulo 5 pa time i ireducibilan v Qx].
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