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1 Uvod

Stabilne distribucije su bogata klasa distribucija koja dopusta asimetri¢nost i
teske repove. Kao takve, imaju puno zanimljivih svojstava i korisne su za modelira-
nje mnogih problema. Smatra se da ih je otkrio Paul Lévy nakon Kolmogorovljevog
predavanja 1919., nakon Sto mu je receno da su normalne distribucije jedine sta-
bilne. Istog dana je, navodno, otkrio simetri¢ne stabilne distribucije. Buduéi da za
veéinu stabilnih distribucija funkcije gustoce nisu poznate, dugo nisu bile predmet
proucavanja.

Jedan od kljuénih teorema u teoriji vjerojatnosti je centralni grani¢ni teorem
koji tvrdi da normalizirana suma nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih vari-
jabli s konacnim varijancama konvergira prema normalnoj distribuciji. U nastavku

neka je nezavisan jednako distribuiran niz oznacen kao n.j.d. niz. Preciznije:

Teorem 1.1 (Centralni grani¢ni teorem). Neka je X1, Xo ... niz n.j.d. slucajnih

varijabli s ocekivanjem p i varijancom o? < oco. Tada vrijedi:
Yn — K
o/v/n

X1+ + Xn
n

i>N((),1),n—>oo.

. . = d y g b ope ol ns
Pri fome je Xy = , a ,— " oznacava konvergenciju po distribuciji.

Namece se pitanje koje sve distribucije su moguce kao asimptotski limesi nor-
maliziranog niza n.j.d. slucajnih varijabli ukoliko varijanca nije konacna.

Generalizirani centralni graniéni teorem tvrdi da, ukine li se pretpostavka o
konacnosti varijanci, kao limes se dobiva cijela klasa distribucija koje se nazivaju

stabilne. Stovise, vrijedi:

Teorem 1.2 (Generalizirani centralni grani¢ni teorem). Slucajna varijabla Z je
stabilna ako i samo ako postoji n.j.d. niz slucajnih varijabli X1, Xo, ... @ konstante
a, >0, b, € R tako da vrijedi:

A+ Xg+=#+ 4 Xy

Qn

b, -4z

U prvom dijelu ovog rada definirane su stabilne slucajne varijable na nekoliko
nacina, iskazani su najpoznatiji primjeri te vazna svojstva. Na kraju je prikazana
serijska reprezentacija takvih varijabli.

U drugom dijelu opisani su stabilni sluc¢ajni vektori i njihove karakteristicne
funkcije. Obradena su odredena svojstva posebnih slucajeva stabilnih slucajnih



vektora, to jest strogo stabilnog, simetricnog stabilnog i subgaussovskog slucajnog
vektora. Napravljena je usporedba s Gaussovskim slucajem.

U posljednjem poglavlju obradene su neke od primjena stabilnih distribucija.
Tako su otkrivene tek u proslom stolje¢u, njihova primjena je Siroka u raznim zna-
nostima. U ovom radu prikazana je njihova primjena u igrama i biologiji. Osim
toga, navedeno je na koje jos nacine se mogu primjeniti stabilne distribucije te gdje

se mogu pronaci detaljniji opisi.



2 Stabilna sluc¢ajna varijabla

U ovom poglavlju definirane su stabilne slu¢ajne varijable i navedeni su najvazniji
primjeri. Buduéi da njihove funkcije gustoc¢a uglavnom nisu poznate u eksplicitnom
obliku, ¢esto se koriste njihove karakteristicne funkcije. Koristenjem karakteristi¢nih
funkcija su u ovom poglavlju dokazana najvaznija svojstva stabilnih slu¢ajnih va-
rijabli. Nakon toga, posebno su obradena svojstva simetri¢nih stabilnih sluc¢ajnih

varijabli te posebnih slucajeva.

2.1 Ekvivalentne definicije stabilne slucajne varijable

U prvom potpoglavlju iskazane su ¢etiri ekvivalentne definicije stabilne slucajne
varijable. U sljede¢em potpoglavlju pokazane su te ekvivalencije. Prve dvije defini-

cije temelje se na svojstvu stabilnosti.

Definicija 2.1. Slucajna varijabla X ima stabilnu distribucigu ako za bilo koje

pozitivne brojeve a 1 b, postoje pozitivan broj c i realan broj d takvi da vrijeds

aX; +bX, < cX +d, (2.1)

Il

pri cemu X1 1 Xy predstavljaju nezavisne kopije slucajne varijable X, a ,=" oznacava

jednakost po distribuciji.

Prethodna definicija se moze interpretirati na sljedec¢i nacin:
Oblik slucajne varijable X je ocuvan (uz skaliranje i pomak) prilikom zbrajanja.
(vidi [7, Poglavlje 1.1.])
Ukoliko u jednadzbi (2.1) vrijedi d = 0, slu¢ajna varijabla X se naziva strogo
stabilna. Ako je distribucija stabilne slucajne varijable X simetri¢na, odnosno ako
je X L X , ona se naziva simetri¢na stabilna.

Sljedeéi teorem uvodi pojam indeks stabilnosti, odnosno karakteristi¢ni eks-

ponent, u oznaci «.

Teorem 2.1. Za bilo koju slu¢ajnu varijablu X, postoji broj o € (0,2] takav da za
c 1z jednadzbe (2.1) vrijedi
c =a*+b". (2.2)

Dokaz prethodne tvrdnje moze se pronaci u [3, Poglavlje VI.1.].
Za stabilnu slucajnu varijablu X s indeksom stabilnosti a kaze se da je a-

stabilna.



Definicija 2.2. Slucajna varijabla X ima stabilnu distribuctju ako za bilo koji

n > 2, postoje pozitivan broj ¢, i realan broj d, takvi da vrijeds
M+ Xyt X, S X 1l (2.3)
pri cemu su Xy, Xo, ..., X, nezavisne kopije slucajne varijable X.

Moze se pokazati da za ¢, iz prethodne jednadzbe vrijedi

cn =nt/®,
pri cemu je v € (0, 2] indeks stabilnosti. Dokaz se moze pronaéi u [5, Poglavlje 9.] i
[3, Poglavlje VI., Teorem 1.].

I samo ime klase distribucija, stabilne, proizilazi iz ¢injenice da suma neza-
visnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli ima istu distribuciju kao linearno
transformiran zbroj.

Kako bi se iskazala tre¢a definicija, korisno je definirati domenu atrakcije.

Definicija 2.3. Slucajna varijabla Y je v domeni atrakcije od X ako postoje
konstante a,, > 0 1 b, € R takve da vrijed:

Y4+ Y% 4L ¥,
Rkrhiihd P R
aTL
pri cemu su Yy, Ya, ..., Y, nezavisne kopije slucajne varijable Y.

[z teorema 1.2 vidi se da jedino stabilne slucajne varijable imaju domenu atrak-
cije.
Sljede¢a definicija govori da ¢e limes normaliziranih suma n.j.d. slucajnih vari-

jabli biti uvijek stabilna distribucija.

Definicija 2.4. Sluc¢ajna varijabla X ima stabilnu distribuciju ako ima domenu
atrakcije, to jest ako postoji miz n.j.d. slucajnih varijabli Y1,Ys, ..., Y,, pozitivnih

brojeva a,, i realnih brojeva b, takvi da vrijedi

P RS, L
I e T by s X (2.4)

Qn,

Za a, iz prethodne jednazbe vrijedi

ap = nl/af(n)7



pri ¢emu je f(z),x > 0 sporo varirajuca funkcija, odnosno funkcija za koju vrijedi

lim f(uz) =1, Yu > 0.
=00 f(2)
Jedan primjer takve funkcije je f(z) = Inz.
Ako je
an = nt/®

kaze se da Y; pripadaju normalnoj domeni atrakcije od X.
Sljedeé¢a definicija stabilne slucajne varijable ujedno definira i njenu karakte-

risti¢nu funkciju.

Definicija 2.5. Slucajna varijabla X ima stabilnu distribuciju ako postoje pa-
rametri a € (0,2],0 > 0,5 € [—=1,1] i p € R takvi da karakteristicna funkcija ima
oblik:

e_aa;9|a(1_i,6(signe)tan%)me a1,

X7 __
E ] = {e—a9|(1+i5%(sign0)1n|0|)+i/u9 (2:5)

a=1.

Pri tome je

1 za 6 >0,
signf =<0 zaf=0,
—1 zaf<O.

U prethodnoj definiciji, « je indeks stabilnosti, a parametri o, § i p su je-
dinstveni. To su ujedno i cetiri parametra koji karakteriziraju jednodimenzionalnu

stabilnu distribuciju. Za njih vrijedi:

e 0 je parametar skaliranja,
e [ je parametar asimetri¢nosti,

e /i je parametar pomaka.

Smisao naziva parametara vidjet ¢e se iz svojstava stabilnih slucajnih varijabli,
koja su obradena u jednom od iduéih poglavlja.

Prema tome, ako slucajna varijabla X ima stabilnu distribuciju uobicajeno je
pisati

X ~ Su(o, B, ).

Ukoliko vrijedi da je § > 0, kaze se da je distribucija S, (o, 8, 1) asimetri¢na
udesno, dok se za f < 0 kaze da je asimetricna ulijevo. Kaze se da je potpuno
asimetri¢na udesno ako vrijedi f = 1, odnosno potpuno asimetri¢na ulijevo za [ =
—1.



2.2 Dokazi ekvivalencija definicija

U ovom poglavlju pokazane su neke od ekvivalencija prethodne cetiri definicije
stabilnih sluc¢ajnih varijabli.

Pokazimo da su definicija 2.1 i 2.2 medusobno ekvivalentne.
Za dokaz prvog smjera, odnosno da 2.1 povlaci 2.2 pretpostavimo da Va,b > 0
postoje ¢ > 0, d € R takvi da vrijedi

aX; +bXy L cX +d.
Treba pokazati da postoje ¢, > 01 d,, € R takvi da vrijedi
By ot B tpomwe o Ky 0 X e

Dokaz se provodi indukcijom.

Tvrdnja vrijedi u slucaju n = 2 jer je X7+ Xo g co X + dy poseban slucaj jednadzbe
(21} g =% =1,

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n € N, to jest vrijedi X; + Xo +--- + X,
cp X +d,.

Preostalo je pokazati da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Vrijedi:

L]

Il

Xi+Xo+ + X+ Xpn =X+ X0+ + X))+ Xy
(en X +dy) + Xpp1

(X + Xpi1) +d,
(

Cn+1X + d) S dn

e = =

I~

Cn1X + dnti.

Drugi smjer, odnosno da definicija 2.2 implicira definiciju 2.1 moze se pronaéi u [3,
Poglavlje VI.1.]

Nadalje, vrijedi pokazati ekvivalenciju definicija 2.2 i 2.4.

Kako bi se pokazalo da definicija 2.2 implicira definiciju 2.4 pretpostavimo da
postoje ¢, > 01 d, € R takvi da vrijedi

X+ Xttt Xy S, X 4



Treba pokazati da tada postoji niz n.j.d. slucajnih varijabli Y, Ys, ... Y, pozitivnih
brojeva a, i realnih brojeva b, takvih da vrijedi

Yi+Y+--+Ya
an

B s X

Ukoliko se od obje strane prve jednakosti oduzme d,, i obje strane se podijele s

¢y, vrijedi
Xi+Xo+---+ X, d,
iy & 5= L Ond y

Cn Cn

Nekajean:cnibn:i—”inekan—>oo.
Tada vrijedi

Xi4+Xp+--- 4 Xn

Qn

+b, -4 X,

Dokaz obrnutog smjera, da definicija 2.4 implicira definiciju 2.2 moze se pronadi
u [4, Poglavlje 7, Potpoglavlje 33.].

U nastavku je dokaz da definicija 2.5 povlaci definiciju 2.1.
Pretpostavimo da postoje parametri a € (0,2],0 > 0,0 € [-1,1] i p € R takvi da
karakteristi¢cna funkcija ima oblik:
. [eiQX} B e—a“|0}°‘(1—5(sign6)tam0‘2—")+iu9 a#l,
— e_g|9|(1+iﬁ%(signe))+me a=1

Dokaz ¢emo provesti za a # 1. Dokaz za a = 1 provodi se na analogan nacin.
Treba pokazati da za bilo koje pozitivne brojeve a i b, postoji pozitivan broj c i
realan broj d takvi da vrijedi

aXi +bXy 2 cX +d.

Koristenjem svojstava karakteristicne funkcije i ¢injenice da su a,b > 0, vrijedi:
nE [eie(aXl—i—ng)] —In (E [eie(aXl)] E |:€i6(bX2):|)
=Ink [eie(axl)} +InFE [ew(bb)}

= —g“|ab|* (1 — 25% sign(af) tan %) + iapd
— o“|bl|” <1 - zﬁg sign(bf) tan O;—W> + ibud
T

2
= —o“|0|* <1 — zﬁ; sign(f) tan %) (a® +b%) +iub(a +b).



S druge strane, primjenom pretpostavke ¢ > 0 vrijedi:

o [eie(cX-i-d)} il (eidOE [eie(cX)D B InE [eiﬁ(cX)}
= 1df — o®|cO|* (1 — zﬁ% sign(cf) tan a_27r> + icud
= —0%0]* (1 - Zﬁ% sign(f) tan a_27r)  +iud (c + g) :
Za svaki a,b > 0 moze se izabrati izabrati ¢ > 0 tako da vrijedi
c® =a”*+0b°,
to jest

c= vVa* + be.

Takoder, moze se izabrati i d tako da vrijedi i
d
c+—=a+b,
i

odnosno

d=pla+b— Va* +b*).

Na taj na¢in dobije se jednakost karakteristi¢cnih funkcija, sto je ekvivalentno jed-
nakosti distribucija po teoremu koji se moze pronadi u [3, Poglavlje 1.,Teorem 1.2.].

Dokaz da definicija 2.2 povlaéi definiciju 2.5 moze se pronaci u [4, Poglavlje 7.,
Potpoglavlje 34.].

2.3 Primjeri stabilnih slu¢ajnih varijabli

[ako funkcije gustoca stabilnih slucajnih varijabli postoje i neprekidne su, one
uglavnom nisu poznate u eksplicitnom obliku. Nekoliko je iznimki, koje su navedene

u ovom poglavlju.

Primjer 2.1. Konstanta pu s distribucijom S, (0,0, ), Vo € (0,2].

To je specijalni slucaj 1 takve distribucije, generalno, imaju drugacija svojstva od
ostalih stabilnih distribucija pa se u nastavku rada rezultati nece nuzno odnositi na
njih.



Primjer 2.2. Normalna distribucija Sy(o,0, 1) = N(u, 202).

Njena funkcija gustoce je

prt cemu je —oo < T < 00.

Na sljedecoj slict moze se vidjeti graf normalne distribucije s parametrima p = 0
- 8
10 =1.

dnormix, 0, 1)
0.2 03 04

0.1

.

Slika 1: Normalna distribucija - N(0,1)

Primjer 2.3. Cauchyjeva distribucija Si(o,0, ).

Njena funkcija gustoce je

prt éemu je —oo < T < 00.

Na sljedecoj slici moze se vidjeti graf Cauchyjeve distribucije s parametrima

a=01b=1, pri cemu je a parametar pomaka 1 b parametar skaliranja.



10

04

dcauchy(x, 0, 1, log = FALSE)
02 03

0.1

00
L

foe =
]
o
[N]
EN

Slika 2: Cauchyjeva distribucija - Ca(0,1)

Primjer 2.4. Lévyjeva distribucija Si/2(o, 1, ).
Njena funkcija gustoce je
o 1/2 1 _ o
= e ————— 2(z—p)
f() (27?) (x — ‘ ’
i koncentrirana je na (u,00) .

Na sljedecoj slici moze se vidjeti graf Lévyjeve distribucije s parametrima a = 0

1b=1, pri cemu je a parametar pomaka v b parametar skaliranja.

04

=FALSE)
03

02
L

dlevyix, 0, 1, log

0.1

00
L

o
N
w
~

Slika 3: Lévyjeva distribucija - Lévy(0, 1)
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To su jedine distribucije ¢ije funkcije gustoéa su poznate u zatvorenoj formi.
Osim njih, specijalnim slucajevima se smatraju i neke distribucije ¢ije funkcije
gustoce nisu poznate i koje se karakteriziraju pomocu karakteristi¢nih funkcija, kao
sto je:

Primjer 2.5. Holtsmarkova distribucija, odnosno gravitacijsko polje zvijezda,
Sg/Q(O', 0, ,U,).

U astrologuiji, problem je izracunati komponentu x gravitacijske sile. Pocetna ideja
je da se suncev sustav pojavljuje kao ,nasumicna nakupina” tocaka s ,nasumicno
variraju¢im masama”. Dogovor je da se gustoca tretira kao slobodan parametar, a
X, predstavlja komponentu x gravitacijske sile s gustocom p. Pretpostavimo da se
dvije nezavisne ,nasumicne nakupine zvijezda” gustoca s 1t mogu kombinirati u

jednu nakupinu gustoce s +t, to jest da vrijedi:
Xs + Xt i Xs+t-

Ukoliko se gustoéa promijeni od 1 do A\, udaljenost se promijeni od 1 do 1/\35\

Buduéi da gravitacijska sila djeluje obrnuto od korijena udaljenosti, slijedi da X

mora 1mati istu distribuciju kao it3 X, te se prema tome distribucija od Xy razlikuje

se samo za parametar skaliranja, to jest to je simetricna a-stabilna distribucija s
3

Detaljniji opis ovog problema moZze se pronaéi u [3] i u [11, stranica 41.].
2.4 Svojstva stabilnih slu¢ajnih varijabli

Prvo svojstvo prikazuje kako je distribuiran zbroj dviju stabilnih slucajnih va-
rijabli.
Svojstvo 2.1. Neka su X; i@ Xy nezavisne slucajne varijable takve da je X; ~
Sa(0s, Biy i), i = 1,2, Tada je slucajna varijabla X1+ Xo ~ S, (0, B, 1), pri cemu je

_ B0t + oo

1
o= (o] +035)=
(oF 2)e, B o + 0%

y M=y A e

Dokaz. Provodi se koristenjem karakteristicne funkcije.



12

Za o # 1, s obzirom da su X; i Xy nezavisne, vrijedi:
InE [eiO(Xl-f—Xg)} —nE [eiﬁXleiHXQ]
=hhFE [eigxl} +hnhE [ewx?]
iy s T N e
= (01 +03)|0]* +1/0]* sign(f) tan == (B107 + 5205) + 10(s1 + pi2)

P10t + Paof . TQ :
= —(of 5)0|* | 1 — i——————sign(f) tan — Oy + o).
(o1 + 03)10] ( L sign(f) tan —~ | +16(p1 + p2)
Za o = 1 dokaz se provodi analogno. U

Sljedece svojstvo pokazuje kako dodavanje konstante utjece na distribuciju sta-

bilne slucajne varijable.
Svojstvo 2.2. Neka je X ~ S,(0,8, 1) i a € R, konstanta. Tada vrijedi
X+an~S,(0,8,u+a).
Dokaz. Za « # 1, koristenjem karakteristicne funkcije, vrijedi:
laE [61'0(X+a)} — T B [eiHXeiOa}
— _o%|g| (1 _ Bsign(f) tan %) (i + a).
Za o = 1 dokaz se provodi analogno. 0

Iz prethodno pokazanog uocava se zasto se i naziva parametar pomaka.
Mnozenje konstantom utjece na distribuciju stabilne slucajne varijable na sljedeci

nacin:

Svojstvo 2.3. Neka je X ~ S,(0,08,u) i neka je a # 0,a € R, konstanta. Tada
vrijedi

e {sa<|a!a, sign(a)B, ap) a#l, (26)

Si(lalo,sign(a)B, i — 2a(tnla)aB) a =1
Dokaz. Za a # 1, koristenjem karakteristicne funkcije, vrijedi:
B(aX)] __ e @ : anm .
InE e | = —0%l6a|* (1 — Bsign(fa) tan St i(fa)u
= —(olal)*|0]* (1 — [sign(a)sign(f) tan a_277> + i0(apu).

Za o = 1 dokaz se provodi analogno. O
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[ako se ¢ naziva parametar skaliranja, moze se uociti da za a = 1 mnozenje

konstantom utjece na distribuciju slucajne varijable na nelinearan nacin ukoliko je

B #0.

U sljede¢em korolaru prikazano je kako izgleda distribucija zbroja jednakodis-
tribuiranih stabilnih sluc¢ajnih varijabli.

Korolar 2.1. Neka su X1, Xo, ..., X, n.j.d., takve da X; = S, (0, B, p),Vi=1,..
Tada vrijeds

L.

na Xy 4+ pn—na) a1,

Xy A4oeot Xy = 2

nX; 4+ —opfnlnn  a=1.
T

Dokaz. Provodi se na analogan nacin kao i dokaz svojstva 2.1, koristenjem svojstava
2.1, 22123, O

Parametar p ima najmanju vaznost jer utjece samo na pomak te se Cesto pret-

postavlja da je p = 0, radi jednostavnosti. Kad je u = 0 vrijedi:
Svojstvo 2.4. Za svaki o € (0,2) vrijedi
X ~ Su(0,8,0) <= —X ~ S,(0,—0,0). [2.%)

Dokaz. Provodi se koristenjem karakteristicne funkcije i svojstva 2.3, uz konstantu
a=-—1. ]

Sljede¢a svojstva karakteriziraju strogo stabilne i simetricne a-stabilne slucajne

varijable.

Svojstvo 2.5. Slucajna varijabla X ~ S, (o, [, 1) je simetricna oko u ako i samo

ako B = 0. Simetricna je ako i samo ako =0 i pu = 0.

Dokaz. Kako bi slucajna varijabla bila simetri¢na, nuzan i dovoljan uvjet je da njena
karakteristicna funkcija bude realna (vidi [5], str. 165).

Iz karakteristicne funkcije stabilne slucajne varijable vidi se da je to samo kad vrijedi
B=pn=0.

Druga tvrdnja slijedi iz svojstva 2.2. O

Prethodno svojstvo karakterizira § kao parametar asimetri¢nosti.

Svojstvo 2.6. Neka je X ~ S,(0,0,u1), pri cemu je o # 1. Tada je X strogo

stabilna ako © samo ako p = 0.
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Dokaz. Neka su X; i Xy nezavisne kopije slucajne varijable X i a,b > 0, proizvoljne
konstante. Iz svojstava 2.1 i 2.3 slijedi:

aX1 + bXa ~ Sa(a(a® +b%)=, 8, p(a + b)).

Definira li se konstanta ¢ = (a® 4 b“)é i izabere d proizvoljno, iz svojstava 2.2 i1 2.3
slijedi:
cX +d ~ Sa(o(a® +b%)a, 8, p(a® + b%)= + d).

Dakle, vrijedi
aX; +bXo L cX +d,d=0

ako i samo ako
pu=0.
O

Iz prethodna dva svojstva vidi se da ukoliko je X simetri¢na stabilna slucajna
varijabla, ujedno je i strogo stabilna, dok obrat ne mora vrijediti.

Korolar 2.2. Neka je X ~ S, (0,5, ), pri cemu je o # 1. Tada je X — p strogo

stabilna.
Dokaz. Provodi se koriStenjem svojstava 2.2 i 2.6. 0
Svojstvo 2.7. X ~ Si(o, B, 1) je strogo stabilna ako i samo ako 3 = 0.

Dokaz. Neka su Xj i Xy nezavisne kopije slucajne varijable X i a,b > 0, proizvoljne
konstante. Iz svojstava 2.1 i 2.3 slijedi:

aXi+bXy ~ Si(c(a+10), B8, u(a+b) — %aﬁ(alna +blnbd)).
Uz to je i
(@ +8)X ~ Si(o(a+b), 8, ula+b) — %Jﬁ(a +b)In(a + b)).
Dakle, vrijedi da je d = 0 ako i samo ako
aX1 +bXs < (a+b)X,
to jest ako i samo ako je
Blalna+blnb) = B(a + b) In(a + b).

Kako bi to vrijedilo, nuzno i dovoljno je da je f = 0. O
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Korolar 2.3. Za 1—stabilnu slucajnu varijablu vrijedi:

(i) Ukoliko nije strogo stabilna ne moZe postati strogo stabilna pomicanjem.

(i1) Svaka strogo stabilna moZe postati simetricna pomicanjem.

Dokaz. Dokazi slijede izravno iz prethodnih svojstava. Neka je X 1-stabilna sluc¢ajna
varijabla.

Ako X nije strogo stabilna, prema prethodnom svojstvu je § # 0. Buduéi da se
pomicanjem mijenja samo parametar pomaka fi, parametar 3 ostaje jednak pocetnoj
vrijednosti za svaki p te stoga X ne moze biti strogo stabilna.

Druga tvrdnja slijedi izravno iz svojstva 2.7. 0

Karakteristika stabilnih slu¢ajnih varijabli je da nemaju konac¢nu varijancu, a
prema tome ni momente viseg reda. Jedini izuzetak je normalna sluc¢ajna varijabla.

Upravo to pokazuju idu¢a dva svojstva.

Svojstvo 2.8. Neka je X ~ S, (o, B, p), € (0,2). Tada vrijeds

IL
lim A*P{X > A} = C’aﬂaa,
A—00 2
1—
lim \*P{X < —-\} = Ca—ﬁaa.
A—00 2
Pri tome je
1l —
o0 = a#1,
c, = (/ xr ¢ Sin[pdm) = F(2 — Oé) COS(%) ?é
g 2/m a=1.
Dokaz. Moze se pronaéi u [3], str. 576. O

[zravno iz prethodnog svojstva slijedi i:
Svojstvo 2.9. Neka je X ~ S, (o, B, p), € (0,2). Tada vrijedi
E|XP < o0, Vp € (0,a),
E|X|P =00, Vp > a.

Svojstvo 2.10. Neka je X ~ S,(0, 5, 1), pri cemu je a € (0,2) i u slucaju o = 1
vrijedi f = 0. Tada postoji konstanta c, 5(p) takva da vrijedi

(EIXIP)? = caplp)o.

Pri tome je Ca,ﬂ(p> = (E|X0|p)% ) gd]e j@ XO o Sa(17ﬁ>0)'
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Dokaz. Dokaz je izravna posljedica Cinjenice da je X < 0 Xp. 0J
Svojstvo 2.11. Za a € (1, 2], parametar pomaka p jednak je ocekivanju.
Dokaz. Neka je X ~ S,(o, B, 1), a € (1,2].

Iz 2.9 ocito je da za o € (1,2) X ima konacno ocekivanje.
Takoder, u slu¢aju a = 2, ocekivanje je konacno jer je tada X Gaussovska.
Slijedi da X ima konacno ocekivanje i prema korolaru 2.2 X — u je strogo stabilna.
Ako su X7 i X5 nezavisne kopije slu¢ajne varijable X i a,b > 0 proizvoljne konstante,
vrijedi:

a(X1 — ) + b(Xy — 1) = (a® +b)/*(X — p).
Primjeni li se ocekivanje na obje strane jednakosti, vrijedi:

a(EX — p) + b(EX — p) = (a® 4+ b9)Y*(EX — p).

Slijedi da je EX = pu. 0

2.5 Simetricne stabilne slucajne varijable

Ukoliko je X simetricna a-stabilna slucajna varijabla, koristi se oznaka
X ~ SaS.

Iz svojstva 2.5 vidi se da je to ekvivalentno tvrdnji da je X ~ S,(c,0,0). Buduéi da
je karakterizirana samo parametrom o, naziva se standardnom ukoliko je o = 1.

Njena karakteristicna funkcija je tada oblika
E[eiﬁX] — 6—00‘]0\"“
Sljedeéa propozicija pokazuje da se, ukoliko vrijedi a € (0,a’), Sa’S slu¢ajna
varijabla uvijek moze transformirati u SasS.

Propozicija 2.1. Neka je X ~ S4(0,0,0), pri ¢emu je 0 < a < o/ < 2 i A
a/a’— stabilna slucajna varijabla, nezavisna od X, potpuno asimetricna nadesno s

Laplaceovom transformacijom
— _~a/al
E[e’yA}:e7 , >0

to jest

T, it
A~ Sy ——)'/* 1,0).
/ ((COS Qa/) ) ) )

Tada vrijeds
Z = AYYX ~ S,(0,0,0).
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Dokaz. Za 6 € R, vrijedi:

E [eiHZ] _E [eieAl/a’X] _E [E [eioAl/a’XMH _E [e—aa’\e\a’A]

! / /
_ @l ) _ ool

O

Ako je X ~ N(0,0?%) i A pozitivna a//2-stabilna slu¢ajna varijabla, neovisna o
X, vrijedi:
Z = AY?X ~ SasS.

Dodatno, ako je X ~ N(0,0?), tada je Z = AY2X ~ N(0,02%A). Iz toga slijedi da
se svaka Sa.S slucéajna varijabla moze promatrati kao uvjetno normalna.

Slican rezultat moze se dobiti i za asimetricnu stabilnu slucajnu varijablu.
Ako je X ~ Sy(d',0,0), o # 1, vrijedi:

4 QNE g ) 17
7 AV x So(0,8,0), a#
51(0-707/1’)7 o= L

2.6 Svojstva specijalnih slucajeva stabilnih slucajnih varija-
bli

Zanimljivo je promotriti sto se moze zakljuciti iz prethodnih svojstava za spe-
cijalne slucajeve stabilnih slucajnih varijabli, navedene u primjerima u prvom pot-
poglavlju.

Za normalnu distribuciju vrijedi:
e [z svojstva 2.5 se moze zakljuciti da je simetri¢cna oko p s a = 2.
e Prema svojstvu 2.11 parametar pomaka p jednak je ocekivanju.
Za Cauchyjevu distribuciju vrijedi:
e [z svojstva 2.5 se moze zakljuciti da je simetri¢cna oko p s a = 1.
e Prema svojstvu 2.7 ona je i strogo stabilna.
e Prema svojstvu 2.9 nema kona¢ne momente, ¢ak ni 1. reda.

e [z korolara 2.3 vrijedi da moze postati simetricna pomicanjem.
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e Prema izvodu u prethodnom potpoglavlju slijedi i da moze biti uvjetno nor-
malna, ovisno o lokaciji.
Za Lévyjevu distribuciju vrijedi:
e Bududi da je § =1, ona je potpuno asimetri¢cna udesno, s a = 1/2.
e Prema svojstvu 2.9 nema kona¢ne momente, cak ni 1. reda.
Za Holtsmarkovu distribuciju vrijedi:
e Iz svojstva 2.5 zakljucuje se da je simetricna oko u s o = 3/2.

e Prema svojstvu 2.9 ima konacan moment 1. reda dok su joj varijanca i visi

momenti beskonacni.

2.7 Serijska reprezentacija stabilne slucajne varijable

Neka je proces {N(t),t > 0} Poissonov proces s intenzitetom A\ i 7,41 — 7,4 > 1
medudolazna vremena koja su nezavisna i eksponencijalno distribuirana s ocekivanjem
%. Moze se pokazati da se a-stabilna slucajna varijabla X, pri ¢emu je a € (0,2),
moze prikazati kao konvergentna suma slucajnih varijabli s dolaznim vremenima
Poissonovog procesa.

Sljedeca propozicija pokazuje da se stabilna slucajna varijabla moze prikazati
kao neprekidan niz. Njen dokaz moze se pronaéi u [8, Propozicija 1.4.1.].

Propozicija 2.2. Neka {1;} oznacava dolazna vremena Poissonovog procesa s in-

tenzitetom 1 i {R;} neka su n.j.d. sluéajne varijable, nezavisne od niza {r;}. Ako

= 1
E Ti a Rl
=1

konvergira g.s., tada konvergira prema strogo a-stabilnoj slucajnoj varijabli.

nwe

Buduéi da prikazani niz konvergira prema stabilnoj sluc¢ajnoj varijabli samo
ukoliko konvergira g.s., moguée je dodati odredene pretpostavke kako bi se osiguralo
da niz konvergira. U tu svrhu, zahtjeva se da je o € (0,2) i da su distribucije od
R; simetri¢ne i imaju kona¢ne momente reda «, kako bi dobivena sluc¢ajna varijabla

bila SaS.
Dakle, uvode se sljedece pretpostavke:
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o {¢;},{W;},{I";},i=1,2,... su nezavisni nizovi slu¢ajnih varijabli.

e ¢;,i=1,2,... sun.jd. Rademacherove varijable, to jest ¢ ~ (1}2 1_/12) .

e W;,1=1,2,... suslucajne varijable s konacnim apsolutnim momentima reda
.

e [, =1,2,... su dolazna vremena Poissonovog procesa oblika I'; = 23:1 B

pri cemu su e; n.j.d. eksponencijalne slucajne varijable takve da je Fe; = 1.
Prema tome, I';,72 = 1,2,... su zavisne i nisu jednako distribuirane. I'; ima

gamma distribuciju s parametrom «.

e R, iz prethodne proporzicije se zamjenjuje prethodno definiranim slucajnim
varijablama na nacin da je R; = ¢W;, pri cemu je W; = |R;| i ¢ = +1
predstavlja predznak slucajne varijable R;.

e [; se pise umjesto 7; zbog gamma distribucije.

Uvodedi navedene pretpostavke, slijedi teorem [8, Poglavlje 1.5.]:

_1
Teorem 2.2. Neka je a € (0,2). Tada suma Y ;- L', *W; konvergira g.s. prema
sluc¢ajnoj varijabli
1
X ~ Sa ((C;1E|W1|a) “ a()? 0) )
pri cemu je C, konstanta definirana u svojstvu 2.8.

Dakle, za svaku simetriénu a-stabilnu slucajnu varijablu vrijedi iducéa tvrdnja:

Korolar 2.4 (Serijska reprezentacija). Svaka sluc¢ajna varijabla SaS,a € (0,2), s

distribucijom S,(0,0,0) ima serijsku reprezentaciju!

C 1/& o 1
0| = &l * W,
(#wF) %

Na ovaj nacin se mogu generirati SaS slu¢ajne varijable, no to nije dobro
rjeSenje jer je konvergencija prespora.

Slican rezultat vrijedi i za a-stabilne slucajne varijable koje nisu simetri¢ne.
Promatraju li se ponovo nezavisni nizovi slucajnih varijabli {W;},i = 1,2,... i

{Ti},i=1,2,... pri ¢emu su {I';} definirani kao ranije, a za {W;} vrijedi:

LAko su X i Y dvije slucajne varijable, ne nuzno definirane na istom vjerojatnosnom prostoru,

kaze se da X ima reprezentaciju Y ako X iy,
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o E[Wi|* <oczaac€(0,2),a#1,
o E|Wiln|Wi|| < 0o za a =1,
vrijedi sljedeéi teorem o serijskoj reprezentaciji [8, Poglavlje 1.5.]:

Teorem 2.3. Suma

Z (FZ_EVVl - kz(a)> )
i=1
pri cemu je
0 ae(0,1),
ki(a) = ¢ (W1 ﬁ%l‘y;_l 2 sin xdx) a=1,
2 (- -DF) EWr a1,
E\Ww;|«
i=1,2,..., konvergira g.s. u S,(0,[,0) slu¢ajnu varijablu s c® = |C 1 , 8
, , E|Wq|® sign Wy ¢
definiran u 2.8 1 B =

U slucaju kad je o = 1, niz

00 1/(i=1) .-
Z (Fl—lm B EWl/ stxdx)
z

i=1 1/i

konvergira g.s. w Si(o, 5, u) slu¢ajnu varijablu, pri éemu su o i B definirani kao
ranije i p = —EW7 In |[Wq].
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3 Stabilan sluc¢ajan vektor

U ovom poglavlju prosirena je definicija stabilne distribucije na visedimenzionalni
slucaj. Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, funkcije gustoce uglavnom nisu poz-
nate u eksplicitnom obliku i stoga se koriste karakteristicne funkcije. Definirana
je karakteristicna funkcija stabilnog slucajnog vektora te su koristenjem karakte-
risticne funkcije pokazana osnovna svojstva strogo stabilnog, simetricnog stabilnog i
subgaussovskog slucajnog vektora. Naglasak je stavljen na usporedbu sa svojstvima
normalnog stabilnog slucajnog vektora.

3.1 Definicija stabilnog slucajnog vektora

Multivarijatna stabilna distribucija definira se jednostavno Sirenjem definicije

stabilne slucajne varijable na prostor R™.

Definicija 3.1. Slucajan vektor X = (Xy,...,X,) je stabilan slucéajan vektor
u R™ ako za bilo koje pozitivne brojeve a 1 b postoji pozitivan broj c i vektor d € R™

takvi da vrijeds

aXV 4+ bX@ L X +d, (3.1)

pri cemu X i X @ predstaviljaju nezavisne kopije slucajnog vektora X .

Ukoliko u jednadzbi (3.1) vrijedi d = 0, Va,b > 0 slucajni vektor X se naziva
strogo stabilan. Ako stabilan slucajan vektor X zadovoljava relaciju

P{X e B}=P{-X € B},

za svaki Borelov skup B u R", naziva se simetri¢an stabilan.

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, za stabilan slucajan vektor vrijedi:

Korolar 3.1. Slucajan vektor X je stabilan ako i samo ako za bilo koji n > 2 postoje
a € (0,2] i vektor d,, takvi da vrijedi

XU XxO g X0 5 oy g (3.2)
pri cemu su XD X® X" nezavisne kopije slucajnog vektora X .

Definicija 3.2. Slucajan vektor X € R" se naziva a-stabilan ako vrijedi (3.1) uz
konstantu ¢ za koju vrijedi ¢ = a® 4+ b*, odnosno ako vrijedi (3.2). Koeficijent o je

indeks stabilnosti ili karakteristicni eksponent vektora X.
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Za normalan slucajan vektor vrijedi:
Slucajan vektor je normalan ako i samo ako su sve njegove linearne kombinacije
komponenata normalne slucajne varijable.

Namece se pitanje kakva je veza izmedu distribucije stabilnog slucajnog vektora
i njegovih komponenata. Sljedeé¢i teorem pokazuje da ako je X stabilan slucajan
vektor, tada su sve linearne kombinacije njegovih komponenata stabilne sluc¢ajne

varijable. Posebno, i svaka pojedina komponenta je stabilna slu¢ajna varijabla.

Teorem 3.1. Neka je X = (Xi,...,X,,) stabilan (strogo stabilan, simetrican sta-
bilan) slucajan vektor u R™. Tada postoji konstanta o € (0,2], takva da za c iz
jednadzbe (3.1) vrijedi

c® = a” + b*.

Dodatno, bilo koja linearna kombinacija komponenata slucajnog vektora X oblika

V= Enz Uka
k=1

je a—stabilna (strogo a—stabilna, simetricna a— stabilna) sluc¢ajna varijabla.

Dokaz. Neka su XM i X® nezavisne kopije stabilnog slucajnog vektora X i v =
(v1,v2,...,v,) vektor u R™.
Neka su Y] i Y5 nezavisne kopije slucajne varijable Y, tj:

n

k=1

n

k=1
Neka su a,b > 0, fiksni. Buduéi da je X stabilna, prema definiciji (3.1) postoje ¢ > 0
id e R" takvi da vrijedi
aXW 4 X L X 1 d.

Usporede li se karakteristicne funkcije dva vektora, jasno je da ukoliko su oni jed-
naki po distribuciji, i odgovarajuce linearne kombinacije njihovih komponenata su

jednake po distribuciji.
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Prema tome, vrijedi

aY) + bY, = Vg <CLX,§1) + bX£2)> L] v (e Xy + dy)
k=1 k=1
= CZUka + kadk =cY + ('U,d)
k=1 k=1

Pri tome je (v,d) oznaka za skalarni produkt vektora v i d.
Iz definicije 2.1 se vidi da je Y stabilna slucajna varijabla, a prema teoremu 2.1
postoji konstanta a € (0, 2] takva da vrijedi

e =a®4-b"%,

O

Vrijedi li i obrat te tvrdnje? Sljedeci teorem daje odgovor na pitanje sto se moze
re¢i o distribuciji slucajnog vektora X ukoliko su sve njegove linearne kombinacije
stabilne slucajne varijable.

Teorem 3.2. Neka je X € R" slucajan vektor. Tada vrijedi:

(i) Ako sve linearne kombinacije Y = >}, vi Xy imaju strogo stabilne distribu-

cije, X je strogo stabilan slucajan vektor.

(ii) Ako su sve linearne kombinacije Y = Y, _ v, Xy simetricne stabilne, X je

simetrican stabilan slucajan vektor.

(iii) Ako su sve linearne kombinacije Y =Y ,_, vp Xy stabilne s« > 1, X je stabilan

slucajan vektor.

Dokaz. Moze se pronaéi u [8, Poglavlje 2.1., Teorem 2.1.5.]. O

Dakle, ukoliko je o € (0, 1), a linearne kombinacije slu¢ajnog vektora X nisu
simetri¢ne ni strogo stabilne, X ne mora biti stabilan slucajan vektor. Primjer koji

to potvrduje moze se naéi u [8, Poglavlje 2.2.].
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3.2 Karakteristicna funkcija a-stabilnog slucajnog vektora

Neka je X = (Xq,...,X,) a-stabilan slu¢ajan vektor u R". Za njegovu karakte-
risticnu funkciju se uvodi sljedeéa oznaka:

B0(0) = Da(br,...,0,) = E [¢@X)] = E [eiiﬁzﬁm} :

pri cemu (8, X) oznacava skalarni produkt.
Za karakteristicnu funkciju ®,(0) vrijedi:

Teorem 3.3. Neka je a € (0,2]. X € R" je a-stabilan slucajan vektor ako i samo
ako postoji konaéna mjera T' na jedinicnoj sferi S, € R™ i vektor u° € R" takvi da
vrijeds:

Y

¢~ s, 109)](1+i2 sign((0,6)) In(0,8) )T (n5) +i(O.1")

~ g, 16.6)|" (1-isign((8.6)) tan 52 )T(ns)+i(0.4?) 1
B, —{6 s 1, (3.3)

a=1.
Pri tome je par (I, u°) jedinstven.

Definicija 3.3. Za vektor X u teoremu 3.3 se kaze da ima spektralnu reprezen-

taciju (', u°). Mjera I’ se naziva spektralna mjera a-stabilnog sluéajnog vektora
X.

U prethodnom teoremu, vektor p® ima sliénu ulogu kao parametar pomaka /i
u jednodimenzionalnom sluc¢aju, dok mjera I' zamjenjuje i parametar skaliranja o i
parametar asimetri¢nosti (3.

Prema teoremu 3.1 bilo koja linearna kombinacija Y, = >, _, vx X} a-stabilnog
slucéajnog vektora X ima a-stabilnu distribuciju S, (0y, By, ). Kako bi se odredili
parametri 0, 5, 1 1y, neka je v € R proizvoljan i @ = v u jednadzbi (3.3). Tada
vrijedi:

— v,8)|® (1—isign((yv,8)) tan Z2 )T (ns)+i(yo,u°
E [0 ®)] = {6— fn :v s;(l(wzs;ggn(((;v s)>)) 1n|<v2v)s>|()r<)ns>(iz‘<iv);0> e
e Jsn 1179 ™ , ’ O a =1,
{e—lvlo‘[fsn |(v,8)|°T (ns)—isignytan 73 [ [(v,8) sign((w))F(nS)]+i7(v,u°)’ a1,

¢~ MIlJs, [@#)IN(s)+i2 signy [, (08 In|(y0,8) I (n9)] 7 (w.48) o=l

Prema tome, parametri za linearnu kombinaciju slucajnog vektora X imaju sljedeci

oblik: /o
o= ] (o.8)°Tms)) (3.9
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_ fs |(v,s)|*sign(v, s)['(ns)

Po Js (v, 8)[°T'(ns) 3-8
I ICHTON a#1,
= {(v,m) — 2 [, (v,8)In|(yw,8)|T(ns), a=1. AR

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, najlakse je svojstva stabilnog slucajnog
vektora proucavati koristenjem karakteristicnih funkcija. U sljedec¢a tri potpoglav-
lja diskutirana su neka svojstva posebnih vrsta stabilnog slu¢ajnog vektora, to
jest strogo stabilnog slucajnog vektora, SaS slucajnog vektora te subgaussovskog
slucajnog vektora.

3.3 Strogo stabilni slucajni vektori

U ovom potpoglavlju strogo stabilni slucajni vektori karakterizirani su pomoc¢u
karakteristi¢cnih funkcija. Potrebno je istraziti koje uvjete moraju zadovoljavati I" i
p’ iz jednadzbe (3.3) kako bi ®,(f) bila karakteristi¢na funkcija strogo a-stabilnog
sluc¢ajnog vektora.

Iz teorema 3.2, nuzan i dovoljan uvjet da vektor X bude strogo a-stabilan je
da su linearne kombinacije Y, = >, _, v X} strogo a-stabilne za bilo koji v € R™.

U sluc¢aju a # 1 prema svojstvu 2.6 nuzno i dovoljno je da vrijedi

Moy = (’U,Il,o) = 07

odnosno pu® = 0.
U sluéaju a = 1 prema svojstvu 2.7 nuzno i dovoljno je da vrijedi 8, = 0, to
jest

|(v,8)|* sign(v, s)I'(ns) = / (v,8)*T'(ns) = 0.

Iz toga slijede teorem i korolar u nastavku.

Sn

Teorem 3.4. Neka je a € (0,2]. X € R™ je strogo a-stabilan slucajan vektor ako i

samo ako vrijedi:

(i) a #1:
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(1)) o =1
/ spl (ns)=0, k=1,2,...,n

n

Korolar 3.2. Neka je X € R™ a-stabilan slucajan vektor i a € (0,2]. Tada je X
strogo stabilan ako i samo ako su sve mjegove komponente Xy, k = 1,...,n strogo

stabilne slucajne varijable.

3.4 Simetricni stabilni slucajni vektori

Na analogan nacin kao u prethodnom potpoglavlju, analiziraju se I' i p° iz
jednadzbe (3.3) kako bi ®,(@) bila karakteristicna funkcija simetricnog a-stabilnog
slucajnog vektora.

Teorem 3.5. Neka je X € R™ a-stabilan slucajan vektor i a € (0,2]. Tada je X
simetrican stabilan ako i samo ako postoji jedinstvena simetricna konacéna mjera® T

na jedinicnoj sferi S, takva da vrijedi:

E[62(07X)] — e_ fsn |(07s)|0‘1_‘(ns). (37)

I’ je spektralna mjera simetricnog a-stabilnog slucajnog vektora X.

Dokaz. Nuzan i dovoljan uvjet da stabilan slucajan vektor X bude simetri¢an je da
mu je karakteristicna funkcija realna, to jest da vrijedi jednakost (3.7).

Nadalje, neka je I'(B) = 3(I'(B) + I'(—=B)), VB € S, Borelov skup. Buduéi da je
['(—B) = I'(B), T je simetri¢na mjera. S obzirom da bi jednakost (3.7) vrijedila i

za T, zbog jedinstvenosti je I' = I pa je i I simetri¢na. O

Za razliku od strogo stabilnog slucajnog vektora, za simetri¢ne stabilne slucajne
vektore ne vrijedi da su simetriéni ako i samo ako su im komponente simetri¢ne. No
vrijedi da je X simetrican ako i samo ako je u® = 0 i I' je simetricna.

Primjer jednog asimetricnog a-stabilnog slucajnog vektora X kojemu su sve
komponente Xj, Xo, ..., X,, simetricne je:

Primjer 3.1. Neka su X1, Xo, X3 n.j.d. slucajne varijable takve da vrijedi X; ~
S1(1,1,0), i = 1,2,3 i vektor Y = (Y1,Ys) za koji vrijedi:

)/IZXI_X%

2T je simetri¢na mjera na S,, ako VB € S, vrijedi I'(B) = I'(—B).
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Yo = Xo — Xis.
Prema svojstvu 2.4 za a = 1 vrijedi:
—X; ~51(1,-1,0), i=1,2,3.
Stoga, za Y;, j = 1,2, koristenjem svojstva 2.1 vidi se da vrijedi:
Y; ~ $1(2,0,0)

te su 'Yy 1Yy simetricne 1-stabilne slucajne varijable.

Medutim, vektor'Y nije simetrican jer linearna kombinacija
01Y1 + 02Ys = 01(X1 — Xo) + 02( X2 — X3) = 01X + (02 — 01) X2 — 62X

nema parametar pomaka = 0 osim kad vrijedi 01 = 0, 0y = 0 ili 01 = 0s.

3.5 Subgaussovski slucajni vektori

Ukoliko su Z ~ N(0,0%) i A a/2-stabilna sluéajna varijabla, nezavisna od
Z i potpuno asimetri¢na udesno, iz propozicije 2.2 znamo da je slucajna varijabla

X = A'Y27 SasS. Tsti rezultat moze se progiriti i na stabilne slu¢ajne vektore.

Neka je
2/a
A~ Sy <<COS%> ,1,0), a € (0,2),

tako da je Laplaceova transformacija

E [6_7‘4} = e‘”a/Q, 7 20,

Neka je Z = (Zy,Zs, ..., Z,) normalan vektor s ocekivanjem 0 u R™ nezavisan od

A. Bududi da je za bilo koje realne brojeve vy, vo, . .., v, linearna kombinacija

n

Z ’UkAl/QZk = A1/2 En: Uka

k=1 k=1

SaS slucajna varijabla, prema teoremu 3.2 slucajan vektor
X = (AV2Z, A2z, ... AMPZ) (3.8)

ima SaS distribuciju u R".



28

Definicija 3.4. Bilo koji vektor X € R"™ distribuiran kao u jednadzbi (5.8) naziva

se subgaussovski SaS sluc¢ajan vektor s pripadnim normalnim vektorom Z.

Propozicija 3.1. Subgaussovski SaS slucajan vektor ima karakteristicnu funkciju
E [ei T Hka} — |3 T 2y 00 Rij|*/ (3.9)

pri cemu su R;j = BEZ;Z;, i,j = 1,...,n kovarijance pripadnog normalnog vektora

VACSS VAT TR
Dokaz. Dokaz se provodi koriStenjem svojstava uvjetnog ocekivanja i jednakosti
Ba W = e‘”a/g, v > 0. Slijedi:
E [eiz}gzl ekxk] _E [E [emm 22:19k2k|A” _E [e—A% z;;lz;:leiej}zij]
— 13 X0t Xy 66 Rij |72
O

Sljedeci korolar pokazuje da subgaussovski slucajan vektor nasljeduje strukturu
od pripadnog normalnog vektora.

Korolar 3.3. Neka je X subgaussovski SaS slucajan vektor s pripadnim normalnim
vektorom Z. Tada svaki subgaussovski Sa/S slucajan vektor jednako distribuiran kao

X ima pripadan normalan vektor jednako distribuiran kao Z.

Dokaz. Neka je Z' € R" normalan vektor s kovarijancama R;;, 4,7 =1,...,n.
Pretpostavimo da X’ = AY2Z’ ima istu distribuciju kao X = A'/2Z. Treba pokazati
da tada Z’ ima istu distribuciju kao Z.

Buduéi da je X’ ixX , slijedi da su i karakteristicne funkcije jednake, to jest
E [ei Py HszQ} — [ei k1 Hka} )
Koristenjem propozicije 3.1 slijedi:

Z Z 0:0;R;; = Z Z 0,

i=1 j=1 i=1 j=1
za bilo koje realne 6y, ..., 0,.
S obzirom da su 6;-evi jednaki na obje strane jednakosti, vrijedi i:

R;] :Rl]7 i,j::l’...,n.

Prema tome, vrijedi i Z’ 47, O
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Sljede¢a propozicija pokazuje da ukoliko je spektralna mjera I" uniformna (i

u’=0), Sas sluéajan vektor je uvjetno n.j.d.> normalan.

Propozicija 3.2. Neka je X SaS, a € (0,2), slucajan vektor u R™. Tada su sljedece

turdnje ekvivalentne:

(i) X je subgaussovski slucajan vektor ¢iji pripadni normalan vektor ima n.j.d.
N(0,0?) komponente.
(ii) Karakteristicna funkcija slucajnog vektora X je

E [eizgzl akxk] _ 2o 20nlgle

(iii) Spektralna mjera I' sluc¢ajnog vektora X je uniformna.

Dokaz. Dokazimo prvo (i) < (7).

Neka je X = (X1, Xo, ..., X,,) subgaussovski SasS sluc¢ajan vektor ¢iji pripadni nor-
malan vektor Z ima komponente 7y, Zs, ..., Z, koje su n.j.d. slucajne varijable s
distribucijom N(0,0?).

Prema propoziciji 3.1, karakteristicna funkcija slu¢ajnog vektora X je

" a/2
E [eizzzl Hka} — 6_(%2 Zk:ﬁ%) ) (3.10)

Pokazimo sada da (iii) = (i1).
Neka je X SaS s uniformnom spektralnom mjerom I' na S™. Karakteristicna funkcija
vektora X je tada

E [eiEZ:l eka:| — e~ fSn |ZZ:1 0k8k|ar(ns)‘

Oznac¢imo

/ |Z€ksk|°‘F(ns) = f(91,92,...,9n),

Sn k=1
tako da je
E [eizzzlekxk} — o/ (01,62,..00) (3.11)

Bududi da je T' uniformna, f ovisi samo o euklidskoj normi |@| vektora § € R™.
Za bilo koji ¢ > 0 vrijedi

f(C@l, 6(92, i ,c@n) == caf(¢91, 92, e ;9n>

3n.j.d. se odnosi na distribuciju komponenata pripadnog normalnog vektora.
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Prema tome, za neki C' > 0 vrijedi

- a/2
f(91a92770n)20(2912€> :
k=1

Ako se izabere C' = 27%/2¢ vidi se da su jednadzbe (3.10) i (3.11) jednake. Iz
jedinstvenosti spektralne mjere I' slijedi (i) = (7).
U

3.6 Razlike u odnosu na Gaussovski slucaj

Jedan od glavnih alata za proucavanje veze izmedu slucajnih varijabli je kova-
rijanca. Specijalno, ona se moze koristi i za normalne slucajne varijable. Pitanje je

moze li se ona koristiti i za ostale stabilne distribucije i ako ne, koja je alternativa.

Definicija 3.5. Neka su X i Y slucajne varijable takve da su E[X], E]Y] i E[XY]

konacni. Tada je njihova kovarijanca definirana kao
Cov(X,Y)=FE[(X - E[X]))(Y = E[Y])].

Kovarijanca nije definirana u slucaju a € (0,2) te je za a € (1,2) uveden
pojam kovarijacije koja bi zamijenila kovarijancu, no ona ne posjeduje sva korisna
svojstva kovarijance. U ovom poglavlju definirana je kovarijacija te su navedene

glavne razlike u odnosu na normalan slucaj.

Definicija 3.6. Neka je zajednicka distribucija od Xy i Xy simetricna stabilna s
a € (1,2] i ' spektralna mjera sluc¢ajnog vektora (X1, Xs). Kovarijacija od X, na

Xy je realan broj

[X1, Xa]a = /s 515527 T'(ns), (3.12)
2
pri cemu je
a*P> = |a|Psigna = @, @20,
_| |p, a<0

za p € R.
Ako je o = 2, karakteristi¢na funkcija od (X1, X3) je

fSQ (6151+0252)3T(ns)

E [ei(91X1+92X2)} — e

_ e—(@% ng 52T (ns)+260102[X1,X2]2+62 fs2 s%F(ns)) ‘
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Takoder, vrijedi i

E [ei(01X1+02X2)} — ¢ 3(67 Var(X1)+20165 Cov(X1,X2)+63 Var(X2))

Ukoliko se postavi prvo #; = 0, a zatim 6 = 0 izjednacavanjem gornje dvije
jednadzbe dobije se:

1
/ S?F(TLS) =—VarX;, j=12,
So 2
1 prema tome

Il
[Xl, XQ]Q = 5 COV(XI, XQ)

Sljedeca svojstva pokazuju najvaznije razlike izmedu kovarijance i kovarijacije.

Navedena su bez dokaza, a dokazi se mogu pronadi u [8, Poglavlje 2.7.].

Korolar 3.4. Iako je kovarijacija linearna u prvom argumentu, nije nuzno linearna

u drugom argumentu.

Koristenjem svojstava matematickog ocekivanja lako se moze provjeriti da je

kovarijanca linearna u argumentima. Pokazimo to na drugom argumentu.

Cov(X,aY; + bYa) = E[X (aY; + bY3)] — E[X]E[aY; + bY5)
= aE[XY1] + bE[XYs] — aE[X]E[Y1] — bE[X]E[Y]
= a(E[XY1] — E[X]E[V1]) + b(E[XY3] — E[X]E[Y2])
=aCov(X,Y1) + bCov(X, Ys).

Korolar 3.5. Kovarijacija nije, generalno, simetricna u svojim argumentima.
Pokazimo to na primjeru.

Primjer 3.2. Neka je o < 2, [X, X] # 0 i a,b € R razliciti od nule, takvi da vrijeds
a #b. Tada je

[aX,bX], = ab* 17 [X, X], # a~*"b[X, X], = [bX, aX],.
S druge strane, iz same definicije kovarijance primjec¢uje se da je simetri¢na.
Svojstvo 3.1. Ako X i Y imaju zajednicku SaS distribuciju 1 nezavisne su, tada

vrijeds

[X,Y]. = 0.
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Medutim, ne vrijedi obrat prethodne tvrdnje. Nasuprot tome, za normalnu
distribuciju [X, Y], = 3 Cov(X,Y) = 0 implicira da su X i Y medusobno nezavisne
(vidi [3, 85. str]).

Intuitivno je pitati se $to znaci [X, Y], = 0, za a € (1,2) . U tu svrhu, definiraju
se pojmovi kovarijacijska norma i Jamesova ortogonalnost. Vise o tome moze se

pronadi u [8, Poglavlje 2.].
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4 Primjena stabilnih distribucija

U ovom poglavlju pokazano je kako se stabilne distribucije mogu primjenji-
vati na stvarne probleme. lako veéina stabilnih distribucija nema poznatu funkciju
gustoce u eksplicitnom obliku, imaju siroku primjenu.

Najveci porast interesa za stabilne distribucije dogodio se zbog njihovog pojav-
ljivanja u drusveno - ekonomskim modelima.

Kao sto se moze detaljnije pogledati u ¢lanku [2], stabilne distribucije mogu
se primjeniti u financijama. Za takvo modeliranje, cesto se pretpostavlja da pro-
matrane slucajne varijable imaju Gaussovsku distribuciju. Kako cesto dolazi do
odstupanja od te pretpostavke zbog teskih repova ili asimetri¢nosti, stabilne distri-
bucije se pokazuju kao prikladan na¢in modeliranja.

Takoder, stabilne distribucije mogu se primjenjivati i u modeliranju log - po-
vrata. Jedna takva primjena jako detaljno je opisana u ¢lanku [6].

Osim toga, stabilne distribucije primjenjive su i na probleme iz fizike i biologije
kao sto se moze pogledati u [11, Poglavlje 1.]. Neki od problema iz podrucja fizike
koji se mogu modelirati stabilnim distribucijama su gravitacijsko polje zvijezda, dis-
tribucija magnetskog polja generirana mrezom elementarnih magneta i distribucija
temperature u nuklearnom reaktoru.

U ovom poglavlju obradena su tri konkretna primjera koji se mogu modelirati

stabilnim distribucijama.

4.1 Stabilni zakoni u igrama

U ovom poglavlju pokazano je kako se odredeni primjeri koji ukljuc¢uju igre na
sreCu mogu modelirati stabilnim distribucijama. Primjeri obradeni u ovom poglavlju

mogu se pronadi u [10, Poglavlje 10.1.].

4.1.1 Saint Petersburg paradoks

U prvom primjeru, promatra se , Saint Petersburg paradoks” (za detaljniji opis
paradoksa pogledati [9, Poglavlje 1.7.]). Igra se sastoji od bacanja simetri¢nog
novcic¢a dok se ne pojavi glava. Neka slucajna varijabla N oznacava bacanje u kojem

se glava pojavljuje prvi put. Bududéi da je nov¢i¢ simetrican, N ima distribuciju
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Ako se glava pojavi u bacanju N, igra¢ dobiva iznos 2V. Pitanje je koliki je iznos
posteno traziti kao igracev pocetni ulog. Kako bi igra bila postena, od igraca bi
bilo priodno kao pocetni ulog traziti iznos ocekivanog dobitka. U tu svrhu racuna
se ocekivani dobitak

Exzilgng—nzign—n:il:w

Buduéi da se ocekuje beskonacan dobitak za igraca, pocetni ulog bi trebao biti
beskonacan. Iako je ovaj izracun matematicki tocan, igra na taj nacin nije bila
smislena pa su predlagani drugaciji nacini racunanja pocetnog uloga.

Hrvatsko americki matematicar Feller je otkrio kako definirati rizik kako bi igra bila
postena. Ako je n broj igara koje je igrac odigrao, igra se moze smatrati postenom
ukoliko omjer dobitka X, i iznosa koji igra¢ mora uloziti kako bi igrao R,, konvergira
u 1 ako n tezi u beskonacnost. Tocnije, za svaki € > 0 vrijedi

P(|X,/R,—1]<e)—1, n— 0.

Dokazao je da kako bi pocetni iznos bio konacan treba postaviti R,, = nlogy n. Takav

zakljucak proizilazi iz teorije stabilnih zakona jer

P(X >z)=P2" >1z) = P(N >log,z) = Z 27"~ 227 L
n>logy
Prema generaliziranom centralnom grani¢nom teoremu, slucajna varijabla X pri-
pada domeni atrakcije stabilnog zakona s a@ = 1. Iz ovoga slijedi da bi se pocetni
ulog trebao odrediti s obzirom na to koliko ¢e igara igra¢ odigrati i taj ulog trebao

bi biti reda veli¢ine nlogy n.

4.1.2 Igra s dva igraca

U drugom primjeru, promatra se igra s dva igraca, pri ¢emu svaki od njih
ima jednaku Sansu za pobijediti ili izgubiti partiju. Pocetni kapital prvog igraca je
C € N, dok je drugi beskona¢no bogat. Svaka igra je nezavisna od ishoda prethod-
nih igara i svaki igra¢ moze pobijediti ili izgubiti s vjerojatnoséu 1/2 te se njegov
kapital sukladno s tim povecava ili smanjuje za 1. Pitanje je koliko igara moraju
odigrati prije nego Sto prvi igra¢ izgubi sve novce.
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Neka je C' + C}, kapital prvog igraca nakon k igara i N(C') broj koraka do
trenutka kad ¢e izgubiti sve novce, to jest

N(C)=min{k:C+C, =0}, N(0)=0.

Treba pokazati da je N(C') konac¢an broj, to jest da ¢e prvi igra¢ u nekom trenutku
izgubiti sve novce.

Pretpostavimo da je
p(C) = P(N(C) < ), p(0) =1.

Neka je za odredeno bacanje D; dogadaj ,,prvi igra¢ pobjeduje u igri” i Dy dogadaj
,prvi igra¢ gubi u igri”. Prema formuli potpune vjerojatnosti (vidi [1, Poglavlje 1.,
Teorem 1.1.]) vrijedi

p(C) = P(N(C) < oo | D1)P(D1) + P(N(C) < 00 | D2)P(Dy). (4.1)

Jasno je da vrijedi
1
Pl = P(Bs) = 5"

Buduéi da Dy znaci povecanje kapitala za 1, a Dy smanjenje, vrijedi i
P(N(C) < oo | Dy)=P(N(C+1) <o0)=p(C+1),

P(N(C) < o0 | D) = P(N(C — 1) < 00) = p(C — 1).
Prema tome, slijedi:
P(C) = 2 Ip(C +1) +p(C ~1)]. (12)

Neka je
A(C) =p(C +1) —p(C).

Iz jednadzbe (4.2) tada slijedi
AC)-A(C-1)=p(C+1) - p(C) - (p(C) —p(C - 1)) =0.
Prema tome, A(C') je konstanta i neka je A(C) = 9.

Moze se zapisati

p(C +1) =p(0) + > _A(k) =p(0) + 6C. VC €N,

k=1
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Bududi da prethodna jednadzba mora vrijediti za svaki iznos C' € N, mora biti § = 0
kako bi vjerojatnost p(C' + 1) bila dobro definirana.
Dakle,

p(C)=1, VCeN

te prema tome prvi igra¢ sigurno gubi.

Nadalje, pretpostavimo da je pocetni kapital 1 i razmotrimo distribuciju sluc¢ajne
varijable N = N(1). Neka su N; i Ny nezavisne kopije sluc¢ajne varijable N. Vrijedi

N~ < 1 N1+N2+1)
1/2 12 '
Vrijedi:
P(N(1)>n) = Z pak—1 &~ \/2/mn V2 1z — .
kE>(x+1)/2

Detaljnije opisan postupak dobivanja prethodnog rezultata moze se vidjeti u [10,
Poglavlje 10.2., stranica 259.]. Dakle, distribucija slucajne varijable N(1) pripada
domeni atrakcije stabilnog zakona s parametrima o = 1/2 1 = 1. Prema tome,
distribucija prosje¢nog broja koraka do gubitka svih novaca ukoliko je pocetni iznos
1 moze se opisati Lévyjevom distribucijom.

4.2 Stabilni zakoni u biologiji

Detaljniji opis problema obradenog u ovom poglavlju moze se pronaéi u [11,
Poglavlje 1.3.].

U ovom problemu promatra se niz zivotinjskih ili biljnih rodova, poredanih
prema broju vrsta koje su zastupljene u njima. Broj rodova koji sadrze samo jednu
vrstu oznaci se s Ny, broj onih koji sadrze dvije vrste s Ns i tako dalje. Time se
dobije niz Ny, Ny, .... Tada je N = N; + Ny + ... ukupan broj rodova.

Nadalje, formirajmo broj frekvencija

Ni
N’

koje predstavljaju vjerojatnost da slu¢ajno odabrani rod ima toéno k vrsta.

Pk = ]{5:1,2,

Engleski biolog Willis je otkrio da za rodove koji sadrze dovoljan broj vrsta, to jest

Zpk = Cn_1/27

k>n

za n > ng vrijedi
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pri ¢cemu je C' konstanta.

Drugim rije¢ima, vjerojatnost pronalaska barem n vrsta u rodu smanjuje se stopom
1/4/n se kako se n povecava.

Teorijska podloga za takav rezultat mogla bi se pronaci u reprodukcijskom procesu
Cestice.

Na pocetku procesa, u pitanju je jedna cestica tipa Ti. Tijekom prve jedinice vre-
mena, ova Cestica se razdvoji na o Gestica tipa Tp i p1; Cestica tipa Tj. Cestice
tipa Tj ostaju nepromijenjene, no Cestice tipa 7} mogu se ponovo transformirati.
Brojevi p9 1 11 su slucéajne varijable. Na ovaj slucajan proces reprodukcije cestice

postavljaju se uvjeti:

1. Transformacija svake cestice tipa 1] je nezavisna od njene povijesti i od drugih
Cestica.

2. Zajednicka distribucija slucajnih varijabli p10 1 p11 u trenutku transformacije
cestice tipa T ostaje ista za sve cestice tog tipa i ne ovisi o vremenu kad se
transformacija dogodila. Takoder, ukupan broj 19 + 11 Cestica koje nastanu

prilikom jedne transformacije ne moze prije¢i neki konstantan broj h.

3. Ocekivani broj &y = Fuqo Cestica tipa T nastalih u jednoj transformaciji je
pozitivan, dok je oc¢ekivani broj 6; = Eu1y Cestica tipa T1 jednak 1. Dodatno,
vrijedi i ¢ = Var gy > 0. Zbog zadnjeg uvjeta cestica tipa T} ne moze s vje-
rojatnoséu 1 reproducirati samo jednu novu cesticu tipa Tj. Stoga, zajedno
s uvjetom FEui; = 1, Cestica tipa Ti s vjerojatnoséu vecom od 0 nece repro-
ducirati nijednu novu cesticu tipa 77. Buduéi da cestice tipa T ne mogu biti

transformirane, proces transformacije prestaje.

Na kraju procesa transformacije, reproduciran je slucajan broj U cestica tipa Tj
koje se nazivaju finalne cestice.

Pretpostavimo da na pocetku procesa postoji n cestica tipa 77. Prema tome, na

kraju procesa transformacije bit ¢e reproducirano Uy, ...,U, finalnih cestica, pri
¢emu je svaki U;, 1 = 1, ..., n reproducirala jedna cestica tipa 77 i njezini ,,potomci”.
Prema uvjetima 1 i 2 sluc¢ajne varijable U;, ¢« = 1,...,n su nezavisne i jednako
distribuirane.

Normirana suma ovih sluc¢ajnih varijabli je tada:

. C(U1++Un)
Vo = 20m? ’
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Moze se pokazati da distribucije slucajnih varijabli V,, konvergiraju prema stabilnoj
distribuciji s parametrima a = 1/2, =1, 0 =01 y = 1. Prema tome, distribucija

normiranih suma moze se opisati Lévyjevom distribucijom.
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Zakljucak

U ovom radu obradene su stabilne distribucije te njihove primjene. Definirani
su pojmovi stabilnih sluc¢ajnih varijabli i vektora te su koristenjem karakteristicnih
funkcija iskazana i dokazana neka njihova svojstva. Stabilne distribucije karakteri-
zirane su s Cetiri parametra. Kroz svojstva stabilnih distribucija pokazano je odakle
potjecu nazivi za parametre te sto oni predstavljaju. Samo tri stabilne distribucije
imaju funkciju gustoce poznatu u eksplicitnom obliku. One su navedene te su pri-
kazani njihovi grafovi, kako bi se demonstrirao tipican izgled stabilnih distribucija.
Najpoznatija medu njima je normalna distribucija i ona ima nesto drugacija svoj-
stva od ostalih stabilnih distribucija, buduéi da je jedina koja ima konacnu varijancu.
Zbog toga, za neka svojstva stabilnih slu¢ajnih vektora napravljena je usporedba s
Gaussovskim slucajem.

Na kraju rada navedeni su radovi u kojima se mogu naci detaljno opisane pri-
mjene stabilnih distribucija. Stabilne distribucije prikladne su za modeliranje mno-
gih problema, ne samo matematickih, nego i iz drugih znanosti. Njihova primjena je
siroka iz nekoliko razloga. Prema generaliziranom centralnom grani¢cnom teoremu,
jedina moguca grani¢na distribucija za normiranu sumu nezavisnih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli je stabilna distribucija. Drugi razlog je sto se puno pro-
blema iz raznih znanosti pokusava modelirati normalnom distribucijom. Budu¢i da
je normalna distribucija simetri¢na, cesto je moguce pronaci prikladniju distribuciju
za modeliranje nekog problema medu stabilnim slu¢ajnim distribucijama. Dodatno,
zbog teskih repova stabilnih distribucija, prikladne su za modeliranje ekstremnih

vrijednosti.
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Sazetak

U radu su iskazane ekvivalentne definicije stabilnih distribucija i pokazani su
neki dokazi tih ekvivalencija. Navedeni su najpoznatiji primjeri i iskazana i dokazana
najvaznija svojstva stabilnih sluc¢ajnih varijabli s naglaskom na specijalne slucajeve
normalne, Cauchyjeve, Lévyjeve i Holtsmarkove distribucije. Posebno su obradene
simetricne stabilne slucajne varijable.

U nastavku je prosirena definicija stabilnih distribucija na multidimenzionalni
slucaj. Definirani su stabilni slucajni vektori i njihova karakteristicna funkcija.
Koristenjem karakteristicne funkcije navedena su osnovna svojstva strogo stabil-
nih slucajnih vektora, simetri¢nih stabilnih slucajnih vektora te subgaussovskog
slucajnog vektora. Napravljena je usporedba sa svojstvima normalnog slucajnog
vektora.

Na kraju je diskutirana i pokazana na nekoliko primjera primjena stabilnih
distribucija.

Kljucne rijeci

stabilna distribucija, stabilna slu¢ajna varijabla, stabilan slu¢ajan vektor, sta-

bilni zakoni, domena atrakcije
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Summary

This paper contains equivalent definitions of stable distributions and some pro-
ofs of those equivalences. It contains the most known examples as well as pre-
sentation and proofs of the most important properties of stable random variables
with accent on special cases of Gaussian, Cauchy, Lévy and Holtsmark distribution.
Symmetric stable random variables are covered separately.

Furthermore, the definition of stable distribution is expanded on a multidimen-
sional case. A stable random vector and its characteristic function are defined. By
using the characteristic function, basic properties of strictly stable random vectors,
symmetric stable random vectors and subgaussian random vector are expressed. A
comparison with the properties of the Gaussian random vector is presented.

In the last chapter, the application of stable distributions is discussed and shown

on a couple of examples.

Key words

stable distribution, stable random variable, stable random vector, stable laws,

domain of attraction
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