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Sazetak

U ovom zavr$nom radu proucavat ¢emo osnovna svojstva unitarnih prostora. Definirat
¢emo Gramovu determinantu kojom karakteriziramo linearnu nezavisnost skupa vek-
tora. Zatim éemo objasniti Gram — Schmidtov postupak ortogonalizacije vektora i na
kraju upoznati se s unitarnim operatorom.

Kljuéne rijeci
Unitarni prostor, Gramova determinanta, skalari, vektori, ortogonalizacija, unitarni ope-

ratori

Basic properties of unitary spaces

Summary

In this final paper, we will study the basic properties of an unitary space. We will
define the Gram determinant which characterizes linear independence of a set of vectors.
Then we will explain the Gram-Schmidt orthogonalization procedure and introduce an
unitary operator.

Key words

Unitary space, the Gram determinant, scalars, vectors, orthogonalization, unitary opera-
tors
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1 Uvod

1.1 Skalarni produkt i unitarni prostor

Neka je U unitarini prostor nad poljem K. U ovom radu K ¢e predstavljati polje IR
realnih brojeva ili polje C kompleksnih brojeva. Vektorski prostor nad poljem R se zove
realan vektorski prostor, a nad poljem C kompleksan vektorski prostor.

Definicija 1 Skalarni produkt na vektorskom prostoru U je preslikavanje (-|-) : U x U — K
(svakom uredenom paru (x,y) € U x U je pridruZen skalar(x,y) € K) sa svojstvima:

(1) aditivnost u proom argumentu: (x1 + x2|y) = (x1|y) + (x2|y) (x1, %2,y € U),
(2) homogenost u proom argumentu: (ax|y) = a(x|y) (x,y € U,a € K),

(3) konjugirana simetricnost: (x|y) = (y|x) (x,y € U),
(4) nenegationost: (x|x) >0 (x e U),

(5) (pozitivna) definitnost: (x|x) = 0 onda i samo onda, kada je x = 0.
Veektorski prostor nad kojim je definiran skalarni produkt naziva se unitarni prostor.
Uvjeti (1) i (2) znace da je (+|-) linearni funkcional u prvoj varijabli, ;.
(t121 + t2%2|y) = aq(x1]y) + az(x2y).

Iz uvjeta (3) slijedi da je (+|-) antilinearan funkcional u drugoj varijabli, tj.

(x|Biy1 + Bay2) = (Biy1 + Bayz|x) = Br(y1|x) + Ba(y2]x) = B1(x|y1) + B2(x|y2).

Primjer 1 Neka je f: R" x R" — R funkcija zadana s

f((xlle/' . -/xn)/ (yllyZI' . '/yn)) - in Y.
i=1

PokaZite da je f skalarni produkt.

Rjesenje:

Provjerimo zadovoljava li f sva svojstva skalarnog produkta:
(1) nenegativnost:

n

n
T (0 B e % ) (0 B 055 ) =}, Ky = lez > (0.
=1 i=1

(2) definitnost:

n
FUA R0 50 B by LB iy v 6 % ) ) — O il lez = 0 akko xi2 =0,Vi, akkox; =0,Vi=1,...n.
i=1



(3) linearnost:

n

f([X(X],X2,- . ‘Ixn) S ,B(ylly2l .. '/yn)/ (21122/' 4 2 xX; -+ ,3]/1

=
= Zocxizi + Eﬁyizi = inzi + Eyizi
i=1 i=1 i=1 =1
— (xf((xl,xz,, ) .,xn), (zl,zz,. . .,Zn)) + ﬁf((y1,]/2,- . .,yn), (21122, S ,Zn))‘

(4) konjugirana simetricnost:
Verdjedi I F (008, w55 %) (PiaYzs wn ca P }) = FU LW 00 0 5loe) s (B9800 55 B )] P

Vrijedi da je Y x;-yi = Y yi-x; (zbog komutativnosti mnoZenja u R), pa f zadovoljava
i=1 i=1

svojstvo konjugirane simetri¢nosti.

Primjer 2 NekajeU = K" zanekin € IN,ay,- - - , &, > 0 fiksni skalari, v = (vy,- -+ ,0,),w =

(wq, -+ ,wn) € U.

(v|w) : Z nj0;W;

(+]+) je skalarni produkt na K". Za oy = --- = ay = 1 ovo je standardni skalarni produkt na
R*,

Primjer 3 Neka je U = M, (K) za neki n € N, gdje je M, (K) vektorski prostor svih kvadratnih
matrica reda n nad poljem K. Za A, B € U definiramo

(A|B) =#r(AB*),

gdje je B* = BT matrica adjungirana matrici B. (-|-) ]e skalarni produkt na M, (K). Naime,

za matrice A = [a;j], B = [By] imamo (A|B) = tr(] Z aiBik]) = Z jBjk pa je unitarni
j k=1

prostor M, (K) prirodno izomorfizan unitarnom prostoru K" uz standardni skalarni produkt

(n-torke iz K" mozemo poistovjetiti s n X n matricama).

Teorem 1 Neka je U unitaran prostor. Za u € U stavimo ||u|| = \/(u|u) (nenegativan drugi
korijen). Tada funkcija u — ||u|| s vektorskog prostora U u skup Ry = {A € R: A > 0} ima
sljedeca svojstva:

(1) za u € U vrijedi da je ||u|| = 0 akko u =0,

(2) zau € Uiw € Korijedi ||au| = |al||ul],

(3) vrijedi nejednakost trokuta, tj. ||uy + uz|| < |\uq|| + ||uzl|, Yuy,ux € U.
Nadalje, za bilo koja dva vektora uq,u, € U vrijedi Cauchy-Schwarz-Bunyakowskyjeva
nejednakost:

| (u|uz)| < flua ] - [Juz]-

Jednakost vrijedi ako i samo ako su uq i up linearno zavisni.



Dokaz:

Svojstvo (1) neposredna je posljedica definitnosti skalarnog produkta.
Svojstvo (2) posljedica je linearnosti i konjugirane simetri¢nosti:

IAx[1? = (Ax|Ax) = AA(x]x) = [A[[|x]|*.

Dokazimo sada C-S-B nejednakost. Za vektore uj,uy € U zbog pozitivnosti
norme, linearnosti skalarnog produkta u prvoj varijabli i hermitske simetrije
imamo redom:

0 < || (ua fur Yuz — (ualur)u || = ((ua fur Yuz — (uzfug)ug | (un fur Yz — (u2]uig)u)
— ((u1|u1)u2‘(u1|u1)u2 - (142|141)M1) - ((u2|u1)u1|(u1|u1)u2 - (u2|u1)u1)
= (uq|ug) (uafur) (uz|uz) — (u1]ug) (u2lug) (u2lur) — (z|ur) (1 [1) (11 |112)
+ (ua|ur) (o) (i |ar) = [foan [Pl [Pz l|* = [ 1> (g ) (1 |2)

= [Jur|® (Nua [P [luz® — [ (1 |2) 1)

= [l | (e P2l = [(u1]u2)[?) >0
Akoje u; = 0, onda vrijedi da je | (u1|u2)| = ||u1||||uz2]|, jer su obje strane nula.

Ako je u; # 0, vrijedi da je ||u1]|*> > 0, pa dijeljenjem gornje nejednakosti s
||u1||* dobivamo:
2
[ [fus2]|* = [ (1 |u2)|” > 0,

o |||z ]|* > | (uanu2) .

Jednakost vrijedi akko

(u1fur)up — (uz|ug)ug =0,

t.
(urug)ug = (ualug)uy /= (urfug)
~ (ug|uy)
uz - (u1|u1) 1,

tj. ako i samo ako su u; i u; linearno zavisni.
Pokazimo sada nejednakost trokuta, tj. ||uy + uz|| < ||uq]| + ||uz2]|, Vg, u2 €
U:

g + 12| = (uy + ua|uy +uz) = (urfu) + (urfuz) + (2)ur) + (12 )
= w1 + (uafuz) + (urfuuz) + [uz )| = ||u1 |2 + 2 Re(ur uz) + ||z |
< oy |12 + 2| (|2 | + ez 1 < o |12 + 2oy || 2] + ez 1
= (sl + ).



Funkciju u + ||u|| definiranu na vektorskom prostoru U i s vrijednostima u skupu
R koja ima svojstva (1), (2), (3) iz prethodnog teorema nazivamo norma, a vektorski
prostor na kojem je norma definirana nazivamo normirani prostor.

Ako je U normiran prostor s normom || - || postavlja se pitanje da li je mozda ta
norma dobivena iz nekog skalarnog produkta na prostoru U. Vrlo jednostavan odgovor
na to pitanje, kojeg navodimo bez dokaza, vezan je uz jednu geometrijsku jednakost, koja
vrijedi za bilo koji paralelogram u ravnini: zbroj kvadrata duljina stranica pralelograma
jednak je zbroju kvadrata duljina njegovih dviju dijagonala.

Teorem 2 (Jordan - Neumann) Neka je U normiran prostor s normom x — ||x||. Tada su
sljede¢a dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(1) Postoji skalarni produkt (x,y) — (x|y) na U takav da je ||x|| = /(x|x).
(2)  Zabilo koje x,y € U vrijedi tzv. jednakost paralelograma:

I+ ylI* + [l — yI* = 21x]|* + 2[ly]1>

U tom slucaju skalarni produkt sa svojstvom ||x|| = \/(x|x) je jedinstven i u slucaju polja
K = R zadan je s:

(llx +ylI* = llx = y11*),

| =

(xly) =

a u sluc¢aju K = C s:

(lx + g2 = llx =yl + illx + iy|* — il|x — iy]|*).

| =

(xly) =

Kada god imamo normu || - | na vektorskom prostoru U smisleno je definirati i pres-
likavanje d : U x U — R formulom d(x,y) = ||x — y||. Prirodno je ovakvo preslikavanje
shvadati kao razdaljinsku funkciju ili metriku na U, tj. funkciju koja mjeri udaljenost
elemenata x i y. Zaista d(x,y) ima sva razumna svojstva koja intuitivno o¢ekujemo da
vrijede, naime:

(1) d(x,y) > 0,Vx,y € U,

(2)  d(x,y) =0 ondaisamo onda akoje x =y,
3) d(x,y) =d(y,x),Vx,y € U,

(4) d(xy) <d(x,z)+d(zy) Vxy,z e U.

Napomena 1 Skup U na kojem je zadana funkcija d koja svakom uredenom paru (x,y) € U
pridruzuje realan broj d(x,vy) s navedenim svojstvima, zove se metricki prostor.



2 Gramova matrica

Skalarni produkt u unitarnom prostoru omogucava da ispitamo je li neki skup vektora
linearno zavisan ili nije. Pokazimo kako se to radi.

Neka je zadan konacan skup vektora x1, x3, ..., X, iz unitarnog prostora U. Da bismo
ispitali linearnu zavisnost toga skupa, moramo promatrati relaciju

K1xX1 +oxp+ -4+ apx, =0 (1)

i vidjeti je li (1) moguce zadovoljiti na netrivijalan na¢in. Pomnozimo 1i (1) skalarno
zdesna s xj, imamo

(1x1 + apx2 + - - - + anXn|xx) =0,

oy (x1|xg) + wo(xa|xx) + - - - + an(xu|xx) =0zak=1,2...n. (2)

Sada je (2) homogen sustav od 7 linearnih jednadZbi s nepoznanicama ay,ay, ..., ay.
Matrica koeficijenata (to¢nije transponirana matrica) tog sistema je

(wg)oen) (og)os) «ox foon]o)
G(x1,%0,...,%Xy) = (lexl) (lexz) (x2|g.cn)
(ald Tglin) o Conloig)

U prvom retku te matrice dolazi skalarni produkt vektora x; s vektorima xq, x, ..., Xy,
tim redom, u drugom retku produkt vektora x; s x1,x2, ..., x,, tim redom, itd.

Definicija 2 Za svakih n vektora unitarnog prostora matrica G(x1,xz, . .., Xn) potpuno je odre-
dena i zove se Gramova matrica vektora x1,x», . .., x,. Determinanta matrice G(x1,%,...,X,)
zove se Gramova determinanta vektora x1,x,, ..., Xy i oznacava T'(x1, X, -+, Xn).

Teorem 3 Neka je U unitaran prostor, vektori x1,xy, ..., x, iz U su linearno nezavisni akko je
I'(x1,x2,...,%,) # 0, tj. Gramova matrica je reqularna. U tom slucaju je I'(x1,x2, ..., %,) > 0.

Dokaz:

Pretpostavimo da su vektori x1, xy, . . ., X, linearno zavisniineka su A1, Ay, ..., Ay
n
skalari (od kojih je barem jedan razli¢it od nule) takvi daje ) | Agx; = 0. Tada

k=1
zasvakij e {1,...,n} vrijedi:

n n
0= () Mexelxj) = Y Awlae]xg).
k=1 k=1



To znaci da sljede¢i homogen sustav od 7 linearnih jednadZbi s n nepoznanica
A1, Az, ..., Ay ima netrivijalno rjeSenje:

................................. (3)

To znaci da je matrica tog sustava singularna. No, matrica sustava (3) je
upravo transponirana matrica matrice G(x1, x, . .., x,). Time smo dokazali da
iz linearne zavisnosti vektora x1, xy, . . ., X, slijedi da je matrica G(x1, x2,. .., Xn)
singularna.

Pretpostavimo sada da je matrica G(xq,x,...,x,) singularna. Tada je
i transponirana matrica singularna, $to znaci da sustav (3) ima netrivijalno
rjeSenje (A1, Ay, ..., Ay) (dakle, A; # 0, za barem jedan i). Stavimo

y= Y M

1<k<n

Sustav jednadZzbi (3) moZe se krace zapisati ovako
(ylx) =0, j=12,...,n

To zna¢idajey L [{x1,x2,...,x,}]. Medutim, y € [{x1,x2,...,x,}], pa sli-
jedi y L y, odnosno (y|y) = 0. No to je moguée samo ako je y = 0, .

y= Y Axx = 0. To pokazuje da su vektori x, x5, ..., x, linearno zavisni.
1<k<n

Dokazali smo da su vektori x1,x5,...,x, linearno zavisni ako i samo
ako je singularna njihova Gramova matrica G(x1,x2,...,x,). Ekvivalentno,
vektori xq,x,...,x, su linearno nezavisni ako i samo ako je njihova Gra-
mova matrica G(xq, xp, ..., X,) regularna. PokaZimo jos pozitivnost Gramove
determinante. Pretpostavimo da su vektori xq, x5, ..., x, linearno nezavisni.
Stavimo

n
x= Y ()",
k=1

pri ¢emu je aj determinanta matrice n — 1 reda, koja se iz Gramove matrice
G(x1,x2,...,x,) dobije tako da se izbriSe k-ti redak i n-ti stupac. Vektor x
moZemo shvatiti kao razvoj po n-tom stupcu determinante matrice koja se
iz G(x1,x,...,x,) dobije tako da se zadnji stupac zamijeni stupcem vektora



X1,X2,...,X, na sljedeci nacin:

[(x1]21)  (x1]|%2) ... (xq]xp1)  x1
(XZ|X1) (XZ|X2) @ (x2|xn_1) X2
x =det | (x3]x1) (x1|x2) ... (x3]xp-1) X3
| (xnlx1)  (xulx2) ooo (Xn-1lxn—1)  xn
Posebno, primijetimo da je an, = T'(x1,x2,...,%n). Uz uvedene oznake

imamo
n

fxfoe) = Z(—l)”+kock(xk|x]-) = U501, %5y o v < Bty
k=1

pri ¢emu je l"j(xl, Xy,...,Xy) oznaka za determinantu matrice koja se iz Gra-
move matrice dobije tako da se zadnji stupac zamijeni j-tim stupcem iste

matrice:
[(x1|x1) (xafx2) ..o (eafxa—1)  (xalx)]
(x2|x1) (x2]x2) .. (xZ‘x,H) (x2|x]-)
Fj(xl,xz,...,xn):det (x3]x1) (x1]x2) ... (x3]xn—1)  (x3]xj)
[((oalr) (oalt2) o (notltams) (raly)]

Zal <j<n—1uTlj(xq,x,...,%,)suj-tiin-ti stupacjednakipaje [;j(x1,x2,...,x1) =
0. Nadalje, I'y(x1, x2, ..., %) = I'(x9, %2, ..., %,). Dakle, vrijedi

() =0 zm j=L...,m i (xlag) = Ty Xape s, Xal

Odatle je

n
< (x|x) = (=] Z(—l)”+kockxk) = X (X|xn) = T (%1, %2, « o« X1 )T (X1, X2, ¢+, X))
k=1

Isto zaklju¢ivanje mogli smo provesti za vektore xq,x»,...,x, za bilo koji k.
Dakle, vrijedi:

{84, B, - o B g JU0H1, By, Xy 20 28 R=2,....8
Vektori x1, x3, ..., x, su linearno nezavisni, pa su sve determinante
T 1 D00, 5 Voo p L 00 3.5 5 )

razli¢ite od nule. Buduéi da vrijedi ['(x1) = ||x1||*> > 0, iz gornje nejednakosti
za k = 2 slijedi I'(x1,x2) > 0, odakle iz gornje nejednakosti za k = 3 slijedi
I'(x1,x2,x3) > 0, i tako redom korak po korak sve do I'(x1, x5,...,x,) > 0.



3 Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije vektora

U ovom poglavlju ¢emo navesti Gram - Schmidtov postupak ortogonalizacije, te poka-
zati zaSto ima smisla provoditi ovaj postupak. Prisjetimo se najprije osnovnih definicija.

Definicija 3 KaZemo da su dva vektora x,y unitarnog prostora U okomiti i piSemo x L vy,
ako je (x|y) = 0. Takoder, dva skupa Uy, Uy C U su okomiti i piSemo Uy L Uy, ako je
(xlel) =0,Vxy € Uy, x1 € Uj.

Definicija 4 Skup svih vektora iz U koji su okomiti na neki skup Uy C U zove se ortogonalan
komplement skupa Uy i oznacava s Uy .

Primjer 4 Neka je S C U. Tadaje St = {u € U : u 1 S} potprostor od U.

Rjesenje:

Neka su x,y € S*t. Tada je (x|a) = 0i (y|a) = 0,Va € S.

Neka su a, B € Kia € S proizvoljni. Tada (ax + Byla) = a(x|a) + B(y|a) = a0+ B0 = 0.
To znati da je ax + By € S+ $to povlati da je S+ potprostor od U.

Ako je U konatnodimenzionalan unitaran prostor i Uy potprostor, onda je Uy tako-
der direktni komplement potprostora Uy, pa je Up-+Us- = U (vidi Teorem 5).
Suma ovog tipa zove se ortogonalna i oznatava ®. Prema tome je U = Uy @ U
Opcenito kaZemo da je U ortogonalna suma potprostora Uj,..., Uy, i piSemo U =
Uy ®---® Uy, akoje U = U; + --- 4+ Uy, i svaki vektor potprostora U; ortogonalan
je na svaki vektor potprostora U; za i # j.

Primjetimo da je ortogonalni komplement potprostora Uy jednozna¢no odreden tim
potprostorom, dok to isto ne vrijedi za direktan komplement tog prostora. Ortogonalni
komplement Uy pise se takoder i kao

Uy =Uo U
Definicija 5 KaZemo da je vektor e normiran ili jedinic¢ni vektor, ako je |le|| = 1.

Definicija 6 Skup vektora zove se ortogonalan ako su bilo koja dva vektora toga skupa medu-
sobno okomita. Skup vektora zove se ortonormiran ako je on ortogonalan skup i ako je svaki

, : . - |
njegov element normiran vektor. (Nenul vektor x normiramo tako da ga pomnoZimo s Tl 8
%

gledamo vektor ﬁ)



3.1 Ortonormirana baza

Propozicija 1 Neka je U unitaran prostor. Svaki ortogonalan skup u U koji ne sadrzi nulvektor
je linearno nezavisan. Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan.

Dokaz:
Neka je
k
) it =0,
i=1

gdje je {uq, ..., ux } ortogonalan skup koji ne sadrzi nulvektor. PomnoZzimo ovu
jednadzbu skalarno sa u; za neki j € {1,..,k}. Zbog linearnosti skalarnog
produkta u prvoj varijabli imamo

oci(ui|u]-) = 0,

III“ b
—_

odnosno

(xl(u1|u]-) + o+ ock(uk|u]-) =i},
Pretpostavili smo da je skup ortogonalan pa je u; ortogonalan na sve u;, i # j.
To znaci da od cijele sume ostane samo jedan ¢lan pa imamo

DC](M]|1/£]) =0.

Sada koristimo da pocetni skup nije sadrZavao nulvektor pa je u; # 0, onda je
i (uj|lu;) # 0 zbog definicije skalarnog produkta. To znaci da je nuzno «; # 0.
Ovdje je j bio proizvoljan pa slijedi da mora vrijediti &7 = --- = ap = 0,
odnosno skup je linearno nezavisan.

O

Dakle, prvo korisno svojstvo koje smo dobili je linearna nezavisnost, ali od ortonor-
miranih skupova mozemo dobiti puno vise.

Pretpostavimo sada da unitarni prostor U ima ortonormiranu bazu {ey,...,e,} (za-
sad jo$ ne znamo da takva postoji za opceniti unitarni prostor U ). Znamo da se svaki
x € U mozZe zapisati na jedinstven nacin u toj bazi, dakle

n
X = Zﬂéiei,
i=1

gdje su koeficijenti a, ..., a, jedinstveno odredeni skalari. Kada radimo op¢enito s ba-
zom pronalazak tih skalara nije jednostavan posao, svodi se na n x n linearni sustav.
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Medutim, ako imamo posla s ortonormiranom bazom dovoljno je izracunati n skalarnih
produkata. Naime, imamo

Sto znaci da je svaki od koeficijenata upravo skalarni produkt danog vektora s odgova-
raju¢im ¢lanom ortonormirane baze, odnosno

n

x =) (xle;)e;.
i=1
Isto tako, skalarni produkt dva vektora moZemo lijepo izraziti u ortonormiranoj bazi
koriste¢i gornji prikaz. Neka su x,y € U, imamo

(xly) = (Q_(xles) 61\2 ylejej)

(x[e:) (ylej) (eile;)

=

~.

lzr”1=
(v ol

(i |€1)(€]|y) ij

I
™=

N
|
Pt
|
-

]

(x]e:) (eily)

I
1=

N
|
fa

Primijetimo da je ovo zapravo formula kojom smo rac¢unali standardni skalarni produkt
na R”, pri éemu je pripadna ortonormirana baza bila upravo ona kanonska, {ey,...,e,}.

Ortonormiran skup koji je baza od U zove se ortonormirana baza od U.

Ako je f = {f1,..., fm} ortonormirana baza drugog unitarnog prostora V i A €
L(U,V) gdje L(U,V) oznatava skup svih linearnih operatora s U u V, slican ratun
pokazuje da je element matrice A(f,e) na presjecistu i-tog retka i j- tog stupca jednak

[Xij = (Ae]- |fz)

(26’1 le1) (i€2|€1) - (i€n|el)
Alf,e) = ( €§|€2) ( €?|€2) ( -e.n,|362)
(Aeqlen) (Aexlen) ... (Aeylen)

Teorem 4 Neka je {ey, ..., e} ortonormiran podskup unitarnog prostora U i neka je x € U.
(1) Vrijedi tzv. Besselova nejednakost

k

Y (xfey)® < [l[|*.

=1
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Pri tome vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je x € [{ey,...,ex}]. U tom slucaju je

k
x= Y {(x]e;)e

j=1

(2) Stavimo

M-

xo = ) _(x[e;)e;.

=1
Zasvakiy € [{e1,...,ex}], y # xo, vrijedi stroga nejednakost

1 = xol| < [l = yll-

Dakle, xq je jedinstvena najbolja aproksimacija vektora x iz potprostora razapetog vektorima

€1, .,k
Dokaz teorema 4 se moze nadi u [3].

Teorem 5 (teorem o ortogonalnoj projekciji) Neka je U unitarni prostor i V konacnodimenziona-
lan potprostor. Tada je U = V+V-. Drugim rijecima, za svaki vektor x € U postoje jedinstveni
vektoriy € V iz € V= takvi da je x = y + z. Nadalje, ako je U kona¢nodimenzionalan, vrijedi
V=T,

Dokaz:

Neka je {ei,e2,...,e,} ortonormirana baza od V. Za dani vektor x € U
stavimo

y= ) (xle)ex i z=x—y, dakle x=y+z.

1<k<n
Tada je y € V. Nadalje, za bilo koji j € {1,...,n} je

n n

(zlej) — () (x[ex)exle)) Z x|ex) oy =

k=1 k=1
dakle z L [{eq,...,en}] = V. Treba jo$ dokazati jedinstvenost takvih vektora.
Ako pretpostavimo dasuiy € Viz' L V takvidaje x =y + 2/, onda je
y+z=y +z2,dakley —y’ =z’ — z. Oznatimo taj vektor s u. Tadau =y —y’
pokazuje daje u € V,au = z/ —z pokazuje daje u L V. No tadaje u L u,
dakle (u|u) = 0, odakle slijedi u = 0. Dakle, y' = y iz’ =z.

DokaZimo jo$ posljednju tvrdnju. Prema dokazanom znamo da vrijedi
dimV+ = dimU — dimV, a odatle
dimV++ = dimU — dimV+ = dimU — (dimU — dimV) = dimV.

Kako je ocito V C V4, slijedi V4 = V.
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3.2 Gram - Schmidtov postupak ortogonalizacije

Nekaje S = {x1,x2,...,%u,...} konacan ili prebrojiv niz vektora iz unitarnog prostora
U i neka je [S] potprostor odreden sa S, tj. skup svih linearnih kombinacija vektora iz
S. Sada ¢emo opisati postupak koji omogucava da se skup S ortonormira, tj. nadomjesti
ortonormiranim skupom S, koji razapinje isti potprostor [S]. Taj se postupak naziva
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije.

Najprije navedimo teorem koji rjeSava pitanje egzistencije (pa i konstrukcije) ortonor-
mirane baze u kona¢nodimenzionalnim unitarnim prostorima:

Teorem 6 (Gram-Schmidt) Neka je x1,x3,... konacan ili beskonacan linearno nezavisan niz
vektora u unitarnom prostoru U.
(1) Postoji ortonormirani niz ey, ez, ... € U sa svojstvom da je

[{x1,x2,...,x:}] = [{e,---,ex}], Vk. 4)

(2) Uz dodatni uvjet
(ek, xk) > 0, Vk 5)

ortonormirani niz iz tvrdnje (1) je jedinstven.

Dokaz:

[{e1}] = [{x1}] znadi da je e; = ax; za neki skalar a. Iz zahtjeva ||e;|| = 1
||x1 T Nadalje, (e1|x1) = a||x1||?, pa dodatni zahtjev
1
1 1

(e1]x1) > 0 zna&i da mora biti « > 0. Dakle, |a| = Tl . eg = mxl je
1 1
jedini jedini¢ni vektor takav daje [{e;}] = [{x1}] i (e1]|x1) > 0. Pretpostavimo

da smo nasli ortonormirane vektore ey, ..., e, takve da vrijede (4) i (5) za

slijedi da mora biti |a| =

k=1,2,...,n. Dokazat ¢emo sada da postoji jedinstven jedini¢ni vektor e,
takav da vrijede (4) i (5) za k = n + 1. Na taj nacin ¢e teorem 4 matematickom
indukcijom biti u potpunosti dokazan.

Zahtjev (4) za k = n+ 1 znadi da mora biti e, 1 € [{x1,X2,...,%n, Xp41}], @
kako je po pretpostavci [{x1,x2,...,xx}] = [{e1,...,en}], to znadi da mora biti
ent1 € [{e1, ..., en, xy41}]. Trazimo dakle vektor e, u obliku

By = BXgppq -+ Bf 84 + *+ ¢ + K.

Zal < k < n mora biti 0 = (e,r1lex) = a(x,p1lex) + ax, a to znadi ay =
—a(xy11lex) zak=1,2,...,n. Prema tome,

ent1 = ay, gdje je y = xpq1 — (Xnqaler)er — (xnqa]e2)ez — - - - — (Xngalen)en.
Vektor e, 11 je jedini¢ni ako i samo ako je || = H;—H Nadalje, imamo
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n

(ent1|Xnt1) = a(xps1 — Z(xn+1|ek)ek|xn+1) = aff|xnial* — Z | (xn+1lex) 2]
k=1
Izraz u uglatoj zagradi je strogo pozitivan jer zbog lmearne nezavisnosti

vektor x,,1 nije u potprostoru [{x1,x2,...,x,}] = [{e1, €2, ...,ex}]. Dakle

(en+1]xp41) > 0 ako i samo ako je @« > 0. To zna¢i da mora biti & = —

Iyll
Dakle, postoji jedan i samo jedan jedini¢ni vektor e, takav da vrijede (4)
i(®)zak = n+1. To je vektor e,11 = “y—”y pri cemu je y = x,41 —
Z (xn+1|ek)ek
1<k<n

Za jedinstveni niz ej, ey, €3, . . . iz tvrdnje (1) Teorema 5 kazemo da je iz niza
X1,X2,X3,... dobiven Gram - Schmidtovim postupkom ortonormiranja.

Korolar 1 Neka je U konac¢nodimenzionalan unitaran prostor. Tada postoji ortonormirana baza
od U. Stovise, svaki ortonormiran podskup od U sadrZan je u nekoj ortonormiranoj bazi od U.

Dokaz:

NEka je {x1,...,x,} baza prostora U i primjenimo Gram - Schmidtov pos-
tupak. Kako dobiveni ortonormirani skup {ej,...,e,} uz ostalo zadovoljava
[{e1,...,en}] = [{x1,...,xn}], paje taj skup i baza za U.

Nadalje, neka je {xy,...,x;} ortonormiran podskup od U. Tada je taj skup
linearno nezavisan, pa je sadrzan u nekoj bazi {xy, ..., Xk, Xk41,...,%,} od U.
Gram - Schmidtovim postupkom ortonormiranja dolazimo do ortonormirane
baze {ey,..., e €xi1,...,en} od U. Iz dokaza Teorema 4 i iz ortonormiranosti
skupa {xq,...,x;} je jasno da je e; = x1,...,ex = x;. Dakle, ortonormiran
skup {x1,...,x¢} sadrzan je u ortonormiranoj bazi {xy,...,xx,€x11,...,€n}-

il

Teorem 7 Neka je xq,x2, ... linearno nezavisan niz u unitarnom prostoru U. Jedinstveni orto-
normiran niz eq, ey, . . . iz tordnje (2) Teorema 6 dan je formulama

[(x1|x1) (x1|x2) ... (x|xe—1)  x1 ]
(x2]x1) (x2fx2) ... (%2fx,_) 22
det |(x3lx1) (x1]x2) ... (x3|xe_1) x5
%X xilxa) oo (xp—q|xk— x
2= 1 o o= L(xk|x1) (k] x2) (ok—1]xx—1) ks
||.X'1|| \/r(x1/x2r"'/xk—l)r(x1/x2/~--/xk)
1

Dakle, za k > 2 je ey = Yk, pri Cemu je vektor vy zadan

\/r(xll X2yeuny Xk_l)r(xl, X2,eeey xk)
kao determinanta matrice koja se iz Gramove matrice G(x1,x2, ..., xy) dobije tako da se zadnji

(k — ti) stupac zamijeni stupcem vektora x1, x5, . .., Xy (preciznije, yi je razvoj determinante po
zadnjem stupcu).
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Dokaz:

Neka su vektori y; definirani kao u iskazu Teorema:

[(x1|x1) (x|x2) ... (aafxe1) 2]
(x2lx1) (x2lx2) ... (x2fx_) X

Y1 =12x1, Yi =det (x3|x1) (xalx2) ... (x3|lxx—1) 2x3|za k>2.
| (xklx1)  (xklx2) oo (k—alxe—1) x|

U dokazu Teorema 3 vidjeli smo da je tada:
(Yilxj)) =0 za 1<j<k-1; (Welor) = Tlxen, %2 00 o1 )3
||yk||2 - r(xll X2, ,Xk_l)r(xl,XZ, e /xk)'

Vektor y; je linearna kombinacija vektora xi, xy, ..., x;. Stoga je

Hyw oyt © Hox oo et

Nadalje, za j < k vektor y; je linearna kombinacija vektora xi,x,...,x;, pa
zbog (yk|x;) = 0 za i < k slijedi (yx|y;) = 0. To pokazuje da su vektori niza
Y1,Y2,Y3, ... medusobno ortogonalni. Kako je

(]/k/ xk) - r(xll X2, '/xn) > 0/

to je yx # 0, Vk. Zaklju¢ujemo da su vektori v, 2, ... linearno nezavisni, pa

slijedi dim[{y1,y2, - .., yx}| = k. Zbog inkluzije [{y1,y2, ..., yx}] C [{x1,x2,...,xx}]
slijedi jednakost [{y1,y2,--.,yk}] = [{x1, %2, ..., x¢}]. Napokon, neka suey, ey, ...

vektori iz iskaza Teorema: e, = myk. Tada je ey, ez, e3,. .. ortonormiran niz
k
takav da [{e1, ez, ..., ex}] = [{x1,x2, ..., x¢}], VK i
I'(xq,x0,...,
(xk[ek) _ (xk|]/k) _ (xl X2 xk) > 0.
VI (x1, %2, o, x)T (%, %2, . ., X_1) T2, Ko 5.4 5 6 X1

Time je Teorem 7 u potpunosti dokazan.

O

Primjer 5 Vektor a = 2e; — ey + e3 treba prikazati kao linearnu kombinaciju vektora x; =
e1+eytez, xp =€ +e—e3, X3 =¢e€1 — € +e3.

Rjesenje:

Buduci da je vektor

(x1|x1) (x1|x2) (x1|x3) x1 3 1 1 x
5 — (x2|x1) (XZ‘Xz) (X2|X3) X2 _ 1 3 =1 X2
(X3|X1) (X3|X2) (X3|X3) X3 1 -1 3 X3

(alx1) (alxp) (alxs) a 4 -2 6 a
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okomit na vektore x1,x, x3, tj. na bazu prostora, to je x = 0. Odavde je

1 3 -1 g 1 1 2 1 1 3 1 1
— -1 3 |x3+1{1 -1 3|x,—1 3 —1lxz3+1|1 3 —-1la=0,
4 -2 6 4 -2 6 4 -2 6 1 -1 3

t.

1 3
—2x1—l—x2—3x3+2a:0:>a:x1—§x2+§x3.

Primjer 6 Provedimo prethodno opisan postupak ortonormiranja baze {(1,1,1),(1,0,1),(2,0,0)}.

Rjesenje:

4 i
Gledamo prvi vektor iz baze e] = x1 = (1,1,1), pa ga normiramo: e; = q__ LLL)

leall V3

Zatim izracunamo ortogonalnu projekciju e} drugog vektora x, iz baze na vektor e;:

ey = % — (%2]e1)er = (1,0,1) — ((1,0,1)|(1,1,1))—=(1,1,1)

7

1 L
=(1,0,1) - 5(1,1,1)- 2= >(1,-2,1
(/0/) 3(//) 3(/ 7 )/
te ga normiramo:
e = S(1,-2,1) - —= = (1,-2,1)—=
2 3 7 7 \/6 7 7 \/6.

I na kraju pomocu ey i ey izracunamo ortonormiranu projekciju treceg vektora iz pocetne baze na
potprostor razapet s ey i ey:

1

S -

L= x5 — (x3]e1)e; — (x3lep)er = 1 1 s o L
e3 = x3 — (x3le1)er — (x3)ex)ex = (2,0,0) — \/3 v — {1, 2’1)2\/6
1,1,1) %(1 _2.1) = (1,0,—1),

Konacno dobivamo ortonormiranu bazu {ey,e;,e3}.
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Iz same definicije unitarnog prostora U vidimo da je svakom uredenom paru (x,y)

vektora x,y € U pridruzen skalar (x,y) € K. Imamo li neku funkciju-operator A defini-

ran na U s vrijednostima u U, jasno je da ¢e opcenito A mijenjati skalarni produkt, tj. bit
¢e (A(x)|A(y)) # (x|y). Tako npr. funkcija A, koja svakom vektoru pridruzuje nulvek-
tor mijenja skalarni produkt. S druge strane je od interesa da se nadu i po mogu¢nosti

karakteriziraju svi operatori M : U — U za koje je

(M(x)[M(y)) = (xly)

za sve x,y € U. Treba ocekivati da svi takvi operatori razapinju grupu s obzirom na

koju su ,,geometrijska" svojstva unitarnog prostora invarijantna.

Bududi da u rjeSavanju ovog problema treba razlikovati slucaj dimU < oo i slucaj

beskonacno dimenzionalnog prostora, pretpostavimo da je dimU < co.

Definicija 7 Operator M : U — U, za koji vrijedi

(M(x)|M(y)) = (xly),Vx,y € U,

zove se unitaran operator.

4.1 Svojstva unitarnog operatora

Pokazimo najprije da je unitaran operator M : U — U linearan, tj. da vrijedi
M(ax + By) = aMx + My

gasvea, b€ Kxy e U
Naime,
M(ax + By) —aMx — BMy € Im(M),

gdje je Im(M) slika operatora M (to je potprostor od U).
Za proizvoljno z € U imamo

(M(ax + py) — aM(x) — pM(y)|M(z)) =
= (M(ax + By)|M(z)) — a(M(x)|M(z)) — B(M(y)|M(2))
= (ax + By|z) — a(x[z) — Bylz) = 0

jer M ¢uva skalarni produkt. Prema tome je

M(ax + By) —aMx — BMy L Im(M).

(6)

)

(8)

Iz (7) i (8) zaklju¢ujemo da je M(ax + By) — aMx — BMy = 0 jer Im(M) & Im(M)+ = U.

Dakle, M je linearan operator.

Nadalje, zahtjev (6) je ekvivalentan zahtjevu | Mx|| = ||x||,Vx € U. Ovo se zove izome-

tri¢nost. Dakle, unitarni operatori ¢uvaju normu vektora.
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Takoder, zahtjev (6) implicira da je M injektivan operator.

Naime, ako je Mx = 0, onda zbog ||[Mx| = ||x|| odmabh slijedi dajei x = 0.

Stovise, M je i surjektivan operator, tj. Im(M) = U. Zaista, za svaku ortonormiranu
bazu {ey,...,e,} od U, vektori Mey, ..., Me, linearno su nezavisni jer

n
Z xMe, =0
k=1

povlaci

n n

Y ax(Meg|Mx) = ) ax(ex|x) =0,

k=1 k=1
za sve x € U. Uvrstavajuéi redom x = ey,...,e; u prethodni izraz dobivamo a; =
0,...,a, = 0.Kako je {Mey,...,Me,} linearno nezavisan skup od n elemenata, to je
Im(M) = U, pa linearan operator M preslika U na U.
Dakle, unitaran operator je bijektivan pa ima inverzni operator. Nadalje, vrijedi sljedeci
teorem:

Teorem 8 Neka je U konacnodimenzionalan unitaran prostor i M € L(U) linearan operator na
U. Sljedec¢i uvjeti su medusobno ekvivalentni:

(1) M je unitaran.

(2) Za svaku ortonormiranu bazu {ey,...,e,} od U, skup {Mey,..., Me,} je ortonormirana
baza za U.

(3) Postoji ortonormirana baza {e,, ..., e, } od U takva da je i skup {Mey, ..., Mey } ortonormi-
rana baza za U.

Prethodni teorem pokazuje da je i inverzni operator M~! unitarnog operatora M, ta-
koder unitaran. To je zato §to i M~! ortonormirane baze prevodi u ortonormirane baze,
samo u obrnutom smjeru.

Za unitaran operator M na U vrijedi
(Mxly) = (x[M~y), Vx,y € U. 9)

Naime, za proizvoljan x,y € U postoji v € U tako da je Mv = y. Tada je v = M.
Sada je
(Mx|y) = (Mx|Mv) = (x[v) = (x|My).

Teorem 9 Neka je U konacnodimenzionalan unitaran prostor i M € L(U). Tada postoji jedins-
tveni operator M* € L(U) takav da je

(Mx|y) = (x| M*y),Vx,y € U. (10)

Operator M* iz Teorema 9 zove se adjungirani operator operator M.
Iz (9) i (10) uotavamo da za unitaran operator M vrijedi M~ = M*.
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