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Uvod

Ekonomija je drustvena znanost koja proucava proizvodnje, distribucije i potrosnje za
robu i usluge. Ekonomska analiza moZe se primijeniti u ¢itavom drustvu, u poslovanju,
tinancijama, zdravstvu i vladi. Ekonomska analiza se takoder ponekad primjenjuje na
razli¢itim temama kao Sto su kriminal, obrazovanje, u podrudju obitelji, prava, politike,
religije, drustvenih institucija, rata, znanosti i okoliS. Naravno ekonomija i matematika
su jako povezane, jer ekonomija bez matematike ne moze. NajceS¢a primjena matema-
tike u ekonomskim znanostima je primjena teorije vjerojatnosti, statistike, regresijske
analize i vremenskih nizova. No, takoder postoje i primjene matematicke analize. U
ovom diplomskom radu vidjet ¢emo neke primjene matematicke analize, odnosno pri-
mjene diferencijalnog i integralnog racuna. Na pocetku rada opisani su neki osnovni
ekonomski pojmovi i uvedeni najcesce koristeni simboli, te su navedena dva primjera
ekonomoskih modela. U drugom poglavlju objasnjen je pojam derivacija, "obi¢nih" i
parcijalnih, i dane su neke njihove primjene koje su pokazane na primjerima, te je opi-
sana Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje kao jedna specijalna i najcesc¢e koristena
proizvodna funkcija u praksi. U istom poglavlju prikazana je i primjena optimizacije u
ekonomiji. U tre¢em i posljednjem poglavlju rada dajemo primjenu integralnog racuna
na funkcije jedne varijable. Objasnjena je osnovna teorija integralnog racuna i dane su
neke primjene koje su ilustirane primjerima.



1 Ekonomski modeli

U ekonomiji teorijski model je skup koji predstavlja ekonomske procese skupom varija-
bli i odnosa medu njima. Ekonomski modeli su ¢esto pojednostavljeni, te matematicki
osmisljeni kako bi opisivali sloZene procese. Ve¢ina ekonomskih modela pociva na pret-
postavkama koje nisu u potpunosti realne. Tako svaka analiza ekonomskog modela
mjeri u kojoj se ti rezultati mogu primjenjivati obzirom na zadane pretpostavke.

Ako je ekonomski model u obliku matemati¢kog izraza, on se najcesce izrazava u obliku
skupa jednadZbi namijenjenih opisivanju toga modela. Nakon postavljanja cjelokupnog
modela primjenom odredenih metoda nastoji se izvesti zakljucak.

1.1 Ekonomski pojmovi

U ovoj tocki definirat ¢emo neke osnovne pojmove koji se pojavljuju u ekonomskim
modelima, te uvesti neke najcesc¢e koriStene simbole.

Definicija 1.1 Varijabla je nesto ¢ija se vrijednost moZe mijenjati, to jest nesto Sto moze
poprimiti razli¢ite vrijednosti.

Najcesce koristene varijable u ekonomiji su:
¢ Cijena (P)
¢ Prihod (R)
¢ Trosak (C)
¢ Profit ()
¢ Nacionalni dohodak ili BDP (Y)
¢ Koli¢ina proizvodnje/broj jedinica proizvoda (g ili Q)
e Stednja (S)
¢ Investicije (I)

Svaka ta varijabla, koriStena u modelu, moZe poprimiti razli¢ite vrijednosti, te se umjesto
odredenog broja koriste simboli navedeni u zagradama. Time dolazimo do pojmova
vezanih za varijablu, endogene i ezgogene koje ¢emo u nastavku definirati.

Definicija 1.2 Varijable ¢ije vrijednosti traZimo ’rjeSavanjem’ modela nazivamo endo-
genim varijablama. Suprotno tome, varijable kojima vrijednosti u modelu poznajemo
nazivaju se egzogene.

Uoc¢imo kako jedna varijabla u nekom modelu moze biti endogena, a u nekome drugome
egzogena. Tako na primjer, varijabla cijena P, u analizi odredivanja cijene je endogena,
dok u okviru teorije izdataka za potrosace je egzogena.

Naravno, sve te varijable treba nekako povezati u neki skup jednadzbi ili nejednadzbi.
Tako u ekonomskim primjenama postoje tri tipa jednadzbi koje ¢emo sada definirati.
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Definicija 1.3 Definicijska jednadZba je jednadzba koja postavlja identitet izmedu dva
zamjedbena izraza koja imaju isto znacenje.

Na primjer, profit 7t definiramo kao razliku ukupnog prihoda R i ukupnih troskova C,
stoga bi definicijska jednadZba za profit glasila

=R~ (1)

Definicija 1.4 JednadZba ponasanja je jednadzba koja opisuje nacin na koji se varijabla
ponasa odgovarajudi na promjene drugih varijabli.

Na primjer, jedna jednadZba ponasanja za funkciju troskova je
C =75+ 10Q. )

Vidimo kako je ovdje trosak funkcija od koli¢ine proizvodnje, pa bi u (2) mogli pisati
C(Q) =75+ 10Q. Ovdje pretpostavljamo da imamo fiksni tro$ak od 75 nekih nov¢anih
jedinica, te se za svako jedini¢no povecanje koli¢ine proizvodnje troSak povecava za 10 i
to je u ovom slucaju opis ponasanja troska u odnosu na koli¢inu proizvodnje.

Definicija 1.5 RavnoteZni uvjet je jednadZzba koja opisuje preduvjet za postignuce rav-
noteze.

Najpoznatiji uvjeti ravnoteZe u ekonomiji je

Qs — Qd (3)

odnosno rije¢ima, ponuda koli¢ina jednaka je potraznji. U literaturi ovo se jo§ moZe
vidjeti pod oznakom AS = AD. [vidi 8]

1.2 Analiza ravnoteze

U ekonomiji, ravnoteza je bitan pojam. Cilj svakog modela je naéi ravnotezni poloZzaj za
odredenu varijablu. Tako se moZe gledati, najceSce se gleda, ravnoteZzna kamatna stopa,
ravnoteZa cijena, nacionalni dohodak i sli¢no. Prije svega definirajmo pojam ravnoteze.

Definicija 1.6 RavnoteZa je skup izabranih, uzajamno povezanih i tako medu sobom
uskladenih varijabli takvih da u modelu koji one tvore ne prevladava bitna teZnja ka
promjeni.

Analizu ravnoteZe promatramo kao problem pronalaska skupa vrijednosti endogenih
varijabli koje ¢e zadovoljavati uvjete ravnoteZze modela. Promotrimo sada na sljedecem
primjeru izgradnju jednoga jednostavnoga modela, za koji éemo pretpostaviti da je line-
aran, za jedan tip robe na trzistu.



1.2.1 Primjer - izgradnja modela

Kako smo ranije rekli da ¢emo promatrati samo jednu vrstu robe, u model uklju¢ujemo
tri osnove stvari vezanih za tu robu, a to su

* koli¢ina potraznje robe - Qy
¢ koli¢ina ponude robe - Qs
* cijena robe - P.

Nakon uvodenja varijabli za model, trebamo odredene pretpostavke za izgradnju mo-
dela. Najprije krenimo od uvjeta ravnoteze. Kao $to smo u (3) imali uvjet da je ponuda
jednaka potraznji, to ¢emo ukljuciti i ovdje. Nadalje éemo pretpostaviti da je Q; pa-
dajuca funkcija cijena, $to je zapravo i logi¢no, jer povecanjem cijene nekoga proizvoda
potraznja za njime ¢e padati. Isto tako, pretpostavimo da je Qs rastuca funkcija cijena
iz slitnog razloga, ve¢om cijenom proizvoda ljudi ¢e ga manje kupovati i ponuda toga
proizvoda na trZistu ce biti ve¢a. Na kraju dolazimo da ¢e nas model biti sacinjen od
uvjeta ravnoteZe i dvije jednadZbe ponaSanja. Matematicki, model zapisujemo na slje-
dedi nadin:

Qs = Qd
Qi = a—bP (4)
Qs = —c+dP

Pretpostavimo jo$ da su parametri modela a,b,c,d > 0. Sada tako dobiveni model treba
rijesiti, to¢nije treba pronadi rjeSenja za varijable Qs, Q; i P koje zadovoljavaju model (4).
Rjesenja oznacimo sa Q,, Q, i P. Kako je Q, = Q, jednostavnije moZemo pisati Q. Stoga,
ravnoteZno rjedenje modela (4) moZemo zapisati kao uredeni par (P, Q) i uo¢imo kako
je to rjeSenje jedinstveno. Kako je ovo sustav linearnih jednadzbi, taj sustav moZemo
rijeSiti brojnim metodama. Nakon rjeSavanja toga sustava dobijamo rjeSenja za P i Q u
sljede¢em obliku:

- a-+c

£ = b+d
(5)

0 = ad — bc

 b+d

Primijetimo kako dobivene vrijednosti za P i Q trebaju biti pozitivne, pa bi za model
trebalo staviti dodatnu pretpostavku na parametre, tj. da je ad > bc. Graficki model (4)
mozemo prikazati ovako:



@)
(73

Qo

..Uw

Slika 1: Qs — Qp model

Ekonomski modeli ovakvoga tipa mogu sadrzavati i viSe vrsta roba, tj. model ¢e biti
sacinjen od viSe varijabli. Isto tako jednadzbe ponaSanja ne moraju biti i opéenito nisu
linearne, tako da u vedini slucajeva rjeSavanje modela nije jednostavno. Naravno, analiza
ravnoteZe ne mora biti samo u analizi trziSta. Pogledajmo idu¢i primjer modela za
nacionalni dohodak.

1.2.2 Primjer - nacionalni dohodak

Model nacionalnog dohotka jo$ se naziva i Keynesov! model i ima sljede¢i oblik:

Y = C+1h+ Gy ©)
C = a+by

gdje su Y i C endogene varijable, a Iy i Gy egzogene varijable investicija i vladine po-
tro$nje. Uvjeti na parametre sua > 0ib € (0,1) i ti parametri predstavljaju redom
autonomnu potro$nju i grani¢nu sklonost potrosnji. Takoder ovdje imamo i uvjet Y = C
koji nismo posebno pisali. Svrha ovoga modela je naéi ravnoteZzne vrijednosti (C,Y).
Rjesenja ovoga modela su sljedeca:

= IZ—|—10—|—G0
= 1-b
(7)
E . lZ—I—b(I()—l—GQ)
N 1-b '

Kako bi ovi izrazi bili pozitivni, jer je prirodno tako pretpostaviti, nuZan je onaj uvjet na
b i takoder zbog izbjegavanja djeljenja s nulom. Kao i prethodni model, ovaj model je
jednostavan, dok je u praksi on mnogo kompliciraniji i s viSe varijabli.

John Maynard Keynes, 1883 - 1946, engleski ekonomist
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2 Primjene derivacija u ekonomiji

U ovom poglavlju prisjetit éemo se pojmova derivacija, to¢nije "obi¢ne" i parcijalne, te
¢emo opisati neke primjene derivacija u ekonomiji. Takoder primjene ¢emo ilustrirati
brojnim primjerima. U ekonomiji problemi u kojima se koriste derivacije nazivamo kom-
parativna statika. Problem komparativne statike koji se razmatra je zapravo problem
traZenja stope promjene, odnosno stope promjene endogene varijable modela obzirom
na promjenu parametra ili egzogene varijable. U ekonomiji se derivirana funkcija jos
naziva i grani¢na funkcija.

2.1 Pojam i svojstva "obicne" derivacije

Neka je f : (a,b) — R ineka je xo € (a,b). Promotrimo sljedeci problem na slici.

y A,
f@)

f(xo+ Ax)

f(x0)

Xo xot+ Ax X

Slika 2: Derivacija funkcije

Vidimo da to¢ka A ima koordinate (x, f(xg)), a tocka B ima (xo + Ax, f(xo+ Ax)). Neka
je s sekanta kroz tocke A i B. Kako je s pravac, ima jednadZzbu oblika y = cx + d. Nadalje,
neka je B kut $to ga zatvara sekanta s i os x, tj. B = £(s, 0%). Uocimo da je

¢ = tan(p) = et AAXJ)C — f(x0),

Cilj je to¢ku B dovesti u tocku A, odnosno da Ax bude $to manji, da tezi u 0, Ax — 0,
pa ¢e samim time sekanta s postati tangenta t, s — t. Tangenta ¢ je takoder pravac pa
bi njegova jednazba bila y = kx 4+ I. Neka je a kut Sto ga tangenta t zatvara s osi x,
& = £(t,0%). Dovodenjem totke B u tocku A, kut B ¢e teZiti kutu a, pa ée za Ax — 0
vrijediti da tan(B) — tan(a). Matemati¢ki zapisano to izgleda ovako:

lim 1 (X0 + Ax) — f(xo)

Ax—0 Ax

= tan(w).

U svrhu toga uvodimo sljede¢u definiciju derivacije funkcije.



Definicija 2.1 Neka je f : (4,b) — R. Kazemo da je f derivabilna u to¢ki xo € (a,b)

ukoliko postoji
Ly (o +8x) = f(x0)
Ax—0 Ax ’

(8)

Ako taj limes postoji zovemo ga derivacija funkcije f u to¢ki x i oznatavamo s f'(xp).
Kazemo da je f derivabilna na (a,b) ako je derivabilna u svakoj tocki iz (a, b).

Napomena: Izraz (8) moZemo zapisati i na sljede¢i nacin:

Xo+Ax=x
X — Xp

f/(xo) — lim f(xo +Ax) _f(xo) _

Ax—0 Ax o

e £ = f(x0)

X—X X — Xg

©)

Primjer 2.1 Izratunajmo po definiciji derivaciju funkcije f(x) = x? u to¢ki xy = 2.
RjeSenje: Koristimo (8) i uvrstavamo kako slijedi:

f2) [ TR - f(2) :hmw

h—0 h h—0 h
44 4h+ h? . Ah+h?
= 1i = lim
h—0 h h—0 h
_im P4 e
h—0 h h—0
=4.

Navedimo dalje bez dokaza teorem u kojem éemo prikazati osnovna pravila za derivira-
nje funkcija.

Teorem 2.1 Nekasu f,g: D CR — R, xp € D i g takva da je ¢(xg) # 0. Tada vrijede
sljedeca svojstva derivacije:

1. Akoje f(x) =¢, c € R zasvaki x € D, onda je f'(xy) = 0.

2. Neka je a realan broj razli¢it od 0. Tada je (a - f(x))' = a- f'(xo).
3. (f(x0) £g(x0))" = f'(x0) = &' (x0)
4. (f(x0) - g(x0))" = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - §'(x0)
f(xo) f'(x0) - g(x0) — f(x0) - &' (x0)
> (% o) - (o)
6. (fog) (x0) = f'(g(x0)) - §'(x0)

Dokaz tvrdnji ovog teorema moze se pogledati u [10]. Tablicu derivacija elementarnih
funkcija se takoder moze vidjeti u [10].

Nadalje, u idu¢em poglavlju éemo pokazati neke ekonomske primjene derivacija, te ih
ilustrirati na nekoliko primjera.



2.2 Ekonomske primjene "obi¢ne" derivacije
2.2.1 Marginalni trosak i prihod

U ekonomiji pojmovi marginalnog troska i prihoda su vrlo vazni. Marginalni troSak
(MC) u ekonomiji definira se kao promjena nastalih troskova proizvodnjom dodatnih
jedinica nekog dobra. Neka je C : INg — R funkcija troskova. Kako je C funkcija
koli¢ine proizvedenih jedinica Q, marginalni troSak moZemo definirati matematicki kao
derivaciju funkcije troskova po koli¢ini proizvedenih jedinica, odnosno

d

MC(Q) = 45€

(Q). (10)

Uocimo da je domena ove funkcije skup prirodnih brojeva, pa da bismo mogli derivirati,
treba je prosiriti na cijeli skup realnih brojeva ili neki njegov dobar podskup (npr. skup
R bi bio jedan dobar odabir). Iz definicije derivacije dobivamo

C'(Q) = C(Q+1) - C(Q),

odakle is¢itavamo znacaj marginalnog troska: ukoliko trenutno proizvodimo Q komada
proizvoda, marginalni troSak daje nam priblizni porast troSkova proizvodnje koji bismo
imali kada bismo Zeljeli proizvodnju povecati za 1 proizvod.

C (go)

Co

-'D"

qo go+1
Slika 3: Marginalni trosak
Sukladno tome, Marginalni prihod (MR) definiramo kao promjenu ukupnog prihoda
dobivenog prodajom dodatnih jedinica robe ili dobara. Neka ovdje R oznacava funkciju

prihoda. Kao i u prethodnom slucaju, R je funkcija koli¢ine proizvedenih jedinica Q, te
stoga marginalni prihod moZemo takoder definirati kao derivaciju od R po Q, to¢nije

—5R(Q). (11)



Ako je P(Q) funkcija cijene u ovisnosti o koli¢ini nekog proizvoda, tada funkciju prihoda
mozemo dobiti kao R(Q) = P(Q) - Q, pa je marginalni prihod tada

MR(Q) = P(Q) +Q 75P(Q)

[lustrirajmo na primjerima traZenje funkcija marginalnog troska i prihoda.
Primjer 2.2 Neka su za neko poduzeée dane funkcije troskova i prihoda, izrazima
Q) = 470423
R(Q) = 75Q + 4Q?
Odredite funkcije marginalnog troska i marginalnog prihoda.
RjeSenje: Marginalni troSak odredujemo koristeéi (10). Tako dobivamo:
MC(Q) = C'(Q) = 2Q+7
Analogno tome, marginalni prihod dobivamo koriste¢i (11), pa imamo:
MR(Q) = R'(Q) =75+8Q

Primjer 2.3 Pretpostavimo da je troSak proizvodnje x kvadratnih metara nekog platna
dan izrazom
C(x) = 0.0005x> — 0.1x% 4 12x + 1200

Odredimo C’(200) i interpretirajmo dobiveni rezultat.

Rjesenje: Uotimo prvo kako C’(200) predstavlja marginalni troak za proizvodnju 200
kvadratnih metara platna. Prema tome marginalni trosak je jednak:

MC(x) = 0.0015x — 0.2x + 12,

pa je prema tome C’(200) = MC(200) = 32$/m?. Dobiveni broj interpretira se kao stopa
rasta troSka u odnosu na broj predvidenih jedinica za x = 200.

Primjer 2.4 Neka je g(x) broj koli¢ine proizvedenih proizvoda kada u postrojenju radi x
radnika. Tada prosje¢nu produktivnost poduze¢a moZemo definirati kao

Alx) = M (12)

Odredimo A’(x). Ako je A’(x) > 0, objasnimo zasto bi postrojenje trebalo tada zaposliti
viSe radnika.

Rjesenje: Kako je A(x) kvocijent dviju funkcija, A’(x) ¢emo dobiti koriste¢i pravilo za
deriviranje istoga. Slijedi tada da je:

Iz pretpostavke da je A’(x) > 0, slijedi da je funkcija A(x) rastuca, te stoga raste pro-
sje¢na produktivnost u ovisnosti o broju radnika.
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2.2.2 Neprekidno ukamacivanje

Pretpostavimo da smo ulog od Cj novca stavili na Stednju s godisnjom kamatnom sto-
pom od 7 - 100%. Ukoliko se ukamacivanje radi na godisnjoj bazi, onda nakon t godina
nas ulog vrijedi

C(t) = Co(1+1)".

Medutim, obi¢no se ukamacivanje vrsi u kra¢im vremenskim intervalima (polugodis-
nje, kvartalno, mjesecno ili dnevno). Ukoliko se vr$i n puta godiSnje, nakon t godina
vrijednost nase investicije iznosit ¢e

7\ nt

cty=co(1+5)",

pri ¢emu je obi¢no n € {2,4,12,365}. Sada zamislimo da se nas ulog ukamacuje u vrlo
kratkim vremenskim intervalima, odnosno da je n velik. Preciznije, promatramo S$to se
dogada kada n — +-oo:

==

rt
t
c)i= lim G 1+ Y =¢ tim [ {142 _ Cye't (13)
n n

n—-+0co n—+-00 -

te ovdje govorimo o neprekinutom ukamacivanju. Uocimo kako je C(t) = Cye'?, pa je
tada
C'(t) = rCoe" = rC(t) (14)

Vidimo kako je brzina rasta uloga u nekom trenutku proporcionalna njegovom iznosu u
tom trenutku.

Primjer 2.5 Neka je uloZeno 1000 kuna po godisnoj kamatnoj stopi od 10%. Odredimo
vrijednost uloga po isteku 5. godine ako je ukamadivanje

(a) mjesecno
(b) godisnje
(c) neprekidno, te odredimo brzinu rasta uloga na pocetku prve godine.
RjeSenje:
a8
(@) C(5)=1000 (1+ %) =164531
(b) C(5) = 1000 (1 + 0.1)° = 1610.51

(c) C(5) = 1000 - €1 = 1648.72
Brzina rasta uloga na pocetku 1. godine je C’(0) = rC(0) = 0.1 - 1000 = 100 kn/god.
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Slika 4: Graf funkcije C(t) = 1000¢%1?

2.2.3 Elasti¢nost potraznje

Pojam elasti¢nosti funkcije je vaZan u ekonomskim analizama. Neka je Q = f(P), funk-
cija potraZnje koja ovisi o cijeni P. Elasti¢nost funkcije Q ozna¢avamo sa ¢, i definiramo

kao P 4o

. I= il
0 dp (15)
Uocimo kako je potraznja padajuca funkcija cijene P, stoga je izraz dQ/dP < 0, te stav-
ljamo apsolutne vrijednosti kako bi elasti¢nost uvijek bila pozitivna. Razlikujemo 3

slucaja vezana za elasti¢nost , a to su:

€4 =

1. g4 < 1: PotraZnja je neelasti¢na, tj. poveéanje cijena ¢e voditi povecanju profiti

2. g4 > 1: Potraznja je elasti¢na, tj. povecanje cijena ¢e voditi smanjenju profiti

3. ¢4 = 1: PotraZnja je jedini¢no elasti¢na, odnosno nema nikakvih promjena.
Idudi teorem nam govori o vezi izmedu elasti¢nosti potraznje i marginalnog prihoda.

Teorem 2.2 Neka je MR funkcija marginalnog prihoda, P funkcije cijene i ¢; elasti¢nost

potraznje. Tada vrijedi
MR =P (1 {3 l) (16)
€d
Dokaz: Neka je R funkcija prihoda. Kako je P funkcija cijena moZemo R dobiti kao
P(Q) - Q. Znamo da je

MR = R'(Q) = P(Q) + QP'(Q)

Takoder elasti¢nost je

e, =22 P
LT
pa slijedi da je j—g = PIQ) = - P o Ukoliko to sada uvrstimo gore u izraz za MR
Py
dobivamo B i
MR =P+ —Plig —)
Qsd Q ( &g

11



Interpretacija elasti¢nosti je: "za koliki postotak ¢e se smanjiti potraznja, ako cijena po-
raste za 1%". Ilustrirajmo pojam elasti¢nosti na sljede¢im primjerima.

Primjer 2.6 Neka je Q = 150 — 3P. Nadimo ¢, za P = 30.

Rjesenje:
i P
Deriviranje po P dobivamo sljededi izraz dQ/dP = —3. Nadalje, 0~ 150 3D Uvr-
Stavanjem u (15) dobivamo:
&g = [—3 P _ L
T 150 —3P|  |P—50
Za P = 30 dobiti ¢emo ¢; = | — 1.5| = 1.5. Dobiveni rezultat je veci od 1, stoga je potraz-

nja elasti¢na, te ¢e svako povecdanje cijena voditi ka smanjenju profiti.

Opéenito, ako imamo funkciju y = f(x), tada elasti¢nost u tocki funkcije y obzirom na x
definiramo kao:

_dy/dx
Eyx = e

Uocimo kako je elasti¢nost omjer grani¢ne funkcije i prosjecne funkcije.

(17)

Primjer 2.7 Nekajea > 0ib € (0,1), te neka je dana funkcija potrosnje

C(Y) =a+bY
Nadimo grani¢nu i prosje¢nu funkciju. Odredimo ¢¢ y, uz pretpostavku da je Y > 0.
RjeSenje:

Granic¢na funkcija:

Prosjecna funkcija:

Elasti¢nost:

SC,Y = tZ—I—bY = a+bY
Y

Uoc¢imo kako je ecy < 1, pa je funkcija potrosnje neelasticna za sve pozitivne iznose
dohotka.

12



2.3 Pojam i svojstva parcijalnih derivacija

Do sada smo u radu promatrali pojam "obi¢ne" derivacije, koja se vezZe za pojam funk-
cije jedne varijable. No, kako u stvarnom svijetu veéinom promatramo pojave vezane
uz viSe varijabli, tada se prikladno rade modeli sa funkcijama viSe varijabli. Na primjer,
ako promatramo vrijednost neke materijalne tocke u prostoru, to mozemo opisati nekom
funkcijom f(x,y,z) koja nam daje vrijednost u ovisnosti o polozaju u prostoru. Takoder,
pojave u fizici se ¢esto gledaju u vremenu ¢, pa tada sve to opisujemo nekom funkcijom
g(x,y,z,t). Kako u fizici, tako i razni ekonomski problemi se mogu esto opisati nekim
funkcijama s dvije ili viSe varijabli.

Prije samih primjena parcijalnih derivacija, definirajmo i objasnimo znacenje same parci-
jalne derivacije. Nadalje, promatramo funkcije f(x1, ..., x,) i uvodimo sljede¢u definiciju
parcijalne derivacije.

Definicija 2.2 Neka je D C R” otvoren, f : D — Ritocka Py = (x2,...,x0) € D. Za
fiksan k € {1,...,n} kaZemo da funkcija ima k—tu parcijalnu derivaciju ili derivaciju po
k—toj varijabli u tocki Py ukoliko postoji

o FO o) — G o)

xk—>x2 X — xlg

(18)

Tada taj limes nazivamo parcijalna derivacija funkcije f po k—toj varijabli u tocki Py i

oznac¢avamo ga s W(PO)'
k

Uoc¢imo kako je ova definicija zapravo poopcenje izraza (8) iz definicije derivacije funkcije
jedne varijable. Tehnika parcijalnog deriviranja funkcije n varijabli svodi se na "obi¢no"
deriviranje, jer varijable po kojima ne deriviramo smatramo konstantama, pa prilikom
parcijalnog derivaranja u funkciji imamo n — 1 konstantu. Samim time, sva pravila i
svojstva parcijalnih derivacija su jednaka kao i za "obi¢nu" derivaciju.

Gradijent funkcije f(xq,...,x,) u tocki Py je vektor parcijalnih derivacija redom po sva-
koj varijabli. Oznactavamo ga s

Vi(Ro) = | ™2

I (py)

Xy,

Hessijan funkcije f(xq,...,x,) u tocki Py je matrica "drugih" derivacija i definiramo je
kao:

B f(Po) ... % . f(R)
Hf(Po) = V2f(Py) = : :
%, f(Po) ... 0, f(R)

Napomena: Ako je funkcija f klase C? tada je Hy(P,) simetri¢na matrica, odnosno vrijedi

da je Hf(PO) = Hf(Po)T.

13



Primjer 2.8 Neka je f(x,y) = x°y®. Nadimo parcijalne derivacije po varijablama x i y i

odredimo gradijent, te Hessijan funkcije u toc¢ki Py = (1,1).

Rjesenje:
2
ox

of _
-

y smatramo konstantom| = 3x2y3

[x smatramo konstantom] = 3y%x°

VL) = (3,37

6 9
He(1,1) = {9 ,

24 Ekonomske primjene parcijalne derivacije
2.4.1 Marginalni trosak i prihod

Kao $to smo ranije definirali pojam marginalnog troska i prihoda u ekonomiji vezanih
za koli¢inu jednog dobra, isto tako mozemo definirati marginalni trosak, odnosno pri-
hod za proizvodnju viSe proizvoda. Pretpostavimo da se proizvodi n € IN proizvoda,
te neka je Q;,i = 1,...,n koli¢ina proizvedenog i—tog proizvoda. Nadalje, neka su
C(Q1,...,Qn) 1 R(Qy,...,Qn) redom funkcije troskova i prihoda.

Marginalni troSak proizvodnje i—tog proizvoda MC; definiramo kao parcijalnu deriva-
ciju funkcije troskova po koli¢ini Q;, odnosno

oC
0Q;

Analogno tome, marginalni prihod od proizvodnje i —tog proizvoda MR; definiramo kao
parcijalnu derivaciju funkcije prihoda po koli¢ini Q;, odnosno

MCi(Q1,-..,Qn) =

(19)

oR
0Q;

Primjer 2.9 Pretpostavimo da neka firma proizvodi dva proizvoda sa koli¢inama Q; i
Q», te neka nam su nam dane funkcije troska i prihoda

C(Q1, Q1) =2Q% + Q12 + Q3
R(Q1,Q>) = 1500 +2Q7% + 4Q3

MR;(Q1,...,Qn) =

(20)

Odredimo funkcije marginalnog troska i prihoda za proizvod 1.

RjeSenje: Sukladno definicijama koristimo izraze (18), odnosno (19), te dobivamo slje-
dece funkcije

oC
MC1(Q1,Q2) = 30, =401+ Q>
0
MRy (Q1,Q2) = a—gl — 40,

14



2.4.2 Parcijalna elasti¢nost

U poglavlju 3.2.3 definirali smo elasti¢nost funkcije potraznje koja ovisi o cijeni P, nekog
proizvoda. Ovdje pretpostavljamo da nasa funkcije potraznje Q ovisi o n prozvoda, tj.
o njihovim cijenama P;,i = 1,...,n. Ipak, svaka mjera elasti¢nosti se mora definirati
pomocu jedne neovisne varijable. Stoga ¢e funkcija Q = f(Py,...,P,) imati n mjera
elasti¢nosti. Suglasno tome one se zovu parcijalne elasti¢nosti. Za funkciju potraznje Q
i—tu parcijalnu elasti¢nost definiramo kao

a0 P;

== —,i=1,...,n. 21
€Q,P, ‘BPZ-Q'Z 1,...,n (21)

Sama interpretacija elasti¢nosti kao i znacenje slucajeva iz poglavlja 3.2.3 su analogna.
Isto tako, elasti¢nost moZemo i opéenito definirati i za proizvoljnu funkciju f(xy,...,x,).
Tako elasti¢nost opcenito definiramo kao

of x; .
Efz = a—)q?’,z:l,...,n. (22)

Primjer 2.10 Neka je S = S(Y,i) funkcija $tednje koja ovisi o realnom dohotku Y i
kamatnoj stopi i. Parcijalne elasti¢nosti ¢e tada imati sljedeci oblik

aSY
Y=Y S
0S i
SIS

Primjer 2.11 Neka je zadana funkcija potraznje nekog dobra
Q(P,R) =a+bP*+ VR

pri cemujea < 0,b > 01i R varijabla "kiSovitosti". Nadimo elasti¢nosti obzirom na cijenu
i kiSovitost.

RjeSenje: Po definiciji, koristeéi (21) dobivamo

f_9QP _ 2bP?
OF TP Q  aybP24 VR
_9QR VR

€ == =
QR 9R Q ~ 2(a+bP2 + VR)

MozZemo uociti ovdje kako su marginalni trosak, marginalni profit i elasti¢nost iz po-
glavlja 3.2, zapravo specijalni slucajevi svih ovdje definiranih funkcija kada je n = 1.
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2.4.3 Primjena na komparativnostaticku analizu

U poglavlju 2.2.1 imali smo primjer u kojemu smo izgradili jedan jednostavan model
ponude i potraZznje u ekonomiji sa jednim dobrom. Prisjetimo se da je model izgledao
ovako, ali bez dodatnog pisanja uvjeta ravnoteze

Q = a—0bpP
Q = —c+dP

Rjesavajuci taj model nekom od metoda, dobili smo sljedeca rjeSenja:

= a-+c
P = b+d
— ad — bc
Q = b1d

Ta rjeSenja ¢emo zvati rjeSenja u reduciranom obliku. Dvije endogene varijable P i Q smo
eksplictno izrazili kao funkcije parametara. Ako Zelimo saznati kako bi utjecala mala
promjena bilo kojeg parametra, na P, isti moramo u ovom sluéaju parcijalno derivirati
po parametru koji nas zanima. Ako moZemo odrediti predznak derivacije, to ¢e nam
govoriti u kojem smjeru ce se kretati P. Uzmimo sad P i derivirajmo parcijalno po svim
parametrima. Dobivamo sljedece:

oP 1

da  b+d
oP  a+c
b (b+d)?
oP 1

oc b+d
oP  a+c
od ~ (b+d)

Kako su svi parametri ovdje pozitivni, moZemo zakljuciti da je

8?_8?>0 : BF_E)F<O

1 ac ' ob  ad
Kako bi bolje razumjeli promjenu parametara i posljedica promjene pogledajmo sljedec¢u
sliku. Svaka slika prikazuje promjenu jednoga parametra iz razloga jer se u ekomoniji

svaka promjena gleda bez promjene ostalih. Promatrat ¢emo povecanja parametara.
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Q porastua Q porast u b
Qs Qs

a'
a

Qo' Qo

Qo Qo'
0 Py Py P 0 P; Py P
Q porast uc Q porast u d

Qs i Qs'
Qs Qs

Qo Qo
0 Po P1 P 0 Pr Py P
p
¢

Slika 5: Promjene u parametrima

24.4 Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje

U ekonomiji i ekonometriji, Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje je jedan poseban
oblik funkcije proizvodnje, koja se Siroko koristi za predstavljanje tehnoloskog odnosa
izmedu iznosa dvaju ili viSe inputa (osobito fizickog kapitala i rada) i koli¢ine proizvod-
nje koja moZe biti proizvedena tim inputima. 1928. C. Cobb? i P. Douglas® objavili su
rad u kojem je predstavljena funkcija - model americke ekonomije u periodu 1899-1922.
Funkcija daje ovisnost koli¢ine proizvodnje P u ovisnosti o koli¢ini uloZenog rada L i
ulozenog kapitala K, tj. P = f(K, L). Formula Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje je:

P(K,L) = bL*KP (23)
pri ¢emu je:
* P ukupna proizvodnja, monetarna vrijednost svih dobara proizvedenih u jednoj
godini

L koli¢ina utro$enog rada, ukupan broj radnih sati u jednoj godini (L > 0)

K koli¢ina ulozenog kapitala, monetarna vrijednost sve opreme (K > 0)

a koeficijent elasti¢nosti proizvodnje u odnosu na rad (a > 0)

B koeficijent elasti¢nosti proizvodnje u odnosu na kapital (B > 0)

* b parametar efikasnosti.

Elasti¢nosti proizvodnje « i  mjere odziv outputa na promjenu razine rada ili kapitala
kori$tenog u proizvodnji, ceteris paribus*. Na primjer, ako uzmemo da je B = 0.45, to

2Charles Cobb, 1875-1949, ameri¢ki matemati¢ar i ekonomist
3Paul Douglas, 1892-1976, americ¢ki ekonomist
“]at. bez mjenjanja ostalog
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znadi da povecanje koristenog kapitala za 1%, ¢e dovesti do priblizno 0,45% povecanja
proizvodnje. U uvjetima savrSeno konkurentnog trzista vrijedi a 4 p = 1. Pretpostavljat
¢emo dalje da smo u uvjetima savrseno konkurentnog trzista

Cobb - Douglasova funkcija je najcesée koriStena funkcija u ekonomiji (dosta precizna,
te parametri b, a,  mogu se dobiti prilagodavanjem podacima metodom najmanjih kva-
drata).

U svojoj generaliziranoj formi, Cobb-Douglasova funkcija modelira viSe od dvije robe, te

se moZe napisati kao:
i3

Aj
fO) =b] ", (24)
i=1

gdje je b parametar ucinkovitosti, L ukupan broj robe, x = (x1,...,x1), x;,i =1,...,L
su (nenegativne) koli¢ine potroSenog, proizvedenog, itd. dobrai A;, i =1,...,L je para-
metar elasti¢nosti za dobro i. Takoder i ovdje u uvjetima savrseno konkurentnog trzista
vrijedi
Ay = 1.

L
i=1
Dalje ¢emo promatrati oblik (23). Kao $to smo ranije spomenuli pojmove marginalnog
troska, odnosno prihoda, koji se dobiju derivanjem funkcije troskova i prihoda, analognu

stvar moZemo definirati i ovdje. U ovom slucaju definiramo marginalnu produktivnost

rada kao
oP

MPL(K,L) = w—

te definiramo marginalnu produktivnost kapitala na sli¢an nacin, kao
oP
MPKI L= —=

Cobb - Douglasova funkcija posjeduje svojstvo homogenosti. Kazemo da je funkcija
f :R" — R homogena sa stupnjem k ako za A € R vrijedi

£(Ax) = AF ().

Cobb - Douglasova funkcija je homogena funkcija stupnja k = 1. PokaZimo to za oblik
(22). Nekaje A € Ria + B =1, tada imamo:
P(AK,AL) = bA*L*APKP
— 1] = p
[a+B=1]=A pLK
P(K,L)
= AP(K,L)
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Primjer 2.12 Pretpostavimo da smo na temelju podataka procijenili parametre Cobb -
Douglasove funkcije i dobili sljede¢u formulu

P(K,L) = 1.01L%7° K%,

Ako je ukupan broj radnih sati iznosio 121, a monetarna vrijednost opreme je 138, odre-
dimo ukupnu proizvodnju i marginalnu produktivnost rada i kapitala.

RjeSenje: Ukupnu proizvodnju dobijemo direktnim uvrstavanjem u formulu, stoga je
P(138,121) = 101 -121%%% . 1387% — 1263,

Marginalnu produktivnost rada dobijemo koristeci (25):

MPL(138,121) = 3—12(138, 121) = 1.01-0.75 - 12197°138%% = 0.78.

Sli¢no, koristeci (26) dobijamo marginalnu produktivnost kapitala

MPK(138,121) = 3—112(138, 121) = 1.01-12179%°.0.25 . 138797 = 0.228.

Primjedba. Pretpostavimo dodatno da funkciju proizvodnje promatramo i kroz vrijeme
t, tj. Cobb - Douglasova funkcija je P(K, L,t). Kako se kapital i rad tijekom vremena
mogu mijenjati, moZemo pretpostaviti da su i sami funkcije vremena, odnosno K = K(t)
i L = L(t). Tada stopu promjene proizvodnje obzirom na vrijeme dobijemo kao:

4P _op dK 0P dL  oP

dt 0K dt oL dt ot
Primjer 2.13 Nadimo stopu promjene proizvodnje obzirom na vrijeme t ako je pro-
izvodna funkcija oblika P(K,L,t) = A(t)L*KF, gdje je A(t) rastuca funkcija od t, te
K:K0+atiL:L0—|—bt.

(27)

Rjesenje: Kako ovdje proizvodna funkcija dodatno sadrzi i vrijeme t, za traZenje stope
promjene u vremenu f koristimo (27) i imamo:

O = BAMLKP a4 wA(H)LIKP - b+ A'(LKP.

2.5 Optimizacija u ekonomiji

Cesto u svakodnevnom Zivotu postoji neka potreba da se neto napravi ili dogodi na
optimalan nacin. Tako i razni problemi u znanosti, pa i ekonomiji ¢esto dovode do
nekih slucajeva kada treba neSto optimizirati, maksimizirati profit, minimizirati gubitak
i tako dalje. U ovom dijelu rada objasnit éemo pojmove minimuma i maksimuma, dat
¢emo postupak njihovog traZenja, te pokazati to na nekoliko primjera.

Definicija 2.3 KaZzemo da funkcija f : D € R” — R u to¢ki x* € D postize lokalni
minimum ako postoji okolina O(x*) takva da je f(x) > f(x*) za svaki x € O(x*) N D.
Tocku x* zovemo tocka lokalnog minimuma ili lokalni minimizator funkcije f.
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Napomena: Ako u prethodnoj definiciji stoji znak strogo veée (>) govorimo o strogom
lokalnom minimumu. Ukoliko prethodna definicija vrijedi za sve x € D tada kazemo da
je x* tocka globalnog minimuma funkcije f na D.

Skup svih to¢aka globalnog minimuma funkcije f oznatavamo s argmin f(x), te vrijed-
xeD
nost f(x*) za x* € argmin f(x) zovemo globalni minimum funkcije f na D.
xeD
Analogno prethodnome moZemo lako definirati i pojmove lokalnog i globalnoga maksi-

muma funkcije f.

Definicija 2.4 Kazemo da je x* € D C IR” stacionarna tocka funkcije f : D C R" — R
akoje Vf(x*) = 0.

f)

m

Slika 6: Globalni minimum i maksimum funkcije

Vidimo na gornjoj slici da je to¢ka M globalni maksimum funkcije f(x), dok je tocka m
globalni minimum na promatranoj domeni - intervalu.

2.5.1 Optimizacija funkcije jedne varijable i primjena

U ovom dijelu ¢emo opisati postupak traZenja ekstrema funkcije jedne varijable i poka-
zati primjenu na primjerima.

Postupak traZenja ekstrema:
1. Definirati funkciju cilja f(x), f: D CR —- R
2. Odrediti stacionarne tocke, tj. odrediti x( takav da je f’(xo) = 0.

3. Akoje f”(xp) < 0 onda f u to¢ki xy ima lokalni maksimum, a ako f(xy) > 0 onda
f ima lokalni minimum.
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Primjer 2.14 Pretpostavimo da neko poduzece ima sljedece funkcije troskova i prihoda
C(Q) = 2Q% — 3Q% + 400Q + 5000

R(Q) = 4000Q — 33Q?

Odredimo za koju koli¢inu proizvedenih proizvoda Q je profit 7t najveci.

RjeSenje: Profit definiramo kao razliku prihoda i troskova, tj. m = R—C. U ovom
slucaju funkcija profita izgleda:

1(Q) = —2Q° — 30Q% + 3600Q — 5000

Odredimo derivaciju funkcije 77(Q). Slijedi da je 7/(Q) = —6Q? — 60Q + 3600. Kada
rije§imo jednadzbu 7/(Q) = 0 dobijamo dva rjeSenja, a to su Q; = —301i Q, = 20.
Naravno da rjeSenje Q; neéemo uzeti u obzir jer Q mora biti pozitivan. Druga derivacija
ima oblik 77”(Q) = —12Q — 60. Ako uvrstimo Q = 20 dobit ¢emo 77”(20) = —12-20 —
60 = —300, $to je manje od 0, pa po koraku 3. za Q = 20 poduzece ¢e imati maksimalan
profit.

Primjer 2.15 Upravitelj zgrade sa 100 stanova zna iz iskustva da ée svi stanovi biti iz-
najmljeni ukoliko je mjese¢na najamnina po stanu jednaka 800 eura. IstraZivanja trZiSta
ukazuju na to da ¢e za svako povecanje cijene najma za 10 eura u prosjeku jedan stan
ostati neiznajmljen. Upravitelj treba odrediti najamninu koja maksimizira profit.

Rjesenje: Ukoliko s x ozna¢imo povecanje cijene stanarine, onda je ukupni prihod dan

funkcijom:
2

X %

P(x) = (800 + x) (100 . E> = 80000 +20x — 7
Stacionarna tocka je x = 100, pa je to ocito tocka maksimuma (tjeme parabole koja je
otvorena prema dolje). Slijedi da je profit najveci ako je cijena najamnine stana jednaka

900 eura.

2.5.2 Optimizacija funkcije viSe varijabli i primjena

Kao i u prethodnom éemo takoder opisati postupak traZenja ekstrema za funkcije vise
varijabli, koji je ovdje nesto sloZeniji, te ¢emo iste pokazati na primjerima. Koraci 1.
i 2. su analogni, osim §to u koraku 2. gledamo Vf(x) = 0. Korak 3. je u ovom
slucaju sloZeniji. Iskazimo tvrdnje koje nam govore o tome kako prepoznati radi li se o
minimumu ili maksimumu funkcije. Kako se u prethodnom gledala druga derivacija, u
ovom slucaju gledamo Hessijan fukcije Hf(Pp).

Definicija 2.5 Simetri¢na matrica A € R"*" je
* pozitivno (semi)definitna ako je xTAx > 0 (> 0), Vx € R", x # 0
* negativno (semi)definitna ako je xT Ax < 0 (<0), Vx € R", x #0

* indefinitna ako postoje x,y € R", x,y # 0 tako da je xT Ax > 0 > yT Ay.
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Sljededi teorem nam daje rezultat, gledajuéi Hessijan, hoce li tocka Py biti to¢ka mini-
muma ili maksimuma.

Teorem 2.3 Neka je D C R” otvoreni f : D — R, te neka je Py stacionarna tocka fukcije.

* Akoje Hf(Py) pozitivno definitna matrica, onda funkcija u Py postiZe strogi lokalni
minimum.

* Ako je H¢(Pp) negativno definitna matrica, onda funkcija u Py postize strogi lokalni
maksimum.

* Akoje H¢(Pp) indefinitna, onda f u Py nema lokalni ekstrem, tj. P, je sedlasta tocka
funkcije f.

Napomena. Ako je Hf(Pp) pozitivno ili negativno semidefinitna matrica, onda nema
odluke, tj. ne moZemo nista zakljuciti o karakteru tocke Py pa su potrebna dodatna ispi-
tivanja. Definitnost matrice moZemo odrediti gledajuci svojstvene vrijednosti ili koriste¢i
Sylvesterov kriterij [za viSe vidi 11].

Primjer 2.16 Pretpostavimo da poduzece proizvodi 2 proizvoda A i B u koli¢inama x i
y redom, te da ima funkciju profita

m(x,y) = 64x —2x2 + 4xy — 4y® + 32y — 14

Odredimo za koju koli¢inu proizvoda A, odnosno B je profit najveéi i odredimo koliki
bi bio njegov iznos.

Rjesenje: Trazimo x,y tako da je Vrt(x,y) = (0,0). Odredimo parcijalne derivacije i
izjednacimo ih s 0:

ar
a—x—64—4x+4y—0
ar
@_4x—8y+32—0

Rjesavanjem gornjeg sustava dobivamo stacionarnu to¢ku Py = (40,24). Jo$ preostaje
odrediti radi li se o ekstremu i, ako da, kojemu. Koristimo Hessijan matricu i dobivamo:

Hir) = | 5

Koriste¢i neku od metoda za utvrdivanje definitnosti matrice, dolazimo do zakljuc¢ka da
je Hf(Py) negativno definitna, pa slijedi je tocka Py = (40,24) tocka lokalnog maksi-
muma. Dakle, za 40 komada proizvoda A i 24 komada proizvoda B ¢e profit biti najve¢i.
Iznos profita je 77(40,24) = 1650.
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Primjer 2.17 U monopolistickoj konkurenciji proizvodac¢i moraju odrediti cijenu koja
maksimizira njihov profit. Pretpostavimo da proizvoda¢ nudi dva tipa nekog proizvoda,
za koji su dane funkcije potraznje:

Q1 =14-0.25P
Qr =24—-05P,,

te zajednicku funkciju troskova C(Q, Q2) = Q% +50Q:1Q; + Q5. Treba odrediti cijene
tipova proizvoda koje ¢e maksimizirati profit.

Rjesenje:
Prisjetimo se prvo da je profit razlika izmedu prihoda i troSkova,

7(Q1,Q2) = R(Q1,Q2) — C(Q1,Q2)

Kako u ovom slu¢aju nemamo funkciju prihoda, nju éemo dobiti kao produkt funkcije
cijene i koli¢ina, tj. R(Q1,Q2) = P1(Q1)Q1 + P2(Q2)Qz. Jo$ nam je ostalo odrediti
funkcije P;(Qq) i P,(Q>). Njih ¢emo dobiti koriste¢i zadane funkcije potraznje.

Q1 =14-025P | _, Pi(Qi)=56—4Q;
Q, =24 —05P, P>(Q>) = 48 — 20,

Sada moZemo dobiti funkciju prihoda: R(Q1, Q2) = 56Q; — 4Q% + 48Q, — 2Q3. Kada
smo dobili funkciju prihoda, moZemo definirati funkciju cilja, tj. u naSem slucaju funk-
ciju profita.

7(Q1,Q2) = 56Q1 — 5Q7 +48Q2 — 3Q5 —5Q1Q>
Sada mozemo krenuti sa postupkom optimizacije. Nademo parcijalne derivacije i rije-
§imo sustav V7r(Q1,Qz) = (0,0).

o7t

I 56-10Q; —5Q, =0
30, Q1 —5Q,
o7

9T _ 48— 6Q, — 50, =0
30, Q2 — 50

Rjesavajudi ovaj sustav dobivamo stacionarnu tocku Q = (2.75,5.7). Jos preostaje odre-
diti radi li se o ekstremu i, ako da, kojemu. Koristimo Hessijan matricu i dobivamo:

Ho(Q) = [ —10 —5]

-5 —6

Koristeci se nekim od metoda za utvrdivanje definitnosti matrice dolazimo do zakljucka
da je Hz(Q) negativno definitna, te je stoga tocka Q = (2.75,5.7) totka lokalnog maksi-
muma i cijene redom iznose P; =451 P, = 34.4.
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3 Primjena integrala u ekonomiji

Do sada smo gledali primjenu derivacija u ekonomiji. U ovom dijelu rada pokazat ¢emo
i neke primjene integralnog racuna. U ekonomiji probleme u kojima se koriste integrali
nazivamo dinamicka analiza. Za razliku od staticke analize, ovdje je cilj odrediti kako
se neka pojava ponasa kroz vrijeme. Ovdje éemo opisati pojam integrala, navesti neke
osnovne tvrdnje i svojstva, te na primjerima pokazati osnovnu primjenu.

3.1 Pojam i svojstva integrala

Sam korijen integralnog racuna javio se kao problem povrsine ispod grafa omedene
funkcije f : [a,b] — R. Kako su funkcije naj¢esce "zaobljene" nije se mogla to¢no odrediti
povrsina, pa se sama aproksimirala upisivanjem pravokutnika, te razdiobom segmenta
[a, b] na kojem je ona definirana.

Definicija 3.1 Razdioba (rastav ili dekompozicija) segmenta [a,b] C R je svaki konacan
skup tocaka {xg, x1,...,x,},n € N takav da je

a=xg<x << Lxp < x,=b
Skup svih dekompozicija segmenta [a, b] oznatavamo s R.

Neka je f : [2,b] — R omedena funkcijainekajep:a=x)<x < - - <x, 1 <x,=0b
razbioba segmenta [a, b], te neka su

m; = inf{f(x) :x € [xi_1, %]}
M; :=sup{f(x) : x € [x;_1, x|}

Tada je s(f,p) Z m;(x; — x;_1) donja Darbouxova suma funkcije f uz razdiobu p, i
Z M;(x; — x;_1) gornja Darbouxova suma funkcije f uz razdiobu p.
£ : )

(a) (b)

Slika 7: (a) Donja Darbouxova suma (b) Gornja Darbouxova suma
Neka je R skup svih dekompozicija segmenta [a, b|. Broj I* = inf{S(f,p) : p € R} nazi-

vamo gornji Riemannov integral, a I, = sup{s(f,p) : p € R} nazivamo donji Riemannov
integral. Uo¢imo da vrijedi I, < I*.
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Definicija 3.2 Za funkciju f : [4,b] — R kaZemo da je Riemann integrabilna (R—integrabilna)
ako je I, = I*. Tu zajednicku vrijednost zovemo odredenim integralom funkcije na [a, b
1 oznacavamo s

b
/f(x)dx.

Teorem 3.1 Akoje f : [a,b] — R integrabilna funkcija, tada je

n—oo

b n
/f(x)dx = lim ;f(x;k)Ax,

gdje je Ax = bn;“, xi =a+iAxix} € [xj_q,x].

Neka je f : [a,b] — R. Primitivna funkcija ili antiderivacija od f je svaka funkcija
F : [a,b] — R takva da je F/(x) = f(x) za svaki x € (a,b). Skup svih primitivnih
funkcija od f zove se neodredeni integral od f. Dakle,

/f(x)dx — {F(x)+¢,c € R}.

IskaZzimo sada osnovni teorem integralnog rac¢una koji daje postupak za ra¢unanje odre-
denog integrala.

Teorem 3.2 (Newton-Leibnizova formula) Neka je f : [2,b] — R neprekidna funkcija i
neka je F : [a,b] — R bilo koja njezina primitivna funkcija. Tada je

b
[ Fx)ax = () - Fla). (28)
a
Idu¢i teorem nam daje neka osnovna svojstva integrala. Svojstva se odnose na odredeni

i neodredeni integral.

Teorem 3.3 Neka su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcijei o, f € R. Tada jeiaf + Bg
integrabilna funkcija i vrijedi

b b b
[afx)+pgx)dx=a [ f(x)dx+p [ g(x)dx (29)

Ako je dodatno f(x) < g(x) za svaki x € [a,b], tada vrijedi

b

/f(x)dx < /bg(x)dx. (30)

a
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3.2 Ekonomske primjene integrala
3.2.1 Funkcije troskova i prihoda

U poglavlju 2.2 ekonomskih primjena derivacija definirali smo pojmove marginalnog
troska i prihoda koji se dobiju jednostavnim deriviranjem samih funkcija troskova C(Q)
i funkcija prihoda R(Q). Priroda ovoga problema je, ako imamo zadane funkcije MC(Q)
i MR(Q), kako do¢i do funkcija troskova i funkcija prihoda.

Neka je zadana funkcija marginalnog troska MC i neka su C(0) = Cy neki fiksni troskovi.
Funkciju troskova definiramo kao

c(Q = [ Mc(Q)dQ. (31)

Kako ¢emo integriranjem funkcije MC dobiti beskona¢no mnogo funkcija, fiksni troskovi
Co, ¢e odrediti konstantu integracije, te ¢emo time dobiti konkretnu funkciju troskova.
Analogno tome, ako je zadana funkcija marginalnih prihoda MR, i neka je R(0) = Ry
neki fiksni prihod, tada funkciju prihoda definiramo kao

R(Q) = [ MR(Q)dQ. (32)

Iz istog razloga kao i gore Ry nam je potreban da odredimo to¢nu funkciju prihoda.
Pogledajmo to na sljedeéem primjeru.

Primjer 3.1 Neka poduzece ima sljedece marginalne funkcije troSkova i prihoda:

MC(Q) = 2%
MR(Q) = 28Q — %€

Dodatno ako prepostavimo da fiksni troskovi iznose 90, a fiksni prihodi 100, odredimo
funkcije troskova i prihoda.

Rjesenje: Koristimo izraze (31) i (32), te dobivamo:
cQ) = /MC(Q)dQ = /ZEO'ZQdQ =10e%2Q 4-c.

Treba odrediti jo$ konstantu c. Koristimo se uvjetom C(0) = 90, pa slijedi
C(0) = 10+ ¢ = 90. Iz ovoga dobivamo ¢ = 80, odnosno dobivena funkcija troskova je
oblika C(Q) = 10¢%2€ + 80. Analogno nademo i funkciju prihoda kao:

R(Q) = [ MR(Q)dQ = [ (280 - ¢%2%)dQ = 14Q% ~ 5°2 + ¢

Sli¢no, koristeéi uvjet R(0) = 100 dobivamo ¢ = 105, pa je stoga dobivena funkcija tro-
Skova R(Q) = 14Q? — 5¢92Q 4-105.

Ranije smo vidjeli da u ekonomiji postoji pojam grani¢ne funkcije. Akoje y = f(x), onda
je njezina grani¢na funkcija v’ = f/(x). Ako imamo neki pocetni, fiksan, uvjet yo = f(0),

onda y = f(x) mozemo nadi kao y = [ f'(x)dx.
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Primjer 3.2 Ako je zadana grani¢na sklonost Stednji (MPS) funkcije dohotka
VY= 03 —1y-0s8
i ako je ukupna Stednja S = 0 kada je Y = 81, nadimo funkciju Stednje S(Y).

Rjesenje: Kako je grani¢na sklonost Stednji zapravo derivacija funkcije Stednje, problem
se rjeSava jednostavnim integriranjem:

S(Y) = / (03— 0.1Y"%5)dY = 0.3Y — 0.2v/Y +c.

Vrijednost konstante ¢ dobijemo iz uvjeta S(81) = 0, pa slijedi da je kona¢na funkcija
Stednje S(Y) = 0.3Y — 0.2y/Y — 22.5.

3.2.2 Investicije i akumuliranje kapitala

Akumuliranje kapitala je proces uve¢anja danog kapitala. Ako proces uveéanja proma-
tramo neprekidno u vremenu f, tada kapital moZemo izraziti kao funkciju vremena K(t).
Stopa akumuliranja kapitala u trenutku t, dK/dt je jednaka stopi neto investicija koja se
mijenja u vremenu ¢. Prema tome vrijedi

‘;—I: — I(t) < K(t) = /I(t)dt

Kako bi smo odredili funkciju kapitala na nekom intervalu [0, t] koristit ¢emo formulu
(28), te dobiti kao

/O "1(t)dt = K(t) — K(0),

gdje je K(0) pocetna vrijednost kapitala. 1z gornje jednakosti dobijemo formulu za kapi-
tal u proizvoljnom trenutku t kao:

K(t) = K(0) + /0 ' 1(s)ds. (33)

Koli¢ina kapitala u bilo kojem trenutku ¢ je jednaka zbroju pocetnog kapitala i ukupno
akumuliranog kapitala do toga trenutka.

A

K(#)- K(0)

Slika 8: Kapital kao povrsina ispod grafa funkcije investicija
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Primjer 3.3 Pretpostavimo da je stopa investicija opisana funkcijom I(t) = 12t'/3 i da
pocetni kapital iznosi 25. Nadimo vremensku putanju kapitala K i koli¢inu akumulira-
nog kapitala na intervalu [0, 1].

RjeSenje: Vremensku putanju dobijamo jednostavno koristeé¢i formulu (33).
t
K(t) = 25 + / 1251/3ds = 25 + 9¢4/3
0
Koli¢inu akumuliranog kapitala na [0, 1] dobijemo kao K(1) =25+9-1%/3 = 34.

3.2.3 Sadasnja i buduéa vrijednost neprekidnog toka prihoda

U tocki 2.2.2 susreli smo se s pojmom ukamacivanja i s pojmom neprekidnog ukamaciva-
nja. No, ukoliko neka velika firma ili poduzeée imaju prihode koje neprestalno dolaze,
oni mogu biti predstavljeni nekom funkcijom vremena. Bududi da stopa po kojoj se
odredeni prihodi zaraduju mozZe varirati, tok prihoda moZzemo opisati funkcijom S(#)
koja predstavlja brzinu protoka u nekim novcanim jedinicama godisnje. Napominjemo
da stopa ovisi o vremenu, t, obi¢no mjerena u godinama od danas. Da bi odredili sa-
dasnju vrijednost (PV) neprekidnog toka prihoda kroz T godina, podijelimo segment
[0, T] na n jednakih dijelova At = I s totkama podjele 0 =ty < t; < --- < t, = Ti
pretpostavimo da je u svakom podintervalu napravljena jedna uplata. Ako pretposta-
vimo da je kamatna stopa r konstantna, sadasnju vrijednost tog toka prihoda mozemo
aproksimirati Riemannovom sumom oblika

n
PV = ) S(t;)e AL
i=1
Ako stavimo n — oo, odnosno At — 0 dobijamo sljede¢u formulu:
T
PV = / S(t)e "dt. (34)
0
Sukladno tome, buduca vrijednost (FV) je dana s
T
Y = erT/ S(H)e Tt (35)
0
Primjer 3.4 Neka investitor uplaéuje 3.3 milijuna dolara godisnje uz kamatnu stopu od

r = 9.4%. Uz pretpostavku neprekidnog toka i neprekidnog ukamacivanja, odredimo
iznos investicije za 10 godina.

Rjesenje: Uocimo kako je S(t) = 3.3, tj. konstantno svake godine. Sada koristeéi (34)

dobivamo:
10

FV = ¢09% / 3.3¢ 00943 _ 547653,
0

Dakle, za 10 godina vrijednost investicije ¢e biti priblizno 54.7653 milijuna dolara.
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Ako prihode ne gledamo na segmentu [0, T|, nego pustimo T — oo, tada dobivamo
buducdi prihod koji ¢e trajati vjecno. To je stanje koje pokazuje smjer prihoda od vje¢nog
ugovora ili prihoda od posjedovanja neunistivog kapitala, npr. zemlja. Tada sadasnju
vrijednost definiramo kao nepravi integral, odnosno

(0]

PV = [ S(t)e "dt. (36)
[

Primjer 3.5 Nadimo sadasnju vrijednost buduéeg vje¢nog prihoda koji pritje¢e u iznosu
D novcanih jedinica godiSnje, ako je neprekidna kamatna stopa jednaka .

RjeSenje: Kako imamo bududi vje¢ni prihod koristimo (36), pa dobivamo

(e ) X

D D
PV = /De_”dt = lim [ De "'dt = lim —(1—-e")=—.
X—00 X—oo 1 T
0 0

3.2.4 Potrosacev i proizvodacev visSak

Jedan od temeljnih ekonomskih modela je zakon ponude i potraznje za odredeni pro-
izvod ili uslugu u okruZzenju slobodnog trzista. U ovom modelu koli¢ina odredene stavke
koja je proizvedena i prodana opisana je s dvije krivulje, krivuljama ponude i potraznje
(Qs — Qp model).

Funkcija ponude daje koli¢inu nekog dobra koju ¢e proizvodaci ponuditi po odredenoj
cijeni. Funkcija potraznje daje koli¢inu koju ¢e potrosaci kupiti ili potrazivati po bilo
kojoj danoj cijeni.

Cijenu po jedinici oznacit ¢emo s p, a koli¢inu isporucenu za tu cijenu s g, te éemo pret-
postaviti da je cijena funkcija koli¢ine, p = f(gq). Stoga ¢ée krivulja ponude biti p = S(g),
a krivulja potraznje p = D(g). Logi¢no je tada zakljuditi da ¢e krivulja S biti rastuca
(veca cijena vodi vecoj ponudi), dok ¢e krivulja D biti padajuéa (veca cijena vodi manjoj
potraznji).

Toc¢ka u kojoj se sijeku funkcije ponude i potraznje, (g0, po), zove se tocka trZiSne ravno-
teZe. Brojevi qo i po zovu se ravnotezna koli¢ina i ravnoteZna cijena, redom.

U idealnom slobodnom trzistu prozvodaci i potrosaci najvise dobijaju i prodaju na rav-
noteZznoj cijeni. Ako bi svi potrosac¢i kupovali po ravnoteznoj cijeni py tada kupljena
koli¢ina je jednaka g¢ i ukupna vrijednost potrosenog za tu koli¢inu je po - go. Nadalje,
izra¢unajmo ukupnu koli¢inu koja bi bila potroSena ako svaki potrosac¢ plati maksimalnu
cijenu do koje je spreman platiti. Podijelimo segment [0, go] na n jednakih dijelova duljine

Ax = qo/n, tada ¢e tocke podjele biti {x,- = %qo 2 =10,y n}. Promotrimo, na primjer,
interval [0, x1], tj. pretpostavimo da samo x; jedinica je dostupno. Tada su ukupni izdaci
sa kupnju tih x; jedinica jednaki D(x;) - Ax (cijena po jedinici - broj jedinica).

29



p

pr

;Uz ,,,,,,
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v

X1 A2 Xn=(]o q

Slika 9: Riemmanova suma ukupne svote novca koju bi platili potrosaci

Nakon prodaje x; jedinica, pretpostavimo da je sada dostupno x; jedinica po cijeni
D(x;). Tada ostatak jedinica koji se moZe prodati je x, — x; = Ax, $to vodi trosku
od D(x;)Ax. Nastavljajuéi postupak dalje, ukupna svota novca (TA®) koju bi platili
potrosaci je priblizno jednaka

n

TA~ Y D(x;)Ax

i=1
Uo¢imo da gornji izraz predstavlja Riemannovu sumu. Za n — oo ukupna svota novca
je jednaka

TA = / 37)

Ako od povrsine ispod grafa funkcije D(g) oduzmemo pravokutnik povrsine pyqo, ta
razlika predstavlja vrijednost koju potrosaci ustede kupujuéi po ravnoteznoj cijeni. To se
zove potrosacev visak (CS®) za taj proizvod. Matematicki moZemo ga definirati kao:

CS = /Oqo D(q)dq — poqo = /OqO(D(q) — po) dq. (38)

Slitcnom analizom moZzamo do¢i do pojma proizvodadev visak (PS”). To je iznos koji
proizvodaci ostvaruju prodajom po trziSnoj cijeni koja je visa od najmanje za koju bi
bili voljni prodati; to je otprilike jednako dobiti (budu¢i da proizvodaci obi¢no nisu
voljni prodati s gubitkom i obi¢no su ravnodusni prema prodaji po pocetnoj cijeni).
Proizvodacev viSak se definira kao razlika izmedu povrsina pravokutnika pyqo i povrsine
ispod grafa funkcije S(g), odnosno matematicki

PS = poqo — /Oqo S(q)dq = /O%(Po — 5(q))dq. (39)

Seng. total amount
beng. consumer surplus
“eng. producer surplus
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Slika 10: Potrosacev i proizvodacev visak

Primjer 3.6 Za neki proizvod dane su funkcije ponude i potraZznje

20
D = —
@ =151
S(g)=9+2

Izracunajmo potroSacev i proizvodacev ostatak za taj proizvod.

Rjesenje: Najprije moramo izratunati tocku ravnoteZe (4o, po). Nju éemo dobiti izjed-
nacavanjem krivulja ponude i potraznje, tj. D(gq) = S(g). Izjednac¢avanjem dobivamo

20

g1 112

Rjesavanjem gornje jednadzbe dobijemo to¢ku ravnoteze (3,5). Sada koristimo izraze
(38) i (39), te dobivamo trazeno:

320
Cs5=) ——dqg—3-5
0o g+1 1
=20In(4) — 15
r 12,73,

Sli¢no

3
psz3-5—/ (9+2)dg
0
— 15— (45+6)
—45.
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3.2.5 Gini indeks

Pitanje koje se pojavljuje u ekonomiji razmatra pravednost raspodjele dohotka ili bogat-
stva u zemlji. U standardnim ekonomskim teorijama ili previse ili premalo pravednosti
ukazuje na nedostatak moguc¢nosti i predstavlja prepreku rastu. Medutim, prije no to
se moZemo pozabaviti prednostima ili nedostacima razine nejednakosti, moramo biti u
stanju kvantificirati razinu pravednosti ili nejednakosti. Standardna metoda je koriStenje
Lorenzove krivulje i Ginijevog indeksa (GINI index).

Lorenzova® krivulja L(x) definira se kao rastuc¢a funkcija L : [0,1] — [0,1], tako da je
L(0) =01i L(1) = 1, koja mjeri udio neega koje drzi donji udio x populacije. Npr. ako
je L(0.2) = 0.1 to znati da donjih 20% populacije zaraduje 10% dohotka u zemlji. Kako
se Lorenzova krivulja mjeri od dna ili kraja vrijedi L(x) < x za svaki x.

Ako postoji savrSena jednakost Lorenzova krivulja ée biti L(x) = x. Bilo koja Loren-
zova krivulja za realnu populaciju bit ée ispod ove krivulje. Gini indeks (G) (ili Gini
koeficijent) mjeri postotak koji je stvarna Lorenzova krivulja ispod idealne krivulje.

4

Slika 11: Lorenzova krivulja i GINI indeks

Dakle, GINI indeks je omjer povrs$ina ispod grafa funkcije f(x) = x i praznine izmedu
f(x) = x i Lorenzove krivulje L(x). Matematicki to izgleda kao:

Jo (x—L(x))dx _

G= 1
fo x dx

2 /0 (e — L)) . (40)

U praksi se taj broj ¢esto mnoZi sa 100, navodeci postotak (0 do 100), a ne omjer (0 do 1)
podrucja pod idealnom funkcijom i iznad mjerene funkcije.

Primjer 3.7 Neka je izmjerena (procijenjena) Lorenzova krivulja za neku zemlju oblika
L(x) = 0.3x + 0.7x*. Izratunajmo GINI indeks.

— (0.3x + 0.7x%)) dx
0:5

8Max Otto Lorenz, 1876-1959, ameri¢ki ekonomist

i
o = 100 0

1
— 200 / (—0.7x + 0.7x*) dx = 42%
0
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se s nekim primjenama diferencijalnog i inte-
gralnog racuna u ekonomiji. Najprije je navedena osnovna teorija vezana za pojmove
derivacije funkcije jedne varijable i parcijalne derivacije za funkcije viSe varijabli. Kratko
je navedena osnovna teorija vezana za pojam (jednostrukog) integrala. Nakon toga po-
kazana je i sama primjena istih koja je ilustrirana na primjerima. Na pocetku rada
uvedeni su osnovni pojmovi i simboli u podru¢ju ekonomije, te je izgraden jedan jed-
nostavan ekonomski model. U drugom poglavlju prikazane su primjene derivacije. U
istom poglavlju opisana je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje kao jedna specijalna
proizvodna funkcija koja se najcesce koristi. U tre¢em poglavlju prikazana je primjena
integrala na odabranim primjerima.

Kljucne rijeci: derivacija, integral, marginalni troSak, marginalni prihod, profit, kapital,
ukamacivanje, akumulacija, potrosa¢, proizvodac.
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Summary

In this final thesis, we acquainted ourselves with applications of differential and integral
calculus in economics. Firstly, the fundamentals of theory regarding derivatives of func-
tions of one and several variables, as well as the concept of the integral, were discussed.
Following that, the applications of those principles were demonstrated in examples. At
the very beginning of the paper, the basic concepts and symbols of economics were in-
troduced, and a simple economics model was presented. Later, in the second chapter,
applications of derivatives were shown. In the same chapter, the Cobb-Douglas function
of production, as a special function of production that is most commonly used, was des-
cribed. In the third chapter, applications of integrals were shown.

Key words: derivation, integration, marginal cost, marginal revenue, profit, capital,
compounding, accumulation, consumer, producer.
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