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Uvod

Financijsko trziste, na kojemu se trguje osnovnim i izvedenim financijskim instrumentima,
osnovna je struktura koja omogucava uspjesno funkcioniranje suvremene ekonomije. Glavna
je uloga izvedenih financijskih instrumenata manipulacija rizikom nastalim uslijed neizvjes-
nosti na trzistu. Vrijednost tih instrumenata izvodi se iz osnovnih financijskih instrumenata,
a najpoznatiji izvedeni instrumenti su opcije. lako se smatra da su se opcije koristile i davno
prije, do 1973. godine smatrane su nejasnim financijskim instrumentom. Problem vredno-
vanja opcija rezultirao je razvojem nekih od danas osnovnih modela za odredivanje cijena
financijskih instrumenata.

1973. godine Fischer Black! i Myron Scholes? pruzili su prvi dostatan model cijena opcija
(vidi u [1]), koji nedugo zatim progiruje R. Cox Merton®. Razni znanstvenici pridonijeli su
teoriji vrednovanja opcija. 1978. godine Sharpe predlaze pojednostavljeni pristup i sugerira
prednosti proucavanja cijena u diskretnom vremenu. Zatim, Cox, Ross? i Rubinstein® (u
nastavku CRR) 1979. predstavljaju binomni model u diskretnom vremenu (vidi u [4]) koji i
dalje prati vazna svojstva Black-Scholes-Mertonovog pristupa, a predlaze da cijena rizicnog
financijskog instrumenta, u jednom periodu, moze porasti za faktor u ili pasti za faktor d.
Stovise, njihov pristup predstavlja diskretnu aproksimaciju Black-Scholes-Mertonovog mo-
dela. Tako CRR model pruza jednostavni numericki izracun cijena financijskih instrumenata,
razvila se potreba za nekim preinakama.

P. Boyle® je 1986. godine razvio trinomni model (vidi u [6],[7]), uklju¢ivsi u binomno
stablo moguénost da cijena rizicnog financijskog instrumenta ostane nepromijenjena. B.
Kamrad” i P. Ritchken® 1991. godine predstavili su novi model (vidi u [9]) koji se temelji
na Boyleovom uz dodatan parametar A. N. Kan prosirila je binomni model (vidi u [10])
pretpostavivsi da se u svakom periodu cijena rizi¢ne financijske imovine, ne mijenja samo za
faktore u i d, veé¢ posljedi¢no s ugradnjom procesa (X, t < T'), za razne moguée vrijednosti
uX;idXy, t<T.

Cilj ovog rada je pokazati kako se trguje u skladu s binomnim modelom i kako na nekim
od prosirenja tog modela. U prvom poglavlju navodimo osnovne pojmove koji se koriste
na financijskom trzistu. S obzirom da je binomni CRR model temelj na kojem pocivaju
sva prosirenja, u drugom i trecem poglavlju, detaljno ¢emo objasniti strukturu tog modela,
a zatim u cetvrtom poglavlju i njegovu povezanost s financijskim trzistem u neprekidnom
vremenu. U posljednjem poglavlju opisane su tri generalizacije CRR modela i objasnjeno je

kako se u tim okvirima odreduju cijene osnovnih financijskih instrumenata.

'Fischer Sheffey Black (sijecanj 11, 1938 — kolovoz 30, 1995) americki ekonomist.
2Myron Samuel Scholes (srpanj 1, 1941) kanadsko-ameri¢ki ekonomist.

3Robert Cox Merton (srpanj 31, 1944) americki ekonomist, dobitnik Nobelove nagrade.
4Stephen Alan ”Steve” Ross (veljaca 3, 1944 — travanj 3, 2017) americki ekonomist
®Mark Edward Rubinstein (lipanj 8, 1944 — svibanj 9, 2019) americki ekonomist.
6Phelim P. Boyle (1941), irski ekonomist i aktuar.

"Bardia Kamrad (listopad 11, 1957) americki ekonomist

8Peter Ritchken (ozujak 30, 1952) americki ekonomist.



1 Financijsko trziste u diskretnom vremenu

Realizacije slucajnih varijabli, kojima modeliramo vrijednost nekog financijskog instru-
menta, u diskretnom vremenu promatramo u kona¢no mnogo trenutaka. Vrijednost tako
promatranog financijskog intrumenta na intervalu izmedu dva uzastopna trenutka je kons-
tantna. Osim u kona¢no mnogo trenutaka, matematicki model moze opisivati vrijednost fi-
nancijskog instrumenta i u prebrojivo mnogo trenutaka. Takve modele nazivamo modelima u
diskretnom vremenu. Slu¢ajni proces je familija slucajnih varijabli (X3, t € T') na istom vje-
rojatnosnom prostoru (€2, F, P) gdje je T skup indeksa kojim modeliramo vrijeme. Kazemo
da pratimo promjene stanja slu¢ajnog procesa kroz vrijeme. Slucajne procese dijelimo na
procese u diskretnom i neprekidnom vremenu te na procese s diskretnim i neprebrojivim

skupom stanja.

Financijsko trziste (engl. financial market) je koncept na kojem se susreé¢u ponuda i po-
traznja financijskih sredstava. Odnos koji se stvara izmedu ponude i potraznje tih sredstava
oblikuje njihovu trzisnu cijenu. Financijsko trziste je skup mjesta, instrumenata, tehnika,
tokova i osoba koji omoguéuju razmjenu novca, deviza i kapitala. Postoji mnogo vrsta fi-
nancijskih trzista, npr. trziste dionica, trziste obveznica, trziste kredita, trziste potrazivanja
po kreditnim karticama, trziste drzavnih vrijednosnih papira, itd. Na financijskom trzistu

trguje se financijskim instrumentima.

Financijski instrument je dokumentarni dokaz vlasnistva nad nekom financijskom imovi-
nom, primjerice blagajnicki zapis, dionica, obveznica, itd., kojom se trguje na financijskom
trzistu. Financijski instrumenti mogu se podijeliti na temelju raznih kriterija. Za nas ¢e biti

vazne sljedece dvije kategorije:

e Osnovni financijski instrumenti - riziéni financijski instrumenti (novac u stranoj va-
luti, dionice, obveznice, zlato, ...) i nerizi¢ni financijski instrumenti (novac u domacoj
valuti koji se moze uloziti ili posuditi uz nepromjenjivu kamatnu stopu r). Ulaganje
u nerizicne financijske instrumente ne nosi nikakav rizik, tj. poznavanje nepromjenjive
kamatne stope omoguc¢ava nam da tocno izracunamo kako ¢e se vrijednost tog financij-
skog instrumenta mijenjati kroz vrijeme. S druge strane, rizi¢ni financijski instrumenti
sa sobom nose odredeni rizik te njihove buduée vrijednosti nije mogucée u potpunosti

tocno odrediti.

e Izvedeni financijski instrumenti - vrijednost im se izvodi iz vrijednosti osnovnih finan-
cijskih instrumenata, a primarno se koriste za upravljanje rizikom. To su primjerice
opcije, forward i futures ugovori i sl. Opcije su izvedenice ¢ija je cijena direktno ve-
zana uz cijenu dionice za koju zelimo kupiti opciju. One daju kupcu pravo, ali ne i
obvezu, da kupi (call option) ili proda (put option) financijsku imovinu po unaprijed
dogovorenoj cijeni tijekom odredenog vremena ili na toéno odreden datum (trenutak

dospije¢a). Unaprijed dogovorena cijena naziva se cijena izvrsenja (strike price).



U ovom radu proucavat ¢emo financijsko trziste na kojem se trguje osnovnim financij-
skim instrumentima, tocnije jednom rizicnom financijskom imovinom (dionica) i jednom
nerizicnom financijskom imovinom. Dionica je vlasnicki vrijednosni papir koji predstavlja

pravo vlasnistva u odredenom dionickom drustvu.

1.1 Cijene

Cijenu i-te financijske imovine u trenutku ¢ oznacavamo s S;.

Cijenu nerizi¢ne financijske imovine u trenutku ¢ oznacavamo s Sp. U trenutku ¢ = 0, S)
je poznata konstanta, a u bilo kojem trenutku ¢ > 0 cijena nerizicne financijske imovine je

unaprijed poznata
S) = S0(1 + o), fil.1)

gdje je r’ konstantna efektivna kamatna stopa’. Ukoliko promatramo trziste u neprekidnom

vremenu vrijedi

Bl = S8e™,
gdje je r nepromjenjiva neprekidna kamatna stopa. Uoc¢imo vezu izmedu tih dviju kamatnih
stopa
r'=e¢ —1>-1.
Cijena rizi¢ne financijske imovine u trenutku ¢ = 0 je poznata konstanta, Si, 7 € {1,...,d},

a za t > 0 modeliramo ju nenegativnom sluc¢ajnom varijablom
i t>0,ie{l,...,d},

tj. S! je cijena i-te imovine u trenutku .

Prije nego sto objasnimo kako se u modelu trguje potrebne su nam neke pretpostavke o

financijskom trzistu na kojemu ¢emo graditi model.

Pretpostavljamo sljedece:
e Sve stranke na trzistu imaju jednak pristup svim informacijama.
e Trgovati se moze bez transakcijskih troskova (trgovanje je besplatno).

e Sva financijska imovina je beskonac¢no djeljiva, likvidna i moze se posudivati bez
troskova. Likvidnost imovine ovdje znac¢i da se moze kupovati i prodavati u neo-

granicenim koli¢inama.

9Efektivna kamatna stopa, koja ée u daljem tekstu skra¢eno biti oznacena kao EKS, jedinstven je naéin pri-
kazivanja kamatne stope s ciljem transparentnosti i lakse usporedbe uvjeta za odobravanje kredita/depozita
kod svih kreditnih institucija i kreditnih unija.



e Vrijednost nerizicne imovine se mijenja po formuli (1.1), a investitori po istoj stopi

mogu investirati i posudivati novac.

e Dozvoljena je tzv. short prodaja. Short prodaja provodi se pri o¢ekivanju pada cijene
rizi¢ne financijske imovine. Investitor posuduje dionice ili druge vrste rizi¢ne financijske
imovine, uz obec¢anje da ¢e ih u nekom buduéem trenutku vratiti, i prodaje ih kako bi

ih zatim otkupio prema ocekivano manjoj cijeni.

e Posjedovanjem imovine ne ostvarujemo dodatni prihod ili trosak.

1.2 Osnovni pojmovi
Prije nego konstruiramo vjerojatnosni prostor na kojemu ¢emo promatrati navedene cijene,
podsjetit ¢emo se nekoliko temeljnih pojmova (vidi u [2] i [12]).

Definicija 1.1. Neka je Q) neprazan skup elementarnih dogadaja. Familija F podskupova

skupa ) jest o-algebra skupova na ) ako zadovoljava sljedeca svojstva
(i) 0eF
(it) ako je A€ F, onda je A€ F

(iii) ako je dana prebrojiva familija skupova (A;, ¢ € I) C F,I C N, onda F sadrzi i

U&GP

1€l

njithovu uniju, tj.

Uredeni par (2, F) naziva se izmjeriv prostor.

Definicija 1.2. Neka je (0, F) izmjeriv prostor, funkcija P : F — R naziva se vjerojatnost

na ) ako zadovoljava sljedece
(i) P(A) >0, VAe F,
() PQ) =1,

(iii) ako je dana prebrojiva familija (A, i € 1) C F, I C N, skupova koji su disjunktni
(A; N Ai, Vi # j), onda vrijedi

}<U&>:ZPMJ

el i€l

Uredenu trojku (2, F, P) nazivamo vjerojatnosni prostor.



Definicija 1.3. Neka su P i P* dvije vjerojatnosti na izmjerivom prostoru (0, F). KazZemo

da su P 1 P* ekvivalentne ako za svaki A € F vrijedi
P(A)=0<«<= P*(A)=0.
Pisemo P ~ P*.

Definicija 1.4. Neka je (Q2,P(QQ), P) diskretan vjerojatnosni prostor i X slu¢ajna varija-
bla na njemu. Ako red ) .o X (w)P({w}) apsolutno konvergira, onda kaZemo da slucajna

varijabla X tma matematicko ocekivanje i broj

E[X] =)  X(w)P({w})

we

zovemo matematicko ocekivanje slucajne varijable X.

Definicija 1.5. Neka je X : Q — R sluc¢ajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
koja ima ocekivanje te neka je G o-algebra sadrzana v F. Uvjetno ocekiwanje od X uz dano

G je G-izmjeriva slucajna varijabla E[X|G] : Q — R takva da vrijedi
E[E[X|G]14] = E[X14], VA € G.

Uvjetno ocekivanje postoji i jedinstveno je gotovo sigurno te se moze pokazati da je
uvjetno oc¢ekivanje najbolja aproksimacija slucajne varijable X u srednje kvadratnom smislu

ukoliko su nam poznate informacije sadrzane u o-algebri G.
Navedimo neka osnovna svojstva uvjetnog ocekivanja:
1. Ako je X G-izmjeriva, tada je E[X|G] = X g.s.
2. Ako je X nezavisna od G, tada je E[X|G] = E[X].
3. E[E[X]| G]] = E[X].
4. Ako su X; i Xj slucajne varijable koje imaju ocekivanje, a, § € R, tada je
ElaX: + BXz| G] = aE[X1|G] + BE[X2|G].
5. Ako sluc¢ajna varijabla Z ima ocekivanje i ako je G-izmjeriva, onda je
E[ZX|G] = ZE[X|G].
6. AKo je H C G C F, onda je
BIBIX|G]| #) = BIX |7

Definicija 1.6. Slucajni proces je familija sluc¢agnih varijabli (X, t € T') na istom vjerojat-
nosnom prostoru (2, F, P), pri ¢emu je T C R. Ako je T diskretan skup, onda govorimo o

slu¢ajnom procesu u diskretnom vremenu.



Definicija 1.7. Familija F = (F,, n € Ny) o-algebri sadrzanih u F zove se filtracija ako
vrijedi da je Fp, C Fpy1, V1 € Ny.

Filtracija je svaka rastuc¢a familija o-algebri na 2 koje su sve sadrzane u o-algebri F iz
vjerojatnosnog prostora (2, F, P).

Definicija 1.8. Sluc¢ajni proces (X,, n € Ny) je adaptiran na filtraciju F = (F,, n € Ny)

ako je za svakin € Ny, X,, 1zmjeriva u odnosu na F,.

Definicija 1.9. Slucajni proces (Z,, n € Ny) je predvidiv u odnosu na filtraciju F = (F,, n €

Ny) ako je za svakin € N, Z,, izmjeriva u odnosu na F,_.

Definicija 1.10. Slucajni proces (X,,, n € Ny) na vjerojatnosnom prostoru (Q,F, P) je
martingal u diskretnom vremenu s obzirom na filtraciju F = (F,, n € Ny) ako su zadovoljeni

sljedeci zahtjeuvi
(i) FE[|X,]] < oo, Vn € Ny,
(i) (Xn, n € Ny) je F-adaptiran,
(111) E[Xny1| Fu) = X g.5., Vn € Np.
Zahtjev 7i1) ekvivalentan je zahtjevu
E[(Xuin — Xo)|Fa] = 0,
pri ¢emu (X, 11 — X, n € Ny) zovemo niz martingalnih razlika.

Definicija 1.11. Neka je (0, F, P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F = (F,, n € Ny), X =
(Xn, n € Ng) F—martingal i Z = (Z,, n € N) predvidiv proces u odnosu na filtraciju F.
Slucajan proces Y = (Y, n € Ny) definiran s

Yo=0
Y, = ZZk(Xk — Xi-1), n €Ny
k=1

naziva se martingalna transformacija procesa X procesom Z.
Moze se pokazati da je martingalna transformacija takoder martingal.

Teorem 1.1. Ako je X = (X,, n € Ny) F—martingal i Z = (Z,, n € N) predvidiv pro-
ces takav da je svaka Z, ogranicena slucajna varijabla, onda je martingalna transformacija

definirana prethodnom definicijom 1.11 martingal.

Dokaz. Kako je Y, linearna kombinacija JF,-izmjerivih slu¢ajnih varijabli, ona je i sama
Fo-izmjeriva. Z, 1 je Fp-izmjeriva, a svojstvo iii) iz definicije 1.10 slijedi iz
E[(Yn-i-l - Yn)lfn] = E[Zn+1<Xn+1 - Xn)|fn]
= n—i-lE[(Xn—H - Xn)|fn] =0.



1.3 Model financijskog trzista u diskretnom vremenu

Pretpostavljamo da se imovinom moze trgovati u trenucima ¢t =0, 1,..., T. Konstruirajmo
vjerojatnosni prostor. Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor na kojem promatramo cijenu
imovine. Elementarni dogadaji w € () razlicita su stanja svijeta, odnosno moguéi scenariji.
Pretpostavljamo da se moze dogoditi najvise konacno mnogo razli¢itih scenarija, odnosno

da je prostor elementarnih dogadaja, €2, konacan:

Q={w, wy, ..., wr}, zanekikeN.

Za o-algebru uzimamo partitivni skup od Q, F = P (). Pretpostavljamo da uz vjerojat-
nosni prostor (€2, F, P) imamo neopadajuéi niz o- algebri sadrzanih u F:

FoCHCFRC..CFrCF.

Sigma algebra F;, t =0,1,...,7T sadrzi elemente, tj. dogadaje koji mogu biti opazeni do
trenutka .

U trenutku ¢ = 0 nemamo nikakvu informaciju o moguéem stanju svijeta, tj. Fo = {0, Q},
a na kraju perioda promatranja imamo potpunu informaciju Fr = F. Stoga, o- algebra F;
predstavlja informaciju o stanju svijeta, dostupnu svim sudionicima na trzistu, u trenutku
L.

S odmakom vremena opazamo sve vise dogadaja, stoga ima smisla pretpostaviti da je

tako definirana familija o-algebri neopadajuéa.

Informacije o financijskom trzistu u diskretnom vremenu kroz vrijeme modeliramo filtra-
cijom F={F, t=0,1,..., T}

Slu¢ajna varijabla Si, t € {0,1,...,T} izmjeriva je u odnosu na prethodno definiranu
sigma algebru F;, tj. za svaki z € R vrijedi:
{Si<z}={we| Siw) <z}ekF.

Dakle, je li cijena S veéa ili manja od z ovisi samo o dogadajima do trenutka t.

Sa Sy := (S?, S}, ..., S%) oznacit éemo vektor cijena svih imovina u trenutku £
Zasvaki t € {0,1,...,T}, S; : Q — R je Fi-izmjeriv slucajni vektor pa je S = (S; : t =
0,1,...,T) adaptiran slu¢ajni proces.

U nastavku definiramo povrate financijske imovine, koje, s obzirom na bolja statisticka

svojstva, Cesto promatramo umjesto cijena.



Definicija 1.12. Powrat je relativna promjena cijene financijske imovine u odredenom tre-

nutku s obzirom na neki prethodni trenutak, cesto izraZena kao postotak.

Definicija 1.13. Jednostavni relativni povrat od i-te financijske imovine u trenutku t, s
obzirom na njenu vrijednost u trenutku t — 1, R:, je postotna promjena njezine cijene
. B~
R: = % ie{0,1,...,d}, te{l,...,T}.
t—1

Alternativno, definiramo bruto povrat

/
Si
%
t—1

1+ R, =
Definicija 1.14. Log-povrat u trenutku t s obzirom na vrijednost financijske imovine u tre-
nutku t — 1 definira se kao

1

4 . S
r;:zn(1+R;):zn<Sit ) i€{0,1,...,d}, te{1,...,T}).
t—1

1.4 Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj

Trgovanje se u modelu odvija konstrukcijom portfelja. U trenutku ¢ = 0 kupujemo

financijske instrumente i tako stvaramo portfelj:

¢1:( (1)7 ¢%a R E g ¢jcll)a

gdje ¢! oznacava broj jedinica i-te imovine u portfelju.

U trenutku ¢ = 1 mozemo rebalansirati portfelj, odnosno zamijeniti ga drugim portfeljem:

¢2:( g? ¢%a & §Eng ¢g)

Taj portfelj ovisi o cijenama u trenutku t=1, a s obzirom da su one slucajne, Fi-izmjerive,
i portfelj ¢y ¢e biti Fi-izmjeriv sluéajni vektor u R@+Y . U trenutku ¢ = 2 saznajemo
nove cijene Sy pa opet rebalansiramo portfelj i tako dalje. Slucajan proces ¢ = (¢, t €
{0,1,...,T}) je predvidiv u odnosu na filtraciju F = (F;, t € {0,1,...,T}).
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Slika 1.1 Dinamika portfelja

Definicija 1.15. Slucajan proces ¢ = (¢, t € {1,2,...,T}), s vrijednostima u R@*D,

predvidiv u odnosu na filtraciju F, zove se dinamicki portfelj ilv strategija trgovanja.
Dodatno, definiramo portfelj u trenutku ¢ = 0 formulom ¢¢ := ¢;.
Definicija 1.16. Vriyednost portfelja ¢ u trenutkut = 0,1,...,T definira se kao

d
Vi) = (¢, So) =) 4iS;.
=0

Vi(@) je F -izmjeriva slucajna varijabla pa vidimo da je V(¢) = (Vi(¢) : t=0,1,...,T)

adaptiran slucajni proces.

Definicija 1.17. Strategija trgovanja ¢ je samofinancirajuéa ako ¥t € {0,1,...,T — 1}
vrijeds
(¢, St) = (Pe1, St). (1.2)
Uvjet (1.2) govori da vrijednost novog portfelja uz stare cijene mora biti jednaka vrijed-
nosti starog uz te iste cijene, odnosno da sredstva za kupnju novog portfelja mogu doé¢i samo
iz vrijednosti starog portfelja.

Rebalansiranje se vrsi s ciljem (¢, S¢) > (di—1, St).

Definicija 1.18. Strategija trgovanja ¢ je dopustiva ako je samofinancirajuca i vrijeds

Vi(¢) >0, Vvt=0,1,...,T.

Definicija 1.19. Dopustiva strategija ¢ je arbitraza ako je Vo(¢) =0 i P(Vp(e) > 0) > 0,

gdje je P objektivna vjerojatnost 1° na vjerojatnosnom prostoru (0, F, P).

190bjektivna vjerojatnost P na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) definirana je sljede¢im zahtjevom

Pluy) >0, ¥ e {1,...,n}.



Dakle, arbitraza je dopustiva strategija koja u pocetku ne kosta nista, a s pozitivhom
vjerojatnoséu generira zaradu. Odnosno arbitraza omogucuje stvaranje profita iz nicega, a
bez izlozenosti riziku gubitka. Arbitraza predstavlja istovremenu kupovinu i prodaju finan-

cijske imovine u svrhu zarade koja nastaje iz razlike u cijeni imovine.

Na trzistu je tesko pronaci arbitrazu pa ima smisla proucavati modele trzista koji ne
dopustaju arbitrazu. Kazemo da financijsko trziste ne dopusta arbitrazu ako niti jedna do-
pustiva strategija nije arbitraza.

Osim stvarnih vrijednosti financijskih imovina i portfelja zanimaju nas i sadasnje, di-

skontirane vrijednosti. Diskontirane cijene financijskih imovina oznacavamo s S;.

Sadasnja vrijednost nerizicnog financijskog instrumenta koji u trenutku ¢ vrijedi 1, iznosi

1
Ako 1-ti rizi¢ni financijski instrument diskontiramo kao nerizi¢ni, njegova sadasnja vrijednost
iznositi ¢e :
Si

Uoé¢imo, S —St+1 S zasvet=0,1,...,T — 1.

Si =

Diskontiranu vrijednost portfelja oznacavamo s ‘z(qﬁ), a iznosi

d
Vi) = (8,9) = > ¢S

k=0

gdje smo sa Sy == (59, S}, ..., S%) oznacili vektor diskontiranih cijena svih imovina u tre-
nutku ¢.

Uocimo, Vy(¢) = Vo(o).

Definicija 1.20. Vjerojatnosna mjera P* na (2, F) naziva se martingalna mjera ili vjero-

jatnost neutralna na rizik ako za sve t € {0,1,...,T — 1} vrijedi:
[t+1|-7:t] S’Z, =ik, ..

Ekvivalentno, P* je martingalna mjera ako je slucajni proces diskontiranih cijena finan-
cijskih imovina (S;, t € {0,1,...,T}) = ((8%,5},...,5%), t € {0,1,...,T}), F-martingal
(F=(F,te€{0,1,...,T})) s obzirom na vjerojatnost P*, tj. ako vrijedi

E*[Stﬂ | ]:t] [(St+175151+17 - t+1) | «Ft] - (S*?,Stl, 7gtd) = St-



Vjerojatnosna mjera P* na (€2, F) naziva se ekvivalentna martingalna mjera ako je mar-

tingalna mjera i vrijedi P* ~ P.

Uocimo, za nerizi¢nu financijsku imovinu vrijedi
E[S | Fl =80 =53,
dok to za rizicnu generalno ne vrijedi
ESia | Fl#8, =104
gdje je E ocekivanje s obzirom na objektivnu vjerojatnost P:

Play) >0, Vi e {1,...,%8)

Kako bismo provjerili da trziste ne dopusta arbitrazu, po definiciji, trebali bismo provjeriti
da nijedna dopustiva strategija nije arbitraza. To nije jednostavan proces, a sljedeci ¢e ga

teorem pojednostaviti.

Teorem 1.2. Ako postoji bar jedna ekvivalentna martingalna mjera na (€2, F) tada financij-
sko trziste u diskretnom vremenu ne dopusta arbitrazu, tj. u okvirima tog modela financijskog

trzista nemoguce je konstrurati portfelj koji je arbitraza.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji barem jedna takva vjerojatnost P*, s obzirom na koju je
vektor diskontiranih cijena (gt, t=0,1,...,T) martingal i koja je ekvivalentna vjerojatnosti
P. Pokazimo sada da nije moguce konstruirati portfelj koji je abritraza.

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je:

¢ = (¢, t =1,2,....T) = ((¢%, #5, ..., ¢%9), t = 1,2,...,T), slucajni proces za koji
vrijedi:
t

Vo(¢) =0, P(Vr(¢>0) >0, Vi) = (¢, 5) = Va(9) + D> _(ék, ASk)

k=1
gdje je AS, = S, — S,_; prirast diskontiranih cijena na (k — 1,k]. Takoder, ¢y je Fr_1

-izmjeriv, k=1,...,T.

Vektor (Agt, t=1,2,...,T) je vektor martingalnih razlika, pa je i sam martingal. Stoga,
ima konstantno ocekivanje, jednako 0.



Vektor

t

(Vi(9), t:0,1,...,T):( (65, ASL), t:O,l,...,T>

k=1

je martingalna transformacija martingala (Sy,t € {0,1,...,T}) predvidivim procesom ¢, pa

je 1 sam martingal obzirom na P* () konacan) i ima konstantno ocekivanje:
E*[Vi(9)] = E*[Vo(¢)] = 0.

Ako je portfelj ¢ arbitraza, tada on mora biti dopustiv, tj. V¢ € {0,1,...,T} mora biti
Vi(¢) = 0.

Uoc¢imo:
o Vi(¢) > 0.
o E*[Vi(¢)] = 0.

Slijedi, V;(¢) = 0. gotovo sigurno, tj. P*(Vy(¢) = 0) = 1.

Specijalno, za t = T je P*(Vp(¢) = 0) = 1, a to je u kontradikciji sa zahtjevom iz defi-
nicije abritraze P*(Vp(¢) > 0) > 0.

Slijedi, portfelj ¢ ne moze biti arbitraza. O

Vrijedi i obrat prethodnog teorema, tj. ako na financijskom trzistu u diskretnom vremenu
ne postoji arbitraza, tada postoji barem jedna vjerojatnost P* neutralna na rizik.



2 Jednoperiodni binarni model

Pretpostavimo da se imovinom moze trgovati u trenucima t € {0, 1} te pretpostavimo da
trgujemo jednom nerizi¢nom financijskom imovinom i jednom rizi¢nom financijskom imovi-
nom. S obzirom da postoje samo dva trenutka, pocetni i zavrsni te kako je izmedu njih samo

jedan period, takav model na financijskom trzistu naziva se jednoperiodni model.

Slu¢ajnu varijablu S%, ¢ € {0,1}, tj. cijenu imovina u trenutku 1 mozemo modelirati
s dvije, tri ili vise moguéih vrijednosti. U ovom slucaju modelirat ¢emo ju s dvije moguce

vrijednosti. Uocimo, cijena financijskih instrumenata mijenja se samo jednom.

2.1 Cijene financijskih instrumenata

Cijena nerizi¢ne financijske imovine u trenutku ¢ = 0 je neka poznata konstanta Sy > 0, a u
trenutku ¢t = 1, iznosi:

S9=52(1+7r"), gdjejer EKS.

Cijena rizi¢ne financijske imovine u trenutku ¢=0 je neka poznata konstanta S} > 0, a u

trenutku ¢ = 1, iznosi:
St = S(1+ X1),
gdje je X relativni povrat cijene rizi¢ne financijske imovine u trenutku t = 1:

Gl._ g1
X, =+
So

Pretpostavimo da se relativni povrat moze realizirati samo s a ili s b, tj. imamo samo

dva moguca elementarna dogadaja © = {a, b}.

Distribucija slucajne varijable X; dana je sljede¢om tablicom:
a b
Xl—(l_p p>7 p€<0>1>7
te vrijedi —1 < a <b, a, b e R.

Cijena rizi¢ne financijske imovine je, u trenutku ¢ = 1, transformacija slucajne varijable

X, a distribucija joj je dana tablicom:

1 1
st= (S BN pepu,

te vrijedi —1 < a <b, a, b e R.



S8 . S0 = SY(1+7)

St = SY(1+b)

St = Si(1+a)

Slika 2.1: Promjene cijena u jednom periodu

2.2 Strategija trgovanja

Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor na kojem promatramo navedene financijske instru-
mente. Skup elementarnih dogadaja € je dvoclani skup 2 = {a, b}, a o-algebra je partitivni
skup skupa Q, P(Q2). Vjerojatnost P : F — [0, 1] definirana je s P({a}) = 1—p, P({b}) = p.

Konstruirajmo sada portfelj na tako modeliranom financijskom trzistu. Portfelj je vektor

¢ = (97, ¢7) € R?, zat € {0,1}.

Vrijednost portfelja u trenutku ¢ = 0 iznosi:

Vo(¢o) = 95 S5 + 5 Sp,
a u trenutku t = 1:

Vi(¢1) =8} 7+ ¢1 51

Vrijednost portfelja je nenegativna slucajna varijabla. Uocimo Vj(¢1) je transformacija
slucajne varijable Xj.

Ranije smo ve¢ rekli da je arbitraza portfelj za koji vrijedi:
e Vo(do) =0

o Vi(¢1) >0

e P(Vi(¢1) > 0) > 0.

Dakle, u pocetku ne kosta nista, ne donosi gubitak te s pozitivhom vjerojatnoséu generira
zaradu.



Teorem 2.1. Kako bi jednoperiodni model financijskog trzista bio bez arbitraze nuzno je da

vrijedi a < v’ < b.

Dokaz. Pretpostavimo da ne vrijedi a < r’ < b.
1.slucaj: Pretpostavimo da vrijedi ' < a < b.

U trenutku ¢ = 0 posudimo iznos S, uz EKS 7’ te tim novcem kupimo 1 dionicu.
Formirali smo portfelj (-S5, 1).

U trenutku ¢ = 1 prodamo dionicu i zaradimo ili S§(1 + a) ili S3(1 + b).

Banci sada dugujemo Sg(1 +17).

S obzirom da je ' < a < b, vrijedi S§(1+7') < S{(1 +a) < Si(1 +b).

Dakle, dug banci je svakako manji od formirane zarade. Stoga, vra¢anjem duga banci ostaje
nam iznos S} — S§(1 +r').
Generirali smo zaradu, koja s vjerojatnoséu 1 — p iznosi Sj(a — ') > 0, dok s vjerojatnoséu

p iznosi Si(b—r’) > 0. U oba slucaja, dakle, postoji arbitraza.
2.slucaj: Pretpostavimo da vrijedi a < b < r'.

U trenutku ¢ = 0 posudimo dionicu koja vrijedi S}. Zatim ju prodamo te dobiveni no-

vac u iznosu S} ulozimo u banku, nerizi¢no, uz EKS /.

U trenutku ¢ = 1 moramo vratiti onoliki iznos, kolika je sada vrijednost posudene dionice u
trenutku ¢ = 0.

Vrijednost dionice s vjerojatnoséu 1 — p iznosi S} = S}(1 + a), dok s vjerojatnoséu p iznosi
St =55(1+b).

Sada iz banke podignemo ulozeni novac u vrijednosti Si(1 + 77), $to je svakako vise od Sj.
Vratimo dug S} i generiramo zaradu u iznosu: S(1 +7') — S}.

S vjerojatnoséu 1 — p to je jednako Si(r’ —a) > 0, dok je s vjerojatnoséu p jednako
Sg(r' —b) > 0.

U oba slucaja, takoder postoji arbitraza.

Slijedi, kako bi model jednoperiodnog financijskog trzista bio bez arbitraze, nuzno je da
vrijedi @ < r’ <b.
O



Pretpostavimo da na financijskom trzistu vrijedi —1 < a < 7’ < b, a, b € R, tj. da
nema arbitraze. Prema teoremu 1.2 slijedi da postoji barem jedna vjerojatnosna mjera

P*: F — [0, 1], neutralna na rizik, tj. za koju vrijedi:

1

S
S =B {le’} , i€ {0,1}.

Vrijednost rizi¢ne financijske imovine u trenutku ¢ = 1 iznosi:

S1 = S(1+ Xu),

pri ¢emu je X slucajna varijabla s tablicom distribucije:

X1:< @ b), p € (0,1).

=@ @

S obzirom da smo zaljucili da postoji vjerojatnost P* neutralna na rizik, definirajmo

artificijelnu distribuciju sluc¢ajne varijable Xj:

Xlz( “ b), p*€(0,1).

L—p* p
Odredimo vrijednost p*:

1
1+

E*[S)] =

S ] ! E*[SY(1+ X)) =

1+ :1—1—7"’
1

— (S )1 - p) + SH(L+ ),

S =B

odakle, dijeljenjem s S} te mnozenjem s 1 + 7/, slijedi da je

1+7"=1+a)(1-p)+(1+b)p =
=1-p"+a—ap" +p*+bp,

pa je

/

r"—a=p*(b—a),
odnosno slijedi da je

r—a b—1'

P =p =7, PUa)=1-p' ==

a




3 Cox-Ross-Rubinsteinov (CRR) model

U jednoperiodnom modelu promatrano razdoblje obuhvacalo je dva trenutka, pocetni i
zavrsni, tj. jedan period izmedu njih. U nastavku ¢emo promatrati model gdje je promatrano
vremensko razdoblje podijeljeno na vise od jednog perioda, tj. promatrati ¢emo viseperiodni

model.

Cox-Ross-Rubinsteinov model, u nastavku CRR model, je viseperiodni model financij-
skog trzista u diskretnom vremenu. U ovom modelu takoder trgujemo s dva financijska
instrumenta, jednim nerizi¢nim (novac) te jednim riziénim (dionica) u T perioda, odnosno
u trenucima t € {0,1,...,T}.

3.1 Cijene financijskih instrumenata

Cijena nerizi¢nog financijskog instrumenta u trenutku ¢ = 0 je nenegativna, poznata kons-

tanta te iznosi SU, a cijenu u trenutku ¢t € {1,...,T} ratunamo pomocu formule:
S =58 (1+1"), r" EKS.

Cijena se rizi¢nog financijskog instrumenta u periodu izmedu dva uzastopna trenutka t—1
i ¢ promijeni za faktor (1 + X;). Ut = 0 to je takoder nenegativna i poznata konstanta S_.
Cijenu rizicnog financijskog instrumenta u trenucima t € {1,...,T} ne mozemo direktno
racunati kao cijenu nerizicnog financijskog instrumenta. To nije unaprijed determinirana

vrijednost, stoga ju modeliramo slu¢ajnom varijablom:

St =81 (1+Xy) =5, ,(1+ X 1)1+ X) = (3.1)
t

= =5[]+ X, (3.2)
k=1

gdje je X slucajna varijabla kojom je modeliran relativni povrat rizi¢ne financijske imovine

u trenutku ¢, tj.

S — Si

Xt -
Sia

Relativni povrat X; modeliramo kao i ranije diskretnom slucajnom varijablom. Ovisno
o namjeni viseperiodnog modela, slu¢ajnu varijablu .Sy, kao i kod jednoperiodnog modela,
mozemo modelirati s dvije, tri ili vise mogucih vrijednosti, ukljuc¢ujudci i prebrojivo mnogo

(konacan broj vrijednosti je dovoljan da bi model bio primjenjiv).



Pretpostavimo da imamo dva moguéa elementarna dogadaja, tj. 2 = {a,b}. Tablica distri-

bucije slu¢ajne varijable X; dana je s:

Xt:< “ b>, p e (0,1)

1-pp

te pritom vrijedi —1 <a < b, a, b € R.

st Sha = SP(L+ 1)
/ Stl“ =Sl +8)
)

yzs
* St1+1 = Stl(l + a)

S

Slika 3.1: Promjene cijena u jednom periodu u okvirima CRR modela

3.2 Konstrukcija vjerojatnosnog prostora

Vjerojatnosni prostor CRR modela financijskog trzista u diskretnom vremenu je produktni
vjerojatnosni prostor (€2, F, P) na kojemu vrijedi:
e skup elementarnih dogadaja Q = {a,b} x {a,b} x --- x {a,b} = {a,b}T

e clementarni dogadaji su uredene T-torke (wy,ws,...,wr), gdjeje Vt € {1,2,...,T},

wt:ailiwt:b

o F =P(Q) je o-algebra koja sadrzi sve informacije na trzistu u trenucima
te{0,1,...,T}

e vjerojatnost P : F — [0, 1] svakom elementarnog dogadaju w = (wy,ws,...,wr) pri-

druzuje vjerojatnost

gdje je P': P({a,b}) — [0, 1] vjerojatnost takva da je

P'({a}) =1-p, P'({b}) = p, p€(0,1).



e Na vjerojatnosnom prostoru (£2, P(£2), P) definiramo niz slu¢ajnih varijabli: X,..., Xp
na sljedeci nacin
Xt(w) =W, W= (wb o 7WT)‘

Uocimo da su to nezavisne sluc¢ajne varijable s distribucijom P(X; =b) = p, P(X; =
a)=1-—p.
e Informacije o financijskom trzistu kroz vrijeme, kao i ranije, modeliramo filtracijom

F=(F:te{0,1,...,T}) na (2,P()), gdje su:

— Fo={0,9Q} tj. u trenutku t = 0 nemamo nikakvu informaciju.

— Fr=0(S},8),...,8), zanekit € {1,...,T} tj. ut € {1,...,T} imamo infor-

maciju o cijenama S}, 5%, ..., S}
— o(S3,5,...,8}) je najmanja o-algebra na Q takva da su sve slucajne varijable
S, S1,. .., S} izmjerive. Uocimo da je ta informacija jednaka informaciji koju

mozemo dobiti pomocu relativnih povrata Xy, ..., Xy, tj. F; = o(Xq,..., Xy).

Diskontirane cijene financijskih imovina ozna¢avamo kao i ranije s S{. Sadasnja vrijednost

i-tog rizicnog financijskog instrumenta, ako ga diskontiramo kao da je nerizi¢ni, iznosi

.S

y/ —

& (147

Uocimo, S? = S9 = S0, za sve t = 0,1,...,T. Sa S, := (59,5}) oznacili smo vektor

diskontiranih cijena svih imovina u trenutku t.

3.3 Arbitraza u okvirima CRR modela

Lema 3.1. Neka je P* vjerojatnost na (€, F) ekvivalentna s P.

(a) Niz diskontiranih cijena (S; :t=0,1,...,T) je P*-martingal ako i samo ako vrijedi
E*Xun| Fl=7, t=0,1,..., T—1.

(b) Neka je zadovoljen uvjet (a). Tada vrijedi a < r' < b i sluc¢ajne varijable X1, Xo, ..., Xt

su nezavisne i jednako distribuirane (u odnosu na P*).



Dokaz. (a) Zat € {0,1,...,T} vrijedi sljedeéi niz ekvivalencija:

- - gl
E* [SH «7:15—1} =5 ) < E*| == ) Fii| =1
Sl
St a1
= B |50 fH] =1 (1+r) 7B | fH] ~1
t—1
@yt !
.| S : .| Sk :
<~— F T‘Ft—l =1+r < F T —l‘ft_l =1+7r -1
Si1 Si1
— E* |:Xt Ft_1:| =g

gdje smo u prvoj ekvivalenciji iskoristili da je 51, Fi_1-izmjeriva.

(b) Po pretpostavci vrijedi E* [Xt ]-"t_l} =i

Medutim, R(X:) = {a,b} te P*(X; =a) > 01 P*(X; =0b) > 0 (P* je ekvivalentna P).
Pretpostavimo da ne vrijedi a < r’ < b.
Tada jeilir <a<bilia<b<r.

U prvom slucaju je P*(X; > ') = 11 P*(X; > r') > 0 pa slijedi E*[X;| Fi—1] > ' sto
je u kontradikciji s F*[X;| Fi_1] =1’

Drugi slucaj na slican nacin daje kontradikciju.

Nadalje, racunamo,
r' = E*[X3| Fi_i]
= E*[l{Xt=a}Xt| Fi1] + E*[l{Xt:b}Xt| Fi1]
= @B [Leg—ay| Foal + 0E* Lypg—gp| Fial

= aP*(X, = a| Fo_1) + bP* (X, = b| Fo_1).

Takoder imamo i

1= P"(X; =a| Fi1) + P*(X; = b| Fi1).



Rjesavanjem po

P*(Xt = CL| E—l) Z P*(Xt = b| Ft_1>,

dobivamo
P'(X, = a| Fiy) = =0, Pr(X, = b Foy) = =2 (3.3)
t = al Jt-1 ~ B t = t—l—b_a- .
Definiramo: .
., _r—a
pr=
Zbog pokazanog a < 1" < b slijedi 0 < p* < 1. Ovako definirani p* postaje:
P*(Xt = CL| E—l) =1 —p*, P*(Xt = b| f-t—l) :p*
Iz gornje dvije jednakosti imamo:
P*(X; = a) = E*[lix;=a}) = E*[E*[1{x,=a}| Fi1]]
= E*[P*(X; = a| F;_1)] = E*[1 — p*] =1 —p*,
i sliéno
To pokazuje jednaku distribuiranost slu¢ajnih varijabli X, ..., Xp. Drugo, iz (3.3) vidimo
da je X; nezavisna od o -algebre F;_ 1, t € {1,...,T}. Buduéi da je F;_; generirana s
Xy, ..., Xpoq, t € {1,...,T}, iz ovoga mozemo zakljuciti nezavisnost slucajnih varijabli
X1, ..., Xp.
]

Propozicija 3.1. CRR model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je a < r’" <b.

Dokaz. Ako trziste ne dopusta arbitrazu, tada postoji ekvivalentna martingalna mjera P*.
Prema lemi 3.1 (a) (primjenjenoj na vjerojatnost P*) slijedi

E* [ Xppi| Fi] =+, t=0,1,...,T — 1.
Sada iz leme 3.1 (b) slijedi a <" < b, a, b€ R.

Pretpostavimo da vrijedi a < r’ < b. Pokazimo sada da uz uvjet a < r’ < b postoji bar
p J J

jedna ekvivalentna martingalna mjera neutralna na rizik. Neka je:

/A b_ /
2 a’ P*{a})=1—-p" = T, —1<a<b< oo,
b—a b—a

Pr({b}) =p" =



Tada je 0 < p* < 1 te vrijedi:

Pr({w}) = P*({wr D) P*({we}) - - - P*({wr})

za w = (wy,ws,...,wr).
Sada su sve slucajne varijeble X;, ¢ = 1,...,T medusobno nezavisne i jednako distribu-
irane s distribucijom:
a b
X;= « «], p€(0,1).
(1 o p ) pre(01)

Uoc¢imo da zbog nezavisnosti vrijedi:

E* [ Xip1| B = E* [ Xeqa| o(Xq,..., Xy)] =
= E* [ Xq4]

_ab—r/ +br’_a _ ab—ar,‘*‘b?",—ab
— b—a b—(l - b—a
_r'b—a) _,
= =%
Sada mozemo racunati:
*[G " gﬂ - TSI 4 Xy
Fin 1 7= ] 7| - [Nt 7] -
; {W S0 - e = D 4 B0 4 Kl E} _

E* {ﬁlmt S1+Xy)- - (14 X B FKer) ‘ ]—"t]

(L+7)

-

(B*[1 | F] + E* [Xea| Fe]) =

(14 Xi41)

= E* {ﬁ,} T

gtl»ft—izmjeriva ~1 1
- t
L9

~1 1
P14

(1+7) =5}

Slijedi, slucajni proces diskontiranih cijena (S;l, t € {0,1,...,T}) je F-martingal uz
vjerojatnost P* neutralnu na rizik. Isto smo mogli zakljuciti, ne racunajuci prethodno, na
osnovu Leme 3.1 (a), s obzirom da E*[X; 1| F] =71, t =0, 1,..., T — 1. povlaci da je
proces diskontiranih cijena (S}, ¢ € {0,1,...,T}) F-martingal.

]



4 Konvergencija binomnog modela

U ovom poglavlju prvo ¢emo pokazati povezanost niza cijena iz CRR modela sa cijenama na
financijskom trzistu u neprekidnom vremenu (vidi u [4], stranice 246-250.). Kako bismo to

postigli prvo ¢emo objasniti kako se trguje u neprekidnom vremenu.

4.1 Financijsko trziste u neprekidnom vremenu
Sljedece definicije i tvrdnje mogu se u potpunosti naéi u [8].

Definicija 4.1 (Brownovo gibanje). Slucajni proces (By,t > 0) zove se standardno

Brownovo gibanje ako vrijedi:
e By=0 g.s.,
o za svaki w € (), funkcija t — Bi(w) je neprekidna g.s.,

o za svaki k, 0 <ty <ty <--- <1y, prirasti By,, By, — By,, B, — Bt,, -+ , By, — By, _, su

nezavisni,
e za svakit > s >0, vrijedi B, — B; ~ N (0,t — s).

Za Brownovo gibanje (B, t > 0) je E(B;) = 01 Var(B;) = t. U nastavku ¢emo prouciti

linearnu transformaciju Brownovog gibanja gdje su v € R i o > 0 konstante,

Ovako definiran proces (X;, t > 0) naziva se Brownovo gibanje s driftom.

Prilikom ra¢unanja ocekivanja i varijance procesa X; dobivamo: E(X;) = at, Var(X;) =
o’t, iz ¢ega slijedi da je X;, za svaki t > 0, normalno distribuirana slu¢ajna varijabla,
X; ~ N(at,o?t).

No, Brownovo gibanje nije dobar izbor procesa za modeliranje cijene dionica jer ima neza-
visne priraste i moze poprimiti negativne vrijednosti, a cijene dionica ne mogu biti negativne.
Zatim, ocekivanje slucajne varijable By — Bs je nula, dok je varijanca proporcionalna pro-
teklom vremenu. U nastavku ¢emo definirati geometrijsko Brownovo gibanje kojim ¢emo

modelirati cijene dionica.



Definicija 4.2 (Geometrijsko Brownovo gibanje). Geometrijsko Brownovo gibanje
(St, t > 0) je proces u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom stanja i g.s. neprekidnim

trajektorijama takav da je:
e Sy > 0 konstanta,

® S;— Soe(o‘_%‘TQ)H‘UB’f7
gdje je (B, t > 0) standardno Brownovo gibanje, a € R i 0 > 0 konstante.

Geometrijsko Brownovo gibanje (S, t > 0) dano izrazom

Sy = Spele=z9%)+oBe (4.2)

Y
za s < t ima sljedeca svojstva:

i/ E(ln(g—i)) = (a—1c%)(t—5s),

2. Var(ln(g—z)) = o2(t — 3),
3. (St, t > 0) je Markovljev!! proces (vidi [8, str. 147]).

Standardna devijacija log-povrata je jedna mjera rizika, a naziva se volatilnost. Odnos
relativnih i log-povrata nam je zanimljiv i zbog ¢injenice Sto se za dovoljno mali z, gdje
je z € R, In(1 + z) moze dobro aproksimirati s x, tj. za male promjene cijena relativni i
log-povrati su priblizno jednaki. Log-povrati su prigodni za promatranje jer je n-periodni
log-povrat jednak sumi jednoperiodnih log-povrata, tj.

ri(n) =In(1+ Ry(n)) =In (1 + R,)(1 + Ri—1) -+ - (1 + Ri_ps1))
=In(1+R)+Im(1+R 1)+ +In(1+ Ry_pny1)

=T T T =T Tl
sto nije slucaj s relativnim povratima.

Uvjerimo se u prethodno navedena svojstva geometrijskog Brownovog gibanja: prvo uoc¢imo

kako izgleda log-povrat geometrijskog Brownovog gibanja (S, t > 0):

s

S\ _ o(Bi—Bs)+(a—10?)(t—s)) _ L,
In <§> —In <e >—U(Bt—BS)+(a—§J Wt—s).  (4.3)

Uocimo, B; — B; je prirast standardnog Brownovog gibanja te vrijedi B; — Bs ~ N (0,t — s),
izraz (4.3) linearna je transformacija normalne slucajne varijable N'(0,¢ — s). Stoga slijede
tvrdnje 1. i 2.

1 Andrej Andrejevic Markov (Rjazan, 14. lipnja 1856. - Petrograd, 20. srpnja 1922.), ruski matematicar.



Ostaje nam jos dokazati da geometrijsko Brownovo gibanje zadovoljava Markovljevo svoj-
stvo. Neka je t sadasnji, a (¢t + k) buduéi trenutak, gdje je h > 0. Tada je:

JBt+h+(a—%02)(t+h) ea(Bt+h—Bt+Bt)+(a—%02)t+(a— %0’2)]1 _

St+h =e€
_ St . ecr(BtJrh—Bt)—i-(a—%aQ)h‘

Uz danu sadasnjost S;, buduénost S;,j ovisi samo o prirastu Brownovog gibanja na (t, ¢+ A,
a kako su oni nezavisni, slijedi da S;yp ovisi samo o Sy, za 0 < h < t.

Slijedi da je volatilnost modela o/t — s, na intervalu (s, t). Volatilnost modela koristi se
kao jedna od myjera rizicnosti financijske imovine jer je standardna devijacija povrata i daje

informaciju o rasprsenosti log-povrata oko ocekivanja.

Black i Scholes, te Merton, 1973. godine proveli su analizu matematickog modela financij-
skog trzista u neprekidnom vremenu. Osnovne pretpostavke modela kojeg danas nazivamo
Black-Scholes-Mertonov model bile su da trgovati mozemo neprekidno u periodu [0, 00), uz

uobicajene pretpostavke, a trgujemo s dvije imovine; jednom nerizi¢nom i jednom rizi¢nom.

Cijena nerizi¢ne financijske imovine, ¢ija se cijena mijenja neprekidno, iznosi Spe™ u tre-
nutku ¢ > 0, gdje je r nepromjenjiva neprekidna kamatna stopa, a Sy nenegativna poznata

pocetna vrijednost.

Za modeliranje cijena rizi¢nih financijskih imovina (S, ¢ > 0) na financijskom trzistu u

neprekidnom vremenu koristimo geometrijsko Brownovo gibanje

o UB+a—lUQt
St—Soe 1+ 2 ),

pri cemu je (By, t > 0) Brownovo gibanje i Sy > 0 od njega nezavisna pocetna vrijednost,
a > 0 konstanta koju zovemo srednja stopa povrata te o > 0 volatilnost.

4.2 Prijelaz na trziste u neprekidnom vremenu

Dosad smo promatrali cijene u trenucima t = 0,1,2,...,7T, odnosno u T perioda, gdje je
At := 1 bila duljina jednog vremenskog perioda. Intuitivno, povezujemo jedan period s
nekom vremenskom mjerom npr. jedan period = jedan dan. No, zamislimo da se cijene
mijenjaju ¢esce, svakog sata ili cak svake minute. Neka je u t = 0 cijena rizi¢ne financijske
imovine 32 USD, a volatilnost 0.09. Uz kamatnu stopu 0.8% godisnje, nacrtajmo trinomno

stablo cijene rizi¢ne imovine za dva perioda duljine 0.5.

Uocimo, duljina perioda moze biti bilo koji pozitivan broj manji od 1. Stavimo At = T'/n,
gdje n predstavlja broj perioda, a T vrijeme dospijeéa. Sto vedi n, odnosno §to se ¢esée cijene
mijenjaju, to je manja duljina perioda At.



U binomnom modelu s n perioda pretpostavljamo da se imovinom moze trgovati u trenu-
cima ty := kAt za k = 0,...,n. Pretpostavimo da na trzistu postoji jedna nerizi¢na imovina
¢ija je vrijednost u trenucima t, = kAt za k = 0,...,n poznata i ima fiksni povrat r za

jedan period, tj. cijena nerizi¢ne imovine u trenutku t; je
St = S (1+17) = SH(1+ 1),

gdje je r’ konstantna efektivna kamatna stopa.
Dalje, pretpostavimo da na financijskom trzistu cijena rizi¢ne financijske imovine izmedu
dva uzastopna trenutka moze ili porasti za faktor u s vjerojatnoséu p ili pasti za faktor d

s vjerojatnos¢éu (1 — p). To znaci da je cijena i-te rizicne financijske imovine modelirana

5l
Stlk+1 = {Stlkd
T,

slucajnom varijablom

50 e S =S80 (1+7)
L] Stlkﬂ = Stlku
iy
S
] ~
& 8 =50
+1 k

Slika 4.1: Promjene cijena u jednom periodu u okvirima CRR modela

Oznacimo s T := {tx, 0 < k < n} ekvidistantnu razdiobu intervala [0, T], pri ¢emu je
to = 0 pocetni trenutak, a t,, = T trenutak dospijeca. Diskontirane cijene rizi¢nih financijskih

imovina ozna¢avamo kao i ranije, s S} te definiramo

g

= — E€ .
Sy

U nastavku proucavamo pod kojim uvjetima, pri ovakvim oznakama, binomni model ne
dopusta arbitrazu te kako izgleda ekvivalentna martingalna mjera.
Lema 3.1 u ovim oznakama glasi:

Lema 4.1. Neka je P* vjerojatnost na (€, F) ekvivalentna s P.

(a) Niz diskontiranih cijena (S; : t € T) je P*-martingal ako i samo ako vrijedi

E*[Xt+1| JT_%] - eTAtv teT.



(b) Neka je zadovoljen uvjet (a). Tada vrijedi d < €™t < w i sluéajne varijable Xy, Xy, , . . ., X;

n

su nezavisne i jednako distribuirane (u odnosu na P*).
Dokaz analogno kao u prethodnom poglavlju. Propozicija 3.1 u ovim oznakama glasi:
Propozicija 4.1. CRR model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je d < e™' < u.

Dokaz analogno kao u prethodnom poglavlju.

Odredimo izraz za vjerojatnost neutralnu na rizik p*. Vjerojatnost neutralnu na rizik

dobivamo iz sljede¢ih formula. Za relativni povrat rizi¢ne financijske imovine

Str1 — 5

X =
t+1 St )

ocekivanje iznosi

E[Xin] =pu+ (1 -p)d.

Za odredivanje vjerojatnosti neutralne na rizik prema Lemi 4.1 racunamo E*[X;, 1| F;] =

e"t. Neka je p* vierojatnost neutralna na rizik, tada vrijedi

p*u Al (1 _p*)d - erAt

odakle slijedi

erAt —d

u—d

*

p:

Ovaj uvjet ekvivalentan je ¢injenici da je ocekivanje binomnog relativnog povrata jednako

nepromjenjivoj neprekidnoj kamatnoj stopi.

U nastavku ¢emo povezati cijene financijskih instrumenata iz CRR modela s cijenama
financijskih instrumenata na financijskom trzistu u neprekidnom vremenu. Parametri p, u i
d biraju se u skladu sa ¢injenicom da za mali vremenski period binomni model konvergira
ka neprekidnom modelu. Cesto se binomni model nastoji prilagoditi neprekidnom vremenu
izjednacavanjem momenata log-povrata (vidi [11], stranice 3-5.).

Promotrimo tipi¢an niz od 6 promjena cijena, npr. u,d, v, u,d,u. Konacna cijena neke
rizi¢ne financijske imovine biti ée Sy = Souduudu, St = Spu*d?. Imamo S7/Sy = u'd?® i
In S7/Sp = 4Inu + 2Ind. Generalno, za fiksan T i n perioda imamo

tj. log-povrat dionice

S
In | =X :jlnu—i—(n—j)lnd:jlng—|—nlnd,
So d



pri ¢emu je j slu¢ajan broj porasta cijene za faktor u tijekom n perioda do dospijeca T

Ocekivana vrijednost log-povrata je

a varijanca )
ST . . u
Var{ln (S—O)] = Vawr(j) (ln 3) :

Sluc¢ajan broj promjena cijene za faktor v ima binomnu distribuciju s parametrima n i
p. Dakle, E[j] = np, Var(j) = np(1 — p).
Napokon, slijedi

E[ln (g—:g)] = (pln% +lnd)n = .,

vmr{hl(%%>]::pu.—p)(hlg)2n;=e#n,

2n oznagcili stvarne vrijednosti ocekivanja i varijance log-povrata binomnog

gdjesmo s finio
modela s n perioda. Zelimo da vrijednosti jin i 6*n redom konvergiraju ka uT', 02T, gdje je
ph=ao-— "; U nastavku zelimo odabrati u,d i p tako da uz fiksan T', kada n — oo vrijedi

(pn = +Ind)n — uT, (4.4)

p(1—p) (m %)271 — o°T. (4.5)

S obzirom da imamo samo dvije jednadzbe, ne postoji jedinstveno rjesenje (u, d, p),
no vrijednost jednog parametra mozemo postaviti na odredenu vrijednost (npr. p = 0.5), a
potom odrediti ostala dva. Najcesée se uzima dodatni zahtjev

ud =1,

koji govori da je u = 1/d i omogucava svojstvo: udSy = duS; = Sy tj. kada nastupi
rast cijene pa uslijedi pad, ili obrnuto, cijena ostaje ista kao i prije tih promjena. Time se
osigurava da je stablo, kojim su prikazane promjene cijene dionica, a koje ¢emo prikazati u
nastavku, rekombinirajuce, tj. ¢vorovi se spajaju.

Nadalje za parametre u, d rjeSavanjem gornjeg sustava dobivamo

pri ¢cemu je

1 1 —
p:——i_—ﬁ Ata
2 2o



objektivna vjerojatnost. Parametri p, o odabrani su tako da vrijedi 0 < p < 1. Tada, za

svaki n vrijedi

pn = pT’

T
&2n = <02 — ,LLQ—)T.
n

Ocito, kad n — oo, 6%n — 02T, dok fn = uT vrijedi za svaki n.

Nedostaje nam jos opravdanje za ovakvu aproksimaciju binomnog modela.
Prisjetimo se, u CRR modelu cijena se rizicnog financijskog instrumenta mijenja prema
formuli (3.1):

Sy =So(l+X1)---(1+X,), teT, (4.8)

za neke nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable Xi, ..., X; s distribucijom
P(X; =u) =p, P(X;=d)=1-—p te za Sy nenegativnu pocetnu vrijednost.

Uoc¢imo da (4.8) mozemo napisati i na sljedeéi nacin
St :Soeyl—i_m—i_yt, t e T,

za Y; = In(1 4+ X;) nezavisne jednako distribuirane slu¢ajne varijable. Uo¢imo, do dospijeéa

T imamo n perioda, tj. vrijedi

a logaritmiranjem slijedi
InSp=InS+» In(1+X,) =S+ > Y. (4.10)
i=1 =
S obzirom da su relativni povrati X;,,...,X; medusobno nezavisne jednako distribuirane

slucéajne varijable s distribucijom P(X;, = u) = p, P(X;, = d) = 1 — p, prema centralnom

grani¢nom teoremu (vidi [12] 506-521.) vrijedi sljedece

Zlnyt' - n— ~ N (uT,o?T), n — co. (4.11)

Pokazali smo da

E {m (‘;—Zﬂ = EMn((1+X1) - (14 X,))] = nE[In(l + X1)] — uT, n — 0o

te

Var(ln (iﬁ)) = Var(ln((1+ X1) - (1 + X,,))) — 02T, n — oo,



tj. pokazali smo da prva dva momenta log povrata u diskretnom vremenu konvergiraju
prema prva dva momenta log povrata u neprekidnom vremenu. U tom kontekstu, binomni
model pruza diskretnu aproksimaciju neprekidnog procesa cijena Black-Scholesovog modela.
Sve korektno izabrane parametrizacije binomnog modela rezultiraju beskona¢nim brojem
binomnih stabala.
Promjena cijene rizi¢ne imovine prikazana je na sljedecoj slici rekombiniraju¢im stablom
(ud =1).

1,3
Spu

\

)
/ & ~p)

S&“ Séqu

P
(1 ~2) / (1 ~)

Sod SgdPu

el
Q R
/ /
X =
k \

(1.
Sl

Slika 4.2: Dinamika cijena dionice u CRR modelu



5 Generalizirani CRR modeli

S obzirom da se cesto u praksi dogada da Black-Scholesov model nije dostatan, a CRR
model je diskretna aproksimacija tog modela, javlja se potreba za koristenjem alternativnih
modela. Vec¢ina ih se temelji na klasicnom CRR modelu, a u nastavku ¢emo poblize objasniti
nekoliko takvih.

5.1 Trinomni model

Poznato je da se trinomni modeli i modeli viseg reda mogu koristiti kao alternative binomnog
modela. Trinomni model osim rasta i pada cijene financijske imovine pretpostavlja da ona
moze ostati i nepromjenjena. Trinomno stablo moze se konstruirati na slican nacin kao i
binomno stablo. Faktori rasta, pada ili nepromijenjenosti cijene imovine oznaceni su redom
s u,d i m. Neka je vrijednost rizi¢ne financijske imovine u pocetku Sy. Vrijednost imovine

So u trenutku ¢ = 1 moze se promijeniti na tri nacina
S()U ng Sod
51= ,
Pu Pm Pd

pri cemu faktor u predstavlja porast cijene imovine, faktor d pad, a faktor m = 1 nepromje-

njenosti cijene.

Sl = Sou
Q(\)‘
S() o Sl = S()
“©
<
Sl — Sod

Slika 5.2.1: Promjene cijena u jednom periodu u okvirima trinomnog modela

U trenutku ¢ = 1 nepoznati parametri modela su vjerojatnosti p,, p,, 1 pg 1 parametri u,d i

m koji odreduju vrijednosti cijene imovine S;.



Trinomno stablo za jedan period moze se konstruirati kao kombinacija binomnog stabla s
dva perioda. Pretpostavimo da promatramo binomni CRR model s dva perioda duzine At/2.
Vrijednosti imovine dobivene pomoc¢u binomnog modela poslije dva perioda duzine At/2 su
vrijednosti imovine dobivene pomoc¢u trinomnog modela nakon jednog perioda duzine At.

Uoc¢imo to na sljedecoj slici.

Sou't’ = Spu

SOU/ \
SO \ SOU/d, : SO
Sod’
Sod'd = Syd
) poys A pe, .

Slika 5.2.2: Binomno stablo s dva perioda duljine At/2

Na osnovu formula u binomnom modelu dobivamo parametre uzlaznog i silaznog kretanja

cijene rizicne financijske imovine, redom

a = ezn/At/Q7 d = e—Uw/At/Q,

a pripadne vjerojatnosti

erAt/Q —d r 67"At/2

u
/_
ail — ! y L—p = af —dt

/

p:



Tada su parametri uzlaznog i silaznog kretanja cijene imovine za trinomni model dani,

redom
u=u-u = (eg At/2)2 = eg\/m, {61}
d — d/ i d/ — (e—o At/2)2 i o 2At, (5 2)

a pripadne vjerojatnosti kretanja cijena

erAt/Q _ d/) 2

— il -
pu—p-p—< -

u — 67“A15/2 2
pa=(1-p) - 1-p)= (ﬁ) ; (5.4)

Pm =1 — Py — pa. (5.5)

Dakle, primjenom binomnog CRR modela s dva perioda duzine At/2 dobije se trinomni

model

Stea\/QAt St Ste—a 2At

St+At:
Pu Pm Pd

Parametre trinomnog modela mogli smo dobiti na isti na¢in kao i za binomni, izjednacavanjem
momenata log-povrata u diskretnom i neprekidnom vremenu. Na osnovu tih dviju jednadzbi
(izjednacavanje prva dva momenta), te najéeséeg dodatnog zahtjeva ud = m?, dobivamo tri
jednadzbe sa 4 nepoznanice u,d, py, p. Rezultat je familija trinomnih modela. Trinomni
modeli imaju veéi broj parametara od binomnih pa cijene imovine imaju veci izbor moguc¢ih

2 omoguéuje rekombinaciju trinomnog

pozicija na stablu tijekom vremena. Uvjet ud = m
stabla. Uoc¢imo, prema Propoziciji 4.1, trinomni model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako

je d' < e™? < 4/, odnosno ako i samo ako je d < €™ < w.



Primjer 5.1. Neka je u t = 0 cijena rizi¢ne financijske imovine 32 USD, a volatilnost 0.09.
Uz kamatnu stopu 0.8% godisnje, nacrtajmo trinomno stablo cijene riziéne imovine za dva
perioda duljine 0.5.

Imamo sljedec¢e podatke

Sy =32, r =0.008, o =0.09, At =0.5.

Rjesenje mozemo dobiti koristeéi razne trinomne modele. Mi éemo koristiti formule 5.3-4.8.
Dobivamo sljedece
u=e"V2At =109, d=e7V2A =091,

erAt/2 —d 2

u —d!
u — erAt/2 2

P =1 —py —pi=1—-0.26 — 0.24 = 0.5.

Souu = 38.0192

Sou = 34.88

2
S B
N

So = 32

So =32 So =32

y
0.5 0.5
M

Sod = 29.12

Sydd = 26.4992

Slika 5.2.3: Dinamika cijene dionice iz Primjera 5.1



5.2 Kamrad-Ritchken model

Kamrad i Ritchken 1991. godine izgradili su novi model koriste¢i dodatan parametar .
Navedeni parametar A se moze promatrati kao parametar koji kontrolira udaljenost izmedu

slojeva cijena na stablu, a naziva se parametar rastezanja.

Ste/\m/ﬂ S, Ste—/\m/E

St+At: )
Py Pm Pa

gdje pu, pm 1 pa predstavljaju vjerojatnosti da ¢e cijena imovine porasti, ostati nepromje-
njena ili pasti. Te vjerojatnosti mogu se izracunati izjednacavanjem momenata log-povrata,

kao Sto smo to ranije radili za binomni model.

Slucajne varijable In(S;,,/S,), 0 <n < T, 0 <t < T —n su prema prethodnom poglav-

lju, tj. prema (4.11) normalno distribuirane s ocekivanjem pt i varijancom o>t.

Imamo tri uvjeta koja trebaju biti zadovoljena:
Pu+Pm+pi=1,

E {m (ﬁﬂ = P ATV AL + pp0 + pa(— AoV AL),

Var {m (%H = pu(AoVAL)? + pp0 + pa(=roVAL).

Izjedna¢imo s pAt i o?At

pAt = p AV AL + pa(—AoV At), (5.6)
o2 At = pu (Ao VAL)? 4 pa(—AoV At)?, (5.7)
Pm = 11— Pu — Pa- (58)

Sada iz prve jednadzbe imamo:

_ pt +padoV Al

P = AL 45:8)

Uvrstimo 1i to u (5.7), slijedi

pt + pgrov At

S (AaVAL)? + pa(—AaVAL)?,

o’ At =




Sada mozemo izluciti py
pa((AaVAL)? 4+ (=AoVAL)?)) = 02 At — utdoV At,

P20V AL)?) = 02 At — utdoV At,

_ o’At pAt
PI= 9002 At~ 200av/AD)
1 JT7AN 2

Pa= o2 T 206V
1 JIAVAAN

Pa=ox ™ 2x

Sada iz (5.9) imamo da je

_ pAL+ (352 — “ﬁ))\avAt
bu AoV At ’
AL 1 vV At

Pe =" T2 T o
i JTRVAAN

Pu=o% " 200

Preostaje nam jos izracunati p,, iz

Pm =1 — pu — pd,

LY At 1 g At

mzl_ — ano )

p o e 2% 2w
1

pmzl_ﬁ

Rjesavanjem sustava od 3 jednadzbe s 3 nepoznanice, kada n — oo, dobivamo da su

1 JIRVIAN

Pe=o% T g
1

pm:1_§>

_ 1 pvAt

Pa= o™ o

Uoc¢imo da za A = 1 imamo p,, = 0 te model postaje binomni CRR model. S obzirom
da vjerojatnosti py, pm 1 pg moraju biti unutar intervala [0, 1], za A imamo sljedeéi uvjet
A > 1. Kamrad i Ritchken pokazali su da odabir A, tako da je p, = 1/3, tj. A = \/W =
1.2247, rezultira brzom konvergencijom procesa cijena ka geometrijskom Brownovom gibanju

i efikasnije je od koristenja binomnog stabla s duplo vise perioda.



Primjer 5.2. Neka je u t = 0 cijena rizi¢ne financijske imovine 32 USD, a volatilnost 0.09.
Uz kamatnu stopu 0.8% godisnje, nacrtajmo trinomno stablo cijene riziéne imovine za dva
perioda duljine 0.5.

Imamo sljede¢e parametre
S0 =32, ¥ =0008, o= (.09, At=1.5
Pretpostavimo da je A = 1/2/3 = 1.2247, dobivamo sljedece

u = eV = 108106, d = e VAt = 0.925020, m = 1,

0.2
p=r— 5 =0.00395,

] vV At
= = (.34602
Du 3% + e 0.346028,
pm - A2 ~ 37
1 v At
= — = 0.320688.
Pi= 9N ™ Toxg

Souu = 37.3981

0 A60%°

Sou = 34.59392

0 24602
688

So = 32 So = 32 8= 32
0.3333 0.3333
0. D
32 0685 0 .‘3)460‘Z
Sod = 29.60064

0320655

Sodd = 27.3812

Slika 5.3.1: Dinamika cijene dionice iz Primjera 5.2



5.3 Kan generalizacija

Osnovni problem na temelju kojega se razvila ova generalizacija je problem modeliranja po-
vrata financijske imovine. Naime, tijekom povijesti i razvijanja raznih generalizacija namet-
nuo se problem kako modelirati povrate financijske imovine. Normalnost povrata osnovna
je pretpostavka na kojoj pocivaju modeli u neprekidnom vremenu na financijskom trzistu.
No, akademici i prakticari su u raznim istrazivanjima dosli do zakljucka kako je normalnost
u stvarnosti, odnosno na pravim podacima, ¢esto narusena. Relativni povrati modelirani su
raznim distribucijama. Jedan oblik generalizacije CRR modela, koji navodi N. Kan u [10],
pretpostavlja da se cijena rizicne financijske imovine pri svakoj promjeni, pomnozi slucajnom
varijablom te tako za svaki pomak, gore ili dolje (povecanje ili smanjenje cijene), postigne
drugacije vrijednosti. Ovaj model konstruiran je tako da minimizira udaljenost izmedu stvar-

nih i modelom predvidenih vrijednosti.

Cijena rizi¢ne financijske imovine je stoga modelirana s
St s St—let—17 Vit S T, (510)
gdje je S1 = Sp€g, Sp je poznata pozitivna konstanta i

€t — Y;Xt, Vi S T,

gdje je X diskretna sluc¢ajna varijabla koja s vjerojatnostima p, (1—p) postize vrijednosti
u,d, redom. Takoder, pretpostavljamo da su sluc¢ajne varijable Y; i X;, ¢ < T medusobno
nezavisne. Takoder pretpostavka je da je zadovoljen uvjet 0 < d < ™! < w.

Uoc¢imo ovaj model ne uvjetuje nikakve dodatne pretpostavke na slucajni proces
(Y, t < T), osim nezavisnosti s procesom (X;, t < T') te da je P(Y; > 0) = 1, za svaki
te {l,...,TL

Izraz (5.10) mozemo zapisati i na sljedeéi nacin

St — St—1Yt—1(U% + d(l = ’yt)), t S T‘7 (511)
gdje su slucajne varijable v, ¢ < T' nezavisne, jednako distribuirane, Bernoullijeve slucajne

varijable koje postizu vrijednosti 0 i 1 s vjerojatnostima (1 — p) i p, redom.

Iz (5.10) imamo da je

t—1
Si=5]e t<T (5.12)

1=1



Prema navedenim pretpostavkama slucajne varijable €;,...,¢, t < T su medusobno neza-

visne slucajne varijable te vrijedi

Pler=ou) =P Xs =au|Yo=2) =p=1 — P(Y2X; = zd|¥; = z)
=1— P(e = zd), Vt < T.

Uocimo jos da je izraz (5.12) ekvivalentan izrazu

t—1
Si=So[[Yiem=1%, t<T, (5.13)
i=1

gdje su 0y, t < T nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable takve da vrijedi

Péi=Inu)=p=1-— P(§=1Ind), <L T.

Model 5.11 kaze da se cijena rizi¢ne financijske imovine, u danom trenutku, mijenja, ne
samo za faktor u ili d, nego zbog ugradnje slucajnog procesa (Y;, t < T), za razne moguce
vrijednosti faktora Y;u i Yid, t < T uz dane pretpostavke na slu¢ajan proces (Y;, t < T).

Uz neke pretpostavke moze se dogoditi da tako modelirane cijene financijskih instrume-
nata ne prate niti jednu specificnu distribuciju. Postavlja se problem kako modelirati proces
cijena financijskih instrumenata kako bi sto bolje racunali pripadne cijene opcija. Intuitivno
je jasno, da sto bolje modeliramo cijene financijskih instrumenata, to ¢emo kvalitetnije odre-
diti i cijene opcija. Kvalitetnije, u smislu da, modelski podaci dobro opisuju stvarne podatke
i njihova svojstva. Moze se pokazati da model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako vrijedi
Yid < €™ < Yyu (vidi u [10], stranica 22).

Nadalje, Kan postavlja neke distribucijske pretpostavke na proces (Y;, ¢ < T) (vidi u
[10] 34-46.). Pretpostavlja da svaka slucajna varijabla Y;, ¢ < T moze poprimiti k& mogucih
vrijednosti c¢1, ..., ¢, pri ¢emu je s (nq,...,n;) dan vektor pojavljivanja tih & vrijednosti.
Y:, t < T imaju stoga multinomnu distribuciju. Potom, procjenjuje multinomne parametre.
Rezultati su pokazali da ovaj generalizirani model ugradnjom multinomnih parametara bolje
aproksimira stvarne podatke od binomnog CRR modela. U [10] (46-50.) pokazano je da
uz odredene pretpostavke ovako definiran proces cijena rizicne financijske imovine takoder

konvergira ka geometrijskom Brownovom gibanju.
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Sazetak

Na pocetku diplomskog rada predstavljeni su osnovni ekonomski i matematicki pojmovi koji
se koriste pri trgovanju na financijskom trzistu. Za pocetak, opisan je model financijskog
trzista u diskretnom vremenu. Zatim je objasnjeno kako se trguje u okvirima jednoperiodnog
binarnog modela koji ¢e nam posluziti kao temelj za modele predstavljene u nastavku. Poka-
zano je i pri kojim uvjetima jednoperiodni model financijskog trzista ne dopusta arbitrazu.
Zatim, predstavljen je Cox-Ross-Rubinsteinov model i objasnjeno je kako su cijene u okvi-
rima tog modela povezane s cijenama na financijskom trzistu u neprekidnom vremenu. U

posljednjem poglavlju predstavljene su tri generalizacije Cox-Ross-Rubinsteinovog modela.

Kljuéne rijeci: financijsko trziste, dinamicki portfelj, arbitraza, ekvivalentna martingalna
mjera, jednoperiodni binarni model, Cox-Ross-Rubinsteinov model, konvergencija binomnog

modela, Black-Scholesov model, trinomni model, Kamrad-Ritchken model



Summary

This diploma thesis introduces basic economic and mathematical concepts used when trading
at financial market. In the first part, discrete time financial market model is described. Then,
it is explained how to trade within the framework of the one-period binary model that will
serve as a basis for the models described in what follows. Moreover, conditions under which
the one-period financial market model does not allow arbitrage are described. Next, Cox-
Ross-Rubinstein model is presented and it is explained how the prices within the model are
linked to the prices on the financial market in a continuous time. The last chapter presents
three generalizations of the Cox-Ross-Rubinstein model.

Keywords: financial market, dynamic portfolio, arbitrage, equivalent martingale measure,
one-period binary model, Cox-Ross-Rubinstein model, binomial model convergence, Black-
Scholes model, trinomial model, Kamrad-Ritchken model
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