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1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se stabilnim distribucijama. Stabilne distribucije su posebna klasa
distribucija koje ukljucuju asimetri¢ne distribucije i distribucije s teskim repovima koje se
¢esto koriste u primjenama. Karakterizirao ih je Paul Lévy 1920-tih godina. Zbog toga Sto
se funkcija gustoce, osim u iznimnim slucajevima, ne moze prikazati u analitickom obliku,
karakteriziramo ih pomocu karakteristicnih funkcija. To je jedan od razloga zbog cega se
prije nisu Cesto koristile u primjeni. S razvojem racunala se sve vise primjenjuju za rjesavanje
prakticnih problema. Primjene stabilnih distribucija nalazimo u fizici te ekonomiji. Koriste
se u modeliranju cijene dionica ili pak modeliranju Suma u komunikacijskim sustavima.

U prvom poglavlju upoznat ¢emo se sa slucajnim varijablama koje imaju stabilnu dis-
tribuciju. Prvo ¢emo definirati stabilne distribucije na nekoliko na¢ina. Zatim ¢emo navesti
neka svojstva stabilnih distribucija sluc¢ajnih varijabli. Definirat ¢emo i simetri¢ne a-stabilne
distribucije.

U drugom poglavlju ¢emo se baviti stabilnim distribucijama slu¢ajnih vektora. Prvo
¢emo definirati Sto to znaci da slucajni vektor ima stabilnu distribuciju, analogno kao kod
slucajnih varijabli. Zatim ¢emo definirati karakteristicnu funkciju a-stabilnog slucajnog
vektora. Definirat ¢emo i sluc¢ajne vektore koji imaju strogo stabilnu te simetricnu stabilnu
distribuciju te reéi sto je to subgausovski sluc¢ajni vektor. Uvest ¢emo i neke nove pojmove
kao sto su kovarijacija, kovarijacijska norma, kodiferentnost te a-slucajna mjera kako bismo
mogli opisati strukture zavisnosti stabilnih distribucija.

U posljednjem poglavlju bavit éemo se strukturama zavisnosti stabilnih distribucija. Vi-
djet ¢emo poveznicu linearne regresije i stabilnih distribucija. Upoznat ¢emo se i sa sime-
tricnim uvjetnim distribucijama. Promatrat ¢emo Sto se dogada sa stabilnim distribucijama
u slucaju linearne ovisnosti. Naci ¢emo i sve uvjete kako bi moment slucajnog vektora koji
ima stabilnu distribuciju bio konacan. Na kraju ¢emo definirati $to to znaci da su sluc¢ajne
varijable koje imaju stabilnu distribuciju asocirane.



2 Stabilne distribucije sluc¢ajnih varijabli

U ovom poglavlju bavit ¢emo se proucavanjem stabilnih distribucija. Stabilne distribucije
su klasa neprekidnih distribucija ¢ija su funkcija gustoce i funkcija distribucije neprekidne,
ali u vecéini slucajeva nisu poznate u zatvorenom analitickom obliku. Prvo ¢emo definirati
kada sluc¢ajna varijabla ima stabilnu distribuciju. Zatim ¢emo navesti neka svojstva stabilnih
distribucija. Na kraju ovog poglavlja ¢emo definirati i simetri¢ne stabilne distribucije.

2.1 Ekvivalentne definicije stabilnih distribucija

U ovom potpoglavlju iskazat ¢emo cetiri definicije stabilnih distribucija koje su medusobno
ekvivalentne. Ekvivalentnosti ne¢emo dokazivati. Tre¢a definicija temeljena je na central-
nom granicnom teoremu, dok se u ¢etvrtoj koristi karakteristicna funkcija za definiranje
stabilnih distribucija. Ve¢inom ¢emo koristiti karakteristicnu funkciju jer, kao sto smo vec
rekli u uvodu, funkcija gustoée se ne moze prikazati u analitickom obliku osim u iznimnim
slucajevima. Prve dvije definicije temelje se na stabilnosti kao svojstvu.

Definicija 2.1.1. Za slucajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako za bilo
koje pozitivne brojeve A i B, postoji pozitivan broj C i realan broj D takvi da vrijedi:

AX,+BX, £ CX + D, (2.1.1)

gdje su Xy i Xg nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable kao X i gdje” 4 »

oznacava jednakost u distribuciji.

Slu¢ajna varijabla X ima strogo stabilnu distribuciju ako relacija (2.1.1) vrijedi za D = 0.
Slucajna varijabla sa stabilnom distribucijom ima simetricnu stabilnu distribuciju ukoliko
je njena distribucija simetri¢cna, tj. ako vrijedi da X i —X imaju istu distribuciju. Ako
slucajna varijabla ima simetri¢nu stabilnu distribuciju, tada je njena distribucija i strogo
stabilna. Obrat ne mora vrijediti. Sada ¢emo iskazati jedan teorem koji vrijedi za sve
slucajne varijable koje imaju stabilnu distribuciju.

Teorem 2.1.2. Za bilo koju slucajnu varijablu X koja ima stabilnu distribuciju, postoji broj
a € (0,2] takav da broj C u (2.1.1) zadovoljava:

C* = A” + B“. (2.1.2)

Broj a zovemo indeks stabilnosti ili karakteristicni eksponent. Za slucajnu varijablu X
koja ima stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti a kazemo da ima a-stabilnu distribuciju.
Sada ¢emo iskazati drugu definiciju stabilnih distribucija.

Definicija 2.1.3. Za slucajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako za bilo
koji n > 2, postoji pozitivan broj C,, 1 realan broj D,, takvi da vrijedi:
X1+X2+.~~+XniCnX+Dn, (2.1.3)
gdje su X1, Xo, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable kao X .
Moze se pokazati kako je C,, iz relacije (2.1.3) jednak n'/® za neki « € (0,2]. Za dokaz ove

tvrdnje pogledati ([3], W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
str.170-171, teorem VI.1).



Stabilne distribucije pojavljuju se kao distribucijski limesi niza centriranih i normiranih
parcijalnih suma niza nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli koje nuzno ne
moraju imati varijancu. Sljedeca definicija stabilnih distribucija proizasla je iz generalizi-
ranog centralnog granicnog teorema. Prije nego se podsjetimo §to je to centralni granicni
teorem, podsjetit ¢emo se i Sto je to konvergencija po distribuciji.

Definicija 2.1.4. KaZemo da niz slucajnih varijabli (X,,n € N) na vjerojatnosnom pros-
toru (2, F, P) konvergira po distribuciji prema slucajnoj varijabli X ako je lim Fy, (x) =
n—oo

Fx(z), Vx € R u kojemu je Fx neprekidna funkcija. Pisemo: X, K X, n— .
Sada ¢emo iskazati centralni grani¢ni teorem.

Teorem 2.1.5. (Centralni granicni teorem) Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako
distribuiranih_slucajnih varijabli s ocekivanjem p i varijancom 0% < co. Tada niz slucajnih
varijabli (w, n € N) konvergira po distribuciji prema standardnoj normalnoj sluc¢ajnoj
varijabli, tj. vrijedi: o
n(X, —
VX — ) 4 N(0,1),

g

n — oo. (2.1.4)

Za dokaz pogledati ([8] N. Sarapa, Teorija vjerojatnosti, str. 507, teorem 14.1).

Relacija (2.1.4) se moze napisati i kao:

(X144 X)) — by 5 Z ~ N(0,1), n — oo, (2.1.5)
gdjejean:ﬁibn:@.

Sljedeci teorem koji ¢emo iskazati je generalizacija centralnog grani¢nog teorema. On nam
kaze da ako izostavimo pretpostavku o kona¢nom ocekivanju i konacnoj varijanci, tada dobi-
jemo da niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli konvergira prema sluc¢ajnoj
varijabli koja ima a-stabilnu distribuciju.

Teorem 2.1.6. (Generalizirani centralni granicni teorem) Sluéajna varijabla Z ima -
stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti 0 < o < 2 ako i samo ako postoji niz nezavisnih
jednako distribuiranih slucagnih varijabli X1, X, ..., X, gdje je n € N 1 konstante a, > 0,
b, € R takve da vrijedi:

an(Xi+ -+ X,) — by 5 Z. (2.1.6)
Dokaz. Neka je X stabilna slucajna varijabla. Neka je Xy, ..., X,, niz nezavisnih slucajnih
varijabli takav da vrijedi da je Fx, = Fx za k = 1,2,...,n 1 neka je zbog jednostavnosti

S, = X1+ -+ X,,. Bududi da je X stabilna slucajna varijabla, za svaki n postoji a,, > 0 i
b, € R takvi da vrijedi da je $<S” —by) LX. Iz toga slijedi:
1 d
—(Sp —b,) = X, n— oc.
a’TL

S druge strane, pretpostavimo da je X, ..., X, niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli i neka
vrijedi da je Y, = i(Sn — by) LN X, n — oo. Pretpostavimo da X nije degenerirana
slucajna varijabla (ukoliko je, lako je provijeriti da je stabilna). Fiksiramo n € N i stavimo:

S0 = Xy et X

S2 = X, 4+ Xop,

n
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Sr(f) = X(r—l)n+1 + -+ Xrn-

Sﬁl), ey S su nezavisne. Neka je dalje:
ZP = k=120
an
i neka je onda:
SY —b, S b, Sy — by,
W7(L7’): + _|_..._}_—:ZT(L1)_|_ .._|_Z7(L7’)7]€:1727 e
pri cemu su Zfll), e Zq(f) nezavisne. Ocigledno vrijedi da je: Zflk) 2 Zr(ll) zasvek=1,...,r
pa i stoga vrijedi Zﬁk) L X gasve k = 1,...,r. Iz teorema o neprekidnosti slijedi da je
Wér) KN Zy+ -+ Z,, pri cemu su Zy, ..., 4, nezavisne i Zj, L X zasve k = 1,...,r. Dalje
vrijedi:
W(r) _ X1++Xrn_rbn
n an
Qrp, X +"'+Xrn_7abrn brn_rbn
_ (1 )+ (2.1.7)
Qn, Qrp, Qn,
= O‘Slr)}/;"n + ﬁ1(1T)7
gdje je o) = = > 0. Prema tome, slijedi:

1
NG

n

Y, = (Wér) — ﬁff)), Y, L X zan — o0

Wér)iZl+---+Zrzan—>oo.

) a, > 0 kada n — oo, Bq(f) — B, € R kada n — oo te vrijedi da je:

x4 a%(Zl + -+ Z, — ) $to znadi da je X stabilna slucajna varijabla. O

Iz ovog slijedi da: ol

Trec¢a definicija nam govori kako su stabilne distribucije jedine distribucije koje se mogu
dobiti kao limesi normaliziranih suma niza nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih va-
rijabli. Ova definicija proizlazi iz generaliziranog centralnog grani¢nog teorema.

Definicija 2.1.7. Za sluc¢ajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako postoji niz
nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varygabli Yy, Ys, ..., Y, te niz pozitivnih brojeva
{d,} i niz realnih brojeva {a,} gdje je n € N takvi da vrijedi:

Vi+Yo+---4Y,
dn

ta, 5 X, n— . (2.1.8)

U zadnjoj definiciji definiramo stabilne distribucije pomocu karakteristicne funkcije, stoga
¢emo se prvo prisjetiti sto je to karakteristicna funkcija neke slucajne varijable.



Definicija 2.1.8. Karakteristicna funkcija slucajne varijable X, tj. funkcije distribucije Fy,
je funkcija px : R — C definirana s:

ox(0) = / e dFx (x) = / cos(Ox)dFx (x) + i / sin(fz)dFx (z) = E[e?], 0 € R.

(2.1.9)
Sada mozemo iskazati i posljednju definiciju stabilnih distribucija.

Definicija 2.1.9. Za slucajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako postoje
parametri 0 < a < 2, 0 >0, =1 < B < 111 p € R takvi da karakteristicna funkcija ima
sljedeci oblik:

e {exp{—0a|9|a(1_iB(Signe)tan(%))+w0}’ a#1 (2.1.10)

| exp{—c|0|(1 +iB2(sign ) In |0]) + ipb}, a=1.

Znamo da je parametar « indeks stabilnosti te je:

-1, 60<0
signf=<¢0, 6=0.
1, >0

Parametri o, 8 i p su jedinstveni.
Bududéi da je karakteristicna funkcija u (2.1.10) karakterizirana s ¢etiri parametra:

a€ (0,2, 0 >0, pe[-1,1], ueR,

stabilne distribucije ¢emo oznacavati sa S, (o, 3, ;) i pisat ¢emo:

X ~ Sa(0-7ﬁvu)

da bismo naznacili kako X ima stabilnu distribuciju S, (o, 5, ). Ukoliko X ima simetri¢nu
a-stabilnu distribuciju, pisat ¢emo
X ~ Sas.

Kao sto smo ve¢ rekli, takve slucajne varijable karakteriziramo pomoc¢u karakteristicne
funkcije zato sto njihove funkcije gustoce nisu poznate u analitickom obliku osim u nekoliko
iznimnih slucajeva. Stabilne distribucije ¢ije funkcije gustoce znamo u eksplicitnom obliku
su normalna distribucija, Cauchyjeva distribucija i Lévyjeva distribucija sto ¢emo vidjeti u
sljede¢im primjerima.

Primjer 2.1.10. Neka je X normalna sluéajna varijabla s ocekivanjem p i varijancom o>.

Funkcija gustoce normalne slucajne varijable je:

F@) = — exp(—M), rER.

2mo 202

X ima stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti o = 2. To slijedi iz:
AX, + BXy ~ N((A+ B)u, (A*> + B*)o?),

tj. (2.1.1) vrijedi s C' = (A2 + B2 i D = (A+ B — C)u. U ovom slucaju parametar 3 je
jednak 0.



Primjer 2.1.11. (Lévyjeva distribucija) Neka je X ~ Levy(y,d) s funkcijom gustole:

1
f() = %(%6)3/2 exp(—Q(;’(S)), )< x <00
0, tnace.
Lévyjeva distribucija je stabilna s parametrima o = 1/2 i f = 1.

Primjer 2.1.12. (Cauchyjeva distribucija) Neka je X ~ Cauchy(7,d) s funkcijom gustoce:
1 Y
— - T  __ :eR
/(@) T2+ (z —6)? ve

X ima stabilnu distribuciju s parametrima o« =1 1 5 = 0.

2.2 Svojstva stabilnih distribucija

U ovom potpoglavlju ¢emo iskazati neka osnovna svojstva stabilnih distribucija. To ¢e nam
pomocdi kako bismo dobili interpretaciju parametara «, o, 5 i p koji karakteriziraju stabilne
distribucije. Prvo svojstvo govori o distribuciji sume dviju sluc¢ajnih varijabli koje imaju
stabilnu distribuciju.

Svojstvo 2.2.1. Neka su X; i Xy nezavisne slucagne varijable te X; ~ So(0y, Biy j1s), i = 1, 2.
Tada vrijedi:

X1 +Xo~ Sa(o-aﬂalu)7 (221)

gdje su
_ Bt + fgos
of + 0%

Q=

o= (o7 +05)~,8 =+ o

Dokaz. Dokazat ¢emo samo slucaj kada je o # 1. Zbog nezavisnosti slijedi:
InEexpif(X; + X2) = In(EexpifX;) + In(Eexpif Xs)
e Ta N L
= (ot o IO+ 11 sign(0)( tan T ) Buot + o) + i + o)

Zﬂﬂ? + By 0%

— _ (5O NP>l 1 —
(o7 + ool 1 P

. ye’ .
sign(#) tan 7] + 6 + p2).
(2.2.2)
Dokaz za slucaj o = 1 je analogan. O]

Iz ovog svojstva vidimo kako je suma dviju slucajnih varijabli koje imaju stabilnu dis-
tribuciju opet slucajna varijabla koja ima stabilnu distribuciju. Sljedeée svojstvo govori o
distribuciji sume sluc¢ajne varijable sa stabilnom distribucijom i realne konstante. Parametar
i se zove parametar pomaka zbog ovog sljedec¢eg svojstva.

Svojstvo 2.2.2. Neka je X ~ S,(o, 3, 1) @ neka je a realna konstanta. Tada vrijedi:

X+ar~ SQ(U,B,M‘i‘a)- (223)



Dokaz. Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada je oo # 1.
In(Efexp i6(X + a)]) = In(E[exp i0X]) + In(E[exp ifa))
= —0%0]*(1 — i sign(0) tan ?) +i0p + iba (2.2.4)

= —0®0|*(1 — iB sign() tan %) +10(p + a).

Dokaz za slucaj kada je o = 1 ide analogno. O]

Iz ovog svojstva vidimo da ukoliko slucajnoj varijabli koja ima stabilnu distribuciju do-
damo realnu konstantu, ona ¢e opet imati stabilnu distribuciju. Ukoliko sluc¢ajnu varijablu
koja ima stabilnu distribuciju pomnozimo realnom konstantom, rezultat ¢e biti isti. To ce
opet biti slu¢ajna varijabla koja ima stabilnu distribuciju sto se vidi iz sljedeceg svojstva.

Svojstvo 2.2.3. Neka je X ~ S,(0, 5, 1) @ neka je a # 0 realna konstanta. Tada vrijedi:

aX ~ Su(lalo,sign(a)f, ap), a#l

_ (2.2.5)
aX ~ S\ (|alo,sign(a)B, ap — 2a(Inlal)oB), a=1.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada je a # 1 pomocu karakteristicne funkcije.

In(Efexpif(aX)]) = —o°|0al*(1 — i sign(ad) tan %) +ip(6a) 2
= —(ola])*|0]°(1 — iBsign(a) sign(6) tan%) +if(ap). B

Dokaz za slucaj kada je o = 1 ide analogno. O]

Parametar o se zove parametar skaliranja. Vidimo da kad je & = 1, mnozenje konstantom
utjeCe na parametar pomaka na nelinearan na¢in. Sada ¢emo vidjeti §to se dogada u slucaju
kada je = 0 u iskazu sljedeéeg svojstva.

Svojstvo 2.2.4. Za bilo koji 0 < o < 2 vrigedi:

X ~ Su(0,8,0) <= —X ~ S,(0,—,0) (2.2.7)

Tvrdnja slijedi pomoc¢u (2.1.10) i primjene svojstva (2.2.3).
Sljedece svojstvo karakterizira parametar § kao parametar asimetrije.

Svojstvo 2.2.5. X ~ S,(o,, 1) ima simetricnu distribuciju ako i samo ako je B = 0 i
1w =0. X ima simetricnu distribuciju oko pu ako i samo ako je B = 0.

Dokaz. Da bi distribucija neke sluc¢ajne varijable bila simetri¢na, njena karakteristicna funk-
cija mora biti realna i zadovoljavati uvjete tzv. Polya teorema (za detalje vidjeti ([8] N.
Sarapa, Teorija vjerojatnosti, str.492, teorem 13.23). Iz prikaza karakteristicne funkcije
(2.1.10) vidimo da to moze biti jedino u slucaju kada je f = p = 0.

Druga tvrdnja slijedi iz svojstva (2.2.2). O

Kao sto smo ve¢ rekli, ako slu¢ajna varijabla ima simetricnu stabilnu distribuciju, ta
distribucija je i strogo stabilna, ali ako slucajna varijabla ima strogo stabilnu distribuciju,
ona nuzno ne mora biti i simetricna. Sada ¢emo izre¢i uvjet kada je stabilna distribucija
neke slucajne varijable ujedno i strogo stabilna.
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Svojstvo 2.2.6. Neka vrijedi: X ~ Sy(o,08,p) @ a # 1. Tada X ima strogo stabilnu
distribuciju ako v samo ako je p = 0.

Dokaz. Neka su X; i Xy nezavisne i jednako distribuirane sluc¢ajne varijable kao X te neka
su A i B proizvoljne konstante. Prema svojstvima (2.2.1) i (2.2.3) slijedi:

AX| + BXy ~ So(0(A% + BY)Y*), B, u(A + B)).
Zbog (2.1.1) moramo staviti da je C = (A* + B*)Y/®. Prema svojstvima (2.2.2) i (2.2.3)
vrijedi:
CX 4 D ~ Sy(0(AY + BV, 8, u(A* + B*)V/* 4 D).

Prema prvoj definiciji stabilnih distribucija, znamo da mora vrijediti da je: AX; + BXs <

CX + D. Da bi nasa tvrdnja bila istinita mora vrijediti da je AX; + BX, L CX+Ds
D =0 ako i samo ako je pu = 0. [

Kao sto smo vidjeli iz prethodnog svojstva, slucajna varijabla sa stabilnom distribucijom
ima strogo stabilnu distribuciju ukoliko je g = 0. Sljedeci korolar je posljedica ovog svojstva.

Korolar 2.2.7. Neka je X ~ S,(0,5,p) i a« # 1. Tada X — p ima strogo stabilnu distribu-

CLJU.

Dokaz. Dokaz slijedi iz svojstava (2.2.2) i (2.2.6). O
Vidjeli smo §to se dogada u slucaju kada je a # 1. Sto se dogada ukoliko je av = 17

Svojstvo 2.2.8. X ~ Si(o, B, 1) ima strogo stabilnu distribuciju ako © samo ako je 5 = 0.

Dokaz. Neka su X; i Xy nezavisne i jednako distribuirane sluc¢ajne varijable kao X te neka

su A>01B > 0. Prema svojstvima (2.2.1) i (2.2.3) slijedi:

AX, + BXy ~ S <(A + B)o, B, (A+ Bl — ~0B(Aln A+ Bln B)>
m

(A+B)X ~ S ((A + B)o, 8, (A + Bl — %JB(A + B)In(A + B)) |
U (2.1.1) mora vrijediti da je D=0 da bi distribucija bila strogo stabilna. To vrijedi ako i
samo ako je AX; + BX, 4 (A+ B)X, tj. ako i samo ako vrijedi da je:
B(AlnA+ BInB) = (A + B)In(A + B)
za bilo koje A > 01 B > 0. Ta relacija slijedi ako i samo ako je 5 = 0. m

A sto se dogada ako imamo niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli
koje imaju stabilnu distribuciju? Sljedeci korolar govori o distribuciji sume tih sluc¢ajnih
varijabli.

Korolar 2.2.9. Ako su X1, Xs, ..., X,, nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable,
tada vrijeda:

X1+X2+"'+XngnéXl"‘_'u(n_né)’ a#l

2.2.8
X1+X2—|—~-+Xnanl—i-%aﬂnlnn, a=1. ( )
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Dokaz. Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada je o # 1. Zbog nezavisnosti vrijedi:
In(E[expif(X; + -+ + X,,)]) = In(Elexpi6X;]) + - - - + In(E[exp 0 X,,])

= —0%|0|*(1 — i sign(#) tan ?) +lpu -

2.2.9
+ —0®10|*(1 — i3 sign(0) tan %) + i ( )

= —no®|0|*(1 — if sign(f) tan %) +i0(nu).

Iz ovog vidimo da X+ - -+ X, ~ S, (n'/%c, 8, nu). Primjenom svojstava (2.2.3) i (2.2.2) na
n'/o X, + p(n — nt/) slijedi da je n'/* X + u(n — n'/*) ~ S, (n*/%c, 8,nu). Slijedi tvrdnja.
Dokaz za slucaj kada je a = 1 ide analogno. O]

Cesto ¢emo zbog jednostavnosti pretpostavljati kako je g = 0 jer je p parametar koji
utjece samo na pomak, odnosno lokaciju. Dalje ¢emo se fokusirati na parametar 5. Za
distribuciju S, (o, 5,0) kazemo da je asimetricna udesno ukoliko je § > 0, odnosno ulijevo
ukoliko je B < 0. Za distribuciju S, (o, 1,0) kazemo da je totalno asimetricna udesno te za
distribuciju S, (o, —1,0) da je totalno asimetriéna ulijevo. Sada ¢emo se podsjetiti sto je to
Laplaceova transformacija.

Definicija 2.2.10. Neka je dana funkcija f : [0,+00) — R. Ako za funkciju f konvergira

integral:
o0

LOF)(s) = F(s) = / e f(t)dt, 5 € R

onda se funkcija L(f) = F zove Laplaceov transformat funkcije f, a preslikavanje L se zove
Laplaceova transformacija.

Pod konvergencijom integrala [ e * f(¢)dt podrazumijevamo da funkcija f mora biti
0

integrabilna na segmentu [0, a] za svaki a > 0 te da lim [ e * f(¢)dt mora biti konacan.
a— 00 0

U sljedecoj propoziciji ¢emo vidjeti Laplaceovu transformaciju slucajne varijable X ~
Sa(0,1,0). Bitno je napomenuti kako ¢emo Laplaceovu transformaciju promatrati kao funk-
ciju ocekivanja.

Propozicija 2.2.11. Laplaceova transformacija Ele %], v > 0 sluéajne varijable X ~

Sa(0,1,0), 0 < a <2, 0 >0 jednaka je:

«

Ele ] = exp{—-Z=7"}, a#1
Ele*] =exp{o2yInv}, a=1.

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
15, propozicija 1.2.12)

Na repove distribucije utjece parametar asimetrije 8. Sljedece svojstvo govori o asimp-
totskom ponasanju repova distribucije P{X > A} i P{X < —A} kad A — oo.

Svojstvo 2.2.12. Neka je X ~ S,(0,8,1) s 0 < a < 2. Tada:
lim MP{X > \} = C, 220"

A—ro0 : (2.2.10)
lim A\P{X < -\} = C, 5207,
A—00
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gdje je

g a=1.

s -1 lI—a
e, aF 1
Co = (/sinxdm) = {1;(2“)‘7052 7 (2.2.11)
0

Za dokaz vidjeti ([3] W. Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
str.576-577 , teorem XVIL.5.1).

Ponasanje repova distribucije (2.2.10) je svojstvo a-stabilnih distribucija koje se ¢esto
upotrebljava. Prije nego sto iskazemo sljedece svojstvo, iskazat ¢emo jednu propoziciju koja
govori o r-tom momentu.

Propozicija 2.2.13. Neka je X neprekidna i nenegativna slucajna varijabla za koju postoji
E[XT"], gdje je r > 0. Ako je F(z) funkcija distribucije od X, onda vrijedi:

/OO re" (1 — F(z))dr = E[X"]. (2.2.12)

Dokaz. U dokazu ove propozicije koristit ¢emo i sljede¢u tvrdnju. Ako je 0 < r < oo i
E[|X|"] < oo, tada vrijedi da je:

lim (2" P(|X| > 2)) = 0.

T—00

To vrijedi zbog toga sto je:
BIXT) = [ ledFx(
R
_ / 7 dFy (1) +/ 47 dFx (£) < oo,
[t|>=

[t|<a
Slijedi da je i f|t‘>x [t|"dFx(t) < oo. Promotrimo sada {{|t| > z},z € R}. To je familija
skupova oblika (—oo,z] U [z, 00), gdje je € R. Kada x — oo, ({t : |t| > x} = 0. Slijedi:

/ [t|"dFx(t) — 0, kada x — oo.
[t|>a

Vrijedi i:
2"P(|X]| > x) = ZL‘T/

[t|>x

APy (t) < / 7 dFy (1),

tI>x
iz cega slijedi da je:
lim (|z|"P(|X| > x)) = 0.
T—>00
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Sada mozemo dokazati propoziciju.

[ oo oo (4 00 )

—2"(1- F(x))

+ /0 T f)da

Z+ /Ot xrf(:c)d:c)

— lim (m —F() + /O o f(x)dm)

t—o00

0

t—o00

— lim (ﬂu — F(z))

= lim t"(1 — F(t)) + /000 z" f(x)dx

t—o00

= limt"P(X >t)+ /OO " f(z)dz
0

t—o00

=0+ /Oooazrf(a:)da:
= E[X"].

Specijalno vrijedi da je:
E[X] = / (1 — F(x))dz.
0
Za bilo koju slu¢ajnu varijablu X vrijedi da je slu¢ajna varijabla | X |" nenegativna pa vrijedi:

B[X[] = / P{X[ > 2}d,

iz ¢ega proizlazi sljedece svojstvo.
Svojstvo 2.2.14. Neka je X ~ S,(0,5,1) s 0 < a < 2. Tada:

E[|[X|P] <00, 0<p<a
E[|X]P] =00, p>a.

Cinjenica da slucajne varijable koje imaju a-stabilnu distribuciju s o < 2 imaju be-
skonacne druge momente znaci da mnoge rezultate koje primjenjujemo za normalne ili Ga-

ussove slucajeve ne mozemo primjeniti za stabilne distribucije. Dodatna komplikacija je to
sto je E[|X]%] beskonacno. Kada je o < 1, E[|X|] = oc.

Svojstvo 2.2.15. Neka je X ~ S,(0,5,0) s0 < a<2if =0 uslucaju o = 1. Tada za
svaki 0 < p < a, tada postoji konstanta c, g(p) takva da:

(E[IX[P])7 = cap(p)o. (2.2.13)
Konstanta ca5(p) je jednaka (B[|Xol"))¥ gdje je Xo ~ Sa(1, 3,0).
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz ¢injenice da je X £ o Xp. O]
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Ako je X ~ SaS, gdje je 0 < a < 2, tada moment E[| X|?] odreduje parametar skaliranja
o od X pa i cijelu distribuciju. Sljedeée svojstvo govori o r-tom momentu.

Svojstvo 2.2.16. Neka je X ~ S,(o, 5, ). Tada:

liTm(a —r)E[|X|F] = aCyo?, (2.2.14)
liTrn(a —r)E[|X|"] = aC, B0, (2.2.15)

gdje je C, definiran s (2.2.11) i a’® := |a|’sign(a).

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
19, svojstvo 1.2.18).
Sljedece svojstvo govori o parametru pomaka kada je 1 < a < 2.

Svojstvo 2.2.17. Kada je 1 < a < 2, parametar pomaka 1 je jednak ocekivanju.

Dokaz. Neka je X ~ S,(0,6,1) s 1 < a < 2. Znamo prema svojstvu (2.2.14) da u ovom
slucaju slucajna varijabla X ima kona¢no o¢ekivanje. Nadalje, prema korolaru (2.2.7) znamo
da vrijedi da je X — p strogo stabilna. Neka su X; i X5 nezavisne i jednako distribuirane
slucajne varijable kao X. Prema prvoj definiciji stabilnosti vrijedi sljedeca relacija:

A(Xy — ) + B(Xy — p) £ (A™ + B*)(X — p),

za bilo koje pozitivne brojeve A i B.
Zatim "napadnemo” tu relaciju s oc¢ekivanjem i dobijemo sljedece:

A(E[X] - 1) + B(E[X] — 1) = (A° + B)/*(E[X] — p).

Iz ovog slijedi da mora vrijediti da je E[X] = p. O

2.3 Simetricne a-stabilne distribucije

U ovom poglavlju govorit ¢emo se o simetricnim a-stabilnim distribucijama. U prethodnom
potpoglavlju smo vidjeli kako je X ~ SaS ako i samo ako je X ~ S,(0,0,0). Ako je
X ~ Sa§, tada je njena karakteristicna funkcija jednaka:

E[e?X] = ¢7o"101", (2.3.1)

Vidimo da su SaS distribucije karakterizirane samo parametrom skaliranja o. SaS
distribucija slucajne varijable X se naziva standardnom SaS ako je o = 1. Ukoliko je
distribucija slucajne varijable X standardna Sa.S s a = 2, ona je N(0,2) zato §to je 02 =
sVar(X) kada je oo = 2.

Sljedeca propozicija nam pokazuje da uvijek mozemo transformirati slucajnu varijablu sa
Sa'S distribucijom u sluéajnu varijablu sa Sa.S distribucijom za bilo koji 0 < a < o’
Propozicija 2.3.1. Neka je X ~ Su(0,0,0) s0 < o <2i0 < a < «. Neka je A
slu¢agna varijabla sa =;-stabilnom distribucijom totalno asimetricna udesno s Laplaceovom
transformacijom:

Elexp(—7A)] = exp{—va"},7 > 0,

tj. A~ Se((cos ;—O‘j)%, 1,0) i prepostavimo da su X i A nezavisne. Tada vrijedi da je:

7 = A7 X ~ S,(0,0,0).
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Dokaz. Za simetricne distribucije mora vrijediti da je karakteristicna funkcija realna, stoga
za realan 0 slijedi iz (2.3.1) da je:

Elexpi0Z] = Elexp{if A" X}]
— E[Elexp{i(9A"* )X }]|A]

— Elexp{—0° |0]" A}] (2:3.2)
= exp{ (o |0 )/}
= exp{—0“(0|"}.

]

Ovaj rezultat implicira da ukoliko je X normalna slucajna varijabla s oc¢ekivanjem 0 i
ako je A pozitivna slucajna varijabla sa §-stabilnom distribucijom nezavisna od X, tada:

7 = AY2X ~ Sas.

Rezultat je slican i za slucaj kad imamo asimetri¢nu distribuciju sluc¢ajne varijable X ~

S (o', 5,0) ako je o # 1:

[0}

: 1
Z:Al/aXN SQ(O',ﬁ,O), 057£
Si(o,0, 1), a=1.

Vidimo da je distribucija slucajne varijable Z asimetri¢na ako je o # 1 te ima pomak
ukoliko je v = 1.
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3 Stabilne distribucije slu¢ajnih vektora

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se sa stabilnim distribucijama sluc¢ajnih vektora. Prvo ¢emo
ih definirati, zatim ¢emo vidjeti kako izgleda karakteristi¢cna funkcija slucajnog vektora s a-
stabilnom distribucijom. Definirat ¢emo i kakvi su to slucajni vektori sa strogo stabilnom,
odnosno simetricnom stabilnom distribucijom te ¢emo vidjeti Sto je to subgausovski slucajni
vektor. Da bismo kasnije mogli opisati strukture zavisnosti stabilnih distribucija, definirat
¢emo i neke pojmove poput kovarijacije, kovarijacijske norme te kodiferentnosti. U tu svrhu
vidjet ¢emo i Sto to znacCi da su neki vektori James-ortogonalni. Na kraju éemo samo
definirati a-slucajnu mjeru i stabilne integrale te ¢emo iskazati reprezentacijski teorem Sto
¢e nam biti vazno u daljnjem radu.

3.1 Definicija stabilnih distribucija slu¢ajnih vektora

Definicija stabilnih distribucija slucajnih vektora je analogna kao i za stabilne distribucije
slucajnih varijabli.

Definicija 3.1.1. Za slucajni vektor X = (X1, Xo, ..., Xy) kaZemo da ima d-dimenzionalnu
stabilnu distribuciju ako za bilo koje pozitivne brojeve A i B postoji pozitivni broj C' i vektor
D € R? takav da vrijedi:

AX®D 4 BX® L oX 4+ D, (3.1.1)

gdje su X1 § X® nezavisni d-dimenzionalni sluc¢ajni vektori jednako distribuirani kao X.

Distribucija od X se naziva strogo stabilnom ako (3.1.1) vrijedi s uvjetom da je D = 0
za bilo koji A > 01i B > 0. Prije nego Sto definiramo kada je distribucija od X simetri¢na
stabilna, prvo éemo se podsjetiti §to je to Borelova o-algebra na R? te Borelovi skupovi.

Definicija 3.1.2. Najmanja o-algebra koja sadrZi sve otvorene podskupove od RY, tj. o-
algebra generirana familijom svih otvorenih podskupova od R?, zove se Borelova o-algebra na
R? i oznac¢ava se s B(R?). Skupove iz B(R?) nazivamo Borelovim skupovima.

Distribucija od X se naziva simetricnom stabilnom ako je stabilna i ako zadovoljava
sljedec¢u relaciju:
P{X e A} =P{-Xe A}

za bilo koji skup A iz B(R?). Analogno kao u R, simetri¢na stabilna distribucija je strogo
stabilna.

Ako je distribucija od X stabilna, imaju li komponente slu¢ajnog vektora stabilnu distri-
buciju? A Sto je s linearnim kombinacijama komponenti vektora? Imaju li one onda stabilnu
distribuciju? Sljededi teorem daje nam odgovor na to pitanje.

Teorem 3.1.3. Neka je distribucija od X = (X1, Xs,...,Xy) stabilna (strogo stabilna,

simetriéna stabilna) u R, Tada postoji konstanta o € (0,2] takva da u (3.1.1), vrijedi
d

C* = A* + B®. Nadalje, svaka linearna kombinacija komponenti od X oblika Y = > b Xy

k=1
ima a-stabilnu (strogo a-stabilnu, simetricnu a-stabilnu) distribuciju.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati za slucaj kada X ima stabilnu distribuciju.
Neka su XM i X@ nezavisni i jednako distribuirani slu¢ajni vektori kao X. Neka je
b = (by,...,b,) vektor iz RY.
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Definiramo slucajne varijable Y7 i Y5 kao:

d
k=1

d
Yo=Y biX.
k=1

Slucajne varijable Y7 i Y5 su nezavisne i jednako distribuirane kao Y.
Fiksiramo brojeve A > 0i B > 0. Buduéi da je distribucija od X stabilna, prema (3.1.1)
slijedi da postoji C > 01D = (Dy, ..., Dy) takav da vrijedi:

AX®D 4 BX® L oX 4 D,

Za dva vektora kada vrijedi da je X 2 Y, tada vrijedi da su i distribucije njihovih kompo-
nenata jednake, sto se moze vidjeti usporedbom njihovih karakteristicnih funkcija.
Vrijedi sljedece:

d
A, + BY; =Y b(AX" + BX?)

k=1

d
23 " b(CXy + Dy)

" (3.1.2)
d d
== Cy}i:bk)(k_+-§ijbkl)k
k=1 k=1
= CY + (b, D),

gdje je (b, D) oznaka za skalarni produkt vektora b i D na R?. Iz ovog slijedi da je distribucija
od Y stabilna. Prema teoremu (2.1.2) postoji konstanta a = a(b) € (0,2] takva da je
C = (A+ B)Ye.

U stvari, vrijedi da je a nezavisna od b. Kada bi imali npr. « te vektor b’, moralo bi
vrijediti da je: (A% + BY)Ve = (Aal + Ba/)l/o‘l zasve A > 01 B > 0, §to je moguée jedino
u slucaju kada je a = o' O]

Takoder kao u jednodimenzionalnom slucaju, vrijedi i sljedece:

Definicija 3.1.4. Slucajni vektor X ima stabilnu distribuciju ako za bilo koji n > 2, postoji
a € (0,2] i vektor D takav da vrijedi:

X +Xo+ 4+ X, L£n*X + D, (3.1.3)
gdje su Xy, Xo, ..., X, nezavisni i jednako distribuirani kao X.

Drugi dio teorema (3.1.3) kaze da ako je distribucija od X a-stabilna, tada sve linearne
kombinacije (b, X) = Zd: b; X; imaju a-stabilnu distribuciju. Vrijedili obrat? Ako sve linearne
kombinacije komponér:ﬂl:i slucajnog vektora X imaju a-stabilnu distribuciju, je li nuzno i
vektor X ima stabilnu distribuciju? Odgovor je nazalost ne. To vrijedi samo u slucaju kada

sve linearne kombinacije imaju strogo stabilnu distribuciju ili ako je 1 < a < 2. Sljedeci
teorem govori o tome.
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Teorem 3.1.5. Neka je X slucajni vektor u R? te b vektor iz RY.

d

(a) Ako sve linearne kombinacije Y = > b X}, imaju strogo stabilne distribucije, tada je
k=1
distribucija od X € R? strogo stabilna.

d
(b) Ako sve linearne kombinacije Y = Y b Xy, imaju simetricnu stabilnu distribuciju, tada
k=1
je distribucija od X € R? simetricna stabilna.

d

(c) Ako sve linearne kombinacije Y = > by Xy tmaju stabilnu distribuciju s indeksom
k=1
stabilnosti veéim ili jednakim 1, tada je distribucija od X € RY stabilna.

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnje (a) i (b). Za dokaz tvrdnje (c) vidjeti ([7] G. Samorodnitsky,
M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, 1994., str.59-62, teorem 2.1.5).

d

(a) Prvo ¢emo pokazati da ako su sve distribucije linearnih kombinacija od Yy, = Y by Xy =
k=1
(b, X) stabilne, tada one koje su nedegenerirane imaju isti indeks stabilnosti.

Pretpostavimo suprotno. Neka postoje b € R? i ¢ € R? takvi da su Y}, = (b,X) i
Y. = (¢, X) nedegenerirane slucajne varijable takve da Y}, ima indeks stabilnosti a4 i
Y. ima indeks stabilnosti ay takve da je 0 < a3 < as < 2. Neka su pq, po realni brojevi
razlic¢iti od 0 i neka je a = p;b+ poc. Promatramo sluc¢ajnu varijablu Y,. Prema nasim
prepostavkama, ona mora imati stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti as. Tada
za bilo koji A > 0 vrijedi:

P([Yal > A) = P(|(a, X)| > )

P(lp1(b, X)[ + p2(c, X)| > A)
P(|p1Yp + paYe| > A)
> P(|p1Ys| > 2X) — P(|p2Ye| > 22)
~UNTI — p AT

~UNTM,

(3.1.4)

kada A — oo gdje su u i v konstante. To implicira da je az < a3 = min(ay, ag). Bududi
da su Y}, i Y. nedegenerirane, slijedi da postoji niz realnih brojeva razli¢itih od 0 (A4,,),
n =1,2,... koji konvergiraju ka 0 kad n — oo takvi da za sve n, Z, = A,Yp + Y ne
konvergiraju po distribuciji ka 0. Neka su Z, ~ Sy (0n, B, pin), n = 1,2,.... Vrijedi
sljedece:

an) <ap <ag,n=1,2....

Ocito, Z, 4 Y. kada n — oo. Konvergencija realnog dijela karakteristi¢ne funkcije od
Z, prema Y, implicira sljedece:

lim o@™|g|o) = 552|g|°2, § € R,

n—o0

gdje oy je parametar skaliranja od Y. Stoga, lim Uf{(n)|0|°‘(")_°‘2 = 052,60 # 0 zajedno
n—o0

s a(n) < a; —ay < 0 implicira da je oo = 0, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da
je Y. nedegenerirana. Slijedi da sve nedegenerirane linearne kombinacije oblika (b, X)
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moraju imati isti indeks stabilnosti. Da bismo dokazali (a), pretpostavimo da sve
linearne kombinacije (b, X) imaju strogo stabilne distribucije s indeksom stabilnosti a.
Neka su brojevi A > 0i B > 0 fiksni. Neka je Z = AX; + BX, i W = (A~ + B)/aX|
gdje su X; 1 X, nezavisni i jednako distribuirani kao X. Zelimo pokazati da vrijedi:
Z £ W. Za bilo koji vektor b € R? vrijedi:

(b,Z) = A(b,X") + B(b,X®) £ (A" 4+ B*)/*(b,X) = (b, W).
Slijedi da za bilo koji vektor b € R? vrijedi:
Elexpi(b,Z)] = E[exp i(b, W)].

Stoga, vrijedi sljedece: Z £ W, tj. AX® + BX® £ (4% 4+ BY)/eX. Iz toga slijedi
da je distribucija od X € R? strogo stabilna.

(b) Pretpostavimo da sve linearne kombinacije (b, X) imaju simetri¢ne stabilne distri-
bucije. Buduéi da je svaka simetricna stabilna distribucije ujedno i strogo stabilna,
mozemo zakljuciti kako je distribucija od X strogo stabilna. Sada jos samo trebamo
pokazati kako je ona i simetri¢na.

Neka je b € R? proizvoljan vektor. Buduéi da je distribucija od (b, X) simetri¢na,
slijedi:
Elexpi(b, X)] = E[exp{—i(b, X)}] = E[expi(b, —=X]],

tj. karakteristicna funkcija od X je jednaka onoj od —X. Slijedi da je: X < _X.
O

Moze se konstruirati protuprimjer za o < 1 koji pokazuje da stabilna distribucija svih
linearnih kombinacija (b, X) ne osigurava stabilnost distribucije vektora X. Za detalje vi-
djeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, 1994., str.63-65,
poglavlje 2.2).

3.2 Karakteristicna funkcija sluéajnog vektora s a-stabilnom dis-
tribucijom

U ovom potpoglavlju ¢emo vidjeti kako izgleda karakteristicna funkcija slucajnog vektora s a-
stabilnom distribucijom te ¢emo pokazati dva primjera. Prvo ¢emo definirati karakteristicnu
funkciju sluc¢ajnog vektora.

Definicija 3.2.1. Neka je X = (X1, Xo, ..., Xy) slucajni vektor u RY s a-stabilnom distri-
bucijom. Tada je njegova karakteristicna funkcija jednaka:

B(0) = Do (01,0, . ..,0,) = Elexp{i(0,X)}] = E [exp {z iekxk}} . (3.2.1)

Izraz za ®, dan u sljede¢em teoremu ukljuéuje integraciju po jedini¢noj sferi u R%: S; =
{s: sl =1}

Teorem 3.2.2. Neka je 0 < o < 2. Slucajni vektor X = (X1, Xs,..., Xq) € R? ima a-
stabilnu distribuciju ako i samo ako postoji konacna mjera I' na jedinicnoj sferi Sq u Ry 4
vektor u° € R? takvi da vrijedi:
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(a) Ako je o # 1,

cpa(e):exp{— y(e,s)|a(1—isign((o,s))tan%)r(ds)+z(9,u°)}. (3.2.2)

Sq

(b) Ako je a =1,

2, (0) = exp { - \(9,s>y(1+z§sign((e,s))1n\(9,s)\)r(ds)+¢(0,,ﬁ)}. (3.2.3)

Sq

Par (T, u°) je jedinstven.

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes,
str.66, napomena 3.)

Za vektor X se kaze da ima spektralnu reprezentaciju (T', u°). Mjera ' se naziva spek-
tralnom mgjerom slucajnog vektora X s a-stabilnom distribucijom. Sada ¢emo navesti dva
primjera.

Primjer 3.2.3. Pretpostavimo da je d = 1. Tada se nasa jedinicna sfera sastoji od samo
dvije tocke {—1} 1 {1}. Pisemo sljedece:

I(1) = D({1}) i [(~1) = D({~1}).
U slucaju kada je o # 1, @, (0) jednaka je:
Elexp ifX] = exp{—|01|°(1 — isign(01) tan %)m)
—10(=1)]%(1 — isign(0(—1)) tan%)n—l) +ipl0}
— exp{—[0]*[(T(1) + T(~1)) — i sign(6)(T(1) + T(~1)) tan ?)} + 0},
(3.2.4)

To je zapravo karakteristicna funkcija sluc¢ajne varijable X ~ S, (o, 5, 1) s paramterima:

- aorcupn 5= D

Parametar asimetrije B je jednak 0 ako je spektralna mjera I' simetricna. Raspis za slucaj
kada je o = 1 ide analogno.

, =g

Primjer 3.2.4. Neka je X slucajni vektor s a-stabilnom distribucijom. Neka je njegova

karakteristicna funkcija dana kao u teoremu (3.2.2). Znamo prema teoremu (3.1.5) svaka
d

linearna kombinacija Yy = > b Xy ima a-stabilnu distribuciju Se (0w, Bp, pn). Da bismo
k=1

odredili parametre koji karakteriziraju ovu distribuciju, postavit cemo da je v bilo koji realni

broj i da je @ = vb. Karakteristicna funkcija za slucaj kada je o # 1 jednaka je:
Elexp{inYp}] = E[exp{i(7b, X)}]

= exp{— ) |(vb, s)*(1 — i[sign(vb, s)]) (tan %)F(dé’) +i(yb, u)}
= exp{—[7|"[ . |(b,s)[*T'(ds) — i(sign ) (tan %) ) (b, s)[*sign(b, s)I'(ds)]
+iy(b, 1)}

(3.2.5)
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Za o # 1 parametri su:

o= i |<b,s>|ar<ds>)l/a,

5, — Js, (b, )| sign(b, s)I(ds)
’ Js,1(b,s)[eT(ds)

o = (b, ).

3.3 Strogo stabilne i simetri¢ne stabilne distribucije slucajnih vek-
tora

U ovom poglavlju ¢emo nadi uvjete za I' i u° koji zadovoljavaju da je ®,(0) karakteristicna
funkcija slucajnog vektora sa strogo stabilnom, odnosno simetriécnom stabilnom distribuci-
jom.

Prvo ¢emo naéi uvjete za strogo stabilne distribucije. Znamo prema teoremu (3.1.3) da
n

je nuzno i dovoljno da Y, = > by X}, ima strogo a-stabilnu distribuciju za bilo koji b € R
k=1

Kada je a # 1, to se svodi na uvjet da je 0 = up, = (b, u°) za bilo koji b, tj. da je u® = 0.

Kada je a = 1, uvjet za strogu stabilnost je da je £, = 0, za bilo koji b, tj:

0= [ |(b,s)|sign((b,s))T(ds) = / (b, $)T(ds)

Sq Sa
za bilo koji b, tj. de spI'(ds) = 0, za k = 1,2,...,d. Nema uvjeta na u’. Posljedica cijele
ove price je sljedeci teorem.
Teorem 3.3.1. Slucajni vektor X € R? ima strogo a-stabilnu distribuciju s indeksom sta-
bilnosti 0 < o« < 2 ako 1 samo ako:

(a) za o # 1:

(b) za v = 1:
/ s (ds) =0, k=1,2,...,d. (3.3.1)
Sq

A $to je sa simetri¢nim stabilnim distribucijama? NuZan i dovoljan uvjet je da pu® =0 i
da je I' simetricna mjera na Sy, tj. mora vrijediti da je I'(A) = I'(—A) za bilo koji Borelov
skup A na Sy. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 3.3.2. Slucajni vektor X ima simetricnu a-stabilnu distribuciju u R? s indeksom
stabilnostt 0 < a < 2 ako 1 samo ako postoji jedinstvena simetricna konacna mjera I' na
jedinicnog sferi Sy takva da vrijedi:

Elexp{i(8,X)}] = exp {/S 1(6,s)[°T(ds)}. (3.3.2)

I' je spektralna myera slucajnog vektora X sa simetricnom a-stabilnom distribucijom.

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
73-74, teorem 2.4.3).

Kao sto smo u prethodnom poglavlju slucajnu varijablu sa simetricnom stabilnom dis-

tribucijom oznacavali sa Sa.S, slu¢ajni vektor sa simetricnom stabilnom distribucijom ¢emo
takoder oznacavati sa SaS.
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3.4 Subgausovski slucajni vektori

Vidjeli smo ranije da slu¢ajna varijabla X = A2@ ima Sa.S distribuciju s indeksom a < 2,
ako je G ~ N(0,0%) i ako je A slucajna varijabla s totalno asimetricnom udesno a/2-
stabilnom distribucijom i nezavisna od G. Ovaj rezultat prosiruje se i na slucajne vektore

X. Izaberimo: .
ANSQ/Q((COS%) ,1,0) (3.4.1)

s a < 2, pa je njegova Laplaceova transformacija:

E[e 4] = e >0, (3.4.2)

Neka je G = (G4, Gy, ..., Gy) normalan slucajni vektor s ocekivanjem 0 u R? nezavisan od
A. Tada slucajni vektor:

X = (AV2Gy, AV2G,, ... AV2GY) (3.4.3)

ima SaS distribuciju u R? zato §to, za bilo koje realne brojeve by, by, ..., by, linearna

d d
kombinacija > by AY2G), = AY? S bGy je SaS slucajna varijabla. Prema tome slijedi da

k=1 k=1
X ima SasS distribuciju.

Definicija 3.4.1. Bilo koji vektor X distribuiran kao u (3.4.3) se naziva subgausovski
sluéagni vektor sa SaS distribucijom u R s odgovarajuéim normalnim vektorom G.

Karakteristicna funkcija subgausovskog slu¢ajnog vektora ima posebnu strukturu sto
¢emo iskazati u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.4.2. Subgausovski slucajni vektor X sa simetricnom a-stabilnom distribuci-
jom definiran u (3.4.3) ima karakteristicnu funkciju oblika:
a/2
}, (3.4.4)

d
. 1
E |:6Xp {Z kg_l Hka}} = eXp{ — ‘5 E E QZQJRU
gdje su R;; = EG;Gj, i,5 = 1,...,d kovarijance odgovarajuceg slucajnog vektora G =

=1 j=1
(Gl, GQ, c. ,Gd).

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes,
str.78, propozicija 2.5.2).

3.5 Kovarijacija

U ovom potpoglavlju uvest ¢emo pojam kovarijacije. Prvo ¢emo se podsjetiti §to je to
kovarijanca.

Definicija 3.5.1. Kovarijanca slucajnih varijabli X 1Y je definirana s:
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])],

ako gornje ocekivanje postoi.
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Kod visedimenzionalnih stabilnih distribucija, kovarijanca nije definirana za o < 2 . Iz
tog razloga uvodimo pojam kovarijacije. Kovarijacija nema sva svojstva kao i kovarijanca,
ali ¢e nam biti korisna kada se budemo bavili strukturama zavisnosti stabilnih distribucija
u sljede¢em poglavlju. Prvo ¢emo definirati pojam: ”signed power”.

Definicija 3.5.2. Neka su a i p realni brojevi. ”Signed power” je jednaka:

ab, ako je a > 0

a“P” = |a|Psigna = { (3.5.1)

—lal?, ako je a < 0.
Sada mozemo definirati kovarijaciju.

Definicija 3.5.3. Neka je zajednicka distribucija od X; © X5 simetricna stabilna s o > 1 4
neka je I' spektralna mjera slucajnog vektora (X1, Xs). Kovarijacija X1 na Xo je realan broj
definiran s:

[Xl,XQ]a:/ 3132<a_1>F(d3). (352)
Sa

Kovarijaciju mozemo definirati i bez koristenja spektralne mjere.

Definicija 3.5.4. Neka je zajednicka distribucija od X; i Xy simetricna stabilna s 1 < a < 2.
Razmotrimo slucajnu varijablu sa SaS distribucijom:

Y == 91X1 + 02X2,

gdje su 0y i Oy realni brojevi. Neka je o(0y,0) parametar skaliranja slucajne varijable Y.
Kovarijacija [ X1, Xs)o od (X1, X3) je jednaka:

1800(01, 92)

X1, Xola = .
[ b 2] [0 801 01=0,02=1

(3.5.3)

Kao posljedica prethodne definicije, vrijedi sljedeca lema.

Lema 3.5.5. Neka je distribucija od X = (X1, Xo, ... ,Xn) simetricna stabilna s o > 1 1 sa
spektralnom mjerom I'x. Neka je Y = Z ap Xy 1 4 = Z b Xy. Tada vrijedi:

Y, /n (Zaksk) (;bksk> <a_1>FX(d3).

Dokaz. Parametar skaliranja 0®(6;, 02) linearne kombinacije 61Y + 027 je jednak:
@ 1/
To vrijedi zbog:

exp{—0c%(b1,02)} = Elexp{i(61Y + 022)}]

n

— Elexp{i Z(&lak + 020k ) X }] (3.5.4)

:exp{—/n Y aFX(ds)}.

Z(Glak + 92bk)sk
Koristenjem prethodne definicije slijedi lema. O]

n

Z(Glak -+ 92bk)3k

k=1

k=1
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Sada ¢emo navesti neka osnovna svojstva kovarijacije.

Svojstvo 3.5.6. (a) (Aditivnost na prvom argumentu) Neka je 1 < a < 2 i neka je dis-
tribucija od (X1, X5,Y) SaS. Tada vrijedi:

(X1 4+ X5, Yo = [X1,Y]o + [ X2, Y]a.

(b) Opcenito, kovarijacija nije linearna na drugom argumentu. To ne vrijedi za sljedeci
sluc¢aj. Neka je zajednicka distribucija od (X,Y1,Y3) SaS s a > 1. Ako su'Y; i Yy
nezavisni, tada vrijedi:

[vai + }/2]01 = [Xv}/i]a + [Xa YVZ]a-

(¢) (Skaliranje) Neka je 1 < o < 2, a i b realni brojevi i neka je distribucija od (X,Y)
SaS. Tada vrijedi:
aX,bY], = ab<e"[X, Y]..

(d) Opéenito, kovarijacija nije simetricna, tj. ne mora vrijediti da je:

(X, Yo # [V, X]a-

(d) Neka je zajednicka distribucija od X i Y SaS. Ako su X 'Y nezavisni, tada je

[X,Y]. = 0.

(e) Neka je zajednicka distribucija od X 1Y SaS s a > 1. Tada za sve 1 < p < « vrijedi:

E XYy <p—1>IVIa

XYa: >
[ Y ] E|Y|p

gdje ||Y||a oznacava parametar skaliranja od'Y .

Dokaz. Dokazat ¢emo samo neka svojstva. Za ostale dokaze pogledati ([7] G. Samorodnitsky,
M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.87-95, poglavlje 2.7)

(b) Da bismo dokazali da opéenito kovarijacija nije linearna na drugom argumentu, navest
¢emo jedan protuprimjer. Trebamo provijeriti da vrijedi sljedece:

(X, Y1+ Yola # [X, Vi]a + [X, Yoo
Neka vrijedi da je X = Y; = Y;. Tada slijedi:
(X, X 4+ X]o = 27X, X]o # 2[X, X]o = [X, X]o + [X, X],
za a < 21 [X,X], #0.

(d) Da bismo dokazali da opéenito kovarijacija nije simetricna, navest ¢emo jedan protu-
primjer. Neka su a i b razli¢iti realni brojevi razli¢iti od 0. Tada vrijedi sljedece:

[aX,bY ], = ab~*7[X,Y]s # a~*"b[X, X], = X, aX]a,

iz cega se vidi kako kovarijacija nije simetri¢na.
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3.6 Kovarijacijska norma

U ovom potpoglavlju ¢emo definirati kovarijacijsku normu. Kada je a > 1, kovarijacija
inducira normu na prostoru S, gdje je S, normiran vektorski prostor slu¢ajnih varijabli koje
imaju zajednicku Sa.S distribuciju.

Definicija 3.6.1. Kovarijacijska norma od X € S, za o > 1 je definirana kao:
Xl = ([X, X]a) e
Sada ¢emo se podsjetiti Sto to znaci konvergencija po vjerojatnosti i konvergencija u
srednjem reda p.

Definicija 3.6.2. Kazemo da niz sluc¢ajnih varijabli (X,,,n € N) na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F, P) konvergira po vjerojatnosti prema slucajnoj varijabli X na istom vjerojatnosnom
prostoru ako Ve > 0 vryjedi da je:

lim P{w e Q: |X,(w) — X(w| >¢|}) =0.

n—oo

Pisemo: X, Eit X, kada n — oo.

Definicija 3.6.3. Neka je 1 < p < oo i neka je (X,,n € N) niz sluéajnih varijabli na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P) koje imaju p-ti moment, tj. E[|X,[’] < oo, Vn € N.
Kazemo da niz (X,,n € N) konvergira u srednjem reda p prema slucajnoj varijabli X na
istom vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P) ako je lim E[| X, — X|P] = 0. Pisemo: X, m X,

n—oo
kada n — oo.
Sada ¢emo navesti nekoliko svojstava kovarijacijske norme.

Svojstvo 3.6.4. (a) Ako je X ~ S,(0,0,0) s a > 1, tada je || X||, = 0.

(b) Neka je || - ||o norma na S,. Konvergencija u || - ||o je ekvivalentna konvergenciji po
vjerojatnosti © konvergenciji u srednjem reda p za bilo koji p < a.

(¢) Neka je (X,Y) ~ SaS s1 < a<2. Tada vrijedi:
X, Y]al < [ XlalYIIE

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju pod (b). Za ostale dokaze pogledati ([7] G. Samorodnitsky,
M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.95-97, poglavlje 2.8).

(b) Prvo moramo dokazati da je || - ||o norma na S,. Neka je X ~ S,(c,0,0).
(1) || X|la = 0 ako i samo ako je X =0 g.s.
(2) aX ~ S,(lalox,0,0) iz cega slijedi: ||[aX||o = |alox = |a||| X||a-
(3) Ako X i X5 imaju zajednicku SaS distribuciju sa spektralnom mjerom I, tada
vrijedi sljedece:

HX1 + XQHa =0Xx; + 00X,

= ([ srrias) "

( 52‘51’QF(d8))1/a+( ) ,SQ‘aF(dS))I/O‘ (3.6.1)

=0x, +0x,
= [ X1lla + | Xzla-

S ovim smo dokazali da je || - ||, norma na S,.

IN
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Sljededi korak je dokazati da je konvergencija po kovarijacijskoj normi jednaka konvr-
genciji po vjerojatnosti. Neka su Xy, Xo,..., X, € S,, Y € S,. Prema [(a)] slijedi:

lim ||Xn — Y”a =0< lim (O’X_y) =0,
n—00 n—00

gdje je ox,_y parametar skaliranja od X,, — Y. Neka je € > 0. Tada, ako je Z ~
Sa(1,0,0), slijedi:

P(X, —Y|>¢) = Plox,_y|Z| > ¢€) = P(|Z| S ) —0

0X,-Y
kada n — oo ako i samo ako:

lim ox,_y =0.
n—o0

S time smo dokazali da je konvergencija po || - || ekvivalentna konvergenciji po vjero-
jatnosti. JoS moramo dokazati da je to ekvivalentno konvergenciji u srednjem reda p
za p > a. Gledamo sljedece:

B[l Xy = Y|'] = El(ox,-v[2])"] = o, v E[IZ]"] = 0,

kad n — oo ako i samo ako lim oy, y = 0.
n—oo

Zbog jednostavnosti ¢emo ponekad pisati:
| X||o =0x,0 <a <2

da bismo oznacili parametar skaliranja sluc¢ajne varijable X sa Sa.S distribucijom.

3.7 Kodiferentnost

U ovom potpoglavlju ¢emo definirati kodiferentnost. Kada je a = 2, kovarijacija postaje
kovarijanca. Kovarijacija nije definirana za o < 1, ali je zato kodiferentnost definirana za
sve 0 < a < 2.

Definicija 3.7.1. Kodiferentnost dviju slucajnih varigabli X 1Y koje imaju zajednicku SaS
distribuciyu s 0 < a < 2 je jednaka:

mxy = [|X]5 + VIS = [1X = Y3, (3.7.1)
gdje su || X ||a, |Yla @ |X = Y|l parametri skaliranja od X, Y ¢ X =Y.
Sada ¢emo navesti neka svojstva kodiferentnosti.
Svojstvo 3.7.2. (a) Vrijedi da je : Txy = Ty x.
(b) Ako je a =2, tada je Txy = Cov(X,Y).

(c) Ako su X iY nezavisne, tada je Txy = 0. Obratno, ako je xy =010 < o < 1, tada
suX 1Y nezavisni.

(d) Ako je 1 < a <2, tada Txy = 0 ne implicira da su X 1Y nezavisni.
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(e) Vrijedi da je:
xy < IX[G + YIS

S 0, ako je 0 < a < 1,
_
IS @ =2 )Xo+ Y )2), akojel <a <2

Dokaz. Dokazat ¢emo samo neka svojstva. Za preostale pogledati ([7] G. Samorodnitsky,
M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.103-106, poglavlje 2.10).

(b) Kada je a =2, | X[} = 1Var(X) i stoga vrijedi da je 7xy = 1(Var(X) + Var(Y) —
Var(X =Y)) = Cov(X,Y).

(c) Ako su X iY nezavisne, tada je s152 = 0 g.s. Stoga, slijedi:

X =Yoo= [ [s1— 52| Txy(ds)
Sa

= |81|aFX7y(dS) -+ |82|OCFX7y(dS)
52 SQ

= [IXT1a + IYII5,

(3.7.2)

tj. 7xy = 0. Nadalje, ako je 0 < a < 1, tada |s1 — s2|® < [s1]* + |s2]|®, gdje vrijedi
nejednakost samo u slucaju kada je s;s9 = 0 gotovo svugdje. Ako je 7xy = 0, tada je
5189 = 0 g.s. i prema tome slijedi da su X i Y nezavisni.

O

3.8 Jamesova ortogonalnost

U ovom potpoglavlju definirat ¢emo Jamesovu ortogonalnost te ¢emo iskazati propoziciju
koja govori o povezanosti stabilnih distribucija, kovarijacije i Jamesove ortogonalnosti.

Neka je sad 1 < a < 2 i razmotrimo prostor S, . Znamo da je S, normiran vektorski
prostor s kovarijacijskom normom | - ||,. Znamo da je || X||¢ = [X, X],, ali kovarijacija
[X, Y], ne definira skalarni produkt u S,. Prostor S, nije vektorski prostor sa definiranim
skalarnim produktom. Neke ortogonalnosti mogu se definirati i u normiranim vektorskim
prostorima. Jedna od njih je i Jamesova ortogonalnost koju ¢emo mi koristiti u daljnjem
dijelu rada. Sada ¢emo je definirati.

Definicija 3.8.1. Neka je E normiran vektorski prostor. Za vektor x € E se kaZe da je
James ortogonalan vektoru y € E ako za bilo koji realan broj \ vrijedi:

[l + Ayl = [l (3.8.1)
Pisemo: x L;y.

Opcenito vrijedi da je x L; y # y L; x. Relacija (3.8.1) za sve realne brojeve X\ znaci

da vektori z + Ay, A € R, pripadaju odgovarajucoj hiperravnini sfere {s : ||s|| = ||z||} sa
srediStem u z.
Neka je sad E prostor S, s 1 < a < 2 i kovarijacijskom normom || - ||,.
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Propozicija 3.8.2. Neka X i Y imaju SaS zajednicku distribuciju s o > 1. Tada vrijedi
da je [X,Y]o = 0 ako i samo ako je Y James ortogonalan X, tj. ako vrijedi da je

IAX 4+ Yo > [[Yla
za svaki realan .

Dokaz. Pretpostavimo da je [X,Y], = 0 i neka je A proizvoljan. Tada slijedi:
MY + Y Yo < AX + Y]V
S druge strane, vrijedi i:
AX +Y, V] = AMX, V] + [V, Y]a = V]S,
bududi da je [X, Y], = 0. Slijedi,
YIS < IAX + Yl Y157

tj.
IANX + Y [[al[Y[la > [[Y]]a-

Sada ¢emo dokazati obrat. Neka je Y James ortogonalan vektoru X i neka je I' spektralna
mjera vektora (X,Y) koji ima SaS distribuciju. Pretpostavimo da je [X,Y], < 0. Tada
vrijedi:

/ 5155 'T(ds) < 0. (3.8.2)
Sa

Za realan A definiramo sljedece:

g() = [AX + Y[ :/ Ay + 5]°T(ds).
Sa
Ocito slijedi:
g\ = a/ s1(As1 + 52)*7'T(ds).
Sa

Cinjenica da je o > 1 implicira da je ¢’(\) neprekidna funkecija od A. Buduéi da se (3.8.2)
moze napisati u obliku da je ¢’(A) < 0, zakljucujemo da je ¢’(A) < 0 na nekom intervalu
(0,a). Tada za 0 < A < a slijedi:

IAX + Y5 = g(A) <g(0) = [IY][5,
sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je Y James ortogonalan X. Dokaz da slucaj kada je

[X, Y], > 0 ide analogno. O

3.9 a-stabilna sluéajna mjera, stabilni integrali i reprezentacijski
teorem

U ovom potpoglavlju éemo definirati a-stabilnu slu¢ajnu mjeru, stabilne integrale te iskazati
reprezentacijski teorem jer ¢e nam to biti potrebno u daljnjem radu.
Prvo ¢emo definirati a-stabilnu sluc¢ajnu mjeru.
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Definicija 3.9.1. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je L°()) skup svih realnih
sluc¢agnih varijabli definiranih na njemu. Neka je (E,e,m) izmjeriv prostor,

f:E—[-1,1]
1zmgeriva funkcija i neka je
go={A€ec:m(A) < oo}

podskup od € koji sadrZi skupove konacne m-mgjere. Nezavisno rasprseni o-aditivni skup
funkcija
M :go — L°(Q)

takvih da za svaki A € ey vrijedi:

i L) )

R

se naziva a-stabilna slucajna mjera na (E,€) s mjerom m i parametrom asimetrije [3.

Nezavisno rasprsSeni znac¢i da ako Ay, As, ..., Ay pripadaju ¢ i ako su disjunktni, tada
su slucajne varijable M (A;), M(As), ..., M(Ax) su nezavisni. c-aditivni znaci da ako A,
Ay, ... pripadaju g 1 ako su disjunktni i Uj2;A; € g tada je:

M([lej) _ f;MMj) e,

Parametar pomaka y je 0 za svaki M (A). To znaci da je slucajna mjera M karakterizirana
s mjerom m i funkcijom B. M se naziva Sa.S slucajnom mjerom ako je parametar asimetrije
B jednak 0.

Sada prelazimo na definiciju stabilnog integrala. Postoji nekoliko definicija stabilnih
integrala. Mi ¢emo iskazati konstruktivnu definiciju.

Neka je M a-stabilna slu¢ajna mjera na (F,<) s mjerom m i parametrom asimetrije 5 i
neka je g9 = {A € £ : m(A) < 00}. Zelimo definirati

1(f) = /E f(2)M(dz)

za sve izmjerive funkcije f : E — R koje zadovoljavaju uvjet da je

/ |f(z)]|*m(dz) < oo, ako je av # 1 (3.9.1)
E
/ f(x)B(x) In|f(x)[|m(dr) < oo, ako je a = 1. (3.9.2)
E
Neka je:

) Lo(E,e,m), akojea#1

| Fom, B), ako je a =1,
gdje je:

L*(E,e,m) = {f: fizmjeriva funkcija, / |f(z)|*m(dz) < oo}
E
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Flm,8) = {f: f € L'(E,e.m) i / F(@)B(e) In | (2)|m(dz) < oo}.

Za jednostavne funkcije oblika f(z) = Z cjla,(z) gdje su A; disjunktni skupovi iz o,
j=1
definiramo:

:/Ef(x)M(dx):chM(Aj). (3.9.3)

Bududi da je slucajna mjera M nezavisno rasprSena, a-stabilne slucajne varijable M(A;),
M(Ay), ..., M(A,) su nezavisne. Dobijemo da je:

I(f) ~ Salog, By py) (3.9.4)

op = (/ |f(z a, (3.9.5)

5, _ Je @) Ba)m(da)
d fE|f )|om (dx)

(3.9.6)

0, ako je a #£ 1

-2 [ f( x)In|f(x)|m(dx), ako je a=1.

Sada ¢emo iskazati reprezentacuskl teorem. Prvo se prisjetimo da je slucajni vektor s a-
stabilnom distribucijom karakteriziran sa spektralnom mjerom I' na Sy i njegovim vektorom
pomaka pu°. Za zadani slucajni vektor (X7, ..., X,,) sa a-stabilnom distribucijom zelimo naci
izmjeriv prostor (E, ), a-stabilnu mjeru M definiranu na njemu, niz izmjerivih funkcija fi,
fo, ..., fq1konstantni vektor n iz R? takav da vrijedi:

(X1, Xo, .o, X)) 2 (/Efl(x)M /fd )+n (3.9.8)

Reprezentacijski teorem pokazuje kako je to uvijek moguce.

Teorem 3.9.2. (Reprezentacijski teorem) Neka je X = (X1, Xo, ..., X,) slucajni vektor s
a-stabilnom distribucijom u RY.

(a) Neka je || - || proizvolina norma na R, Scli"” = {s : ||s|]| = 1} odgovarajuéa jedinicna
sfera, I spektralna mjera i “I(I)-H' Tada relacija (3.9.8) wvijek vrijedi s:

e (E,¢)= (SE'H, Borelova o-algebra na S(g'”),

o M ima mjeru m = L' i parametar asimetrije 3(-) = 1,

o fi: SE'H — R je definirana s f;j((s1,...,sq4)) = s, =1,....d,
_ 0

* =y

tako da vrijedi:

X £ (/SC[| slM(ds),/SgI 321\4(ds),...,/sgI de(ds),) +n (3.9.9)
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(b) Ako X ima SaS distribuciju, tada postoje omedene izmjerive funkcije fi, fa, ..., fa
takve da vrijedi:

Xi(/olfl(x) (dx) /f2 /fd )

gdje je M SasS sluéajna mjera s mjerom m(dz) = dx.

(c) Ako X ima strogo a-stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti o # 1, tada postoje
omedene izmjerive funkcije f1, fo, ..., fq takve da vrijedi:

Xi(/olfl(x) (dx) /f2 /fd )

gdje je M «-stabilna slucajna mjera s mjerom m(dz) = dx i parametrom asimetrije

p(x) =1.
(d) Ako je o =1, tada postoje omedene izmjerive funkcije f1, fa, ..., fq takve da vrijedi:

i(/Olfl(f) (dx) /f2 /fd )+777

gdje je M 1-stabilna sluc¢ajna mjera s mjerom m(dx)=dzx, parametrom asimetrije B(x) =
1 ngj@]@ n= (77177727.'-777d7) S

1 [ d
:;/ fj(ﬂf)ln(ka(:cf)d:chug,j:1,2,...,d.
0 k=1

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes,
str.131-133, teorem 3.5.6).
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4 Strukture zavisnosti stabilnih distribucija

U ovom poglavlju opisat ¢emo strukture zavisnosti stabilnih distribucija. Prvo ¢emo se ba-
viti regresijom. Vidjet ¢emo ¢emu je jednako uvjetno ocekivanje slucajnih varijabli koje
imaju zajednicku stabilnu distribuciju te je li regresija i u tom slucaju linearna. Na kraju
¢emo karakterizirati sve slucajne vektore koji imaju Sa.S distribuciju. Zatim ¢emo se baviti
simetricnim uvjetnim distribucijama te ¢emo vidjeti Sto se dogada u slucaju linearne ovis-
nosti. U cetvrtom potpoglavlju ¢éemo proucavati moment slucajnog vektora sa a-stabilnom
distribucijom. Na kraju ¢emo definirati asociranost slucajnih varijabli.

4.1 Regresijski model

U ovom potpoglavlju ¢emo se baviti regresijskim modelima za a-stabilne distribucije. Prvo
¢emo se podsjetiti Sto je to linearna regresija. Znamo da regresija znacCi ovisnost jedne
varijable o drugoj ili vise drugih varijabli, a regresija slucajne varijable X, na slucajnu
varijablu X je linearna ako postoji konstanta c takva da vrijedi da je:

E[X,|Xy] =X g.s.

To znaci da je glavna pretpostavka da se uvjetno ocekivanje moze napisati kao linearna
funkcija.

Sljedeca propozicija nam govori kako taj uvjet mozemo izraziti koristenjem karakte-
risticne funkcije slucajnog vektora X = (Xi, X»):

¢(91, 92) = E[exp{i(01X1 + QQXQ)}]

Propozicija 4.1.1. Pretpostavimo da su E[|X;|] < oo i E[|Xs|] < 00. Tada E[X,|X1] = X
g.s. je ekvivalentno sljedecoj relaciji:

a¢(917 92) - Ca¢(917 92)

4.1.1
905 s 06, (4.1.1)

62=0

Za dokaz vidjeti([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
174-175, lema 4.1.1).

Sada se mozemo pitati cemu je jednako uvjetno ocekivanje kada slucajne varijable imaju
zajednicku SaS distribuciju. Je li u tom sluc¢aju regresija linearna? Sljedeéi teorem nam
daje odgovor na to pitanje.

Teorem 4.1.2. Neka X; i Xy tmaju zajednicku SaS distribuciju s 1 < a < 2. Tada vrijedi:

Dokaz. Da bismo dokazali ovaj teorem, potrebno je provjeriti da relacija (4.1.1) vrijedi za

= Pﬁ;ﬁé“. Karakteristi¢cna funkcija od (X7, X3) je jednaka:
¢(01,02) = exp{—c®(01,02)},
gdje je

0“(91, 92) = / |91$1 + 9252|"F(ds)
Sa
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gdje je I' spektralna mjera. Znamo da je: [Xi, Xsla fs 51857 1>F(ds). Vrijedi da je:

(6,0
09°(61,02) = a/ 51(0151)* ' (ds)
891 9220 S2
= a7 X lg
i
(6,0
90 (01,62) = a/ so(0151)* 'T(ds)
892 9220 S2
= a&fo‘_b[Xl, Xg]a.
Ako stavimo da je ¢ = [)ﬁéﬁ‘la]“, dobijemo da je:
80a(91,02) _ 6800‘(91,92)
004 90 00, 92:0'
Slijedi tvrdnja. O

Sada se pitamo $to je s viSestrukom regresijom? Je li i ona uvijek linearna? Nazalost,
odgovor je ne. Nuzni uvjeti da bi visestruka regresija bila linearna ako je u pitanju slucaj
kada sluc¢ajne varijable imaju Sa.S distribuciju dani su u sljede¢em korolaru.

Korolar 4.1.3. Neka X1, Xo, ..., X, imaju zajednicku SaS distribuciju s 1 < a < 2. Ako

je
E[Xn|X1, e ,Xn_l] = a1X1 + -4 an_an_l g.S., (413)
tada koeficijenti ay, ..., a,_1 zadovoljavaju sustav linearnih jednadzbi
n—1
> il X, Xjlo = [X0, Xjlanj =1,...,n— 1. (4.1.4)
i=1

Nadalje, ako je n = 3 i ako su X1 i Xy su linearno nezavisni, tada sustav (4.1.4) jedinstveno
odreduge koeficijente.

Za dokaz pogledati ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes,
str.176-177, korolar 4.1.3).

Sada smo vidjeli da visestruka regresija nije uvijek linearna kada se radi o simetri¢nim
stabilnim distribucijama. Medutim, ukoliko dodamo pretpostavku da su X;, Xo, ..., X, _1
nezavisne, tada ¢e visestruka regresija biti linearna. O tome nam govori sljedeci korolar.

Korolar 4.1.4. Neka slucajne varijable X1, Xs, ..., X,,_1 imaju zajednicku Sa.S distribuciju

sn>211<a<?2ipretpostavimo da su Xy, ..., X,_1 nezavisne. Tada vrijedi da je:
n—1
E[Xn|X17 s 7Xn—1] = chXlﬁ
k=1

Xn, Xkla
gdje je o, = Fpeite.
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Dokaz. Prema reprezentacijskom teoremu mozemo pretpostaviti da je:

Xk:/fk(a;)M(dx), k=12 .n
E

gdje je M SasS slucajna mjera s mjerom m i fi, € LY(E,m). Bududi da su X;, Xo, ...,
X,,_1 nezavisne, mozemo pretpostaviti kako funkcije f1, fo, ..., fn_1 imaju disjunktne nosace
funkcija gustoce. To znaéi npr. da ukoliko je fi(zg) = 0, za taj isti z, vrijedi da je fo(zx) # 0.
Slijedi da postoje disjunktni skupovi Ay, As, ..., A,_1 takvi da je fi(x) = 0 za bilo koji
r ¢ A, k=1,...,n—1. S jedne strane, imamo da, za bilo koji k = 1,...,n — 1, vrijedi:

E { N fn(x)M(dx)

Xl,...,Xn] :E[ [ st /A fj(x)M(d:c),jzl,...,n—l}

—E [ 5 Fulz)M(dz)

5 fk(x)mdx)} nez.

=, : fr(x)M (dz)

gdje je (pogledati ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.127,
propozicija 3.5.2)):

- ﬁ [ @@y mi)
_ ; <a—1>
R J, o)
[ Xk, Xia

| Xelle

S druge strane,

/ fulz)M(dx)
(URZ] Ap)e

je nezavisno od Xy, Xs, ..., X,,_1 i stoga slijedi:

x dz)| Xq1,..., Xp1| = ' (z i —o.
E[/wz%Ak)cf”( AR X ] E[/(UZ%Ak)cf()M( ﬂ ’

Iz cega slijedi:

n—1
E[Xnyxl,...,xnl]:E[ /fn(x)M(da:)Jr/ Fulz)M (dz) Xl,...,XM]
o1 Ax (UrZy Av)e
n—1
= Cka.
k=1
[l

Nakon ovog zZelimo karakterizirati sve slucajne vektore sa Sa.S distribucijom koji imaju
linearnu ljusku gdje su sve viSestruke regresije linearne.
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Neka je X = (X1, Xo, ..., X,,) slucéajni vektor sa Sa.S distribucijom s indeksom stabilnosti
1 < a < 2ineka je sp(X) linearna ljuska od X, tj. vektorski prostor svih konac¢nih linearnih
n

kombinacija Y A\ Xj, gdje je —oo < Aq,..., A, < oo. Sada mozemo definirati $to znaci da
k=1

neki vektor ima svojstvo visestruke regresije.

Definicija 4.1.5. Za vektor X kaZemo da ima svojstvo visestruke regresije ako za sve
slucagne varijable Y1, Yo, ..., Y, iz sp(X), vrijedi da je:

E[Yn|yl7 s aYn—l] € Sp{(}/la s 7Yn—1)}-

Sada mozemo karakterizirati sve slucajne vektore sa SaS distribucijom koji imaju line-
arnu ljusku gdje su sve visestruke regresije linearne.

Propozicija 4.1.6. Neka je X slucagni vektor sa SauS distribucijom s indeksom stabilnosti
1 < o < 2 i pretpostavimo da je dim(sp(X)) > 3. Tada su sljedece tri turdnje ekvivalentne:

(a) X posjeduje svojstvo visestruke regresije.
(b) X je subgausovski slucajan vektor.

(¢) Jamesova ortogonalnost u sp(X) je aditivna slijeva, tj. vrijedi da je:

1/171/'27}% S Sp(X)a [}/E’)ayi]a = 07 [Y},,Yz]a =0= [YZ’anl + Yv?]a =0.

Dokaz. Za dokaz ekvivalentnosti (b) = (c) pogledati ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu,
Stable Non-Gaussian Processes, str.180-181, propozicija 4.1.7). Dokazat ¢emo da (a) = (b).
Pretpostavimo da su Yy, Y 1 Y3 € sp(X) koji zadovoljavaju sljedece:

[}/;37}/1]04 = [}/37}/2]01 = 0.

Ocito je [Y3, Y] + Ys], = 0 ako i samo ako su Y] i Y5 umnosci jedna druge. Ako su Y; i Y
linearno nezavisni, tada slijedi:

E

— BBV, V3|V + Vi)
Ela1Y1 + a2Ys]Y: + Y3]
0

Prema korolaru (4.1.3) slijedi da je a; = as = 0 i onda dobijemo da je [Y3,Y) + Ys], = 0.
Sada ¢emo dokazati da (b) = (a). Neka je Y1, ..., Y, € sp(X). Bududi da je X
subgausovski sluéajni vektor, tada je i (Yi,...,Y,), tj. ¥; = AY2G;, j = 1,...,n, gdje je
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A~ Sy9(0,1,0) 1 (Gy,...,G,) normalan slucajni vektor s ocekivanjem 0. Tada vrijedi:
E[AYV2G,|AV2Gy, ... AY2G, )

E[E[AY2G,|A, Gy, ..., G ]|AYV2GY, . .., AV2G, ]
E[AY2E[G,|Gy, ..., G ]|AYV?GY,. .., AYV2G, ]

n—1
Cov(G;, Gy) 4
=E|) = AVRGIAVG,, . APG,
[Z Var(@) Gi|AVPGy, . ARG

E[Yn‘yrla ce 7Yn71]

n—1

Cov(G;, Gy)

A2q.
Var(G;) G

Il
(]

3 =
—_

Cov(G;, Gy)
Var(G;)

Yi,

o

=1

s ¢ime je dokazana tvrdnja. O

4.2 Simetricne uvjetne distribucije

U ovom potpoglavlju bavit ¢emo se simetri¢nim uvjetnim distribucijama. Ukoliko imamo
dvije slucajne varijable X; i X5 koje imaju zajednicku Sa.S stabilnu distribuciju, pitat ¢emo
se je li uvjetna distribucija od Xy uz uvjet X; simetricna. Odgovor na to pitanje ¢emo naci
u ovom potpoglavlju.

Nazalost, vidjet ¢emo da kada je zajednicka distribucija od X7 i Xy SaS s indeksom
stabilnosti 1 < a < 2, uvjetna distribucija od X uz uvjet X; nije uvijek simetri¢na oko
uvjetnog ocekivanja.

Sada pretpostavimo da je zajednicka distribucija od X; 1 X5 SaSs1 < a < 2. Znamo da
tada postoji konstanta ¢ € R takva da vrijedi: E[X5|X;] = ¢X;. Ako je uvjetna distribucija
od X5 uz uvjet X; simetri¢na, onda nuzno mora biti simetri¢cna oko cXi, tj. za sve Borelove
skupove B; i By mora vrijediti da je:

P(XQ — CX1 € BQ|X1 c Bl) = P(CXl — XQ € B2|X1 € Bl> g.8. (421)
Vrijedi:
P(Xl c Bl,XQ — CX1 c BQ)
P(Xy—cX, € By|X, € By) =
(Xo —cXy 2| X1 1) P(X, € By)
te

P(Xl € Bl,CXl - X2 € BQ)

P(cX) — X5 € Byl X, € By) = PX, € B)) :
1 1

iz ¢ega slijedi da je:
P(X; € By, Xy — Xy € By) = P(X; € By,cX; — X5 € By).
Iz ovog slijedi da je X5 uz uvjet X; simetricna oko cX; ako i samo ako vrijedi:
(X1, Xo — cX1) 2 (X1, cX; — Xo).
A prethodna relacija vrijedi ako i samo ako vrijedi:
(X1, Xs) £ (X1,2¢X; — Xo). (4.2.2)
U sljedec¢oj lemi ¢emo iskazati alternativni prikaz karakteristi¢ne funkcije slucajnog vek-

tora (Xl, XQ)
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Lema 4.2.1. Neka je zajednicka distribucija od X1 @ Xo SaS s indeksom stabilnosti 0 < o <
2. Tada postoji jedinstvena konstanta b i mjera o na R koja zadovoljava da je ffooo [t|*o(dt) <
00, tako da vrijedi da je:

o0

E mmﬂ@x¢+@xg4:uxp{_/

—00

w1+9ﬂwaau)—bwﬂa}. (4.2.3)

Za dokaz vidjeti (7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
182-183, lema 4.2.1).

Sada ¢emo iskazati teorem koji govori o uvjetu kada je uvjetna distribucija od X5 uz uvjet
X, simetri¢na koriste¢i pritom alternativni prikaz karakteristicne funkcije koji smo iskazali
u prethodnoj lemi.

Teorem 4.2.2. Neka X, i Xy imaju zajednicku SaS distribuciju s 1 < o < 2. Tada je
wvjetna distribucija od Xo uz uvjet Xy simetricna za neki ¢ € R ako i samo ako njen prikaz
(4.2.3) ukljucuje mjeru o koja je simetricna oko c.

Dokaz. Koristedi (4.2.3) dobijemo sljedece:

Elexp{i(01 X1 + 02X3)}] = Elexp{i(01 X1 + 02(2c¢X; — X3))}]
= E[{Z(gl + 2002)X1 — QQXQ}]

:wﬂ—/ 161 + 200, — Ot (dt) — b|6o]*}
:wM—/ 6 + 0s(2¢ — £)] 0 (dE) — b|6]}
:wm_/ 0, + 02501 (ds) — b|6a]" ),

ako postavimo da je s = h(t) = 2c — t i ako stavimo da je oy inducirana mjera h(o) =
oo h™l. Stoga slucajni vektor (X, X,) ima prikaz (4.2.3), ali s mjerom o;. Bududi da je
prikaz jedinstven, (4.2.2) je ekvivaletno tome da je 0 = o;. Buduéi da je transformacija
t — h(t) = 2¢ — t reflektira tocke u R oko ¢, relacija o = o7 znaci da je o simetricna mjera
oko c. O

Sada ¢emo iskazati sljedeci korolar u kojem ¢emo navesti jos jedan uvjet kada je uvjetna
distribucija X5 uz uvjet X, simetri¢na, samo ovaj put ne¢emo koristiti mjeru o.

Korolar 4.2.3. Neka je zajednicka distribucija od X; i Xo SaS s indeksom stabilnosti
1 < a < 2. Tada je uvjetna distribucija od Xo uz uvjet Xy simetricna oko cXy ako ¢ samo
ako vrijedi da je:

(X1, X5) £ (Y4, Y2) + (Y1, 2¢Y; — V), (4.2.4)

gdje je zajednicka distribucija od Yy 1 Yy SaS te je slucajni vektor (}71,)72) nezavisan od
(Y1,Y3) @ jednako distribuiran kao i (Y1, Ys).

Dokaz. Moramo dokazati kako vektor (X7, X5) ima jednako distribuciju kao (X7, 2¢X; — X5):

(X1, Xs) = (V1,Ya) + (Y1), 2¢Y; — Ya)
= (V1 4 Y1),2¢Y; + Yy — Ya)
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(X1,2eX) — Xo) = (Vi + Y1), 2¢(Ys + Y1) — (2¢Y) + Vs — Ya))
= (Y1 + Y1, 2¢Y; + Y2 — Ya).
Iz ovog vidimo kako su (X7, X5) 1 (Xi,2¢X; — X5) jednako distribuirani.
Sada ¢emo dokazati nuznost.

Neka su (Z1, Zo) i (Z1,Y2) nezavisni i jednako distribuirani slu¢ajni vektori kao (X1, X3).
Prema definiciji stabilnosti i (4.2.2) slijedi:

<X17 XQ) i

2-Y((Zy, Zo) + (21, Zs))
2V ( 2y, Z) + (%, 202 — 7))

= (1/'173/2> + (ﬁ?QCi;l - fYV’2)7

|

gdje je (V1,Ya) = 27Y%(Z1, Zo) i (1, Ya) = 272y, Zs). [

4.3 Linearna ovisnost

U ovom poglavlju ¢emo proucavati linearnu ovisnost sluc¢ajnih varijabli koje imaju zajednicku
SasS distribuciju. Prvo ¢éemo definirati sto to znaci da je jedna slucajna varijabla ovisna o
drugoj.

Definicija 4.3.1. Slucajna varigabla Xs je linearno ovisna o slucajnoj varijabli X; ako
postoji konstanta ¢ € R 1 slucagna varijabla Y nezavisna od X, takva da vrijedi da je:

Linearna ovisnost kod slucaja Sa.S distribucija je povezana s simetrijom i stabilnosti
uvjetnih distribucija.

Neka X; i Xy imaju zajednicku SaS distribuciju s a < 2. Ako je X, linearno zavisna
o Xi, tada sve uvjetne distribucije od X5 uz uvjet X; = x1, gdje je —o0 < 1 < 00, su
simetricne oko cx; 1 a-stabilne.

Sljedeca lema pokazuje da u slucaju kada je 1 < o < 2, simetri¢nost i stabilnost uvjetnih
distribucija vrijedi samo u sluc¢aju linearne ovisnosti. Slucaj kada je a < 1 je jo§ uvijek
nerazjasnjen.

Lema 4.3.2. Neka slucajne varijable X1 1 X5 imaju zajednicku SauS distribuciju s 1 < a < 2.
Ako su sve uvjetne distribucije od Xo uz uvjet X, simetricne a-stabilne, tada vrijedi da je:

X2 = CX1 + Y
za neki realan ¢ 1 slucajnu varigablu Y sa SaS distribucijom, nezavisnu od Xj.

Dokaz. Buduéi da su sve uvjetne distribucije od X5 uz uvjet X; a-stabilne i simetri¢ne,
karakteristicna funkcija od X5 uz uvjet X; je jednaka:

E[exp(192X2|X1)] = exp{—]QQ‘aM(Xl) + ZQQN(X1>},
gdje je M > 0 izmjeriva funkcija i gdje prema teoremu (4.1.2) vrijedi:

N(X1) = E[X5|X1] = Xy, gss..
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Neka je:
7 = X1+ (M(X1))Y*Z,, (4.3.2)

gdje je Zy ~ S,(1,0,0) slucajna varijabla nezavisna od X;. Buduéi da sve uvjetne distribucije
od Z uz uvjet X; se preklapaju s uvjetnim distribucijama od X, uz uvjet X, imamo da je:

(Z,X1) L (Xa, X3). (4.3.3)

Iz ovog slijedi da Z i X; imaju zajednicku SauS distribuciju i stoga linearna kombinacija
(M(X\))/*Zy = Z — ¢X, ima Sa.sS distribuciju. Stoga, postoji neki o za realan 6, takav da
vrijedi:
exp{—|0|“c} = E[exp{if M (X,)"* Z,}]
— E E[exp{id M (X1)"* Zy| Zy}]
= Elexp{—[0]"M(X1)}].

M(X;) = 0® g.s. je jedinstveno rjesenje ove jednadzbe. 1z (4.3.2) i (4.3.3) slijedi da je:
Xg i CXl + O'ZQ7
s ¢ime je dokazana ova lema. O

Znamo da su slucajne varijable koje imaju zajedni¢ku normalnu distribuciju uvijek line-
arno zavisne, medutim to nije slucaj kada su u pitanju Sa.S distribucije o cemu nam govori
sljedec¢a propozicija.

Propozicija 4.3.3. Neka slucajne varijable Xy © X imaju zajednicku SauS distribuciju s
1 < a < 2. Tada su obje uvjetne distribucije Xo uz uvjet X1 1 X1 uz uwvjet Xo simetricne
a-stabilne ako 1 samo ako su ili Xy 1 Xy nezavisne ili proporcionalne jedna drugos.

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
186-187, propozicija 4.3.2).

4.4 Moment slucajnog vektora

U ovom poglavlju bavit ¢emo se momentom slucajnog vektora. Pokusat ¢emo nadi uvjet
kada taj moment postoji.

Neka je X = (X7, ..., X,) sluéajan vektor u R™ s a-stabilnom distribucijom s indeksom
stabilnosti 0 < a < 2 i neka su py, ..., p, nenegativni brojevi. Zelimo naéi nuzan i dovoljan
uvjet za py, ..., p, kako bi moment slucajnog vektora E[| X [P1| X5[P2 ... | X, |P] bio konacan.

Znamo da ako su X, j = 1,2,... nezavisne, tada je:

B[|Xq [P X7 . [Xa|P] = B[ X P E[XR[7] . B[ X [] < oco.

A to vrijedi ako i samo ako sup; < a, j =1,...,n. Ako susvi X;, j = 1,...,n jednaki,
tada je E|X1|P1| Xo|P2 ... | X, [P = E| X [P*T TP < 00 ako i samo ako je py + -+ + p, < .
Sada ¢emo definirati Sto to znaci da su neke slucajne varijable n-terostruko zavisne.

Definicija 4.4.1. Slucajne varijable X;, j = 1,2... su n-terostruko zavisne ako vrijedi da
Je:
miz € E: fi(x)fa(x) - folx) # 0} >0,

gdje je m mjera.
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n-terostruku zavisnost mozemo definirati i preko spektralne mjere o cemu govori sljedeca
definicija.

Definicija 4.4.2. Slucajne varijable X;, j = 1,2,... sun-terostruko zavisne ako i samo ako
vrijedi da je:
I{sesS,:s1#0,85#0,...,8, #0} >0,

gdjge je I' spektralna mjera.

Sada ¢emo iskazati lemu koja koristi ¢injenicu da su Xj;, j = 1,2,...,n, koje imaju
zajednicku a-stabilnu distribuciju, n-terostruko zavisne da bismo nasli uvjet kada je moment
slucajnog vektora X = (X7, ..., X,) konacan.

Lema 4.4.3. Neka X4, ..., X, imaju zajednicku a-stabilnu distribuciju i neka su n-terostruko
zavisni. Tada je E | X1 [P Xa|P2 ... | X, |P» < 00 ako i samo ako vrijedi da je p1+ ...+ pn < a.

Dokaz. Pretpostavimo da je E[| X [P | XaP2 ... | X,|P"] < ccinekaje A={z € E: fi(z) - fu(z) #
0}. Za svaki j = 1,2,...,n, definiramo sljedece:

/f] )iZ; = fi(x)M(dx).
Ac

Slucajni vektori (Y3,...,Y,) i (Z1,...,Z,) su nezavisni zato sto su A i A¢ disjunktni. Neka
je:
oo > B[ Xy [t - - E[[ Xo[["" = E[[Y1 + Z1 +m "] - - E[[Yo + Zn + 1 [].

To implicira sljedece:
oo > E[|Y] + 2P -+ |V, + 2|7

/ / (V1 + 2" > 21, Yo+ zaf™ > 2p)day - - day,

za bilo koji A > 0 gdje je
AP1 A\Pn
/ / P(Y1+ 217t > w1, .., Yo + 20|P" > 2)dxy - - - dy,. (4.4.1)
)\)Pl ,\)Pn

Vrijedi da je hm J(A) =

S druge strane ako zamijenimo svaki z;, j = 1,2,...,n u (4.4.1) gornjom granicom A\’
j=1,2,...,n dobijemo:

J(A) > ON AP DYy 4 24| > A, Vi + 20| > A)
> O AP P([Y] > 20, Y] > 2))

za neku pozitivnu konstantu C' i dovoljno velik A. Slijedi da postoji pozitivna konstanta
C < C takva da je:

() > Cr2-o g, An e / (min_[fi(x)|")m(da)

za dovoljno velik A. (Za detalje pogledati ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-
Gaussian Processes, str.194, korolar 4.4.3.) Integral na desnoj strani je pozitivan zato $to
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n-terostruka zavisnost implicira da je m(A) > 0. Buduéi da J(\) — 0, mora vrijediti da je
p1+ -+ pn < a. Dovoljnost slijedi iz Holderove nejednakosti:

EX0 P X ] < [TBXpr s/ < oo,
k=1

Slijedi tvrdnja. O]

4.5 Asociranost slucajnih varijabli sa stabilnom distribucijom

U zadnjem potpoglavlju ¢emo definirati asociranost slucajnih varijabli. Razlikujemo pozi-
tivnu i negativnu asociranost. Iskazat ¢emo i uvjete kada su slucajne varijable koje imaju
zajednicku a-stabilnu distribuciju pozitivno, odnosno negativno asocirane. Prvo ¢emo defi-
nirati kada su slucajne varijable pozitivno asocirane.

Definicija 4.5.1. Za slucajne varyable X1, ..., X, se kaZe da su pozitivno asocirane, ako
za bilo koje funkcije, f,qg: R™ — R, koje su nepadajuce, vrijedi da je:

Cou(f(X1,...,Xn),9(X1,..., X)) >0,

kad kovarijanca postoji.

Tada sljedeéi teorem daje nuzne i dovoljne uvjete da bi slucajne varijable koje imaju
zajednicku a-stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti 0 < o < 2 bile pozitivno asocirane.

Teorem 4.5.2. Neka slucajne varijable Xy, ..., X, imaju zajednicku a-stabilnu distribuciju
s 0 < a < 2, sa spektralnom mjerom T' na jedinicnoj sferi Sq uw R™. Tada su Xi,...,X,
pozitivno asocirane ako i samo ako spektralna mjera I' zadovoljava uvjet da je:

res,)=0, (4.5.1)
gdje je
S, = {(31,...,3n) €S, zanekei,je{l,...,n},s;>01s, <0}.
Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
204-207, teorem 4.6.1).
Sada ¢emo definirati kada su slucajne varijable negativno asocirane.

Definicija 4.5.3. Za slucajne varijable Xy, ..., X, kaZemo da su negativno asocirane ako
za bilo koji 1 < k < n, bilo koje funkcije f : R¥ — R i g : R"* — R koje su nepadajuée
vrijedi:

Cov(f(Y),9(2)) <0
kada kovarijanca postoji i gdje su' Y = (X1,...,Xy) 1 Z = (X1, ..., Xp) slucajni vektori
cije su komponente Xy, ..., Xk, Xpi1, ..., X, komponente slucajnog vektora X.

Sada ¢emo iskazati teorem koji daje nuzne i dovoljne uvjete da bi slucajne varijable koje
imaju zajednicku a-stabilnu distribuciju s indeksom stabilnosti 0 < a < 2 bile negativno
asocirane.
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Teorem 4.5.4. Neka slucajne varijable Xy, ..., X, imaju zajednicku a-stabilnu distribuciju
s 0 < a < 2, sa spektralnom mjerom I' na jedinicnoj sferi Sq v R™. Tada su Xi,...,X,
negativno asocirane ako i samo ako spektralna mjera I' zadovoljava uvjet da je:

I'(s,) =0, (4.5.2)
gdje je

S,J{—{(sl,...,sn)esn: za neke i # 7, i,jE{l,...,n},sisj>0}.

Za dokaz vidjeti ([7] G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu, Stable Non-Gaussian Processes, str.
208, teorem 4.6.3).

43



5 Zakljucak

U ovom radu smo proucavali stabilne distribucije. Na poc¢etku smo se upoznali sa slucajnim
varijablama koje imaju stabilne distribucije. Iskazali smo ¢cetiri ekvivalentne definicije sta-
bilnih distribucija, a zatim smo iskazali i dokazali njihova svojstva. Stabilne distribucije su
karakterizirane sa cetiri parametra: indeksom stabilnosti, parametrom asimetrije, parame-
trom pomaka i parametrom skaliranja. Vidjeli smo i dokazali kako za simetricne stabilne
distribucije mora vrijediti da su parametar asimetrije i parametar pomaka jednaki 0 te smo
vidjeli da za strogo stabilne distribucije mora vrijediti da je parametar pomaka jednak 0.

U drugom poglavlju smo se bavili slu¢ajnim vektorima koji imaju stabilnu distribuciju.
Pri definiranju stabilnih distribucija slucajnih vektora, vidjeli smo da je to analogno onom za
slucajne varijable. Dalje smo vidjeli da ukoliko sluc¢ajan vektor X ima stabilnu distribuciju,
tada i svaka linearna kombinacija komponenti od X ima stabilnu distribuciju. Nazalost,
obrat vrijedi samo u sluc¢aju kada sve linearne kombinacije imaju strogo stabilne distribucije
ili ako je 1 < a < 2. Dalje smo definirali karakteristicnu funkciju slucajnog vektora te
se upoznali sa spektralnom reprezentacijom tog vektora. Takoder smo nasli uvjete kada
sluc¢ajni vektori imaju strogo stabilnu, odnosno simetri¢nu stabilnu distribuciju. Buduéi da
za 0 < a < 2 neki pojmovi, kao sto je kovarijanca, ne postoje, uveli smo druge pojmove, kao
Sto je kovarijacija, da bismo mogli dokazati neka svojstva stabilnih distribucija.

Na kraju smo se upoznali sa strukturama zavisnosti stabilnih distibucija. U prvom
potpoglavlju bavili smo se regresijskim modelom gdje smo se pitali cemu je jednako uvjetno
ocekivanje kada slucajne varijable imaju zajednicku Sa.S distribuciju te je li regresija tada
linearna. Dosli smo do zakljucka da je regresija linearna. Dalje smo se bavili simetricnim
uvjetnim distribucijama gdje smo vidjeli da ako dvije slu¢ajne varijable imaju zajednicku
SasS distribuciju, tada vrijedi da je i uvjetna distribucija simetri¢na ako i samo ako ukljucuje
mjeru koja je simetricna oko nekog ¢ € R. Dalje smo proucavali linearnu ovisnost gdje smo
zakljucili da ako su sve uvjetne distribucije od X5 uz uvjet X; simetri¢ne i a-stabilne, tada
je X5 ovisna o X;. Zatim smo proucavali kada je moment slucajnog vektora konacan u
slucaju kada njegove komponente imaju zajednicku a-stabilnu distribuciju. Na kraju smo
samo definirali pozitivnu i negativnu asociranost slucajnih varijabli koje imaju zajednicku
a-stabilnu distribuciju te smo iskazali nuzne i dovoljne uvjete kako bi slucajne varijable, koje
imaju zajedni¢ku a-stabilnu distribuciju, bile pozitivno, odnosno negativno asocirane.

Vidjeli smo kako stabilne distribucije dozvoljavaju asimetriju i teske repove. Stoga mnoga
svojstva koja vrijede za normalne distribucije, ne vrijede za stabilne distribucije. Vidjeli smo
i takoder da funkcija gustoce stabilnih distribucija (osim u iznimnim slu¢ajevima) ne postoji
u zatvorenom analitickom obliku i zato smo koristili karakteristicnu funkciju.
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada je upoznavanje sa stabilnim distribucijama i strukturama za-
visnosti stabilnih distribucija. U radu smo se bavili stabilnim distribucijama sluc¢ajnih va-
rijabli, a zatim sluc¢ajnih vektora. Na pocetku smo se upoznali sa stabilnim distribucijama
slucajnih varijabli te definirali kada su te distribucije simetri¢ne stabilne, odnosno strogo
stabilne. Naveli smo i dokazali neka svojstva stabilnih distribucija. Dalje smo se bavili sta-
bilnim distribucijama slucajnih vektora te uveli pojmove poput kovarijacije, kovarijacijske
norme, Jamesove ortogonalnosti, kodiferentnosti, a-slucajne mjere te prikaza slucajnih va-
rijabli preko integrala. Na kraju smo proucavali strukture zavisnosti stabilnih distribucija.
Gledali smo poveznicu stabilnih distribucija i linearne regresije, simetri¢nih uvjetnih distri-
bucija, linearne ovisnosti, momenta slu¢ajnog vektora i asociranosti sluc¢ajnih varijabli.

Summary

The aim of this diploma thesis is to introduce stable distributions and dependence struc-
tures of multivariate stable distributions. In the beginning we introduced stable distributions
of random variables and defined symmetric stable and strictly stable distributions. We sta-
ted and proved some properties of stable distributions. Moreover, we were dealing with
stable distributions of random vectors and we introduced some new terms like covariation,
covariation norm, James orthogonality, codifference, a-stable random measure and integral
representation of random variables. In the end we were studying dependence structures
of multivariate stable distributions. Furthermore, the relation between stable distributions
and linear regression, symmetric conditional laws, linear dependence, joint moments and
association of random variables were analysed.
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