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Sazetak

U ovom zavr$nom radu upoznat ¢emo se s kvadratnim ostatcima i nekim njihovim pri-
mjenama. U uvodu ¢emo definirati kvadratne ostatke i navest ¢emo neke primjere. U prvom
poglavlju definirat éemo Legendreov simbol i navest ¢emo osnovna svojstva Legendreova
simbola koja ¢emo primijeniti na primjeru. Upoznat é¢emo se i s Eulerovim teoremom. U
drugom poglavlju iskazat ¢emo i dokazati Gaussovu lemu i kvadratni zakon reciprociteta te
¢emo vidjeti primjenu kvadratnog zakona reciprociteta. U tre¢em poglavlju definirat éemo
Jacobijev simbol te ¢emo se susresti sa svojstvima Jacobijeva simbola koja ¢emo iskoristiti
u primjeru. U posljednjem poglavlju iskazat ¢emo i dokazati nekoliko primjena kvadratnih
ostataka na rjeSsavanje diofantskih jednadzbi.
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Kvadratni ostatci, Legendreov simbol, Eulerov teorem, Gaussov (kvadratni) zakon reci-

prociteta, Jacobijev simbol



Quadratic residues and its applications

Summary

In this final paper we are going to introduce ourselves to quadratic residues and some of
its applications. At the beginning, we will define quadratic residues and give some examples.
In the first chapter, we will define Legendre’s symbol, enlist the basic properties of Legendre’s
symbol and use those properties on an example. We will be, as well, introduced to Euler’s
theorem. In the second chapter, we are going to express and prove Gauss’s lemma, quadratic
law of reciprocity and we will show the usage of quadratic law of reciprocity. In the third
chapter, we will define and introduce ourselves to the properties of Jacobi symbol and we’ll
show the usage of the properties on an example. In the last chapter, we are going to express

and prove some of applications of quadratic residues on Diophantine equations.
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Quadratic residues, the Legendre symbol, Euler’s theorem, Gauss’(quadratic) reciprocity
law, the Jacobi symbol
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Uvod

Za pocetak definirajmo $to su to kvadratni ostatci:
Definicija 1. Neka je (a,n) = 1. Ako kongruencija
r°=a (modn), a€Z

ima rjesenja, onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U suprotnom za a kaZemo

da je kvadratni neostatak modulo n.

U Definiciji 1 nuzan je uvjet (a,n) = 1, odnosno samo su u tom sluc¢aju definirani
kvadratni ostatci i neostatci. Primjerice, konvergencija x> = 0 (mod n) uvijek ima rjesenja,

ali 0 nije niti kvadratni ostatak niti kvadratni neostatak modulo n.

Primjer 1. Odredimo kvadratne ostatke modulo 11.

Rjesenge:

Imamo:
1> = 1 (mod11)
¥ = 4 ([mod 1)
32 = 9 (mod 11)
42 = 16 (mod 11) =5 (mod 11)
5 = 25 (mod11)=3 (mod 11)
6 = 36 (mod11)=3 (mod 11)
77 = 49 (mod11)=5 (mod 11)
82 = 64 (mod11)=9 (mod 11)
92 = 81 (mod11)=4 (mod 11)

10° = 100 (mod 11)=1 (mod 11)

Dakle, 1, 3, 4, 51 9 su kvadratni ostatci modulo 11, a kvadratni neostatci modulo 11 su
2,46, 7,8, 10.

Primjetimo kako u Primjeru 1 imamo 5 kvadratnih ostataka i 5 kvadratnih neostataka.

To nas dovodi do prvoga teorema:

Teorem 1 (vidjeti [2, Teorem 4.1.]). Neka je p neparni prost broj. Reducirani sustav ostataka

modulo p sastoji se od Pg—l kvadratnih ostataka i ”Tl kvadratnih neostataka.

Dokaz. Reducirani sustav ostataka modulo p moze biti i skup {—p%l, e, —3,—-2,-1,1,2,3,
oy ’%1} Svaki kvadratni ostatak modulo p kongruentan je kvadratu nekog od tih brojeva,
odnosno svaki kvadratni ostatak modulo p kongruentan je nekom od brojeva {12,22% 3%, ...,

&



i

Potrebno je jo§ pokazati da su brojevi {1, 2,3, ..., p%l} medusobno razli¢iti, odnosno da su ti
brojevi medusobno nekongruentni modulo p.

Pretpostavimo da je m? = n? (mod p), za m,n € {1,2,..., %'}, Tada imamo: p | m? — n?,
tj. p| (m—n)(m+n). Tada je (m —n)(m+n) =0 (mod p), paje (m—n) =0 (mod p) ili
(m+n) =0 (mod p), a to je u suprotnosti s pretpostavkama za min jer je 0 <m—n <p
10 <m+n <p. Dakle, m —n =0, tj. m = n, Sto je i trebalo pokazati. U

Primjer 2. Koristeéi Teorem 1, vidimo da prost broj 5 ima 2 kvadratna ostatka 1 2 kvadratna

neostatka. Kvadratni ostatci modulo 5 su 11 4, a kvadratni neostatci modulo 5 su 2 1 3.

Primjer 3. Prema Teoremu 1, prost broj 29 ima 14 kvadratnih ostataka i 14 kvadratnih

neostataka. Dovoljno je pogledati 12,22, - - - | (%)2 1 tako éemo dobiti sve kvadratne ostatke

modulo 29.



1 Legendreov simbol

U ovom poglavlju definiramo i analiziramo Legendreov simbol. Ime je dobio po francu-
skom matematic¢aru Adrien-Marie Legendreu. Zadan nam je neparan prost broj p i cijeli
broj a. Dakle:

Definicija 2. Neka je a cijeli broj i p neparan prost broj. Legendreov simbol (%) definiran

je na sljedeci nacin:

a 1, ako je a kvadratni ostatak modulo p
(—> =< —1, ako je a kvadratni neostatak modulo p .
0, ako je a djeljiv s p

Primjer 4. Neka je p = 7. Kwvadratni ostatci modulo 7 su 1, 2, 3. Kvadratni neostatci

modulo 7 su 3, 5, 6. Prema Definiciji 2 imamo sljedece:

0-6)-()-
3)-()-()-

(?) =0, Vk € Z.

Iskazimo sada 1 dokazimo Eulerov teorem:

Teorem 2 (Eulerov teorem, vidjeti |2, Teorem 4.2.]). Za svaki cijeli broj a i neparni prosti

(9) =a"T  (mod p).

p

broj p vrijeds

Dokaz. Promatrat ¢emo 3 slucaja: <%> = (%) = 1, <%> =-1.

e Ako uzmemo prvi sluc¢aj, odnosno (%) = 0, onda prema Definiciji 2 imamo da je a

djeljiv s p, pa je a'T =0 (mod p) pa je polazna tvrdnja zadovoljena.

e Promatramo drugi slucaj, tj. neka vrijedi (%) = 1. Tada postoji xy € Z sa svojstvom

da je 2§ = a (mod p). Iz Malog Fermatova teorema (vidjeti |5, Theorem 5|) imamo:

a7 = xg_l = (mod p), ¢ime je dokazan i drugi slucaj.
e Neka je sada (%) = —1. Tada kongruencija > = a (mod p) nema rjefenja. Za svaki

i € {l,....,p— 1} uzmimo j € {1,...,p — 1} tako da je i - j = a (mod p) (to moZemo

napraviti na jedinstven nacin koristeéi (vidjeti 2, Teorem 3.5|). Primijetimo da je

i # j jer kongruencija 2 = a (mod p) nema rjefenja. Skup {1,...,p — 1} raspada se

na 21 parova (i,7). Za te parove (i,j) vrijedi i - j = a (mod p). Tada imamo 2%



kongruencija. Mnozeéi sve te kongruencije te koriste¢i Wilsonov teorem (vidjeti [5,

Theorem 3|), dobivamo:
p—1
a?z =(p—1)=-1 (mod p)
¢ime smo dokazali i treci slucaj.

0

Dakle, Eulerov teorem kaze da je a kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako vrijedi

daje 'z =1 (mod p).
Primjer 5. Koristeci Eulerov teorem provjerimo je li 3 kvadrati ostatak modulo 17.
Rjesenge:

3 =32 =% (mod I7),

17
PF=3)=(-8'=88=(-4)(-4)=16=-1 (mod 17).

Dakle, 3 je kvadratni neostatak modulo 17, tj. kongruencija z? = 3 (mod 17) nema rjeSenja.

Navedimo sada neka bitna svojstva Legendreova simbola:

Propozicija 1 (vidjeti |2, Propozicija 4.3.]). Za neparan prost broj p i za svaka dva cijela

broja a, b, vrijeds sljedece:

1) Ako je a =b (mod p), onda je (%) = (%) .

2 (2)-()- (3)

3) Ako je (a,p) =1, onda je (“—2> = II;

p

1\ _ 1) _ Pt _ 1, ako je p=1 (mod 4),
4)()_1’< >_<_1) _{—1,akojepz3(mod4).

pA-1 1, ako je p=1,7 (mo
) (3) = (-0 = { e r Ll

),
—1, ako je p=3,5 (m .

)

Dokaz. 1) Ako je a = b (mod p), onda kongruencija * = a (mod p) ima rjeSenja ako i

8
8

oMo

samo ako kongruencija z? = b (mod p) ima rjesenja.

2) Koristenjem Eulerova kriterija iz Teorema 2 imamo sljedece:

(%) (%) = a7 bF = (ah)'F = (%) (mod p),

pa, buduéi da je Legendreov simbol jednak 1, -1 ili 0, slijedi jednakost.

3) Kongruencija z? = a? (mod p) ocito ima rjesenje = = a.



4) (%) = 1 je specijalni slu¢aj svojstva 3).

Dokazimo da je (—_1> — (_1)%. Koristeéi Eulerov kriterij, dobivamo da je <_?1> =

(-1)*z (mod p).

Ako je p=1 (mod 4), onda je 221 paran broj pa je (‘7) =

Ako je p =3 (mod 4), onda je & neparan broj pa je (%) =—1.

2

5) Koriste¢i Eulerov kriterij vrijedi da je <;) = 25 (mod p). Prvo ¢emo si olaksati

dokazivanje ove tvrdnje te ¢emo dokazati sljedec¢e kongruencije:

IS

gl (—1)%1 (mod p), ako je p=4n + 1,
(—1)%1 (mod p), ako je p=4n+ 3.

Ako vrijedi p = 4n + 1, odnosno p = 1 (mod 4), onda imamo:

(4n)! = (1-3---(4n—1))(2-4---4n) (mod p)
= (1-3---(4n—-1))(1-2 2n)22"
= (1:3---2n—-1))((2n+1)(2n+3) -+ (4n — 1))(1 - 2---2n)2%"

(
(
(
(
(
(=

1" 2" (4n)!  (mod p).

Kako je p > 4n, slijedi da je (p, (4n)!) = 1. 1z prethodnoga izraza dobivamo:

1=(-1)"-2""=(-1)"7 -2 (mod p).

Odatle je 2" = (—1)"T (mod p), za p=1 (mod 4).
Analogno se dobije i da je 2"z = (—l)pr1 (mod p), za p =3 (mod 4).

Sada treba razmotriti sve mogucénosti:

(=1)(=3)---(—2n+1))(-1)"((2n+1)2n+3)---(dn—1))(1-2--
dn(dn—2)---(2n+2))(-1)"(2n+1)2n+3)---(4n—1))(1-2--

-2n)2%"
-2n)2%"

p =1 (mod 8): imamo da je p =1 (mod 4 ip;l'eparanbro'te'e2p2;lzl
J 7 J J €]

(mod p);
p =3 (mod 8): sadaimamo p =3 (mod 4) i p“ je neparan broja pa je 2"z =1
(mod p);
p = mod 8): u ovom je slu¢aju p = 1 (mod 4) i 21 je neparan broj te je
J J 1
%% =—1 (mod p);
p = 7 (mod 8): ovdje je p = 3 (mod 4) i p+1 je paran broj pa je 2°z 5 = [
(mod p).
Sada iz prethodnih sluc¢ajeva direktno slijedi tvrdnja.
]

Primjer 6. Koristeci svojstva iz Propozicije 1, izracunajmo sljedece Legendreove simbole:






2 Gaussov zakon reciprociteta i primjene

Neka su p i ¢ prosti brojevi. Ako kongruencija 2> = p (mod ¢) ima rjeSenja, odnosno
ako je p kvadratni ostatak modulo ¢, onda ne mozemo jasno vidjeti je li ¢ kvadratni ostatak

2 = ¢ (mod p) ima rjeSenja. RjeSenje ovoga problema

modulo p, odnosno da kongruencija x
daje nam Gaussov (kvadratni) zakon reciprociteta koji ¢emo proucavati u ovom poglavlju.
Tvrdnju toga teorema prvi su naslutili Legendre i Euler, no Gauss ga je prvi dokazao. Kako
Pitagorin teorem mozemo smatrati najvaznijim rezultatom u geometriji, tako i Gaussov
zakon reciprociteta mozemo smatrati kljuénim rezulatatom u teoriji brojeva koji se pojavljuje
pri proucavanju kvadratne diofantske jednadzbe. Buduci da je to klju¢an teorem, danas je
poznato vise od 240 razli¢itih dokaza.

Kako bismo uspjesno dokazali Gaussov zakon reciprociteta, potrebna su nam sljedeca
dva pomoc¢na rezultata koja potkrijepljujemo i odgovaraju¢im dokazima i primjerima.
Teorem 3 (Gaussova lema, vidjeti |2, Teorem 4.4.]). Neka je p neparan prost broj i neka je

p—1,
2

pri dijeljenju s p. Ako sa m oznacimo broj ostataka koji su veci od &, tada je (%) =(—-1)"

(n,p) = 1. Promotrimo brojeve n,2n,3n, ..., n, te njthove najmanje nenegativne ostatke

(mod p).

Dokaz. Ozna¢imo s 71, ..., 7y, ostatke koji su veci od & te sa sy,..., s, preostale ostatke. Ti
ostatci su medusobno razli¢iti i niti jedan od njih nije jednak nuli. Neka je m + &k = p;21.
Brojevi p — r; medusobno su razliciti i vrijedi 0 < p —r; < £, za i = 1,...,m. Takoder

vrijedi da niti jedan p — 7; nije jednak nekom s;. Kada bi bilo da je p — r; = s;, onda je
r; = an (mod p), s; = fn (mod p), za 1 < o, B < ’%1, pa bi iz n(a+ ) = 0 (mod p) i
(n,p) = 1 slijedilo da je a+ 5 =0 (mod p), a to je nemoguce jer je 2 < a+ 5 < p—1. Zato

su svi brojevi p —ry,...,p — Tm, S1, - - - , S, medusobno razli¢iti. Tih brojeva ima ’%1 1 oni
su elementi skupa {1,2,..., 2%}, To su upravo brojevi 1,2, ..., 22 u nekom poretku. Sada
2 J 2
mnoze¢i dobivamo:
p—1
(p—rl)-...-(p—rm)-sl-...-sk:1-2-...-7.
Iz prethodnoga je
-1
12 B2 = (r) ()t (mod p)
= (=)™ -...oTm-S1+...- S (mod p)
= (-1)"n-2n-3n-...- — )" (mod p)
. p—1 P — 1
= (-1)"-nz - 1-2-...-—— (mod p).
Skrac¢ivanjem kongruencijes 1-2-...- p;21, dobivamo

1=(-1)™- n'T (mod p).

Koristec¢i sada Eulerov teorem slijedi da je

(2) =7 = (-1)™ (mod p),

p

3



¢ime je Gaussova lema dokazana. O
Pogledajmo kako Gaussova lema funkcionira na primjeru:

Primjer 7. Uzmimo p =13 in =>5. Uocimo da je (5,13) = 1. Promatramo brojeve 5, 10,
15, 20, 25, 30 i njthove najmanje nenegativne ostatke modulo 13, a to su 2, 4, 5, 7, 10, 12.
Vidimo da imamo 3 ostatka koji su veci od % Primjenom Gaussove leme dobivamo da je

() = (—1)* = —1 (mod 13), odnosno 5 je kvadratni neostatak modulo 13.

Teorem 4 (vidjeti |2, Teorem 4.5.]). Ako je p neparan prost broj i (a,2p) = 1, onda je
p—1

.
. Ja S
(9) = (=1)!, gdje je t = g |—|. Takoder vrijedi
p o p

(2> . (_1)$ _ { 1, ako jep=11ili7 (mod 8),

1_9 -1, ako jep= 3l h (mOd 8)7

tj. broj 2 je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je p oblika 8k £ 1.

Dokaz. Oznacimo s n broj ostataka pri dijeljenju brojeva ja sa p koji su veéi od £, j =

p—1
1,..., B

o Ee i 4 A 5 s 1
T1, ..., Tn, 81, ..., Sk medusobno su razli¢iti i nijedan od njih nije jednak nuli te je n+k = 25=.

Kvocijenti pri tome dijeljenju su brojevi L%J Ako su brojevi a i p relativno prosti, tj. ako

. Neka su, nadalje, 7y, ..., r, ostatci veéi od £, a sy, ..., s, ostali ostatci. Brojevi

je (a,p) = 1, imamo:

pQI % : n k
Y ga=3pl ] +3 n+ s,
j=1 =1 & i=1 i=1

te

% n k n k
Zj = Z(p—ﬁ) +Zsi an—Zri—i-Zsi.
F=i1 =1 i=1 i=1

i=1

Sada, oduzimanjem prethodna dva izraza dobivamo

p=1 p=1
2 2 n
@-1Y5=p D1 -n| +2>
j=1 gt & i=1
Nadalje, imamo da je
o P
< 2 8
te je
p=1
2 1 2 '
(a— 12— =5S"1Z] — n (mod 2)
8 : P
g=1
p=1
2 -
Ako je a neparan broj, tj ako je (a,2p) = 1, onda iz ovoga slijedi da je n = ZL‘BJ (mod 2).
: p
g=1
Ako imamo da je a = 2, onda je n = 1% (mod 2) jer je L%J = 0 za j = 1,...,’%1. Sada

je, primjenom Gaussove leme, tvrdnja ovoga teorema dokazana. O



Primjer 8. Neka je p =17 ia = 5. Vrijedi da je (5,34) = 1. Koriste¢i Teorem 4, za

Z Jaj = Z[ J = 7 dobivamo da je (%) = (—1)" = —1. Takoder, primjemom
1=1
Teorema 4 uoczmo da je 2 kvadratni ostatak modulo 17 jer je 17 oblika 8k + 1, za k = 2.
Sada navedimo i dokazimo sam Gaussov zakon reciprociteta:

Teorem 5 (Gaussov (kvadratni) zakon reciprociteta, vidjeti [2, Teorem 4.6.]). Neka su p i

q razliciti neparni prosti brojeva. Tada vrijedi:

(p> <q) () = { 1, akojep=1 (mod4)ilig=1 (mod 4),

6 ]_9 —1, akojep=q=3 (mod4).

Dokaz. Neka je S = {(jp,kq) : j,k € Z,1 < j < 11 <k < 21}, Broj elemenata skupa
S je 4.2 Lakosev1d1dajp7équab110k0p1 <j<ig<k<EL Osim toga,
skup S mozemo podijeliti na dva disjunktna podskupa S; i S5,

S::;SlLJSE,

gdje su
Sy = {(jp, kq) € S : jp < kq},

Sy = {(jp,kq) € S : jp > kq}.

Ako je (jp,kq) € Si, onda je j < %. Takoder, % < % < Z. Stoga, imamo L%J < &
odakle slijedi da je L%’lj < gg—l.
{p=1) {a—1)
. o R e . NP
Dakle, broj elemenata skupa S; je Z | —]. Sli¢no, broj elemenata skupa Ss je Z |=—].
p : q
k=1 7=1

Prema tome je
p 1

<, kq Jpp_p—1 ¢-1
ZF”Z -

te je prema Teoremu 4

S (%) dobivamo:

sto je vrlo korisno u rjesavanju odgovarajucih zadataka.



Pogledajmo sada kako to funkcionira na primjerima:

Primjer 9. Odredimo (2—‘;).

Rjesenje:

Primjenom Gaussovog zakona reciprociteta i Napomene 1 dobivamo sljedece:
54 2 27 2 3 g 6721 3
_- = _ ) - — i " I " i — (_1) 8 i N S
67 67 67 67 67 67 67
67 g1, 31 67 1
= (-D-(—=—|-(-)z"z2=(-1)-(-)-|=)=(-]=1
0+ (5) 07 =00 (F) = (5)

Primjer 10 (vidjeti [2, Primjer 4.10.]). Proste brojeve p i q zovemo brojevi blizanci ako je
q = p+2. PokaZimo da postoji cijeli broj a takav da p | (a®> —q) ako i samo ako postoji cijeli
broj b takav da q | (b* — p).

Rjesenje:
Uoc¢imo najprije da je jedan od brojeva p, q oblika 4k + 1, a drugi 4k + 3. Vrijedi:

dJac€Z:pla*—q <= Fac€Z:a>—q= (modp) <= Fa€Z:a>=q (modp)

= ()1 = (oo ()

<« JeZ:V¥*’=p (modq) «—= FIEZ:q|b —p.

Jos jedna primjena Gaussovog zakona reciprociteta je Pepinov test prostosti. Njega koristimo
za ispitivanje prostosti Fermatovih brojeva. Fermatovi brojevi su brojevi oblika F,, = 22" +1,
pri ¢emu je n nenegativan cijeli broj. Prvih nekoliko Fermatovih brojeva su: 3, 5, 17, 257,
65537, 4294967297, 18446744073709551617,. . . Zanimljivo je da medu Fermatovim brojevima
ima i prostih i slozenih. Jedini do sada poznati prosti Fermatovi brojevi su Fy, Fy, Fy, Fs, Fy.

Kako bismo uspjesno dokazali Pepinov test prostosti navedimo jo$ neke pojmove i rezul-

tate:

Definicija 3. Neka je (a,n) = 1. Najmangji prirodan broj d sa svojstvom da je a® = 1

(mod n) zove se red od a modulo n.

Primjer 11. Red od 8 modulo 3 je 2 jer je 8 = 64 = 1 (mod 3) i 2 je najmangji takav

eksponent.
Sada bez dokaza navedimo i sljedeéi rezultat:

Propozicija 2 (vidjeti |4, Proposition 3.1.]). Ako sua € Z, k,n € N takvi da je (a,n) =1,

tada je a* =1 (mod n) ako i samo ako red od a modulo n dijeli k.

Iskazimo sada i dokazimo Pepinov test prostosti:



Teorem 6 (Pepinov test prostosti, vidjeti [4, Theorem 4.8.]). Fermatov broj F,, = 22" + 1,

n € N je prost ako i samo ako je
3E-V2=_1 (mod F,).
Dokaz. Ako je F, prost broj, onda primjenom Gaussova zakona reciprociteta vrijedi
3 by 2
—=(Z)=(2)=-1 1
(7)=(5)=(6)=~ »

gdje prva jednakost dolazi od F,, =1 (mod 4) i F,, = 2 (mod 3), a zadnja jednakost slijedi

iz Propozicije 1. Primjenom Teorema 2, dobivamo:

(Fin) =3 (mod F,). (2)

Koristeéi (1) i (2), imamo:
Fp—1

377 =—-1 (mod F,),

¢ime je nuznost ovoga teorema dokazana.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi
3F-D/2 = _1 (mod F,).
Kvadrirajuéi obje strane dobivamo:
3E-D =1 (mod F,).

Ako je p bilo koji prost djelitelj broja F),, tada je 3»~1/2 = —1 (mod p). Ako je a reda 3
modulo p, prema Propoziciji 2 a dijeli F,, — 1, pa a dijeli 22". Prema tome, a = 2", za 0 <
r<2n. Akojer = 2" —s, gdje je s > 0, tada je 30n—D/2 = 3277 — 32 (g2
Sto je kontradikcija s pretpostavkom 3U»~1/2 = —1 (mod p). Red za s = 0i 3 je 22" modulo
p. Prema Propoziciji 2, 22" dijeli p — 1. Stoga, 22" < p — 1 iz Cega slijedi da je F, < p.
Dakle, ako je p prost djelitelj od F,,, tada je F,, = p. F,, je prost. O

Primjer 12. Koristeci Pepinov test prostosti pokazimo da je Fermatov broj F3 = 257 prost.

Rjesenje:
T = 3= (39" .32 = (720)" . 32 = (215)" . 37 = (215%) ' 5. 215 - $?

= (197)° - 215 - & = (197)" - 197 - 215- 3 =4 - 197 - 215 - 3 = 1524780 = 256

= —1 (mod 257).

Dakle, 257 je prost broj.



10

3 Jacobijev simbol

U ovom poglavlju promatramo Jacobijev simbol koji je poopéenje Legendreova simbola.
Kod njega parametri ne moraju biti prosti brojevi. Imamo sljede¢u definiciju:

Definicija 4. Neka je () neparan prirodan broj te neka je QQ = q1-q2 - . . .- qn, pri emu su g;

o

prosti neparnt brojevi, ne nuzno razliciti. Tada se za a € Z definira Jacobijev simbol G) s
2)-1(;)
<Q i\

gdje je (qi) pripadni Legendreov simbol, za j =1,...,n.

j

Za Jacobijev simbol vrijedi sljedece:

1. Jacobijev simbol se podudara s Legendreovim ako je () prost broj.

2. Ako a i @ nisu relativno prosti brojevi (tj. ako vrijedi (a,Q) > 1), onda je (%) = 0.
Inace je (%) e {-1,1}.

3. Ako je a kvadratni ostatak modulo g;, za svaki j = 1,...,n, tada je a i kvadratni
ostatak modulo @), pa je (%) = L

4. Obrat tvrdnje 3 ne vrijedi, odnosno <%> = 1 ne znaci da je a kvadratni ostatak modulo

P

Q. Primjerice,

no direktnom provjerom lako se vidi da kongruencija x (mod 33) nema rjesenja,

tj. 2 nije kvadratni ostatak modulo 33.
Moze se pokazati da vrijedi sljedec¢i teorem:

Teorem 7 (vidjeti [2]|). a € Z je kvadratni ostatak modulo @QQ ako i samo ako je a kvadratni

ostatak modulo q;, za svaki j =1,...,n, pri cemu je Q = qi, ..., qn.

Posljedica Teorema 7 je sljedeca:

Ako je (%) = —1, onda je a kvadratni neostatak modulo Q). Dakle, postoji j € {1,...,n}

takav da je (%) = —1, tj. a je kvadratni neostatak modulo ¢; pa je a i kvadratni neostatak
modulo Q.

Navedimo sada osnovna svojstva Jacobijeva simbola:

Propozicija 3 (Svojstva Jacobijeva simbola, vidjeti [3, Propozicija 4.3.1.]). Neka sua,b € Z

1 neka su Q1 1 Q2 neparni prirodnt brojevi. Tada vrijedi:
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SS) st
A~
o
S’ 5;“

I~
— |
§49 A/~
S 5;#

L O
~
Sl

SIS

3. Ako je a=b (mod Q1), onda je (&) — (&)

4. Ako je (a,Qy) = 1, onda je (Q—) - (Q—) — L

(@) =0 (&) =0

6. Ako je (Q1,Q2) = 1, tada vrijedi (%) _ ()%t (%).

Dokaz. Prva Cetiri svojstva slijede izravno iz definicije Jacobijeva simbola i Propozicije 1.

5. Imamo:
@G (I -
@1 ¢ 2 n A\ i
gdje je Q1 =q1 - ... qn, q; neparni prosti brojevizat=1,...,n.

Za neparne brojeve a i b vrijedi:

ab—1 a—1 b-—1 (a—1)(b—1)
_ = =0 d 2
2 ( > 32 ) 2 e dZ)
jer je (11—1)2& paran broj pa je
ab—1 a—1 b-—1
5 =3 I 5 (mod 2).

Koristeci se prethodnom relacijom, indukcijom se lako dokaze da vrijedi

Guify = G — 1 ~g—-1_1(1+ _ 0y —1
=1 =1

Q11
2

paje (5t) = (1)
Sli¢no, ako imamo neparne brojeve a i b, onda je

A —1 <a2—1 b2—1) (a® —1)(b? — 1)

8 8+8

te je

(é) _ (%) (q%) _ ﬁ (%) (LTS ()i -
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6. Neka je Q1 = p1---pn, Q2 = q1 " qm, gdje su p;, ¢; neparni prosti brojevi, za i =
Lo W § = L. m, gy = ¢z Tada je

(@) = 1) ~THI(5) - () o

Ali,
pi—1l -1 [Gpi—l (=G -1\ _ Q-1 Q-1
3 PR [V B T
g=1 z=1 i=1 g=1

pa je

U Propoziciji 3 svojstvo 6 poznato je kao Zakon reciprociteta za Jacobijev simbol.

Pogledajmo sada kako to funkcionira na primjerima:

Primjer 13. Izracunajmo sljedeée Jacobijeve simbole:

a)

(z) = ()= (5) (5) () (7) () (5)
- ()0 F) 6 &) ()
== () () ()
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Primjer 14. Provjerimo je li 14 kvadratni ostatak modulo 65.

(- () - E)(E)-reo -

Da bi 14 bio kvadratni ostatak modulo 65, potrebno je jos izracunati i simbole (%) i (14) :

-0 (-G

Dakle, 14 je kvadratni ostatak modulo 5 te je 14 kvadratni ostatak modulo 13. Sada primje-

Rjesenje:

Dobivamo:

nom Teorema 7 vidimo da je 14 kvadratni ostatak modulo 65 ako i samo ako je 14 kvadratni
ostatak modulo 5 i modulo 13.
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4 Primjena kvadratnih ostataka pri rjeSsavanju diofant-
skih jednadzbi

U ovom ¢emo poglavlju vidjeti neke primjene kvadratnih ostataka pri rjesavanju nekih
diofantskih jednadzbi. Diofantske jednadzbe dobile su ime po starogréckom matematicaru

Diofantu. Po¢nimo s definicijom:

Definicija 5. Neka je f polinom s n wvarijabli i s cjelobrojnim koeficijentima. Jednadzba
oblika

Flm, 0, . B )= 0,
cija su rjeSenja cijeli brojevi naziva se diofantska jednadzba s n nepoznanica x1,. .., x,.
Primjer 15. Diofantska jednadzba bx 4+ 3y — 1 = 0 ima rjesenje v = 2 1y = —3. Jednadzbe
takvoga tipa pripadaju klasi linearnih diofantskih jednadzbi. Postoje algoritmi za traZenje
njihova rjesenja kao primjerice Euklidov algoritam (vidjeti [2, Teorem 2.7.]), ali i drugi

takoder ilustrirani u [2].

Pogledajmo sada neke posebne tipove diofantskih jednadzbi i analizirajmo postojanje

njihova rjesenja.

Propozicija 4 (vidjeti [3, Propozicija 4.4.1.]). Diofantska jednadzba oblika
?+3k+1=0 (3)

nema rjesenja niti za jedan k € 7.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje =,k € Z koji zadovoljavaju diofantsku jednadzbu (3).
Tada je 2 = —3k — 1, pa za svaki prost broj p vrijedi 22 = —3k — 1 (mod p). Kako vrijedi

2 =

za svaki prost broj p, posebno za p = 3 dobivamo z* = —1 (mod 3). Iz toga nam slijedi da

je —1 kvadratni ostatak modulo 3. Ali, Legendreov simbol (_Tl) jednak je —1 te polazna

jednadzba nema rjesenja. 0

U ovisnosti o cijelom broju k u sljede¢em teoremu okarakterizirana je rjesivost diofantske
jednadzbe y? = 23 + k.

Teorem 8 (vidjeti [1, Theorem 9.12.]). Diofantska jednadzba oblika
v =23 +k (4)

nema rjesenja ako je k oblika
k= (4n —1)* — 4m?,

gdje sum,n € Z takvi da niti jedan prost broj p = —1 (mod 4) ne dijeli m.
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji rjeSenje diofantske jednadzbe (4) Bududi da je k = —1
(mod 4), imamo
> =12 -1 (mod 4).

Sada je y*> = 0 (mod 4) ili y> = 1 (mod 4) za svaki y, stoga y* = 2® — 1 (mod 4) ne moze
biti zadovoljeno ako je x paran broj ili ako je z = —1 (mod 4). Dakle, moramo imati z = 1
(mod 4). Neka je sada

a=4n—1

tako da je k = a® — 4m? i zapisimo jednadzbu (4) u obliku

Y +4m® = 2° +6® = (z + a)(2? — az + 4?). (5)
S obzirom da je x =1 (mod 4) i da je a = —1 (mod 4), imamo
?—ar+a’=1—a+a®=-1 (mod4).

Stoga je 22 — ax 4 a® neparno i iz prethodne kongruencije vidimo da svi njegovi prosti faktori
ne mogu biti = 1 (mod 4). Dakle, neki prosti p = —1 (mod 4) dijeli 22 — az + a* i iz (5)

vidimo da dijeli i y* 4+ 4m?. Drugim rije¢ima,

y?* = —4m*  (mod p)
za neki p = —1 (mod 4).
Po pretpostavci p ne dijeli m pa je <%m2> = (‘71) = —1 u kontradikciji s prethodnom
kongruencijom. Ovo nam dokazuje da diofantska jednadzba (4) nema rjeSenja kada je k
oblika k = (4n — 1)® — 4m?. O

Primjer 16. Provjerimo ima li diofantska jednadzba y? = 23 + 11 rjesenge.

Rjesenge:

Uo¢imo da Teorem 8 moZzemo iskazati i na sljede¢i nacin: diofantska jednadzba (4) nema
rjeSenja ako je k oblika k = (4n — 1)® — 4m?, gdje su m,n € Z takvi da m nema prostih
faktora oblika 4/ + 3. Uo¢imo da k = 11 moZemo zapisati u obliku k = (4-1—1)3 — 422
Dakle, m = 2. Vidimo da 2 nema prostih faktora oblika 4/ + 3. Primjenom Teorema 8
dobivamo da zadana diofantska jednadzba nema rjesenja.

Pogledajmo sada kada diofantska jednadzba x* + 3y* = n ima rjeSenje.

Teorem 9 (vidjeti [3, Teorem 4.4.2.]). Neka je n € N. Diofantska jednadzba oblika
*+3y=n (6)

ima rjesenje ako 1 samo ako u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti faktor oblika

3k — 1 dolazi s parnom potencijom.
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Dokaz. Pretpostavimo najprije da jednadzba (6) ima rjeSenje te neka n ima prosti faktor p
oblika 3k — 1, odnosno neka je p = 2 (mod 3). Buduéi da p dijeli n, imamo kongruenciju

22 +3y =0 (mod p),

tj.
2

T 2

—3y® (mod p).

Iz prethodnoga nam slijedi da je —3y? kvadratni ostatak modulo p ili da p dijeli y. Pret-
postavimo da je (p,y) = 1, tj. p iy su relativno prosti. Tada je (%) = 1. Buduéi da po

=)-G)G)-65)-
p p p p
jer je (%) = 1, slijedi da je (%) = 1. Koriste¢i svojstva Propozicije 1 dobivamo:

B-G)- )

Buduéi da je (-73) — 1, slijedi i da je (—1)2

Gaussov zakon reciprociteta dobivamo

(2) (g) = (1) = ()

Odatle je (%) =1, iz ¢ega je p =1 (mod 3) §to je u suprotnosti s polaznom pretpostavkom.

Dakle, p dijeli y, no tada p mora dijeliti i z pa imamo da p? dijeli i 2% i y2. Dakle, p? dijeli i

definiciji vrijedi da je

of |
o
N
W
N——
I
\.H
—+
—
/N
(98

p) = (—1)%1. Koristeci

z? + 3y? = n. Podijelimo li ovu jednadzbu s p* dobivamo jednadzbu

()0 =

te indukcijom dobivamo da p u rastavu broja n na proste faktore dolazi s parnom potencijom
¢ime je nuznost dokazana.

Za dokazivanje dovoljnosti uo¢imo da prost broj p mozemo zapisati u obliku p = 22 + 3y?
ako i samo ako je p = 3 ili p = 1 (mod 3). Pretpostavimo da je p = 2% + 33? te da je
p > 3. O¢ito je (p,x) =11 (p,y) = 1 jer bi inade bilo 22 + 3y* > p, te postoji multiplikativni
inverz y; od y modulo p. Iz kongruencije 22 = —3y? (mod p) je (zy1)* = —3 (mod p). Iz
(zy1,3) = 1 imamo (‘73) = 1, odnosno (g) = (=1)"z" (kao u prethodnom dijelu dokaza).
Sada, isto kao 1 prije, koristenjem Gaussovog zakona reciprociteta slijedi p =1 (mod 3).
Pretpostavimo sada da je p prost broj oblika 3k+1. Uoc¢imo da je tada —3 kvadratni ostatak
modulo p jer je

2)-G)0)-cr @r-(5)-()-

Dakle, postoji a € Z takav da vrijedi a®> = —3 (mod p).

Ocito su a i p relativno prosti, tj. (a,p) = 1 te za b = [/p] vrijedi (b+ 1)*> > p. Imamo
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(b + 1)% parova (u,v) € {0,1,...,b} te postoji (b + 1)? cijelih brojeva oblika au + v, za
u,v € {0,1,...,b}. Od ovoga imamo razli¢ite parove (ug,v1) i (ug,vs) koji zadovoljavaju
au;+v; = aug+vy (mod p). MoZemo pretpostaviti da je uy > uy. Uzmimo da je © = uy —us,

a y = v; — v9. Dobivamo:

<0, |y<b<p, ar+y=0 (modp).

Dakle, postoje x,y € Z za koje vrijedi

0<z,y<+p, pl|az®—y?=(ax—y)(az+y).
Iz prethodnoga te zbog a* +3 =0 (mod p) i p | 322 + y? slijedi

2

p | a®z® 4 32% — 32% —y? = (a® + 3)2® — (32 + ¢).

Odatle dobivamo da za neki prirodan broj [ vrijedi 322+ 3? = Ip. 1z nejednakosti 0 < 2% < p
i 0 < y? < p dobivamo da je 3z% + y? < 3p? + p* = 4p?, te | € {0,1,2,3}. Uoc¢imo odmah
da I # 0 jer bi ina¢e bilo 322 + y* = 0 iz éega bi slijedilo z = y = 0, a to nije mogucée zbog

(u1,v1) # (ug,ve).

Dakle, | € {1,2,3}. Promotrimo sve moguénosti:
e | = 1: dobivamo jednakost p = 3z% + y?;

e | = 2: dobivamo 2p = 3z% + 9%, no ta jednakost nije moguéa jer slijedi da su z i y iste
parnosti te iz toga dobivamo da je 2p djeljivo s 4, §to je suprotno pretpostavci;

e | = 3: imamo 3p = 3z% + y?, a iz te jednakosti nam slijedi da y moZemo zapisati u
obliku y = 3y, odakle je p = 22 + 3y3.

Uzmimo sada n oblika a?b te neka je b kvadratno slobodan. Koristeéi pretpostavku teorema

dobivamo da je b = Hpi, pri ¢emu je ili p; = 1 (mod 3) ili je p; = 3, zai = 1,2,...,m.
i=1
Tada svaki p; moZemo zapisati u obliku p; = 22 + 3y?. Takoder, iz jednakosti

(@7 + 3y7) (5 + 3y7) = (wiz; + 3yay;)” + 3(wiy; — i)

slijedi b = 22 + 3y%. Dakle,
n = a’b = (az)® + 3(ay)?

¢ime je teorem dokazan. U

Pogledajmo sada kako to izgleda na konkretnom primjeru prirodnog broja n te ilustri-

rajmo Teorem 9.

Primjer 17. Ispitajmo ima li diofantska jednadzba x* + 3y* = 175 rjesenje.
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Rjesenge:

Koristeé¢i Teorem 9, vidimo da u rastavu broja n = 175 na proste faktore svaki prost faktor
oblika 3k — 1 dolazi s parnom potencijom, tj. 175 = 52 - 7. Dakle, diofantska jednadzba
r? + 3y* = 175 ima rjefenje. Uoc¢imo da je desna strana jednadzbe djeljiva s 5. Tada i

2

lijeva strana mora biti djeljiva s 5, tj. x? mora biti djeljiv s 5 i 3y* mora biti djeljiv s 5.

Primijetimo da za x = 10 i y = 5 imamo rjesSenje koje zadovoljava zadanu jednadzbu.
Primjer 18. Ispitajmo ima li diofantska jednadzba 2 + 3y? = 10 rjesenje.

Rjesenje:
Primijenimo 1li Teorem 9, vidimo da u rastavu broja n = 10 na proste faktore niti jedan
prost faktor oblika 3k — 1 ne dolazi s parnom potencijom. Dakle, diofantska jednadzba

7? + 3y? = 10 nema rjeSenja.
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