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Uvod

Glavni zadatak ovog rada je upoznati nas sa skrivenim Markovljevim modelima, specificno
skrivenim Markovljevim lancima, i osnovnim problemima koji se pomoc¢u njih rjesavaju.
Skriveni Markovljev model je Siroko primijenjen alat za matematicko modeliranje te je tako
postao sastavni dio u podrué¢jima znanosti poput bioinformatike (pattern recognition), ko-
munikacijske teorije (speech recognition, handwriting recognition) i financijske matematike.

U prvom poglavlju ¢emo se prisjetiti osnovne terminologije vezane uz slucajne procese
kao i definicije Markovljevog lanca. Na temelju toga ¢emo uvesti pojam i osnovna svoj-
stva skrivenog Markovljevog modela te na nekoliko primjera ilustrirati njegovu raznovrsnu
primjenu u drugom poglavlju. Zatim ¢emo u tre¢em poglavlju navesti probleme skrivenih
Markovljevih modela i izvesti njihova rjesenja zajedno sa algoritmima i prikazom njihove

efikasnosti na konkretnim primjerima.



1 Slucajni procesi

Intuitivno mozemo zakljuciti kako pojedine prirodne ili drustvene pojave poput tempera-
ture zraka na odredenoj lokaciji ili cijena dionice neke kompanije, ima smisla modelirati
slucajnom varijablom u vremenskom trenutku t. Tada promjene i fluktuacije tih obiljezja
mozemo promatrati kroz vrijeme kako bi dosli do odredenih informacija, a takvim pristupom

se upravo koristimo sluc¢ajnim procesima.

U ovom poglavlju ¢emo se najprije upoznati sa osnovnim pojmovima i terminima koje
¢emo upotrebljavati u nasem radu i tako stvoriti bazu za koristenje naprednijih alata za

modeliranje kao Sto su to skriveni Markovljevi lanci.

1.1 Definicija i osnovni pojmovi

Slucajni procesi se koriste za modeliranje pojava koje se naizgled nasumi¢no mijenjaju s
vremenom. Nakon $to smo se upoznali s motivacijom za takav matematicki objekt mozemo

navesti njegovu definiciju.

Definicija 1.1. Sluc¢ajni proces je familija slucajnih varijabli (X;,t € T') na istom vjerojat-
nosnom. prostoru (Q, F, P), gdje je T C R.

Iz definicije mozemo zakljuciti kako slucajne procese karakteriziraju dva vazna skupa:

e Skup stanja S koji oznacava skup svih mogucih realizacija slucajne varijable X, za
sve t € T. U slucaju da je S diskretan skup pripadni sluc¢ajni proces ¢emo nazivati

lancem, a u suprotnom ¢e se raditi o slucajnom procesu s neprekidnim skupom stanja.

e Skup indeksa T c¢ije elemente najcesée interpretiramo u terminima vremenskih tre-
nutaka. On moze biti neprekidan ili diskretan pa ¢emo govoriti o slu¢ajnim procesima

u neprekidnom ili diskretnom vremenu, redom.

Naravno, biti ¢e potrebno promatrati familiju marginalnih distribucija slu¢ajnog procesa
(X¢,t > 0) kao npr. jednodimenzionalne marginalne distribucije Fy,(z) = P(X; < z). U
nastavku rada ¢emo izvoditi formule za takve kona¢nedimenzionalne distribucije odredenih

procesa.

Napomena 1.1. Vazno je napomenuti kako nije dovoljno poznavati samo jednodimenzi-
onalne marginalne distribucije slu¢ajnog procesa za donosenje zakljucaka, ve¢ je za potpunu
karakterizaciju procesa potrebno znati sve njegove konacnodimenzionalne distribucije, t;j.
distibucije sluc¢ajnih vektora (Xi,,..., Xy, ) za n € N i bilo koje t1,...,t, € T.



1.2 Markovljevi lanci

Uzmimo proizvoljan sluc¢ajni proces u diskretnom vremenu s diskretnim skupom stanja, tj.
lanac X = (X,,n € Np) s vrijednostima u S. Kazemo da slucajni proces X zadovoljava
Markovljevo svojstvo ako vrijedi:

P(Xn—i-l = $n+l|Xn = Tn, Xn—l =Tp—-1y--- >Xl = beO = '730) = P(Xn—H = xn+1’Xn = xn)

za svaki n € Ny i za sve xq,...,T,_1, 2, € S za koje su ove uvjetne vjerojatnosti dobro defi-
nirane. Ukoliko interpretiramo trenutak n 4 1 kao neposrednu buduénost, n kao sadasnjost
in—1,...,1,0 kao proslost naseg slucajnog procesa X, mozemo objasniti Markovljevo svoj-
stvo kao nezavisnost neposredne buduce vrijednosti procesa o proslosti ako je dana njegova
sada$nja vrijednost. Iz Markovljevog svojstva prirodno slijedi i definicija Markovljevog lanca.

Definicija 1.2. Neka je S diskretan skup. Sluc¢ajan proces X = (Xn,,n € Ny) na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F, P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac ako vrijedi

P(Xpp =1 X0 =0, Xn1 =1, , Xq =01, Xo = i) = P(Xy1 = j| Xy, = 1)

za svaki n € Ny @ za sve ig,...,in_1,%,] € S za koje su obje gornje uvjetne vjerojatnosts

dobro definirane.

Markovljevi lanci su visoko zastupljeni u stohastickom modeliranju i to s dobrim raz-
logom. S jedne strane, mnogi modeli prirodno zadovoljavaju Markovljevo svojstvo. Na
primjer, osnovni zakoni fizike utvrduju kako se gibanje ¢estice u (malom) vremenskom in-
tervalu odreduje samo pomocu sadasnjeg polozaja i brzine, a ne pomocu proslih kretnji. S
druge strane, jednostavna struktura Markovljevih lanaca nam znatno pojednostavljuje ra-
zvoj matematickih tehnika i algoritama koji bi bili nemoguéi za napraviti bez postojanja
Markovljevog svojstva. Stoga je u praksi vrlo pozeljno graditi stohasticke modele koji ga
posjeduju.

Uz Markovljeve lance su usko vezane odredene vjerojatnosti koje, ako su zadane, u pot-
punosti mogu odrediti Markovljev model. Za stanja i,j € S, 0 < s <, definiramo funkciju

prijelaznih vjerojatnosti Markovljevog lanca
p(i, ;1. 5) = P(Xy = j|Xs = 1)

Pomocu takve funkcije racunamo koja je vjerojatnost da u trenutku ¢ Markovljev lanac ima
vrijednost j ako znamo da je u trenutku s imao vrijednost i. Specijalno, ako se radi o 1-
kora¢nim prijelaznim vjerojatnostima racunamo koja je vjerojatnost da je Markovljev lanac

presao sa vrijednosti ¢ u trenutku n u vrijednost j u trenutku n + 1, tj.
p(i,n;n + 17j) = P(Xy1 = ]|Xn = i).
Nadalje, uvodimo distribuciju slucajne varijable Xy kojom modeliramo pocetno stanje
Markovljevog lanca A = [A]ies, gdje je P(Xo = i) = X\;, @ € S. Poznavanjem pocetne

distribucije Markovljevog lanca i svih njegovih 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti je nas

model sasvim odreden. O tome nam govori sljedeéi teorem.



Teorem 1.1. Markovljev lanac je u potpunosti odreden poznavanjem distribucije X slucajne

varyable Xy 1 funkcije prigelaznih vjerojatnosti u 1 koraku, tj. funkcije

Dokaz: Prisjetimo se Napomene 1.1 iz proslog poglavlja koja kaze kako poznavanje svih
kona¢nodimenzionalnih distribucija znac¢i poznavanje ¢itavog procesa, tj. Markovljev lanac
¢e biti potpuno odreden ako znamo njegove konac¢nodimenzionalne distribucije. Kako bi
dokazali teorem moramo pokazati da se konacnodimenzionalne distribucije mogu raspisati
pomocu A i prijelaznih vjerojatnosti u 1 koraku. Neka je n € N proizvoljan:

P(Xo =0, X1 =i1,..., Xp = in) = P(Xp = in|Xn_1 = in_1,...,Xo = io)
P(Xn1 = i1, Xo = io)

P(Xp = in| Xp_1 = in_1)
P( Xy = in1| Xz = in_s, ..., Xo = io)
P( Xy =ins, ..., Xo=io)

MS

= :p<in717n - 17”7?‘71) ‘p(iTLfQun - 27” - 172'7171)
te P(Xl = ?:1|X0 = Zo)P(XO == ’Lo)
= p(in,l,n — 1,7l,Zn) .. .p(il, 1, O,io))\o.

Posebno, ako za funkciju prijelaznih vjerojatnosti vrijedi
p(i,nin+1,j) =p(i,m;m+1,j), VnméeN,

onda kazemo da je Markovljev lanac X = (X,,,n € Ny) homogen. U tom slucaju, funkcija
prijelaznih vjerojatnosti ne ovisi o odredenom trenutku nego samo o stanju iz kojeg polazi

Markovljev lanac ¢ i stanju u koji on dolazi j, pa ju mozemo zapisati na jednostavniji nacin:
p(i,nyn+1,7) =py, 1,5€8.
Ovakva oznaka dopusta elegantan zapis prijelaznih vjerojatnosti u obliku matrice
P11 P12

II = (P21 D22

koju ¢emo zvati matricom 1-korac¢nih prijelaznih vjerojatnosti homogenog Markovljevog
lanca. Takva matrica prijelaznih 1-koracnih vjerojatnosti Il = [p;;]; jes ima sljedeca svojstva:



2.3 pig =Y P(Xupr = j1X = 1) = Y P(Xpi1 = ),
jes j€S jes
Ako na takav na¢in definiramo novu vjerojatnost P; na manjem skupu
Q ={weQ: X,(w) =1} CQ imamo sljedece

B (U{Xnﬂ = ]}) = Pi(Q/) =1

JjeSs
Drugim rije¢ima, suma vjerojatnosti iz istog retka matrice II je jednaka 1.

Ova dva svojstva cCine matricu II stohastickom matricom, a homogen Markovljev lanac
odreden matricom 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti II i pocetnom distribucijom A ¢emo
oznacavati kao (II, \)-Markovljev lanac. 1z dokaza Teorema 1.1 smo dobili formulu za izracun
kona¢nodimenzionalnih distribucija Markovljevog lanca (II, \) koja glasi

P(XO = Z.Ole - Z.lv s 7Xn = Zn) = )\i() Hpikik_l'
k=1

Specijalno, sada mozemo odrediti jednodimenzionalnu marginalnu distribuciju od X,, za
n € Ny na temelju poznate pocetne distribucije A = [\;];es 1 matrice II = [p;;]; jes. Kako
bismo dosli do opéenite formule, krenimo od pocetog trenutka n = 0:

n=1: P(X;=1i)=P(X; =4,X €)=Y P(X1 =i, Xo = ip)
1,ES

- ZP(Xl - Z|XQ - ZQ)P(XO - Z()) - Z Aiopioi - Z )\io (H)ioi - ()\H)z7 Z S S

i0ES i0ES 0ES

n=2: P(Xy=i)=P(X, =i, X, €5, X0 €8) =Y Y P(Xy=1i X =i, Xo=io)

i1€S5 ipeS
- Z Z P(Xy = 1| Xy =iy, Xo = io) P(X1 = i1, Xo = ip)
11E€S ipES
S Z Z P(Xy = i| Xy = i1) P(Xy = i1]| X = i) P(Xo = i)
11€S 19ES
- ZAW (Z pi0i1pi1i) = Z )\io (H2)i0i = <)\H2)1’ =
igES i1ES igES

Mozemo vidjeti da opéenito onda vrijedi:

P(X,=i)=(\I"),, i€S.



Jos §to mozemo odrediti pomoc¢u matrice prijelaznih 1-korac¢nih vjerojatnosti jest prije-
lazna vjerojatnost u vise koraka, npr. u m koraka.
P(X,, =j,Xo=1)
Dies " Dig 18 Aibiis - D1
Ai

_ Z Z Diiy + - Diprj = (Hm>ij'

i1ES im—1€S

P<Xn+m:j‘Xn:i) :P<Xm:j‘X0:i) =

Medutim, u jednom i u drugom slucaju se javlja problem kompleksnosti izracuna matrice

1", n € Ny, a vise o rjesavanju takvog problema mozete pronadi u [4].

2 Skriveni Markovljevi lanci

Iako Markovljevi lanci imaju Siroku primjenu, nije sasvim realisticno pretpostaviti da pri
modeliranju mozemo direktno promatrati promjene stanja Markovljevog lanca, ve¢ se cesce
nalazimo u situaciji da mozemo promatrati mijenjanje odredenih ¢imbenika koji su pod utje-
cajem kretanja procesa koji nas zanima. Ovakva problematika je upravo motivirala uvodenje
skrivenih Markovljevih modela jer oni uzimaju u obzir pozadinski proces ¢ija nas kretanja

zanimaju ali su nam skrivena.
Opcenito se na skriveni Markovljev model moze gledati kao na Markovljev proces koji je
podijeljen na dvije komponente:

e Skriveni proces (hidden process) kojeg ¢ini niz slu¢ajnih varijabli (Xt € T) sa

vrijednostima u S ¢ije promjene stanja su nama skrivene.

e Opservacijski proces (observable process) kojeg ¢ini niz sluc¢ajnih varijabli (Y;, ¢t € T')

sa vrijednostima u O ¢ije vrijednosti i promjene mozemo promatrati.

Odnosno, pod skrivenim Markovljevim procesom smatramo uredeni par procesa ((Xy, Y;),t €
T') na prostoru stanja S x O, gdje pretpostavljamo da imamo sredstva za promatranje Y;,

ali ne i X;.
.// \\ (/ \.\ (/ \\ (/ \\
| X% ) — [ ) — — [ X ] — [ x
\\ s /I \\ / I \\ //I \\ //I
l// \\' l// \I“ l// \\ I// \\
| Yo o) | Yar | |
\ J N\ / \ / \ /

Slika 1: Shematski prikaz skrivenog Markovljevog procesa



U svrhu boljeg razumijevanja ovakvog koncepta mozemo uzeti primjer iz komunikacijske
teorije gdje bi X; predstavljao slucajni signal koji se prenosi putem komunikacijskog kanala.
Kako u kanalu dolazi do smetnji, prijemnik dobiva oste¢enu verziju izvornog signala Y;, a
cilj mu je onda rekonstruirati sto je moguce bolje izvorni signal. S druge strane, mozda
nam je proces Y; u konacnici zanimljiv, dok X; samo predstavlja utjecaj nekih neupadljivih
vanjskih ¢imbenika na Y;. Na primjer, Y; moze predstavljati trzisnu cijenu dionica, a X,
nezamijeCeni ekonomski faktor koji utjece na fluktuacije cijene tih dionica. Mi bismo htjeli
modelirati promatrane oscilacije cijena dionica, ne proces neprimjetnih faktora, ali njihovim
uklju¢ivanjem bi mogli biti u moguénosti izgraditi model koji vjernije odrazava statisticka

svojstva promatranih cijena dionica.

U ovom poglavlju ¢emo definirati sto je to¢no skriveni Markovljev model i upoznati
se sa njegovim osnovnim svojstvima. Takoder, navest ¢emo nekoliko primjera iz raznih

znanstvenih podrucja gdje se skriveni Markovljevi procesi primjenjuju u rjeSavanju problema.

2.1 Definicija i osnovni pojmovi

U ostatku rada ¢emo uvijek pretpostaviti da su nam skup indeksa 7" i skupovi stanja S i O
diskretni, tj. da ¢emo raditi iskljucivo sa Markovljevim i skrivenim Markovljevim lancima.
Svi rezultati koje budemo izveli u ovom poglavlju se mogu prosiriti na procese sa nepre-
kidnim skupom stanja i u neprekidnom vremenu, ali radi jednostavnosti i implementacije

kasnijih algoritama ¢emo se u ovom radu suziti na diskretne skupove.

Na samom pocetku se trebamo osvrnuti na postupak modeliranja, tj. na pretpostavke
prema kojima smatramo da se skriven Markovljev lanac odvija i svojstva koja iz njih proiz-

laze.

e Prvo pravilo je da skriveni lanac (X,,n € Ny) prelazi iz trenutnog stanja u sljedece
stanje prema nekoj raspodjeli vjerojatnosti koja ovisi samo o trenutnom stanju, tj.

P(Xpi1 =1 Xn =4, X010 =in-1, ..., X1 =1, Xo = i) = P(Xpp1 = j| X, =19)

za svaki n € Ny i za sve ig,...,%0,-1,1,] € S za koje su ove uvjetne vjerojatnosti dobro

definirane. Odnosno, trazit ¢emo da proces (X,,,n € Ny) bude Markovljev lanac.

e Drugo pravilo je da skriveni lanac pri svakom prijelazu u novo stanje emitira opserva-

cijsko stanje Y,, ¢ija raspodjela ovisi samo o trenutnom skrivenom stanju X,,, tj.
P(Yn - ]|Xn = Z.7}/71—1 - jn—lan—l - in—lu cee 73/0 = j07X0 = ZO) - P(Yn - j|Xn - 2)

Odnosno, trenutna opservacija je neovisna o prijasnjim opservacijama i proslim skri-

venim stanjima.

Napomena 2.1. lako trazimo da (X,,n € Ny) bude Markovljev lanac, opservacijski lanac
(Y,,,n € Ny) sam po sebi ne mora biti Markovljev, ¢ak u veéini slucajeva on to i nije. Zbog

7



toga se skriveni Markovljevi lanci mogu koristiti za modeliranje ponasanja koji ne zadovolja-
vaju Markovljevo svojstvo (npr. cijene dionica), zadrzavajuéi pri tome veé¢inu matematickih

rezultata koji proizlaze iz tog svojstva.

Sada kada znamo pravila po kojima se odvija nas proces, analogno kao kod Markov-
ljevih lanca, mozemo navesti pojmove koji odreduju skriveni Markovljev model. Skriveni
Markovljevi modeli definiraju se pomocu sljedeé¢ih pet parametara:

1. N predstavlja kardinalni broj skupa stanja S za skriveni lanac (X,,n € Ny), pa se

njegov skup stanja moze zapisati na sljede¢i nacin
S = {i17i27 cee 7iN—1a ZN}

2. M predstavlja kardinalni broj skupa stanja O za opservacijski lanac, tj. za (Y,,n € Np)
pa se skup stanja O moze zapisati na sljede¢i nacin

0= {j17j27 cee 7jM—17jM}'

3. IT je N x N matrica prijelaznih 1-kora¢nih vjerojatnosti skrivenog lanca (X,,n € Ny)

definirana na sljede¢i nacin
II = [pijlijes,  pij = P(Xnp1 = j| X, =1).

4. & je N x M matrica emitiranih vjerojatnosti, odnosno vjerojatnosti da neko skriveno
stanje ¢ € S generira odredeno opservacijsko stanje j € O.

¢ = [gijliesjeo, @5 = P(Yn, = j| X, =1).

Primijetimo da je ® takoder stohasticka matrica poput matrice prijelaznih 1-koracnih
vjerojatnosti II jer zadovoljava sljedeca svojstva:

(a) ¢ij = P(Y, =j|X, =1i) >0, VieS VjeO,VneN,.
(b) > 4y =Y PYa=3lXp=i) =) P(Y.=j).

j€0 j€O j€0
Ako na takav nac¢in definiramo novu vjerojatnost P; na manjem skupu
Q' ={weQ: X,(w) =i} CQimamo sljedece

P (U{Yn = J'}) =F(Q) =1

5. A oznacava distribuciju sluc¢ajne varijable Xy kojom modeliramo pocetno stanje skri-

venog procesa

Poznavanje gornjih parametara nam omogucuje uvodenje oznake za skriveni Markovljev

model kao (IT, ®, A) i formuliranje formalne definicije skrivenog Markovljevog lanca.
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Definicija 2.1. Neka su S i O diskretni skupovi. Sluc¢ajni proces ((Xn,Yn),n € Ng) na vje-
rojatnosnom prostoru (Q, F, P) sa vrijednostima u S x O se naziva skriveni Markovljev lanac
ako postoji matrica prijelaznih vjerojatnosti Il = [p;;]; jes @ matrica emitiranih vjerojatnosti
O = [gis]iesjeo takve da vrijedi
P(Xpi1=14,Y01 =71 X0 =in, Y0 = Jn,- -, Xo = 10, Yo = Jo)

= P(Xn+1 = Z'|Xn = Zn) ) P(Yn+1 = j|Xn+1 = Z)

= Dini * ij- (2.1)
za svaki n € Ny 1 za sve 1,in,...,%0 € S & JyJn,---,J0 € O za koje su gornje uvjetne
vjerojatnosti dobro definirane.

Uocimo da uvjet iz definicije, koji je ekvivalent Markovljevog svojstva za skriveni Mar-
kovljev lanac, direktno slijedi iz pretpostavki skrivenog Markovljevog procesa, tj. iz ¢injenice
da (X,,n € Ny) zadovoljava Markovljevo svojstvo te iz nezavisnosti trenutne opservacije o
proslosti:

P(Xoi1 =4.Yn1 = J1Xn =0, Yo = Jn, - -, Xo = i0, Yo = Jo)
=P(Yo1 =71 Xous1 =4, X0 =00, Yo = Jny - -+, Xo = 0, Yo = Jo)
- P( X1 =14Xy =40, Y0 = Jny- -, Xo = lo, Yo = Jo)
= P(Yo1 = j|Xus1 =14) - P(Xp1 = 1| X, = i),
Iz te jednakosti vidimo da vjerojatnost da X, .; i Y41 poprime vrijednosti 7 i j mozemo
racunati kao umnozak vjerojatnosti prijelaza iz trenutnog stanja skrivenog procesa X,, = i,
u stanje ¢ i vjerojatnosti da ¢e ono u trenutku n + 1 emitirati opservaciju Y41 = 7. Za

razliku od Markovljevog lanca, neposredna budué¢nost ne ovisi samo o sadasnjosti veé i o

uzroc¢no posljediénoj vezi izmedu skrivenog stanja i opservacije.

Takoder, mozemo zakljuciti da za trenutak n = 0 vrijedi sljedece:

Analogno, kao kod Markovljevih lanaca, lako se moze izvesti formula za racunanje
kona¢nodimenzionalne distribucije skrivenog Markovljevog lanca pomoé¢u parametara (I1, ®, \)
koji ga odreduju:

P(Xn:in7Yn:jTL7"'7XO:i07}/0:j0>

= P<Xn = Z‘nyYVn = jn’Xn—l = Z-n—laYVn—l = jn—la ce >X0 = 7;07% = ]0)

: P(Xn—l = in—17Yn—1 = jn—la cee aXO = iOa}/E] = ]0)

(2.1) ) ) . ) ) .
= pin,linQinjnP(an =lp_1,Yp1 = ]nfl‘Xn72 =lp—2,Yp 2= Jn-2,...,X0 =g, Yo = ]0)

- P(Xp—2 =tn—2,Yn—2 = jn-2,...,Xo = o, Yo = Jo)

= = DinyinQinjnPin—sin1Gin—1jn1 - - - Pioir @irjn P (Xo = 10, Yo = Jo)

n
= GigjoNio Hpik—likq'ikjk'
k=1



2.2 Primjena skrivenih Markovljevih modela

U ovom poglavlju éemo pokusati demonstrirati siroku primjenu skrivenih Markovljevih mo-

dela pomocu konkretnih primjera.

Primjer 2.1. (Bioinformatika) Genetske informacije su kodirane u DNK, dugacki poli-
mer koji se nalazi u gotovo svim zivim sustavima se sastoji od niza osnovnih parova A, C,
G, T (tj. genetski kod je vrlo dugacka rije¢ sacinjena od Cetiri slova). Kako genetski kod
igra vaznu ulogu u unutarnjem djelovanju zive stanice, desifriranje ove informacije trebao bi

dovesti do znacajnog znanstvenog i medicinskoga napretka.

Medutim, tumacenje genetskih podataka je vrlo netrivijalan zadatak. Na primjer, su-
sre¢emo se sa sljede¢im problemom. Genetski kod se sastoji od regija kodiranja i nekodiranja.
Regije koje kodiraju izravno kodiraju strukturu proteina koji nastaju u stanici zamrsenim
procesom koji zapocinje prepisivanjem odgovarajuceg dijela lanca DNK. Nekodirajuce regije,
medutim, ne kodiraju izravno molekularnu strukturu, ali mogu sluziti za regulaciju kada i
koliko ¢e se bjelancevina proizvesti. Da bi se mogao interpretirati genetski kod, prvo moramo
razdvojiti podrucja kodiranja i nekodiranja. Nazalost, ne postoji jasan znak kada zapocinje
podrucje kodiranja ili zavrsava tako da se obi¢no ta identifikacija mora obaviti statistickim

metodama.

(a)

(b)
state sequence (hidden):

clololololelolelol o

transitions: 7 099 099 059 099 001 09 09 09 01 099

(c)
symbol sequence (observable):

... A T C A A G G C G AT ...
emissions: 04 04 01 04 04 05 05 04 05 04 04

Slika 2: Shematski prikaz skrivenog Markovljevog lanca koji modelira regije kodiranja DNK

Koristenje skrivenih Markovljevih modela bilo je izuzetno uspjesno u pristupu rjesavanja
ovog problema. Najjednostavniji pristup je sljede¢i. Vremenski parametar n predstav-
lja polozaj duz lanca DNK. Skriveni proces (X,,n € N) je Markovljev lanac sa stanjima
S = {1,2}, gdje bi 1 oznacavao da se trenutni par nalazi u podru¢ju kodiranja, a 2 da
se nalazi u nekodirajuéem podrucju. Opservacijski lanac (Y,,,n € N) bi imao skup stanja
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O = {A,C,G,T}, tako da Y, predstavlja tip n-tog para. Prijelazne i emitirane vjerojat-
nosti matrica II i ® procjenjuju se iz podataka DNK niza. Nakon $to to u¢inimo, mozemo
pokrenuti postupak obrnute procjene za odredivanje podrucja DNK niza koja kodiraju ili

nekodiraju. Taj je pristup prilicno naivan, ali ve¢ daje iznenadujuée dobre rezultate.

Primjer 2.2. (Financijsko trziste) Najpoznatiji nac¢in modeliranja trzisne cijene dionica
Sk u trenutku k je Black-Scholes model

Sy, = er~Trolg,
gdje je Z ~ N(0,1) IID niz, o € R volatilnost i u € R stopa povrata. Visoka volatilnost
znaci da cijene dionica pokazuju velike slucajne fluktuacije, dok visoka stopa povrata znaci

da se vrijednost dionica u prosjeku brzo povecava.

Unutar krac¢ih vremenskih razdoblja ovaj jednostavan model daje poprilicno dobre rezul-
tate jer se u takvim sluc¢ajevima ispunjavaju pretpostavke normalnosti i nekoreliranosti log
povrata na kojima se zasniva ovakav model. Medutim, na duze periode te pretpostavke nisu
zadovoljene i pokazuje se da se cijene dionica najceS¢e ne ponasaju kao Markovljev proces.
Intuitivno se to moglo i oc¢ekivati jer p i o ovise o raznim vanjskim (ekonomskim, politickim,
ekoloskim) ¢imbenicima koji nisu konstantni na duljim vremenskim periodima. Kako bi
ukljucili ovu pretpostavku zavisnosti i nestabilnosti uvodimo Markovljev proces (X, k > 0)

(koji je nezavisan s Zx) i postavimo
Sy = eM(Xk)—U(Xk)2/2+0(Xk)ZkSk_l'

Sk
Sk—1

((Xk, Yx), k > 0) bio skriveni Markovljev proces. Ukoliko se na odgovarajuéi nac¢in odabere

U slucaju da zelimo promatrati kretanje log-povrata Y, = log( ) onda bi proces

Xk, moze se dobiti model za kretanje cijene dionica koji je realniji od Black-Scholes modela.

Primjer 2.3. (Pradenje objekta) Jos jedan problem koji je interesantan za spomenuti je
problem pracenja pokretnog objekta pomoc¢u nesigurnih senzora. Promatramo objekt koji se
nasumicno kreé¢e u ravnini, njegove koordinate polozaja mogu se mijenjati prema sljede¢im
formulama:

X=X 1+ Zp+a'(Up) Xp=XP 1+ Z;+a*(Uy),

gdje je a(Uy) brzina promatranog objekta (eventualno neki kontrolirani vanjski proces), dok
je (Zx)k>1 11D niz koji odgovaraju slu¢ajnim promjenama brzine. Uzmemo li neki Markovljev
lanac za Uy moze se modelirati kretanje objekta koji nas pokuSava zbuniti nasumic¢nim pre-
bacivanjem brzine u razli¢itim unaprijed postavljenim smjerovima (npr. praéenje polozaja

neprijateljskoga aviona).
Signale koje dobivamo pomoc¢u senzora bi bile nase opservacijske vrijednosti Yj koje se
najcesce racunaju kao

Y, = h((XILXIg)) + W,

11



gdje je (Wi)k=0 IID niz i h(-) neka funkcija opservacije. Funkcija h(-) moze biti i nelinearna.
Na primjer, ako pratimo lokaciju objekta s fiksnog polozaja na zemlji, mozemo si zamisliti
situaciju u kojoj mozemo samo promatrati smjer vidne linije izmedu senzora i objekta, a
ne njihovu udaljenost. U ovom slucaju se uzima h(X}, X?) = arctan(X?/X}). Cilj je sto
je moguce bolje pratiti polozaj objekta pomoc¢u poznavanja njegovih prijasnjih polozaja i

podataka dobivenih putem senzora.

Primjer 2.4. (Seizmologija) Potres je iznenadna i kratkotrajna vibracija tla uzrokovana
magmatskom aktivnoséu (vulkanski potres), tektonskim poremecajima (tektonski potres) u
litosferi i drugim slicnim prirodnim ili pak ljudskim djelovanjem. Potresi se cesto dogadaju
u klasterima. Konvencionalno, najvec¢i potres u skupu naziva se glavni potres, oni koji ga
prethode nazivaju se foreshocks, a oni nakon njega nazivaju se aftershocks i stoga ih je
moguce identificirati tek nakon sto se cijeli klaster smirio. Razumijevanje potresnih klastera
nam pruza priliku predvidanja sljedeceg glavnog potresa te eventualno pruzanje informacija
vaznih za analizu opasnosti. Prilikom svake analize podataka o potresima, ¢esto je prvi ko-
rak upravo klasifikacija potresa na pripadnike klastera ili kao pojedinacni potres. Tek su se
nedavno poceli skriveni Markovljevi modeli primjenjivati za rjesavanje takvog problema.

U ovom slu¢aju bi skriveni proces (X,,,n € Ny) predstavljao klasu promatranog potresa
koje se mogu proizvoljno izabrati. Na primjer, mogu se uzeti dva moguca skrivena stanja koja
bi oznacavala je li je potres glavni ili samo dio klastera, dok se sa tri stanja mogu rasporediti
na glavni potres, foreshock i aftershock. Opservacijski proces (Y,,n € Ny) bi predstavljao
¢imbenike zabiljezenog potresa koji direktno ovise o klasi tog potresa, npr. njihova jac¢ina po
Richteru, geografski polozaj, dubina epicentra i sl. Detaljnije rjesenje ovog problema mozete
pronadi u [7].

3 Osnovni problemi skrivenih Markovljevih lanaca

U prijasnjem poglavlju smo definirali pojmove koji odreduju skriveni Markovljevi model
te izveli formulu za racunanje njegovih konacnodimenzionalnih distribucija, medutim zbog
primjene nam se namecu druga pitanja koja jos trebamo prouciti. Postoje tri osnovna
problema koja su karakteristicna za skrivene Markovljeve lance.

1. Pretpostavimo da nam je zadan skriveni Markovljev model (II, @, \) i niz opservacijskih
stanja 0 = [jo,...,jn]. Potrebno je izracunati posteriorne marginalne distribucije

skrivenih stanja X, 0 < k < n, uz dane podatke, tj. trazimo vjerojatnost
P(Xy=1ilYo =Jo,.. s Yn=17n), Vi€S.
Problem trazenja takvih distribucija se naziva problem izgladivanja (smoothing).

2. Uz dani slijed opservacija o = [jo, ..., jn] 1 skriveni Markovljev model (I, ®, \) po-
trebno je odrediti slijed skrivenih stanja s = [ig,...,4,] koji bi s najveéom vjero-
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jatnoséu emitirali dani niz opservacija. Ovakav problem je poznat kao problem deko-
diranja (decoding). Trazena vjerojatnost koju je potrebno maksimizrati po skrivenim
stanjima s onda glasi

P(Xo =10, Xn = in|Yo = jo, .., Yo = jn).

3. Pretpostavimo da nam matrice emitiranih i prijelaznih vjerojatnost, te pocetna dis-
tribucija nisu poznate i neka je dan skup opservacija o = [Jjo,...,jn|. Potrebno je
odrediti skriveni Markovljev model (II, ®, \) koji maksimizira vjerojatnost emitiranja

danog skupa opservacija. Ovakav problem se zove problem treniranja (training).

Za svaki od navedenih problema ¢emo izvesti rjesenje i navesti algoritam pomocu kojega
se racunaju trazene vjerojatnosti. Kako bi si lakse mogli predociti i interpretirati probleme

navesti ¢emo primjer kojim ¢emo se sluziti kroz c¢itavo poglavlje za demonstraciju.

Primjer 3.1. Neka imamo sljedec¢u situaciju: kéerka i otac zive razdvojeno u daleko uda-
ljenim gradovima i svaki dan bi se culi putem telefona. Kcéerka zna da se ocevo raspolozenje

mijenja s obzirom na vrijeme i to na sljede¢i nac¢in:
e ako je otac dobre volje vjerojatnost da je vrijeme suncano je 0.8, a da je kisovito 0.4
e ako je otac lose volje vjerojatnost da je vrijeme suncano iznosi 0.2, a da je kisovito 0.6.

Iz iskustva, kéerka zna na koji nacin se vrijeme mijenja iz dana u dan te da sutrasnje vrijeme

ovisi samo o danasnjem:
e ako je danas suncano, vjerojatnost da ¢e sutra biti sunc¢ano je 0.8, a da je kiSovito 0.2
e ako je danas kiSovito, vjerojatnost da ¢e sutra biti suncano je 0.4, a da je kiSovito 0.6.

Tijekom njihovih razgovora, otac nikad ne spominje kakvo je vrijeme, ali kéerka prepoznaje
kakve je volje i svakodnevno je biljezila podatke o njegovom raspolozenju tijekom proteklih 6
dana. Kcéerka bi htjela na temelju svih informacija saznati stanje vremena. Ovakav problem

se moze modelirati skrivenim Markovljevim lancem.

U ovom slu¢aju nam je skriveni lanac (Xy,t € Ny) lanac koji modelira vremenske prilike
na dan ¢ koje imaju dva moguca stanja S = {s,k} (N = 2), gdje je s oznaka za sunc¢ano
vrijeme, a k oznaka za kiSovito vrijeme. Opservacijski lanac (Y;,t € Ny) nam predstavlja
ocevo raspolozenje na dan ¢ koji takoder ima dva moguéa stanja O = {d, I} (M = 2), gdje
je d oznaka za dobro raspolozenje, a [ oznaka za loSe raspolozenje. Takoder imamo i niz
opservacijskih stanja o = [d, d, [, 1,1, d].
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Slika 3: Shematski prikaz skrivenog Markovljevog lanca iz Primjera 3.1

Iz opisa primjera vidimo da su nam zadani svi parametri koji odreduju skriveni Markov-

0.8 0.2 0.8 0.2 2 1
= [0.4 0.6] ¢= {0.4 0.6} A= {5’5} ‘

Prate¢i osnovne probleme skrivenog Markovljevog modela pitamo se sljedece:

ljev model.

1. Koja je vjerojatnost da je neki slu¢ajno odabrani dan suncan ili kiSovit?
2. Ako znamo kakvog je raspolozenja otac bio u proteklih 6 dana, kakvo je bilo vrijeme?

3. U slucaju da se otac preseli u grad za koji kéerka ne zna pravilo mijenjanja vremena
niti ocevog raspolozenja, kako mozemo samo na temelju novih opservacija oy izracunati

te vjerojatnosti?

U naredna tri poglavlja ¢emo izvesti i objasniti rekurzije pomoc¢u kojih ¢emo odgovoriti

na navedena tri pitanja.
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3.1 Problem izgladivanja

Upravo zbog Markovljevog svojstva se racunanje nekih vjerojatnosti moze svesti na rekurziju.
Unutar ovog poglavlja ¢emo izvesti formulu i navesti Forward-Backward algoritam pomocu
kojeg se racuna vjerojatnost

P(Xy=1ilYo=Jo,-. -, Yn=17n), 0<k<n,i€lSf, (3.1)

ako nam je poznat skriveni Markovljev model (II, ®, \) i niz opservacija o = [Jo, - - - , Jn]-
Odnosno, zelimo izracunati vjerojatnost da se nalazimo u skrivenom stanju ¢ u trenutku k
uz poznate sve opservacije. Ova vjerojatnost ¢e biti korisna i u kasnijim poglavljima kada

se budemo bavili procjenom vjerojatnosti matrica II i .

Vjerojatnost (3.1) nije trivijalna za izracunati, pogotovo uz dugi niz opservacijskih stanja,

pa ¢emo u tu svrhu uvesti dvije nove vjerojatnosti pomocu kojih ¢emo ju moci izraziti:

Bi(k) = P(Yisr = Jur1, -, Yo = J| Xoo = 4).
Uoc¢imo da vrijedi:

P(Xk:%}/b:j()v?Yn:jn)
P(}/O:j&vyn:.]n)

P(Xy =ilYo =Jo,.--, Y =jn) =

(Xx =14,Y0 = Jo, -+, Yo = Jin)

(Yer1 = Jrrtr - Yo = Jnl Xo = 4, Y0 = Jo, ..., Yo = Ji) - P(Xp = 0, Y0 = Jo, - -, Ya = Ji)
(Yis1 = Jet, -0 Yo = Jnl X = 4) - P(Xi = 4,Y0 = Jo, .., Y& = Ji)

a; (k) - Bi(k).

%
T T

|
e

Primijetimo da u ¢etvrtom redu izostavljamo slucajne varijable Yy = jo, ..., Y, = jr iz uvijeta
jer prosle opservacije ne utjecu na buduce, ve¢ ih emitiraju skrivene vrijednosti. Na taj nacin
Forward-Backward algoritam mozemo razdvojiti na dva dijela: Forward dio pomoc¢u kojega
racunamo «; (k) i Backward pomoc¢u kojega ¢emo racunati 3;(k).

Forward algoritam

Kako samo ime algoritma nagovjesta, krenimo od pocetka, tj. od trenutka & = 0 kako bi
dosli do rekurzije koja nas zanima. Neka je ¢ € S proizvoljan.

k=0: 061(0) = P(XO = Z,S/(] = jo) = P(Yb = jOlXO = Z)P(XO = Z) = Qijo)‘i‘

k=1: o(l)=P(Xy=4,Yy=jo, Y1 =j1) = Y P(X1 =i, X0 =0, Yy = jo, V1 = j1)

€S
de . . . . ) )
< Z P(Xo =19, Yo = jo) P(X1 = i|Xo = i0) P(Y1 = j1]| X1 = i)
10€S
- Z i (0)pigiQij,
€S
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k=2: «2)=PXe=14,Yy=jo,V1=j1,Yo=j)

=Y Y P(Xy =i, Xy =iy, Xo = g, Yo = jo, Y1 = j1, Y2 = jo)

€S i1ES

= Z Z PiribijaPioir @ir s P (Xo = 10, Yo = Jo)
i0ES i1ES

= Zpili%’jz (Z Pigir @iz js P(Xo = 10, Yo = jo))
i1€S i0ES

= Piitipai (1)
11ES

Opcenito bi onda rekurzija glasila:

al(k) = Z pikfliqijkaik—l(k - 1) (32)

ik_1ES

Kako bismo dobili distribuciju odredenog Xy, 0 < k < n, potrebno je izrac¢unati «;(k) za
svaki pojedini ¢ € S, ali srecom postoji jednostavniji i brzi zapis. Forward algoritam dopusta

i matriéni zapis rekurzije. Definiramo matricu @)}, 7 € O na sljede¢i nacin:

Qj = dlag(Qij)iES = . :ﬂ . )
0 ce 0 Qin i

Tada rekurziju (3.2) za sve i € S mozemo zapisati kao

O‘io(]]:) A-Q k=0
a(k) = ailz( ) :{ o N
: Q; -T-a(k—1), k>0.
aiN(k)

Forward algoritam koji racuna distribucije za sve X, 1 < k < n, smo naveli dolje:

Algoritam 1. - Forward algoritam

1. initialize k = 0, (II, ®, \), o = [Jo, ---, Jn)

2. for k+—k+1do

3. (k)= D i (k= Dpiy gy, Vi€ S ili a(k)=@Q;, -T-a(k—1)
i_1€8

4. end for k =n

. return «(n)

6. end

ot
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Koristeci se Slikom 4, pokusajmo ilustrirati na jednostavnom primjeru sto pokusavamo
posti¢i Forward algoritmom. Pretpostavimo da se model nalazi u stanju ¢ u trenutku k = 2
i da je u tom trenutku emitirao opservaciju j». Uoc¢imo da se u koraku £ = 1 model nalazio
u nekom od stanja i, s pripadnom vjerojatnoséu «;, (1), 0 < u < N. Vjerojatnost «;(2) se

racuna kao suma svih umnozaka «;, (1) - p;,; pomnozenih sa emitiranom vjerojatnoséu g;;,.

k=0 k=1 k=2 k=n-1 k=n

— io(1
TN N

ai2

D () (o)
i i i
Q,__/j S _,-/ \\H___,/
7N 7N /’_“\\I
[ i ) r i | [ i )
x___// \ _/ \H._.//

( v | |/ff_\-\\\l /T\
N NN/

Slika 4: Skica racunanja vjerojatnosti pomoéu Forward algoritma

Backward algoritam

U slucaju racunanja vjerojatnosti 5;(k) kre¢emo od kraja, tj. od zadnje vrijednosti X,, = i.
Po dogovoru se uzima da je
Bi(n) = P(0 X, =1) =1,

Sto se moze interpretirati kao da je vjerojatnost ne proucavanja novih opservacija nakon
trenutka n uz poznato zadnje skriveno stanje i jednaka jedan. Posto uzimamo fiksan niz
opservacijskih stanja (u ovom slu¢aju od trenutka & = 0 do k = n) i kako je skup opservacija
nakon trenutka n prazan skup, ovakva jednakost ima smisla. Opcenito za proizvoljan ¢ € S

imamo sljedece:
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Bi(k) = P(Yig1 = Jug1 -+ Yo = Jn| X = 19)

= Z P(Yit1 = Jit1s - Yo = Jny Xpp1 = g1 | Xy = 1)

ik+1€S

= Y P(Yisz = jiras s Yo = Gul Xipr = ik, Xi = 4, YVer = jiy)

Tht1 es

- P(Yi1 = Jrs1]| X1 = g1, Xp = 1) P(Xpq1 = g | X = 9)

= Z P(Yit2 = Jit2s - Yo = JnlXer1 = tht1)

Tt es

- P(Yit1 = Jis1| X1 = 1) P(Xp1 = Gpa | Xk = 0)

= Z 5@(k3+ 1)Qik+1jk+1piik+1‘

ik+1€S

Rekurzija bi onda glasila:

Bl(k) = Z 6ik+1 (k + 1>Qik+1jk+1piik+1'

Tht1 es

Analogno kao kod Forward algoritma, ovakva rekurzija se moze zapisati i pomoc¢u matrica

Bio (k)

B(k) = P (F) —-Q,,, Blk+1), 0<k<n—1.

Nakon sto smo dosli do trazene rekurzije, pseudokod za Backward algoritam nije tesko
zapisati.

Algoritam 2. - Backward algoritam

1. initialize k = n, (I, ®,\), O = [jo, ..., jn]

2. for k+—k—1do

3. ﬁl(k) = Z /Bik+1 (k + 1)piik+1q”ik+1jk+17Vi €5 ili B(k) =1I- ij+1 ) B(k + 1)
irns1€S

4. end for k =0

. return 5(0)

6. end

ot

Radi boljeg razumijevanja pogledajmo na jednostavnom primjeru ra¢unanje S-vrijednosti.
Pretpostavimo da se model nalazi u stanju ¢ u trenutku & = t i da se u trenutku £ = t+1 moze
nalaziti u jednom od stanja i,, 0 < u < N s pripadnom vjerojatnoséu S;, (t + 1). Naravno,
bilo koji od tih stanja i, je mogao emitirati zadano opservacijsko stanje 7,41 pa to moramo

uzeti u obzir. Vjerojatnost f3;(t) se tada racuna kao suma svih umnozaka 3;, (t+1) Dii, - Qi joss -
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Slika 5: Skica racunanja vjerojatnosti pomocéu Backward algoritma

Koristeci oba algoritam, tj. mnozenjem njihovih vraé¢enih vrijednosti i eventualno nor-
malizirati ih, dobijemo trazenu vjerojatnost. Pod normalizirati izraz smatramo podijeliti ga
sa P(Y, = jn,..., Yo = jo) kako bi dobili uvjetne vjerojatnosti, a nju mozemo racunati na

sljeded¢i nacin:

P(Yo=jo,. ., Yu=1Jn) =3 P(Xp=1Yo=jo....,Yn = jn)

€S
=3 PV = Jrtts - Yo = jul X = 1) P(Xp = 4,Y9 = jo. ..., Yo = jn)
€S
= au(k)Bi(k).
€S

Primjer 3.2. Sada se mozemo vratiti na Primgjer 3.1 i odgovoriti na prvo pitanje koje se
temelji na osnovnom problemu skrivenih Markovljevih modela: Koja je vjerojatnost da je

neki slucajno odabrani dan suncan ili kisovit? Odnosno trazimo vjerojatnosti
P(X;=ilo), i€e{sk}, te{0,1,...,5},

gdje je o niz zadanih opservacija {Yy =d,Y; =d,Yo =1,Ys =1,Y, = [,Y; = d}. Prvo pra-
timo Forward algoritam kako bi izracunali «;(t), i € {s, k} vrijednosti i radi jednostavnosti

¢emo se koristiti matri¢nim zapisom rekurzije.
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. o [2 1] Jos 0] [2/3-0.8]  [0.53333
£=0: a0)=2Qs= {5 5} | {0 0.4} - {1/3-0.4] - {0.13333}

08 0] [08 02] [053333]  [0.38400
t=1: a(l)=Qa-1-a(0) = [0 0.4] | {0.4 0.6} ' [0.13333} - l0.07467]

W 0l od]- oo

0.06741
t=2: a(2)=Ql'H'O‘(1):[o 0.6 |04 0.6] |0.07467 [ }

0.07296

[teracije nastavimo dok ne dodemo do kraja opservacijskog niza, tj. do n = 5. Na taj

nac¢in ¢emo dobiti sve «(t) vrijednosti.

as(t) | ox(t)
0.53333 | 0.13333
0.38400 | 0.07467
0.06741 | 0.07296
0.01662 | 0.03436
0.00541 | 0.01436
0.00806 | 0.00388

T W N~ Ot

Tablica 1: Tablica vrijednosti «;(t)

Nakon toga, pratimo Backward algoritam kako bismo dobili 8(t) vrijednosti za svaki ¢.

Y NN

0.8 0.2] [0.2 07 [0.72]  [0.18240
t=3: BB =I-Qi-H) = {0.4 0.6} ' {o 0.6} ' l0.56] B {0.25920}

Nakon sto smo izracunali sve vrijednosti za f;(t) mozemo rezultate zapisati u sljede¢u

tablicu.

0.01795 | 0.01771
0.02259 | 0.04367
0.06029 | 0.10790
0.18240 | 0.25920
0.72000 | 0.56000
1.00 1.00

T W N = O

Tablica 2: Tablica vrijednosti [3;(t)
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Jo§ nam preostaje pomnoziti vrijednosti a;(t) i 5;(t) za svaki i € S te trenutak ¢ i potom
podijeliti sa
Plo)=PYy=d,...,Ys =d) =0.01193689
kako bi dobili distribuciju slu¢ajne varijable X; zasve t € {0, 1,...,5} uz dani niz opservacija.

Krajnje rezultate i odgovor na postavljeno pitanje smo zapisali u donjoj tablici.

t | P(X; =s|o) | P(X;=k|o)
0 0.80217 0.19783
1 0.72685 0.27315
2 0.34048 0.65952
3 0.25400 0.74599
4 0.32620 0.67379
) 0.67498 0.32502

Tablica 3: Tablica vrijednosti P(X; = i| o)

3.2 Problem dekodiranja

Pretpostavimo da imamo niz opservacija o = [ jo, ..., j,] i da su nam poznate matrice pri-
jelaznih i emitiranih vjerojatnosti II i ® zajedno sa pocetnom distribucijom skrivenog lanca
A. Na temelju poznatog skrivenog Markovljevog modela (I, P, \) zelimo pronadi skrivena
stanja [1g, ..., 4, koja su najvjerojatnije emitirala opservacije o. Drugim rije¢ima, cilj nam

je izracunati sljedece

argmaXP(Xo = io, c. ,Xn = ZnD/O = jo, ce ,Yn = ]n)
Algoritam koji se koristi za dekodiranje je Viterbijev algoritam, nazvan po Andrewu Viter-
biju, koji ga je 1967. godine predlozio kao algoritam za dekodiranje konvolucijskih kodova
preko bucnih digitalnih komunikacijskih veza. Cilj ovog poglavlja je upravo izvesti njegov
algoritam. Prisjetimo se iz prijasnjeg poglavlja da vrijedi

P(X(]:Z(]?7Xn:ZTL|}/():j07JYn:]n)O(P(XOZZ(M)/O:jOJ7XTL:Zn7Yn:]n)7

pa ¢emo radi jednostavnosti racunanja koristiti vjerojatnost sa desne strane izraza. Takoder,
u raspisu ¢emo umjesto argmax(-) koristiti funkciju max(-) zbog njenih odredenih svojstava,
ali i jedna i druga funkcija maksimizira trazenu vjerojatnost pa ¢emo uz pamdcenje niza
i, - - -, ip U samom algoritmu doc¢i do istih rezultata. Uvedimo sada funkciju od koje pola-
Zimo:
Wi (Xx) = max P(Xo =10, Y0 = Jo,- - X = ik, Yi = Ji)- (3.3)

§0reerle 1
Primijetimo da gornji izraz (3.3) racuna vjerojatnost posjeta skrivenog lanca (X, ¢t € Npy)
stanju 7, u trenutku k, ako je putanja skrivenog lanca do tog trenutka bila najvjerojatnija
moguca s obzirom na dana opservacijska stanja. Drugim rije¢ima, pretpostavljamo da smo
do trenutka k£ nasli u tom smislu optimalan put kojim se skriveni lanac kretao, znajuci
vrijednosti opservacija do tog trenutka.
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Na temelju toga, prirodno se namece ideja o nalazenju rekurzije za rjeSavanje problema
dekodiranja. Krenimo od trenutka k& = 0, pomoéu poznatih parametara modela (I, P, \)
lako mozemo izrac¢unati pocetnu vrijednost funkcije (3.3):

iy (Xo) = P(Xo = 10, Yo = Jo) = QigjoNies Vio € S.

U veéini slucajeva se skriveno stanje i za koje je p;,(Xo) maksimum funkcije (3.3) u nuli
zove pocetno stanje i od njega algoritam krece. Prije nego Sto raspiSemo opceniti izraz za

rekurziju algoritma, uvest ¢emo svojstvo kojim ¢emo se koristiti pri njenom izvodenju.

Napomena 3.1. Za funkcije f(a) >0, Va, i g(a,b) > 0, Va, b, vrijedi

max {f(a)g(a,b)} = f(a) max {g(a, )}
max { f(a)g(a, )} =maxx { f(a) max g(a,b) } . (3.4)

Krec¢uéi od opcenitog izraza u trenutku k, raspisati ¢emo vjerojatnost dok ne dodemo do

trazene rekurzije:

i (X)) = max P(Xo =10, Y0 = Jo,- - Xp = g, Y = Ji)

10,0k —1

def. . . . .
=  max pik,liinkjkP(Xo =10,Y0 = Jo, - X = lp—1, Y = qu)

205+ 0k —1
(3.4) . . . .
= IAX | Piy iy Giyjy  INAX P(Xo=10,Y0 = Jo,- .-, X = tp—1, Vi = Ji—1)
k—1 05yl —2

= hax {Dir_rinGirjuttin ,(Xi-1) } -

k—

Na ovaj nac¢in, pomocu rekurzije pamtimo koji je do tog trenutka bio najvjerojatniji put i
tom putu samo dodamo skriveno stanje koje ¢e lanac najvjerojatnije sljedece posjetiti. Sada
mozemo zapisati Viterbi algoritam pomocu sljedeceg pseudokoda:

Algoritam 2. - Viterbi algoritam

1. initialize t = 0, Put = {}, (IL, ®,\), 0 = [jo, ..., jn]
2. fort+—t+1do
3. k<+0

for k+— k+1do

4

5 /’l’lk (Xt) = 'Lfljlae}‘(s {pit,liinkjt,U/it,l (thl)}
6. end for k=N
7

Dopuni Put sa argmax{u;, (X;)}
+€S
8. end fort=n
9. return Put

10. end
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Unutarnja petlja koja prolazi kroz skup skrivenih stanja S sluzi za nalazenje maksimalne
vjerojatnosti posjeta svakom od stanja i, 1 < k < N, u odredenom trenutku ¢ na temelju
prijelazne vjerojatnosti u to stanje, dok vanjska petlja prolazi kroz sve promatrane vremenske
trenutke (od t = 0 do ¢t = n) i pamti skriveno stanje koje je najvjerojatnije bilo posjec¢eno
u trenutku ¢. Na Slici 6. bismo si to mogli predociti kao prolazenje algoritma prvo kroz
stupac pa tek onda prelazi na sljede¢i vremenski trenutak. Slijed tih stanja predstavlja

najvjerojatniji put kroz model, a jos se naziva i Viterbijev put.

=0 =1 =2 t=n-1 =n
,,_ﬂ\ o P argmax(a(X,))
/ /- ~, / \ .
fo. f. fo ’(
k=0 | o ] | 1o ) | o \JI ... |'\ /_w
N ‘\x___r,/’r N N
— — argmax(jly 1(Xa1))
VN {/’P BN (/’ ™ o (/ ™\
k=1 ( i ) \ @ ) \ @ ) i \ @ )
\‘H—_,—-’/ \““\-\—._-—’/ \“\-\—\_,—o-’/ T / \“‘H—_,—//
- argmax(py(Xy)) argmaxi(py(Xa)) _
T — T
O . / \\I N
=2 K i ) i —l ir .. |2 ) K 1 /J
_ . S \ \5___,/{ S
/f' 'H\II /f'_‘“\\ll <- -,,\ /f' 'H\II //'_'n\\ll
k=N | Iy | 1y ) | Iy | iy
L") ) " ) L")

Slika 6: Tlustracija Viterbijevog algoritama

Primjer 3.3. Obratimo se sada drugom pitanju iz Primjera 3.1: Ako znamo kakvog je ras-
poloZenja otac bio u proteklih 6 dana, kakvo je bilo vrijeme? Odnosno zZelimo dekodirati
poznati niz opservacija o = [d, d, [, 1,1, d] i tako saznati koji niz skrivenih stanja ih je najvje-
rojatnije prouzroc¢io ako znamo skriveni Markovljev model (II, ®, \). Zato ¢e nam posluziti
Viterbijev algoritam od kojeg ¢emo raspisati prvih nekoliko iteracija:

t=0: ix==5: ps(0) = gog- As = 0.8-0.667 = 0.533
ir =k pp(0) = qra - Ap = 0.4-0.333 = 0.133
s = argmax{ps(0), 1 (0)}

t=1: ir=s: ps(l ) max{pssqsatts(0), Prsqsattr(0)} = 0.8 - 0.8 -0.533 = 0.34112
s = argmax{usu) W)
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t=2: i =5: ps(2) = max{pssqapis(1), Prsqsiptx(1)} = 0.8-0.2-0.34112 = 0.05456
s = argmax{/s(2), ur(2)}

Nastavljamo proceduru dok ne prodemo kroz cijeli niz zadanih opservacija, u nasem
slucaju je to do trenutka ¢t = 5. Puni postupak provodenja algoritma kroz primjer mozemo
vidjeti na Slici 7.

0.0008

0.04256 0.00344 0.0033 0.0012

X XN rx FFE FX
rFrrr rrryl P L rrErr
0.04264 0.0409 0.0066 0.00104 0.0001
0.03192 0.0154 0.0147 0.0053 0.0013

Slika 7: Tlustracija Viterbi algoritma na Primjeru 3.3

Na taj nacin smo dobili slijed skrivenih stanja koji je najvjerojatnije emitirao zadani
niz opservacija o = [d,d,l,1,1,d], a on glasi [s,s,s,k,k,s]. Odnosno, na temelju ocevog
raspolozenja koriStenjem Viterbijevog algoritma slijedi da su prva tri dana bila suncana,
sljedeca dva kiSovita i na posljetku da je vrijeme bilo sun¢ano.

3.3 Problem treniranja

Osnovna pretpostavka u prijasnjim poglavljima je bila kako nam je u potpunosti poznat
model skrivenog Markovljevog lanca, tj. poznate su nam matrice II, ® i pocetna distribu-
cija A. Skraceno ¢emo sve parametre koji odreduju skriveni Markovljev model oznaciti kao
0 = (I, ®, \). Medutim, takva pretpostavka nije realisticna i u vecini slu¢ajeva nam prije-
lazne i emitirane vjerojatnosti nisu dane, ve¢ bismo ih na temelju niza podataka opservacija

morali procijeniti.

Algoritam koji je zato napravljen se zove Baum-Welch algoritam. Dobio je ime po nje-
govim izumiteljima Leonardu E. Baumu i Lloydu R. Welchu, koji su algoritam kao i sam
skriveni Markovljev model po prvi puta opisali u nizu ¢lanaka krajem 1960-ih godina. Baum-

Welch algoritam trazi parametre skrivenog Markovljevog modela koji bi maksimizirali vje-
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rojatnost emitiranja poznatog niza opservacija o = [jo, . .., Jn ], 0dnosno
argmax P(Yy = jo, ..., Yn = ju|0).
0

On se jednim dijelom koristi Forward-Backward algoritmom kojeg smo obradili u Poglav-
Lju 3.1 jer ¢e nam «(t) i [(t) vrijednosti sluziti za izracun potrebnih izraza za algoritam.
Baum-Welch algoritam radi na nacin da pri svakoj njegovoj iteraciji azurira prijelazne i
emitirane vjerojatnosti, kao i pocetnu distribuciju lanca, dok ne dodemo do zZeljene to¢nosti
procjene. Sada ¢emo definirati i pojasniti vjerojatnosti kojima se sluzi algoritam, a vjero-
jatnost koju koristimo é¢emo oznaciti s Ppy(+) kako bi naglasili da koristimo upravo prijelazne

i emitirane vjerojatnosti iz parametra 6 pri ra¢unanju. Prvo promotrimo vjerojatnost

P@(Xt:iayozj()a"'ay’n:jn)
Pﬂ(%:j(b"'vyn:jn)

Py(Yo=Joy - Yo = Jn Xe €5) 2 cq i ()B;(t) '

Izraz 7;(t) predstavlja vjerojatnost da se nalazimo u skrivenom stanju ¢ u trenutku ¢ uz

Vl(t):PG(Xt:/LlYO:]O)7Yn:j’n) -

dani niz opservacija o = [ jo, ..., Jn] 1 parametra . Nadalje, promotrimo vjerojatnost
eij(t) = Po( Xy = i, Xe1 = j|Yo = Jo, - -+, Yo = Jin)

_ P@(Xt:i7Xt+1:j7%:j07"'7Yn:jn>
P@(}/O:.7077Yn:jn)

_ i ()i B (¢ + 1) qjjis
Zues ZUES (1) Puw B (t + 1)C.Ivjt+1

Izraz €;;(t) predstavlja vjerojatnost da se nalazimo u skrivenom stanju ¢ u trenutku ¢ i u

(3.6)

stanju j u trenutku t+1 uz dani niz opservacija [ jo, . - . , Jn ] i parametra ¢. Primijetimo, da su
nazivnici u oba izraza jednaki i opisuju vjerojatnost da je skriveni Markovljev model definiran
parametrom # emitirao niz opservacija [jo,...,J,]. Takoder, ukoliko zelimo prikazati te
vjerojatnosti za sve kombinacije stanja ¢ € S'i 7 € O u odredenom trenutku ¢, mozemo ih

zapisati u obliku matrica:

Yio (t) Eiogo (t) €igga (t) <o Cigim (t)

i1 t €irjo t €irj1 t <o Cigu t

Y(t) = [Vilies = ! ( ) ; £(t) = [eijliesjeo = ( ) ( ) : : ()
Yin (t) Eingo (t) Cinj1 (t) <o+ Cingu (t)

Napomena 3.2. Ukoliko zelimo saznati koliko puta je lanac (X,,,n € Ny) bio u stanjui € S
unutar promatranog vremena t € {0,1,...,n} mozemo definirati sluc¢ajnu varijablu

N; = ZI{Xt:i}7
=0
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gdje je Zrx,—; pripadna indikator funkcija. Ocekivani broj posjeta lanca (X,,n € Ny)
stanju 7 ako su nam poznate opservacije Y = {Yy = jo,...,Y, = jn} 1 parametri skrivenog
Markovljevog modela € bi se racunao na sljedec¢i nacin

EQ[N1| Y] = Fy ZI{Xt:i}| Y| = Z EQ[I{Xt:i” Y]
t=0 t=0
t=0 t=0

Znajudi to, sumu vjerojatnosti 7;(¢) mozemo sada interpretirati kao ocekivani broj posjeta
lanca stanju ¢ uz dani niz opservacija Y i parametar 6, sto ¢e nam biti od koristi za lakse
razumijevanje buducih izraza. Analogno bi zakljucili i za interpretaciju sume vjerojatnosti

€ij(t).

Za pokretanje algoritma, u prvoj iteraciji dajemo sluc¢ajne inicijalne vrijednosti za para-
metar 0, tj. dajemo slucajne vrijednosti za prijelazne i emitirane vjerojatnosti te pocetnu
distribuciju. Ukoliko imamo prethodnih informacija o parametrima to bi trebali ukomponi-
rati u inicijalne vrijednosti posto bi to moglo ubrzati algoritam i usmjeriti ga prema zeljenom
lokalnom maksimumu. Za daljnje iteracije obnavljamo i korigiramo njihove vrijednosti na
sljedec¢i nacin:

A =7%(0), Vies, (3.7)

Sto je ocekivana vrijednost provedenoga vremena u stanju ¢ u trenutku ¢ = 0;

n—1
by = =0 CuD g (3.8)
1—0 Vi(t)
sto je ocekivani broj prijelaza skrivenog lanca (X,,n € Ny) iz stanja i u stanje j tijekom
promatranog vremena kroz oc¢ekivani ukupni broj prijelaza lanca iz stanja ¢ u bilo koje drugo
stanje;
G = 2 i L=y i)
Z?:o i (t)
gdje je Zy;,—;y indikator funkcija

L =17
I{jt:j} = {

0, inace,

Vie S, Vjeo, (3.9)

a izraz ¢;; predstavlja ocekivani broj posjeta lanca skrivenom stanju ¢, a da je ono emitiralo

opservaciju j, kroz oc¢ekivani ukupni broj posjeta stanju .

Ovi koraci azuriranja se ponavljaju iterativno sve dok se ne postigne zeljena razina ko-
nvergencije. Na nacin kako je implementiran Baum-Welch algoritam, garantirana je konver-
gencija prema najblizem lokalnom maksimumu, a dokaz takve tvrdnje i detaljnije objasnjenje
mozete pronadi u radu [6]. U veéini slucajeva se kao kriteriji zaustavljanja uzima suma raz-

lika izmedu uzastopnih procjena matrica prijelaznih i emitiranih vjerojatnosti u Iy normi, tj.

26



trenutak kada je razlika uzastopnih procjena manja od unaprijed odredenog 6 > 0:
L — TLq |2 + || Py — Pioa]l2 < 6, t€Ny.

Vise o matri¢nim normama mozete pronaci u [2]. Pseudokod za Baum-Welch algoritam smo

naveli dolje.

Algoritam 3. - Baum-Welch algoritam

1. initialize k = 0, (Ilp, o, No), 0 = [Jo, -+, Jin), O

2. repeat

3. k+k+1

Izracun a i B vrijednosti pomocéu Forward-Backward algoritma
Izracun (t) i e(t), 0 < t < n, pomocu izraza (3.5) i (3.6)
azuriranje \;, Vi € S pomoéu izraza (3.7)

azuriranje p;;, Vi, j € S pomocu izraza (3.8)

8. azuriranje ¢;;, Vi, € S, j € O pomocu izraza (3.9)

9. until Hﬁk — ﬁk_1||2 + ||§>k - Ef)k_l“g <0

10. return 5
11. end

N Otk

Primjer 3.4. Kona¢no mozemo odgovoriti i na trec¢e pitanje iz Primjera 3.1 koje glasi: U
sluc¢aju da se otac preseli u grad za koji kéerka ne zna pravilo mijenjanja vremena niti ocevog
raspolozenja, kako mozZemo samo na temelju novih opservacija oo izracunati te vjerojatnosti?
Pretpostavimo da je kéerka biljezila promjene raspolozenja svog oca tokom 35 dana i tako
dobila sljedeé¢i niz novih opservacija:

0o = [d,d,d,d,l,d,d,1,1,d,ddddlddldddlldddd@ildd.dddd).

Posto se otac preselio u daleko udaljen i kéerki nepoznat grad, nemamo nikakva predznanja
koja bi mogli ukomponirati u inicijalne procjene pocetne distribucije te matrice prijelaznih

i emitiranih vjerojatnosti. Zbog toga smo izabrali priblizno uniformne pocetne vrijednosti:

o= 0% 033 ™= ok oar] M=0/212]
Takoder, u svrhu ovog primjera ¢emo za zaustavni kriteriji algoritma uzeti vrijednost
0 = 0.0032, koja ¢e nam dozvoliti da ipak prodemo kroz nekoliko iteracija algoritma jer se
u ovom slucaju brzo dode do konvergencije. Drzeé¢i se Baum-Welch algoritma krenimo sa
prvom iteracijom, tj. k = 0. Prvi zadatak nam je izracunati sve «(t) i 5(t), 0 < t < n,
vrijednosti kako bi mogli prije¢i na sljedec¢i korak. Njih ¢emo izrac¢unati pomocéu Forward-
Backward algoritma analogno kao i u Primjeru 3.2. Nakon njegove primjene ¢emo dobiti

sljede¢e vrijednosti:

t 0 1 e 33 34
as(t) | 0.290000 | 0.148625 | ... | 4.0453e-11 | 2.0478e-11
ag(t) | 0.215000 | 0.106963 | ... | 2.9020e-11 | 1.4691e-11
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Tablica 4: Tablica vrijednosti «;(t)

t 0 1 e 33 34
Bs(t) | 7.0615e-11 | 1.3946e-10 0.512500 | 1.0000
Br(t) | 6.8332e-11 | 1.3502¢-10 0.497500 | 1.0000

Tablica 5: Tablica vrijednosti [;(t)

Time smo zavrsili prvi korak te sada mozemo dobivene vrijednosti iskoristiti za racunanje

vjerojatnosti v(t), 0 < t < 34, prema izvedenoj formuli (3.5):

t=0: %0 as<0)ﬂi5(>0)+;(ko<)0>6k<0> 002
0= 7301 ) ~
P10 = i e =
) = ) el = 27

Ovaj postupak nastavimo sve dok ne dodemo do kraja niza opservacija, tj. do trenutka

t = 34. U donjoj tablici mozemo vidjeti nekoliko tako dobivenih vjerojatnosti, a radi pre-

glednosti smo ih izlistali pomoc¢u matricnog zapisa:

M

34

t | o0 | 1 ... 3 |
n 0.5652] | [0.5724 0.5725
v 0.4348| | |0.4276 0.4275

Tablica 6: Tablica vrijednosti ()

0.4079
0.5921

Na slican nacin ¢emo izracunati vrijednosti i za vjerojatnosti €(t), 0 < ¢t < 33, pomocu

formule (3.6):
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10 ) = e, = 0258
w0 = s s = 009
0= azkfipiﬁgif%dv<1)qu = 01567
i) = 5= %ﬁilpéif’éﬁlfzm% =028

1 ) = e = 020

Postupak nastavimo sve dok ne dodemo do trenutka ¢ = 33, a rezultate u matricnom
zapisu mozemo vidjeti u donjoj tablici.

| 0 | 1 | ] 32 | 33

() 0.2583 0.3069 0.2608 0.3116 0.2616 0.3116 0.2571 0.3155
0.1567 0.2781 0.1536 0.2740( |~ | [0.1535 0.2733 0.1509 0.2766

Tablica 7: Tablica vrijednosti ()

U konacnici smo dobili sve vrijednosti koje su nam potrebne za novu procjenu prijelaznih
i emitiranih vjerojatnosti, te pocetne distribucije.

Prema formuli (3.7) lako dobivamo novu procjenu za pocetnu distribuciju A:

- 0.5652
A =10 = [0.4348] ‘

Kako bismo procijenili IT moramo prvo izrac¢unati o¢ekivani broj uzastopnih posjeta skri-
venog lanca stanju ¢ € S u trenutku ¢ te stanju 5 € S u trenutku ¢ + 1 i ocekivani broj
ukupnih posjeta skrivenog lanca odredenom stanju ¢« € S. Navedena ocekivanja dobijemo

zbrajanjem vjerojatnosti e(t) i y(¢) po trenucima t.

ie(t)_ 8.650269 9.409446 i (1) — [18:05972
25 = [6.093399 9.846886) 27T |15.94008]
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Uoc¢imo da je suma prvog retka matrice Zfio e(t) upravo ocekivani broj posjeta skrivenog
lanca stanju s, dok je suma drugog retka ocekivani broj posjeta stanju k. Dijeljenjem pripad-
nih komponenti matrica kao u formuli (3.8) dobivamo novu procjenu za matricu prijelaznih

vjerojatnosti II:

G 0.4789815 0.5210185
17 10.3822641 0.6177359] °

Takoder, kako bi dobili procjenu za ® moramo pronaci oc¢ekivani broj posjeta skrivenog
lanca stanju ¢ € S, a da je pri tome ono emitiralo opservaciju 7 € O, i ocekivani broj ukupnih

posjeta skrivenog lanca stanju i € S. Trazena ocekivanja ra¢unamo na temelju formule (3.9):

34 34

Zt:O ]I{jt=d}78 (t) Zt:[) H{jt:l}'}/s (ﬂ]
34 34

Dm0 L=y e () 200 Tg=iy e (t)

Uoc¢imo i ovdje, kako suma prvog retka matrice odgovara ocekivanom broju posjeta skri-

14.67294 3.794704 i () = 18.46764
11.32706 5.205296 |’ ~[16.53236|

venog lanca stanju s, a suma drugog retka oc¢ekivanom broju posjeta stanju k. Nova procjena
za matricu emitiranih vjerojatnosti ¢ tada glasi:

3 — 0.7945215 0.2054785
17106851450 0.3148550]

Time smo zavrsili prvu iteraciju Baum-Welch algoritma. Preostaje nam provjeriti kriteriji
zaustavljanja, odnosno je li zbroj trazenih normi manji od naSeg izabranog § = 0.0032.

Nakon prve iteracije imamo sljedece:

IITE — Dol + [|B1 — Boll2 = 0.54207 £ 6.

Posto izraz ne zadovoljava kriteriji zaustavljanja, nastavljamo sa algoritmom i ulazimo
u drugu iteraciju ¢ije vrijednosti sada ra¢unamo na temelju novih procjena (I1;, @y, \;).

Ispostavlja se kako bi u tre¢em koraku veé zadovoljili kriteriji i izasli iz petlje.
[Ty — Ty ls + [|®5 — Pa|2 = 0.0031453 < 6.

Procjene za parametre skrivenog Markovljevog modela nakon trece procjene, a time

ujedno i konacne, su sljedece:

~  [0.71631
10.28369 ]

~ [0.5847486 0.4152514
10.4848827 0.5151173]

~ [0.7964379  0.2035621
10.6802875  0.3197125|
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Ako nove procjene usporedimo sa parametrima skrivenog Markovljevog modela prije nego
Sto se otac preselio mozemo uociti odredene razlike. Vidimo da su vjerojatnosti promjena
vremenskih prilika iz dana u dan priblizno jednake pa ih je stoga teze predvidjeti nego Sto
je to bio slucaj u proslom gradu. Takoder, mozemo zakljuciti kako je otac ¢es¢e dobre volje,

bez obzira na vremenske uvjete.
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Sazetak

Skriveni Markovljevi lanci su poznati alat za matematicko modeliranje problema koji mogu
biti karakterizirani pomoéu jednog nama skrivenog proces (X,,n € Ny) koji emitira drugi
nama vidljiv opservacijski proces (Y,,,n € Ny). Ovakvi modeli su pronasli primjenu u razno-
vrsnim podrucjima znanosti poput bioinformatike, komunikacijske tehnologije te financijske
matematike, a neke primjere smo naveli u samom radu.

Skriveni Markovljev model je sasvim odreden poznavanjem njegovih matrica prijelaznih i
emitiranih vjerojatnosti Il i ® te pocetne distribucije skrivenog lanca A. Sama funkcional-
nosti skrivenih Markovljevih modela se zasniva na tri osnovna problema, a pod uvjetom poz-
navanja parametara modela mozemo rijesiti problem izgladivanja pomoc¢u Forward-Backward
algoritma i problem dekodiranja pomoc¢u Viterbi algoritma, koja su oba navedena u radu i
ilustrirana na primjerima. U slu¢aju potrebe procjene samih parametara modela, $to je poz-
nato pod nazivom problem treniranja, koristimo se Baum-Welch algoritmom, koji je takoder

pojasnjen u radu.

Kljuéne rijeci: Skriveni Markovljev model, matrica prijelaznih vjerojatnosti, matrica
emitiranih vjerojatnosti, pocetna distribucija, problem izgladivanja, Forward-Backward algo-
ritam, problem dekodiranja, Viterbi algoritam, problem treniranja, Baum-Welch algoritam.

Abstract

Hidden Markov chains are a powerful tool for mathematical modeling of problems that can
be characterized by one hidden process (X,,,n € Ny) which emits another visible observati-
onal process (Y,,n € Ny). Such models have found its application in various scientific fields
such as bioinformatics, communication technology and financial mathematics, and we have
given some examples in the paper itself.

The hidden Markov model is completely determined by knowing its matrices of transition and
emission probabilities II and ® and the initial distribution of the hidden chain A. The functi-
onality of hidden Markov models is based on three basic problems, and provided we know the
parameters of the model we can solve the smoothing problem using the Forward-Backward
algorithm and the decoding problem by using the Viterbi algorithm, both of which are listed
in the paper and illustrated on examples. In case we need to estimate the parameters of
the model themselves, which is known as the training problem, we use the Baum-Welch
algorithm, which is also explained in the paper.

Key words: Hidden Markov model, transsition probability matrix, emission probabi-

lity matrix, initial distribution, smoothing problem, Forward-Backward algorithm, decoding

problem, Viterbi algorithm, training problem, Baum-Welch algorithm.
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