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Sazetak

Rijesiti sustav linearnih jednadzbi Ax = b znaé¢i pronaci vektor x € R"™ za zadanu matricu
A € R™" i zadani vektor b € R™. Postoje dva pristupa rjesavanju sustava linearnih jednadzbi,
direktne i iterativne metode. Direktne metode sluze za rjesavanje manjih i jednostavnijih sus-
tava, dok iterativne metode sluze za sustave velikih dimenzija.

U ovom zavrsnom radu spomenut ¢e se dvije klasicne iterativne metode za rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi, a to su Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda.Takoder bit ¢e implementirani
algoritmi u programskom jeziku MATLAB te prikazani na¢ini rjesavanja metoda preko primjera.

Kljuéne rijeci: sustav linearnih jednadzbi, iterativne metode, Jacobijeva metoda, Gauss-
Seidelova metoda, implementacija metoda

Abstract

Solution of the system of linear equations Az = b comes down to finding the vector z € R"
of the given matrix A € R™*™ and given vector b € R". There are two approaches to solving
the system of linear equations, direct methods and iterative methods. Direct methods are used
for solving smaller and simpler systems, while iterative methods are used for more complicated
systems.

In this final work there will be discussion of two classic iterative methods for solving the system of
linear equations, and they are Jacobi and Gauss-Seidel method. Furthermore, implementations
of algorithms will be shown in programming language MATLAB together with examples.

Key words: system of linear equations, iterative methods, Jacobi method, Gauss-Seidel met-
hod, implementation of methods
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1 Uvod

Stolje¢a su proucavanja dovela do danas poznatoga sustava n linearnih jednadzbi s n nepoz-
nanica, oblika Az = b. U sustavu je matrica A kvadratna, regularna i dimenzije n x n, a b
je n-dimenzionalni vektor. Razlikuju se razlicite metode rjesavanja sustava linearnih jednadzbi
koje se dijele u dvije skupine: direktne i iterativne.

Direktne metode koriste se pri rjeSavanju manjih sustava linearnih jednadzbi kod kojih se ma-
trica A najcesCe faktorizira na produkt trokutastih matrica. Medu najpoznatije primjere di-
rektnih metoda ubrajaju se Gaussova eliminacija i LU dekompozicija. Problem ovakvog nacina
rjeSavanja javlja se kada je dimenzija sustava linearnih jednadzbi jako velika. Prostorna i vre-
menska zahtjevnost ozbiljni su nedostatci ovih metoda. Daljnje razmatranje ovih metoda nece
biti obradeno u ovome radu.

Glavna okosnica ovog zavrsnog rada su iterativne metode ¢ije proucavanje ¢e biti poblize
objasnjeno. Iterativne metode koriste se prilikom rjesavanja sustava lineranih jedandzbi kada
direktne metode nisu dovoljno efikasne. Ideja i nacin rada iterativnih metoda temelji se na pos-
tupnom smanjenju pogreske pocetne aproksimacije. Nakon odredenog broja iteracija zaustav-
nim kriterijom postupak staje i rjeSenje je dovoljno dobro aproksimirano. Razvojem racunalne
tehnologije, a samim time i brzeg nacina pronalaska rjesenja, iterativne metode dozivljavaju
svoj zamah i ve¢u primjenu.

Prvo poglavlje obuhvaca opis i prouc¢avanje sustava linearnih jednadzbi koje zauzimaju jedno od
glavnih mjesta u matematici. U drugom dijelu bit ¢e predstavljene klasi¢ne iterativne metode te
detaljno proucavanje Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode. Obje metode imaju Siroku primjenu
u proucavanju kod elektricnih mreza, kod spline-interpolacija, kod rjesavanja rubnih problema
za obi¢ne i parcijalne diferencijalne jednadzbe, itd. U treé¢em i posljednom poglavlju uvest
¢emo implementacije iterativnih metoda unutar programskog jezika MATLAB. Radi se o pro-
gramskom jeziku za tehnicka i znanstvena istrazivanja gdje se svi podaci ponasaju kao matrice
i namijenjen je prvenstveno matricnom izracunavanju. Programski jezik MATLAB smatra se
jednim od najpogodnijih alata za implementaciju i vizualizaciju navedenih iterativnih metoda.



1.1 Sustav linearnih jednadzbi

Definicija 1.1. Neka su m, n € N. Sustav linearnih jednadzbi sastoji se od m linearnih
jednadzbi s n nepoznanica oblika:

a111 + 12T + -t 1Ty — b1

(2171 + A22%2 + - -+ + ATy = by (1.1)

Am1T1 + A2l + - -+ + Qpp Ty = bm

pri cemu skalare a;j, 1 = 1,2,...,m, 7 = 1,2,...,n, zovemo koeficijentnim sustavima, skalare
bi, ©=1,2,...,m slobodnim ¢lanovima, a x;, j = 1,2,...,n nepoznanicama.

Uz sustav (1.1) vezemo sljedeée matrice:

a;p Q2 ... Qip x by
a91 922 ce A9y, i) b2
A = , €r = , b = ,
(Gm1 Am2 - G| EZ3 _bm .
ail ai12 ... Ain b1
A a91 a99 ce Aoy, b2
p pr—
(Gm1 Am2 - G bm_

koje se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica, matrica slobodnih ¢lanova i prosirena
matrica sustava. Time smo dosli do ekvivalentnog zapisa sustava (1.1) kojeg nazivamo matricna
jednadzba i oznacavamo s

Az =10 (1.2)

Napomena 1.2. Ako je m = n onda sustav (1.1) zovemo kvadratnim, a ako je desna strana
sastavljena od samih nula onda sustav (1.1) zovemo homogenim, u protivnom, ako je b; # 0 za
barem jedan i, zovemo ga nehomogenim.

U daljnjem razmatranju iterativnih metoda bit ¢e koristene kvadratne matrice.
Takoder pogledajmo sto se desava s rjeSenjem sustava n linearnih jednadzbi s n nepoznanica.



1.2 [Egzistencija i broj rjeSenja sustava linearnih jednadzbi

Definicija 1.3. Rjesenje sustava (1.1) je svaka uredena n-torka
(x1,29,...,2,) €R"
koja ispunjava taj sustav jednadzbi.

Napomena 1.4. Sustav (1.1) i matriéna jednadzba (1.2) ekvivalentni su i na sljedeéi nacin:

x
: : : . T2
uredena n-torka (xy1, s, .. ., x,) zadovoljava (1.1) ako i samo ako jednostupcana matrica
T
zadovoljava (1.2).
Propozicija 1.5. Uredena n-torka (z1,xs,...,2z,) € R" je rjesenje sustava (1.1) ako i samo

ako vrijedi
b:$151+l’252+"'+$n5n

gdje je {S1,S2,...,S,} stupcana reprezentacija matrice A.

Dokaz se moze vidjeti u [2].

Za rjesenje sustava linearnih jednadzbi mogu biti sljedeéi slucajevi:

a) nema rjesenja, ako je rang matrice sustava A manji od ranga prosirene matrice sustava

Ap

b) ima jedinstveno rjesenje, ako je rang matrice sustava A jednak rangu prosirene matrice
sustava A, i koji je jednak broju nepoznanica n

¢) ima beskona¢no mnogo rjesenja, ako je rang matrice sustava A jednak rangu prosirene
matrice A, i koji je manji od n.

Ako sustav ima barem jedno rjesenje, onda kazemo da je konzistentan (rjesiv); u suprotnom,
sustav koji nema rjeSenja nazivamo nekonzistentnim (nerjesivim).

Napomena 1.6. Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Svaki homogeni sustav ima barem trivijalno
rjesenje x1 = 0, x9 = 0,..., x, = 0. Pitanje koje se postavlja kod rjesenja homogenog sustava
je postoji li rjesenge razlicito od trivijalnog, tj. netrivijalno rjesenje.



2 Iterativne metode

Radi lakseg, jednostavnijeg i nadasve brzeg nacina pronalaska rjeSenja uvodimo pojam itera-
tivnih metoda koje do rjesenja dolaze postupno (iterativno), a ne direktno. Prilikom trazenja
rjeSenja direktnim metodama moze do¢i do poteskoce spremanja velike matrice koeficijenata u
memoriju racunala. Osnovno svojstvo direktnih metoda jest da je njima za rjeSenje sustava
linearnih jednadzbi potrebno ©(n?) operacija, odnosno zahtijevaju veliki broj aritmetickih ope-
racija. Prednost iterativnih metoda je u tome Sto postoji matrica A s posebnom strukturom
koja zahtijeva znatno manje operacija od direktnih metoda.

Stacionarne iterativne metode i nestacionarne iterativne metode predstavljaju podjelu itera-
tivnih metoda na dvije osnovne skupine. U skupinu stacionarnih iterativnih metoda spadaju:
Jacobijeva metoda, Gauss-Seidelova metoda, SOR metoda, itd. Nestacionarnim iterativnim
metodama neé¢emo se baviti, a jedne od najpoznatijih nestacionarnih metoda su: metoda ko-
njugiranih gradijenata, metoda minimalnog ostatka, itd.

Upoznajmo se prvo s osnovnom metodom razvoja iterativnih metoda.
Neka je zadana matrica A € R™*" i neka su M, N € R™*" takve da matricu A mozemo zapisati
u obliku

A=M+ N,

pri ¢emu je matrica M izabrana tako da se njezin inverz lakse racuna od inverza matrice A. Tada
matriéni zapis sustava Az = b prelazi u sustav (M + N)x = b, odnosno daljnjim sredivanjem
slijedi da je

Mx=0b— Nz,
pri ¢emu je M regularna matrica. Za zadanu aproksimacija z®), (k + 1)-vu aproksimaciju
rjesenja k € N, definiramo s :

Mz® ) =p — Nz®, (2.1)

Pretpostavimo li da vrijedi klim +® = 2, za limes x vrijedi
— 00

Mz = lim Mz*™ = lim b — N2®™ = b — N,
k—o00 k—o00
Stoga vidimo da vrijedi Az = b. Tada u slu¢aju konvergencije niza (2.1) njegov limes predstavlja
rjeSenje sustava linearnih jednadzbi.
U svrhu proucavanja konvergencije iterativne metode bit ¢e prouc¢eno ponasanje pogreske (k+1)-
ve pogreske e*t1) = 2+ _ 2 pri éemu je = egzaktno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi.
Koriste¢i navedene oznake imamo:

MY = Ma®+D — My = (b — Naz®) — (b — N)z = —NeW,

odnosno e*+1) =
za k — oo.
Sada slijedi detaljan pregled Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode te njihov zapis preko specijalne

konstrukcije matrica M i N.

—M~'Ne® . Dakle, iterativna metoda ¢e konvergirati ako i samo ako e®) — 0



2.1 Jacobijeva metoda

Navedimo pretpostavke Jacobijeve metode:
1) RjeSenje sustava linearnih jednadzbi je jedinstveno.

2) Matrica A (matrica sustava) na glavnoj dijagonali nema nula. U slucaju da elementi glavne
dijagonale nisu svi nula, tada se zamjenom redaka matrice treba postic¢i da elementi glavne
dijagonale budu svi razli¢iti od nula.

Jacobijeve iteracije opcenito glase:

) 1 ~ W -

J#1
odnosno:
1
3ng+1) = a_(bl - au:cék) - a13I§,k) - al,nqxilk,)l - alnxﬁf))
11
1
k k k k
:1:5 = —(b2 - amxﬁ ) - a23$§, - a2,n—1I£121 - azn:cﬁf“))
a22
1
k k k k
965, ) = —(b3 - a31m§ ) - G32Ig ) - as,n—lxﬁlzl - asn:cﬁf))
ass
1
gk — (b, — anlxgk) — angxgk) — Gngl’:())k) — an,n,lx,(f_)l)
ann
Potrebno je odabrati pocetnu aproksimaciju x = [xgo), :Ugo), e :vg))], supstitucijom rijesiti sustav

i dobiti prvu aproksimaciju x"). Postupak nastavljamo analogno dok ne dodemo do odredenog
broja koraka ili trazene to¢nosti

Jacobijeva metoda joS se naziva i metoda istovremenih promjena jer k-ti korak iterativnog
postupka ne ovisi o rezultatima iz tog koraka, ve¢ samo o prethodnim koracima i time vidimo
da se jednadzbe mogu rjesavati bilo kojim redoslijedom.

Kao sto je veé¢ receno, uvest ¢emo nove konstrukcije matrica M i N te Jacobijevu metodu
zapisati u matricnom obliku.

Za zadanu matricu A € R™"™ neka su matrice L, D,U € R™"™ oblika:

[0 0 ... 0 O] (a0 0 0]

agy 0 . 0 0 0 a2 0 . 0
L= |a aszxn ... 0O 0|, p=|0 0 as ... 0

_anl Ap2 Qpn—1 O_ | 0 0 0 ann_




0 a2 aiz ... ai,

0 0 asg ... a9
U=1: : . :

0 0 0 ... ap_1n

_0 0o 0 ... 0 ]

Matricu sustava A tada zapisujemo kao sumu matrica L, D, U, tj.
A=L+D+U,

pri cemu je L donjetrokutasta matrica s nulama na dijagonali, D dijagonalna matrica, a U
predstavlja gornjetrokutastu matricu s nulama na dijagonali. Sustav Az = b mozemo zapisati

u obliku
(L+D+U)x=5b

i raspisivanjem te jednadzbe dobit ¢emo sljedece:
r=D"b— (L+U)z).

[terativna metoda dobivena iz (2.1) za izbor matrica M = Di N = L+ U, gdje su L, D, U gore
definirane matrice naziva se Jacobijeva metoda. Tada iterativni postupak, uz ovako definirani
izbor matrica, poprima sljedeci oblik:

2 = DY b — (L + U)z®), VEk € N.

Buduéi da je matrica D dijagonalna i s obzirom na pretpostavku koja zahtijeva da matrica A
nema nula na glavnoj dijagonali, inverz matrice D racuna se trivijalno.

Primjer 2.1. MoZe li se sustav Ax = b rijesiti Jacobijevom metodom, ako je

4 2 3 1 0
A=15 10 2|, b= 1|7 |, z© 0 |2
1 1 4 4 0

Ako moze, odredite prve tri aproksimacije.

Rjesenge:
Radi lakseg racunanja uvedimo oznaku ¢; = —D~' - (L + U). Matrice D i L + U sljedeéeg su
oblika: ~ _
4.0 0 T 00 02 3
D=10 10 0|, D'=10 5 0 |, L+U=1{5 0 2
0 0 4 0 0 5 | 110
"o _71 _73_
Uvrstavanjem u c; dobije se matrica c; = _71 0 _?1
-1 =1
L1 i




Odredimo jos prve tri aproksimacije, odnosno ™",z z®)

1/4
g =D b~ (L+U)s®) = Db+ ;2@ = D' = [7/10
1
—17/20
2@ =D b—(L+U)aW) =D+ ¢z = | 3/8
61/80
—163/320 —0.51
23 =D b— (L+U)x@) = Db+ ¢;2@ = | 389/400 = | 0.97
179/160 1.12

2.2 Gauss-Seidelova metoda

Detaljnim proucavanjem Jacobijeve metode uocavamo jedan nedostatak. U Jacobijevoj metodi
komponente novog vektora racunaju se sekvencionalno, odnosno pri izracunavanju (k + 1)-ve
iteracije Jacobijeva metoda svaku komponentu vektora x*+1) izracuna pomocéu komponente
vektora ). Time dolazimo do ideje modifikacije metode te poboljsanje Jacobijeve metode
nazivamo Gauss-Seidelova metoda. Ova modifikacija smanjuje potreban broj iteracija. Ideja
Gauss-Seidelove metode jest ta da prilikom racunanja sljedeé¢ih komponenti vektora z*+1 ko-
ristimo do tada prethodno izracunate komponente aproksimacije toga vektora.

Gauss-Seidelove iteracije opcenito glase:

i—1
ety _ Ly (k1) _ =1 2.3
x; aii<z Z ijT; Zaw ), ) ..M. (2.3)

j=1 J=i+1
odnosno:
1
k k k g
xg = a_(bl — cml‘g — x:(; b al,n—lezzl - alnxg“))
11
1
k k ¢ g
xé = —(by — a2196(1 ) - a23xg b G2,n—1$7(1 )1 - a2nx(k))
a22
1
k k k g
x:(; = — (b3 — a31a?(1 R a32$§ v - a3,n—1x1(1—)1 — agzll))
ass
2+ = a_(b an1x§k+ ) _ aangk—l-l) - angxgk—l-l) Ce = e 19"}(1“11))

Kao i kod Jacobijeve metode, Gauss-Seidelovu metodu mozemo zapisati u matricnom obliku.
Ako matricu A rastavimo na donjetrokutastu L, dijagonalnu D i gornjetrokutastu U matricu
Gauss-Seidelova metoda ima sljedeéi oblik:

(L+ D)z®™ D 4 yz® = p

7



odnosno:
(L+ D)z =p — Uy2®, (2.4)

Uocimo da specijalnim odabirom matrica M i N u jednakosti (2.1) takve da je M = L+ D, a
N = U dolazimo do formule iterativnog postupka.Formula iterativnog postupka je oblika:

g® ) = (L 4+ D) ' — (L4 D) 'U2®.

Uoc¢imo da je odredivanje inverza matrice D bilo trivijalno, no odrediti inverz matrice L 4+ D
nije tako jednostavno. Stoga pomnozimo jednadzbu (2.4) s D~' i dobivamo sljedeéi izraz:

2# = D7 — DT'UZ® — D LY,
Primjer 2.2. Rijesite sustav Axr = b Gauss-Seidelovom metodom ako je

3 1 -1 4 0
A=11 —4 2|, b=1|8 |, z9=1]0 |?
2 2 5 -3 0

te odredite prve tri aproksimacije.

Rjesenje:
Matrice L+ D i U sljedeceg su oblika:
3 0 0 01 —1
L+D=1{1 -4 0|, U=1]0 0 2
2 2 5 00 O

Potrebno je izracunati inverz matrice L+ D jednom od metoda koje smo naucili tokom studiranja.

0 0
(L+D)y"'=|3% + 0 |,

I -1 =1

6 10 5

Kada smo uveli sve potrebne matrice, prisjetimo se formule te odredimo prve tri aproksimacije:
g® ) = (L 4+ D) ' — (L4 D) 'U2z®.

4/3

eV =(L+ D)%~ (L+D)'U2® = (L+D)'b= |-5/3
7/15

[ 92/45

@ = (L+ D)%~ (L+ D)'Uz® = | -113/90

| 206,225

[ 2.057
#® = (L+ D)'b— (L+ D) 'Ua® = | 1028
| 1.012

8



Aproksimacije mozZemo izracunati i na nacin da koristimo Gauss-Seidelovu metodu na nivou
elemenata raspisanu formulom (2.3). Dakle, zadan je sustav jednadzbi

11 +4
Ty = —To+ a3+ =
7 g2 g T s
1

$2:ZI1+§$3—2

2,4l
Tz = —T1 + =T —.
P T sy

Koristeci pocetnu aproksimaciju i formulu (2.3) prva aproksimacija iznosi:

~1 1 4
(1)
= —(0)+=(0) + - ~ 1.333

z =2 (0)+30) +3

1 1
2 = ;(1:333) + 5(0) — 2~ ~1.667

2 2 3
2 = =(1.333) + = (~1.667) + - ~ 0.467.

Uocimo da prilikom izracunavanje komponente xo koristi se prethodno dobivena komponenta x1,
te analogno za izracunavanje iduce komponente x3 prethodno vecé dobivene komponente x1 i x».
Na ovaj nacin koristimo prethodno izracunate komponente i dosli smo do prve aproksimacije te
na analogan nacin odredimo jos potrebne iduce dvije aproksimacije.

2.3 Konvergencija iterativnih metoda

U ovom potpoglavlju razmotrit ¢emo konvergenciju Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode. Za
proucavanje konvergencije iterativnih metoda potrebno je uvesti nekoliko bitnih pojmova koji
¢e nam posluziti kao teorijska osnova.

Definicija 2.3. Spektralni radijus matrice A € R™"™ definiramo sa
p(A) = max{|\| : A svojstvena vrijednost matrice A}.

Definicija 2.4. Vektorska norma || - || na R™ je preslikavange || - || : R™ — [0, 00) koje svakom
vektoru x € R™ pridruzuje nenegativan realan broj i koje zadovoljava:

i) |lz|| >0, Vo € R" i ||z|| = 0 akko z = 0;
i) [[Ax| = Al 2], YA € R, = € R";

i) [l +yll < [lell + llyll, v,y € R™.



Definicija 2.5. Matricna norma na R™" je preslikavanje || - || : R™™ — R za koje vrijedi:
a) ||A] >0, VA € R™" i ||A]| = 0 akko je A nul-matrica;
b) |IMA] = A |A]l, YA e R, A € R™™;
c) [A+ Bl <Al + |1B], VA, B € R™";
d) [[AB] < ||Al B, VA, B € R™".

Definicija 2.6. Neka je zadana vektorska norma || - || na R™. Inducirana norma || - || na R™*"
definira se sa

[Az|

|Al| = max —— = max ||Ay||, A € R"*".
220 x|l fyl=1
Teorem 2.7. Za bilo koju matricnu normu || - ||, bilo koju matricu A € R™ ™ i bilo koji k € N

vryjeds
p(A)F < AR < [l AlI~.

Dokaz se moze vidjeti u [4].

Teorem 2.8. Matricna norma inducirana vektorskom normom oo racuna se pomocu jednakosti:

n

1Alleo = fgég;z; |ai;].
]:

Dokaz se moze vidjeti u [4].

Teorem 2.9. Neka je dana matrica C € R™™ i vektori e € R™ i e = C*e®) € R, za sve
k € N. Tada e® — 0 za svaki e € R™ ako i samo ako je p(C) < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je p(C') < 1. Tada mozemo naéi induciranu matri¢nu normu takvu
da je ||C|| < 1 pa slijedi

le® = IC*e@ ] < 1CI*[le®]] = 0,28 k — oo.

S druge strane, neka je e(® — 0. Kada bi p(C') > 1, onda bi postojao barem jedan ¢ € R za
koji bi vrijedilo da je Ce® = Xe(® za X\ € R takav da |[A] > 1.
Za vektor e(®) dobivamo

le®]) = CRe@ = [A]*[le@]

iz cega se vidi da e ne konvergira prema 0 za k — oo, $to dovodi do kontradikcije. O

Napomena 2.10. Po prethodnom teoremu 2.9 iterativni postupak konvergira ako i samo ako je
p(C) < 1. Brzina konvergencije je veéa sto je p(C) mangi. Buduéi da je p(C) < ||C|| za svaku
matricnu normu, dovoljan uvjet za konvergenciju promatrane iterativne metode je ||C|| < 1, za
neku matricnu normu.
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Prilikom postizanja dovoljne tocnosti rjesenja x, koje ne znamo, koristimo svojstvo da je ko-
nvergentan niz Cauchyjev, tj. da susjedni ¢lanovi 21 i £*) zadovoljavaju:

_ x(k)” <e,

gdje je € unaprijed zadana tocnost.

Teorem 2.11. Jacobijeva metoda konvergira za sve matrice A za koje vrijedi:
]) |a“’ >Z?:1‘aij|7 izl?"wn’
J#i

pri cemu ovaj uvjet nazivamo stroga dijagonalna dominacija po retcima i

2) |ajj| > Z?Zl. |aij|7 J=1....n
i#]
pri cemu ovaj uvjet nazivamo stroga dijagonalna dominacija po stupcima.

Dokaz. Dokazimo prvo konvergenciju za strogo dijagonalne dominantne matrice po retcima.
Neka su elementi matrice C' = —D~!(L + U) oblika

_%7 Z%J
Cij = O“ N
’ =]

Koristeci teorem 2.8 vidimo da je

1 n
Cllo = max —— ai;l.
H HOO i=1.m ||au|| jzll ZJ|
J#i
Stoga stroga dijagonalna dominacija po retcima povlaéi da je ||Cllo < 1, $to nadalje implicira

da je p(C') < 1, a to prema teoremu 2.9 znaci da ova metoda konvergira.
Ako je matrica strogo dijagonalno dominantna po stupcima tj, ako vrijedi

n
’ij' > Z ‘aij|7 -7 = 17 sy Ny
j=1
J#1
onda je matrica A* (adjungirana matrica matrice A) strogo dijagonalno dominantna po retcima

odnosno
n

|aii| > Z |az~j|, 7= ]_, Loo,n,
i=1
J#1
i metoda konvergira za A*. Prema teoremu 2.9 to znaci da je p((—D*)"'(L*+U*)) < 1. Buduéi
da za bilo koju matricu C, matrice C, C* i D~'C*D imaju iste spektre, zaklju¢ujemo da je

p(=D"NL+U)) = p(~D"NL+U)D™'D) = p(—(L + U)D™) = p((~=D*) (L +U*)) < 1

sto povlaci konvergenciju Jacobijeve metode za matricu A. [
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Teorem 2.12. Ako vrijedi da je matrica A strogo dijagonalno dominantna matrica po retcima,
tj. A zadovoljava |a;| > > =1 la;;|, i=1,...,n, onda Gauss-Seidelova metoda konvergira.
J#1

Dokaz se moze vidjeti u [6].

Teorem 2.13. Ako je A strogo dijagonalno dominantna matrica po retcima, onde je i Jacobijeva
1 Gauss-Seidelova metoda konvergentna i vrijedi:

HCGSHOO S HCJacobi”oo < 1.
Prisjetimo se pojmova hermitske i pozitivno definitne matrice.
Definicija 2.14. Matrica A je hermitska ako je A* = A.

Definicija 2.15. Hermitska matrica A € R"™ ™ je pozitivno definitna ako vrijedi x* Az > 0
Ve € R™\ {0}.

Teorem 2.16. Ako je matrica A hermitska i pozitivno definitna, tada Gauss-Seidelova metoda
konvergira za svaku pocetnu iteraciju (9.

Ne postoji nikakva generalizacija da je Gauss-Seidelova metoda brza od Jacobijeve, osim pod
nekim uvjetima kada ¢e to biti zadovoljeno. Dakle, to ne znaci da ¢e Gauss-Seidelova metoda
konvergirati brze nego Jacobijeva za bilo koji problem Ax = b.

3 Implementacija iterativnih metoda u MATLAB

MATLAB (Matix Laboratory) je programski jezik visokih performansi namijenjen za tehnicke
proracune, racunanje, vizualizaciju i programiranje u lako uporabljivoj okolini u kojoj su i
problem i rjeSenje definirani poznatom matematickom notacijom. MATLAB se koristi za razvoje
algoritama, modeliranje, simulaciju, analizu i obradu podataka, vizualizaciju i razvoj aplikacija.
Jedna od prednosti MATLAB-a je da njegov programski jezik omogucava izgradnju vlastitih
alata, odnosno sami kreiramo vlastite funkcije i programe unutar njega. Unutar MATLAB-a
nalazi se ogromna koli¢ina racunalnih algoritama, cijeli programski jezik je matri¢no orijentiran,
a graficki prikaz podataka omogucava odlicnu 2D i 3D vizualizaciju.

U zadnjem poglavlju bit ¢e predstavljene implementacije Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode
unutar programskog jezika MATLAB.

3.1 Implementacija u MATLAB - Jacobijeva metoda

Da bi rijesili sustav Az = b Jacobijevom metodom trebamo odrediti aproksimaciju #*) tako da
|| - || reziduala u odnosu na tocno rjesenje bude manja od zadane tolerancije. Zapisimo kod za
Jacobijevu metodu u MATLAB:

function[br_koraka,spec_rad] =Jacobi(A,b,x,tol)
% A je matrica sustava
% b je vektor slobodnih &lanova
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% x je potetna iteracija
% tol je tolerancija

d=diag(A);
D=diag(d);
N=A-D;
[n,n]=size(A);

for ii=1:n
for jj=1:n
C(ii,jj)=-(1/D(ii,ii))*N(ii,jj);

end
end
e=eig(C);
spec_rad=max (abs(e));
br_koraka=0;
while norm(A*x-b,’inf’)>=tol
for kk=1:n
x1=(1/D(kk,kk) ) * (b-N*x) ;
end
x=x1;
br_koraka=br_koraka+1;
greska(broj_koraka)=norm(A*x-b,’inf’);
end

disp(sprintf (’Broj iteracija Jacobijeve metode: %d’,br_koraka))

Programski kod Jacobijeve metode, radi jednostavnijeg shvacanja, bit ¢e opisan i rijeCima. Ja-
bobijeva metoda definirana je kao funkcija kojoj smo predali odredene parametre. Matrice D
i N predstavljaju rastav matrice A, a matrica C' je matrica konvergencije Jacobijeve metode.
Metoda konvergira ako je spektralni radijus matrice C' manji od 1, odnosno na taj nacin do-
bivamo uvid u konvergenciju metode. Iduc¢e na Sto nailazimo u programskom kodu je while
petlja koja provjerava je li njezin uvjet zadovoljen tj. je li norma || - ||, rezidualan veéa ili
jednaka zadanoj toleranciji. While petlja se izvrsava dokle god je zadovoljen uvjet. Nakon sto
je zadovoljen uvjet while petlje pokrece se for petlja kojom rac¢unamo sljede¢u aproksimaciju
te tom aproksimacijom briSemo prethodnu, a broj koraka povecavamo za jedan. Na kraju smo
dobili aproksimaciju s obzirom na toleranciju i ispisujemo broj koraka.

3.2 Implementacija u MATLAB - Gauss-Seidelova metoda

Da bi rijesili sustav Az = b Gauss-Seidelovom iterativnom metodom trebamo odrediti aproksi-
maciju ) tako da || - || reziduala u odnosu na toéno rjesenje bude manja od zadane toleran-
cije.Zapisimo kod za Gauss-Seidelovu metodu u MATLAB:

function[br_koraka,spec_rad] =gaussseidel(A,b,x,tol)
% A je matrica sustava
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% b je vektor slobodnih &lanova
% x je potetna iteracija
% tol je tolerancija

M=tril(A);
N=A-M;
[n,n]=size(A);
C=zeros(n);

for kk=1:n
for ii=1:n
C(kk,ii)=(-N(kk,ii)-M(kk,1:(kk-1))C*(1:(kk-1),ii)/M(kk,kk) ;

end
end
e=eig(C);
spec_rad=max(abs(e)) ;
br_koraka=0;
x1=x;

while norm(Axx-b,’inf’)>=tol
for ii=1:n
x1(ii)=(1/A(ii,ii))*(b(ii)-A(ii,1:n)*x1+A(ii,ii)*x1(ii));
end
x=x1;
br_koraka=br_koraka+i;
greska(broj_koraka)=norm(A*x-b,’inf’);
end
disp(sprintf(’Broj iteracija Gauss-Seidelove metode: %d’,br_koraka))

Gauss-Seidelova metoda takoder ¢e biti opisana rijecima. Definirana je kao funkcija kojoj smo
predali odredene parametre. Matrica A je rastavljena na donjetrokutastu matricu M i strogo
gornjetrokutastu matricu N. Prolaskom kroz dvije for petlje racunamo matricu konvergencije
C. Ukoliko je njezin spektralni radijus manji od 1 Gauss-Seidelova metoda konvergira. Kao
i kod programskog koda Jacobijeve metode i ovdje nailazimo na while petlju i provjeravanje
njezinog uvjet. Pomocu for petlje racunamo iduc¢u aproksimaciju te vrijednost prosle aproksi-
macije postaje nova aproksimacija, a broj koraka pove¢amo za jedan. Dobivamo aproksimaciju
uvjetovanu zadanom tolerancijom i ispisujemo broj koraka.

Unatoc tome Sto je Jacobijeva metoda ve¢inom sporija od Gauss-Seidelove metode, ne postoji

nikakva generalizacija te vrste. Brzina konvergencije metode je veca Sto je spektralni radijus
manji.
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