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Sazetak

U ovom radu obraden je dio teorije vjerojatnosti vezan uz konvergenciju nizova sluc¢ajnih
varijabli, poznat i kao stohasticka konvergencija. Rijec je o ¢etiri tipa konvergencije, a to su:
konvergencija po distribuciji, konvergencija po vjerojatnosti, konvergencija u srednjem reda
p i konvergencija gotovo sigurno. Svaki tip konvergencije detaljno je objaSnjen i precizno
definiran te su navedeni nuzni i dovoljni uvjeti za odredivanje konvergencije niza sluc¢ajnih
varijabli. Takoder, navedeni rezultati su popraceni ilustrativnim primjerima ili nekim prak-
ti¢cnim primjenama. Neki od tih primjena su vazni rezultati u teoriji vjerojatnosti, kao Sto
su: slabi zakon velikih brojeva, jaki zakon velikih brojeva, centralni grani¢ni teorem i sli¢no.
Naglasak je stavljen i na veze medu pojedinim tipovima konvergencije te na konvergenciju
transformirane neprekidne sluc¢ajne varijable. Za kraj je vazno napomenuti i da je svaki tip

konvergencije generaliziran i na primjeru slu¢ajnog vektora.

Kljuc¢ne rijeci

konvergencija, niz slu¢ajnih varijabli, distribucija, vjerojatnost, konvergencija gotovo si-
gurno, konvergencija u srednjem, zakon velikih brojeva, centralni grani¢ni teorem, tran-

sformirana sluc¢ajna varijabla.

Convergence of sequences of a random variables

Summary

In this paper we deal with a part of probability theory related to the convergence of sequences
of random variables. There is four types of convergence, and they are: convergence in distri-
bution, convergence in probability, convergence in mean and almost sure convergence. Each
type of convergence is explained in detail and for each type the accompanying theorems and
propositions necessary for determining convergence are attached. Also, everything is accom-
panied by illustrative examples or some practical applications. Some of these applications
are important results in probability theory, such as: weak law of large numbers, strong law
of large numbers, central limit theorem, etc. Emphasis is also placed on the relationships
between individual types of convergence and on the convergence of the transformed conti-
nuous random variable. Finally, it is important to note that each type of convergence is

generalized on the example of a random vector.

Key words

convergence, sequences of random variables, distribution, probability, almost sure conver-
gence, convergence in mean, law of large numbers, central limit theorem, transformed ran-

dom variable.
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Uvod

Sluc¢ajna varijabla kao i asimptotsko ponasSanje niza sluc¢ajnih varijabli jedne su od vaz-
nijih tema u teoriji vjerojatnosti. Kao vazna komponenta u proucavanju nizova slucajnih
varijabli smatra se pitanje konvergencije.

Na osnovu razli¢itih nacina shvacanja udaljenosti izmedu sluc¢ajnih varijabli razvili su se

razliciti tipovi konvergencije. Neki od najvaznijih i najceSce koristenih u primjeni su:
e konvergencija po distribuciji
e konvergencija po vjerojatnosti
e konvergencija u srednjem reda p
e konvergencija gotovo sigurno ili konvergencija s vjerojatnoséu 1.

Konvergencija po distribuciji se smatra najslabijom ali istovremeno i najkorisnijom u
primjeni. Njena vaznost o¢ituje se i u ¢injenici da se ona koristi u Centralnom grani¢nom
teoremu. Konvergencija po vjerojatnosti nesto je jaca od konvergencije po distribuciji, ali i
dalje spada u slabu konvergenciju, te kao njenu najvazniju primjenu navodimo Slabi zakon
velikih brojeva. Nadalje, konvergencija u srednjem reda p spada u skupinu jakih konvergen-
cija, dok je konvergencija gotovo sigurno najjaci oblik od cetiri navedena tipa i sastavni je
dio Jakog zakona velikih brojeva.

Prvo poglavlje donosi osnove o nizovima slucajnih varijabli, koje su potrebne za razumi-

jevanje osnovne tematike i za daljnje proucavanje razli¢itih tipova konvergencije.

U poglavljima od 2 do 5 detaljno je objasnjen svaki tip konvergencije te su iskazane i doka-
zane osnovne tvrdnje. Teorija je takoder ilustrativno prikazana i kroz primjere u kojima se

odreduje asimptotsko ponasanje nizova sluc¢ajnih varijabli.

Sesto poglavlje obuhvaca sluc¢aj konvergencije neprekidne transformirane sluc¢ajne varija-
ble, koju obradujemo u obliku Mann-Wald teorema.

Naposljetku, u sedmom poglavlju obradene su razli¢ite veze medu navedenim tipovima ko-
nvergencije te je naglasSena razlika u jacini, odnosno koja konvergencija slijedi iz koje. Za
kraj, prilozen je i graficki prikaz koji objedinjuje svu prethodno navedenu teoriju.

Dakle, svrha ovoga rada je prouciti i poblize razumijeti razli¢ite tipove konvergencije nizova
slu¢ajnih varijabli i njihove medusobne odnose te na¢i primjenu ove teorije na konkretnim

primjerima.



1 Nizovi slucajnih varijabli
Za pocetak, navest ¢emo osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti koje je potrebno poblize
poznavati kako bi mogli detaljnije proucavati tematiku ovoga rada.

Definicija 1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R je slucajna
varijabla ako X Y(B) € F za proizvoljni B € B, tj. X YB) C F, gdje je B o—algebra

Borelovih skupova na R.

Definicija 2. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. KaZemo da je niz slucajnih varijabli
(Xn,n € N) definiran na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) ako su sve slucajne varijable
Xy, koje pripadaju nizu (X,,n € N) funkcije oblika X, : Q — R.

Definicija 3. Neka je (0, F,P) vjerojatnosni prostor pridruzen slucajnom pokusu. Funkciju
(X1, Xo, ..., X,) koja svakom ishodu slucajnog pokusa pridruzuje uredenu n—torku realnih
brojeva (x1,xa,...,T,), tj. funkciju (X1, Xs, ..., X,) : @ = R"™, zovemo n-dimenzionalan
slucagni vektor ako vrijedi

{Xi<xpn---n{X,<z,} €F
za svaki 1 € R, ... x, € R.

Definicija 4. Funkcija distribucije slucajnog vektora X dimenzije K x 1 je funkcija
Fx : RE — [0,1] definirana sa:

FX(X):P(Xllea"kaS‘Tk)a VXERK7

gdje su Xy komponente slucajnog vektora X (slucajne varijable), a x komponente vektora

X, za svaki k=1,..., K.

Definicija 5. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) te neka je Fx, funkcija distribucije opéeg clana niza (X,,,n € N). KaZemo
da je (X,,n € N) niz jednako distribuiranih slucajnih varijabli ako bilo koja dva ¢lana niza

imagu istu funkciju distribucije, odnosno ako vrijedi
Fx,(z) = Fx,(z) Vi,jeN, VxeR

Definicija 6. Neka su X1, Xo, ..., X, slucajne varijable definirane na vjerojatnosnom pros-
toru (0, F,P) te neka su Fx,, Fx,, ..., Fx, pripadne funkcije distribucije. KaZemo da su

slucagne varijable X1, Xs, ..., X,, medusobno nezavisne ako vrijeds
n
Fx(z1,22,...,2,) = HFX($1)7
i=1

gdje s X oznacavamo slucajan vektor cije su komponente X1, Xo, ..., X,,.

Definicija 7. Kazemo da je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih

varijabli, skraceno ndj, ako vrijeds:

o X1, X, ... sumedusobno nezavisne

o X1, Xy, ... sujednako distribuirane.



2 Konvergencija po distribuciji

Razli¢iti tipovi konvergencije nizova sluc¢ajnih varijabli su bazirani na razli¢itim nacinima

mjerenja udaljenosti izmedu dvije slucajne varijable, tj. odredivanju koliko su dvije sluc¢ajne
varijable blizu jedna drugoj. Tako se konvergencija po distribuciji temelji na sljedecoj intu-
iciji: dvije slucajne varijable su blizu jedna drugoj ako su njihove funkcije distribucije blizu
jedna drugoj.
Konvergencija po distribuciji je najslabiji oblik konvergencije od ¢etiri vrste koje ovdje navo-
dimo, jer se podrazumijeva u svim ostalim vrstama konvergencije. Medutim, konvergencija
po distribuciji vrlo se ¢esto koristi u praksi. Takoder, korisnost ovog pristupa je u moguc-
nosti odredivanja odgovarajuc¢e aproksimacije funkcije distribucije ili funkcije gustoée niza
nezavisnih jednako distriburanih slu¢ajnih varijabli (X,,,n € N) kada je n dovoljno velik *.

Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli. Promotrimo slu¢ajnu varijablu X, koja pri-
pada navedenom nizu te neka je sa F,, oznacena njena funkcija distribucije £, : R — [0, 1].
Ako sada fiksiramo z, vrijednost funkcije distribucije u toj tocki je realan broj. Prema tome,
za fiksan z dobivamo niz (F,(z),n € N) realnih brojeva za koji je lako provjeriti je li ko-
nvergentan (primjenom definicije za konvergenciju niza realnih brojeva).

Ako je, za fiksni x, niz (F,(x),n € N) konvergentan, njegovu grani¢nu vrijednost ozna¢avamo
sa Fx(z).

Niz slu¢ajnih varijabli (X,,n € N) ¢ée biti konvergentan po distribuciji ako i samo ako je
niz realnih brojeva (F,(z),n € N) konvergentan za bilo koji izbor z-a (osim za neke posebne
vrijednosti od x gdje Fx(x) nije neprekidna u x).

Prema tome, iako je rije¢ o konvergenciji nizova sluc¢ajnih varijabli po distribuciji to se za-
pravo svodi na konvergenciju funkcija distribucije prema grani¢noj vrijednosti, koja je u

ovom slu¢aju granic¢na funkcija distribucije.

Definicija 8. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli i (Fx,,n € N) odgovarajuci niz
funkcija distribucije. KaZemo da niz slucajnih varijabli (X,,,n € N) konvergira po distri-
buciyi prema slucajnoj varijabli X ako je:

lim Fy, (z) = Fx(x), Vo € C(Fx),

n—oo
gdje je Fx funkcija distribucije od X, a C(Fx) je skup svih tocaka neprekidnosti od Fx.
Tada Fx zovemo granicna funkcija distribucije niza (X,,n € N).

To oznacavamo s
(limX, =X ili X,5X (n—oo).

Napomena 1. Skup [C(Fx)|¢ je najvide prebrojiv skup Sto zakljucujemo na osnovu sljedeée
propozicije koju citatelj moZe pronaci u [1, Propozicija 9.2, str. 257].

Ydovoljno velik - funkcija distribucije (funkcija gustoée) od (X,,n € N) je blizu grani¢ne funkcije distri-
bucije (gustoce)



Propozicija 1. Skup suvih tocaka prekida funkcije distribucije je najvise prebrojiv skup.

Prema [1, Propozicija 9.2, str. 257] slijedi da ako X, X Xn 4, Y, tada su X i Y jednako
distribuirane tj. vrijedi Fxy = Fy.

Primjer 1. Neka je zadan niz nezavisnih sluéagnih varijabli (X,,n € N) s funkcijom distri-
bucije:
[ 1-(Q=3) >0

Fx, (z) = { 0, inace.
Dokazite da (X,,n € N) konvergira po distribuciji prema €(1), gdje je (1) eksponencijalna
distribucija s parametrom A\ = 1.
RJESENJE:
Za x <0 tmamo:

Fx, (x) = Fx(z) =0, za n €N

dok za x > 0 dobivamo:

1 nx 1 nx
lim Fx, (z) = lim (1—(1——) ):1— lim (1——)
n—00 n—00 n n—r00 n

=1—e"=Fx(x),
gdje smo koristili poznati limes

nb
lim <1 + E) = e,
n

n—o0

Dakle, sada je ocito da X, 4 X gdje je X ~ g(1). |

Pretpostavimo sada da smo odredili funkciju distribucije Fx, za koju vrijedi da je

Fx(z) = lim Fx, (z), zasvakixz € R, gdjeje Fx neprekidna.

n—oo
Kako bi provjerili je li Fix odgovarajuca funkcija distribucije prema kojoj niz slu¢ajnih va-
rijabli (X,,,n € N) konvergira po distribuciji, mozemo provjeriti vrijede li sljedeca ¢etiri
svojstva koja svaka funkcija distribucije mora zadovoljavati:

e F'y je (strogo) monotono rastuca funkeija, odnosno:

Fx(r1) < Fx(22), ako je 71 <y

e [I'x je neprekidna zdesna, tj.

t—zx
t>x

e vrijedi lim Fx(z)=0
T—>—00

e takoder je lim Fy(x)=1.

T—00



U praksi nije rijedak slu¢aj da grani¢na funkcija distribucije bude pridruzena degeneriranoj
(ili konstantnoj) slu¢ajnog varijabli za koju je P(X = ¢) = 1, ¢ € R. Tada niz slu¢ajnih
varijabli konvergira po distribuciji prema konstanti c¢. To oznac¢avamo s X, N
Prethodno navedene tvrdnje vrijede i za niz slucajnih varijabli koje su zadane funkcijom
gustoce. Ako imamo niz slucajnih varijabli (X,,n € N) koje su definirane pripadnim nizom
funkcija gustoce (f,,n € N) te ako X, 40X pripadni niz funkcija gustoce konvergira ka
grani¢noj funkciji gustoce, tada kako se n povecava, funkcija gustoée od X, je sve blize
grani¢noj funkciji gustocée od X.

Osim klasi¢ne definicije konvergencije po distribuciji, Portmanteauova lema [8, Teorem 2.1,
str. 16] daje i nekoliko ekvivalentnih na¢ina definiranja konvergencije po distribuciji. Neki
od tih pristupa su manje intuitivni ali su jako korisni prilikom dokazivanja drugih tvrdnji,
stoga ih u nastavku navodimo.

Lema 1. Niz (X,,n € N) konvergira po distribuciji prema sluéajnoj varijabli X ako i samo

ako vrijedi jedna od sljedecih tvrdngi:
o Fx, — Fx za sve tocke x u kojima je funkcija distribucije Fx neprekidna

e Ef(X,) = Ef(X) za svaku neprekidnu omedenu funkciju f

Ef(X,) = Ef(X) za svaku omedenu Lipschitzovu funkciju f

liminf Ef(X,,) > Ef(X) za svaku nenegativnu, neprekidnu funkciju f

liminf P(X,, € G) > P(X € G) za svaki otvoreni skup G
e limsup P(X,, € F) < P(X € F) za svaki zatvoreni skup F.

Jedna od vaznijih prednosti ovog tipa konvergencije je Sto slucajne varijable ne moraju
biti definirane na istom vjerojatnosnom prostoru. lako se ovaj tip konvergencije smatra
kao najslabiji, njegova primjena je jako vazna. Upravo jedan od osnovnih rezultata teorije
vjerojatnosti, Centralni grani¢ni teorem, temelji se na konvergenciji po distribuciji. Stoga
¢emo u sljedec¢em potpoglavlju navesti njegovu tematiku.

2.1 Centralni grani¢ni teorem

Centralni grani¢ni teorem (CGT) odreduje uvjete koji moraju biti zadovoljeni da bi
srednja vrijednost uzorka slucajnih varijabli konvergirala prema normalnoj distribuciji, s
povecavanjem veli¢ine uzorka. Srednju vrijednost uzorka sluc¢ajnih varijabli (X,,n € N)

oznac¢avamo s X, i definiramo na sljede¢i nacin:

— 1

Obzirom da srednju vrijednost uzorka sluc¢ajnih varijabli definiramo kao sumu slucajnih
varijabli i ona sama je slucajna varijabla te njenu distribuciju aproksimiramo CGT.



Postoji nekoliko verzija centralnog grani¢nog teorema te ovdje navodimo samo jednu od njih
dok neke od ostalih verzija ¢itatelj moze pronaéi u |1, Centralni grani¢ni problem, str. 506].
U teoriji vjerojatnosti najpoznatiji i najjednostavniji je Lindeberg-Lévy CGT koji se koristi
u slucaju da su sluc¢ajne varijable nezavisne i jednako distribuirane. Budué¢i da za dokaz
ovog teorema koristimo karakteristi¢ne funkcije i neka njihova svojstva, najprije ¢emo njih
definirati.

Definicija 9. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla definirana na
njemu sa funkcijom distribucije Fx. Karakteristicna funkcija od Fx je funkcija ox : R — C
definirana izrazom

ox(t) = /OO e dFx(r) = /Oo cos(tz)dFx () +z‘/oo sin(tx)dFx(z), t € R.

—00 —0o0 — 00

Teorem 1. (Teorem o neprekidnosti) Neka je (Fx,,n € N) niz funkcija distribucije i
(px,,n € N) odgovarajuci niz karakteristicnih funkcija.

o Ako Fy, LN Fx, gdje je Fx funkcija distribucije, tada px, (t) — @x(t) za sve t € R,
gdje je ox karakteristicna funkcija od Fx.

o Ako za svakit € R postoji lim px, (t) = ¢x(t) i ako je funkcija px neprekidna ut =0,
tada je px karakteristicna funkcija funkcije distribucije Fx 1 vrijedi Fx, 4 Fx.
Dokaz. Vidi [1, Teorem 13.8, str. 480]. O

Teorem 2. (Lindeberg-Lévy CGT) Neka je (X,,,n € N) niz nezavisnih jednako distribu-

wranth slucajnih varijable takvih da je
E[X,)=p<oo, VneN

Var[X,] =o0* <oo, o*>0, VneN.

X —
o

gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla.

Tada vrijedi da

Dokaz. Oznadimo s Z; = i pri ¢emu je E[Z;] = 01 Var[Z] = 1.

g

Sada je

1l &, 1 &SXi—p 1L 1

X, -
—Vn F_y,.
g

Iz prethodnog racuna slijedi

t) = | —= ) =" | —= ice je © karakteristi¢na funkcija od Z;.
oy, (t) HQOZL (\/ﬁ) %) <\/ﬁ> ,pri ¢emu je ¢ kar risti¢na funkcij



Dakle, na osnovu Teorema 1 zaklju¢ujemo da je dovoljno pokazati da karakteristi¢na funkcija

@y, konvergira, odnosno pitamo se

lim ¢y, (t) = lim "

n—oo
Pogledajmo
t
In i " — | = lim Ine"
n lim ¢ (\/ﬁ) im In

= lim
n—oo

n—oo

7

= lim nln i
Zl}

2 2
iz ¢ega odmah slijedi ¢y, (1) — 6_%, pri cemu je e~ 7 karakteristi¢na funkcija od

Z ~ N(0,1), ¢ime smo pokazali tvrdnju teorema.

[]

Primjer 2. Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih Bernoullijevih slucéajnih varijabli s para-

1

metrom p = 5. Slucajne varijable X,, poprimaju vrijednosti iz Rx, = {0,1} te su zadane

sljedecom funkcijom gustoce:

fx,(x)

D= N

o}



Koristeéi se Centralnim granicnim teoremom odredite distribuciju srednje vrijednosti prvih
100 ¢lanova ovog niza.

RJESENJE:

Niz (X,,,n € N) je niz nezavisnih jednako distribuiranih sluéajnih varijabli. Da bi mogli
primijeniti Lindeberg-Lévy CGT provjerimo zadovoljava li niz (X,,n € N) uvjete teorema.

Srednja vrijednost niza je:
1
IGRX"

Varijancu éemo dobiti koristeci formulu  Var(X,) = E[X?] — E[X,]*.

Lako je izracunati drugi moment

1
— B2 = Y o fx,(0) = 12 (D07 fx,(0) = 5
l‘GRXn
12 cega dobivamo
Var(X,) = E[X?] - E[X ]2—1—1—1<oo
SO "2 44 '
Niz (X,,,n € N) prema tome zadovoljava uvjete Lindeberg-Lévy CGT, pa ako ga primijenimo
o 100
na srednju vrijednost prvih 100 ¢lanova, tj. na X, = ﬁ > X, dobivamo aproksimaciju
i=1
distribucije
— Var(X,) — 11
Xy~ E[X,], —— Xy~ S 1nn |-
N([} " ): N<2400>

Lindeberg-Lévy CGT nije teorem aproksimacije, odnosno on ne daje informaciju koliko uzo-
rak treba biti velik da bi se srednja vrijednost uzorka aproksimirala normalnom distribucijom.
Lindbeg-Levyjev CGT tvrdi da se bilo koji sluc¢ajni pokus iz realnog svijeta, ¢iji je konacan
ishod rezultat sumacije ili srednje vrijednosti ishoda veceg broja nezavisnih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli, koje imaju kona¢no matematicko oc¢ekivanje i varijancu, moze
promatrati kroz pribliznu normalnu distribuciju. Na primjer, ukupan broj proizvoda s gre-
Skom u nekom proizvodnom procesu ili u tvornici moze se promatrati kao priblizno normalno
distribuiran sve dok vrijede pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti.
Centralni grani¢ni teorem pronalazi brojne primjene u praksi. Glavna primjena mu je odre-
diti pribliznu distribuciju u slu¢aju da je prava distribucija nepoznata ili je s njom tesko
dalje raditi, Sto je Cest slucaj u statistici.

2.2 Konvergencija po distribuciji niza slu¢ajnih vektora

Obzirom da slu¢ajni vektor, kao uredenu n-torku slu¢ajnih varijabli, mozemo shvatiti
kao generalizaciju pojma sluc¢ajne varijable, logi¢no je zapitati se o pojmu konvergencije niza
slucajnih vektora. Konvergencija niza slucajnih vektora takoder je podijeljena u Cetiri tipa
konvergencije, koja su na neki nacin slicna konvergenciji niza slucajnih varijabli. Konver-

gencija po distribuciji niza slucajnih vektora gotovo je identi¢na istoimenoj konvergenciji



slu¢ajnih varijabli, a jedina razlika je u tome §to se funkcije distribucije slu¢ajnih varijabli
zamjene s funkcijama distribucije slu¢ajnog vektora.

Definicija 10. Neka je (X,,,n € N) niz slucajnih vektora dimenzije K x 1. Oznacimo s
Fx,, funkciju distribucije slucajnog vektora X,, za svakin € N. Kazemo da niz (X,,n €
N) konvergira po distribuciji ako i samo ako postoji funkcija distribucije Fx takva da niz
(Fx, (z),n € N) konvergira prema Fx za svaku tocku x € R¥ gdje je Fx neprekidna. Slu-
cajan vektor X koji ima funkciju distribucije Fx nazivamo granicom po distribuciyi, dok
konvergenciju oznacavamo sa

X, 5 X.

Napomena 2. Za ovaj lip konvergencije vazno je napomenuti da je konvergencija po dis-
tribuciji komponenti slucajnog vektora (slucajnih varijabli) nuzan, ali ne i dovoljan uvjet
konvergencije po distribuciji slucajnog vektora u cjelini [3, Relations among modes of co-
nvergence]/.



3 Konvergencija po vjerojatnosti

Ako usporedujemo konvergenciju po vjerojatnosti s konvergencijom po distribuciji mo-
zemo zakljuciti da je konvergencija po vjerojatnosti jaca. Koncept konvergencije po vjero-
jatnosti bazira se na sljedec¢oj intuiciji: dvije slucajne varijable su blizu jedna drugoj ako
postoji velika vjerojatnost da je njihova razlika jako mala.

Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli definiran na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).
Za sluc¢ajnu varijablu X i strogo pozitivan realan broj €, promotrimo sljedeéu vjerojatnost:

P(IX, — X| > o).

Intuitivno, za niz (X,,n € N) kazemo da je daleko od X kada je |X,, — X| > € pa je prema
tome P(|X,, — X| > ¢) vjerojatnost da je niz (X,,n € N) daleko od X. Ako (X,,n € N)
konvergira ka X onda P(|X,, — X| > ¢) treba postajati sve manja i manja kako povec¢avamo
n. Drugim rije¢ima, vjerojatnost da je (X,,n € N) daleko od X trebala bi i¢i u nulu kako n
raste.
Formalno, trebali bi imati

nh—>I£loP<|X” —X|>¢)=0.

Takoder, uo¢avamo da je P(X, — X| > ¢) niz realnih brojeva, pa je gornji limes zapravo
limes niza realnih brojeva. Ovaj nacin proucavanja udaljenosti medu slu¢ajnim varijablama

vodi nas do sljedece definicije.

Definicija 11. KaZemo da niz (X,,,n € N) slucajnih varijabli konvergira po vjerojatnosti

prema slucajnoj varijabli X ako za svaki ¢ > 0 vrijedi

lim P(|X, — X| >¢) =0.

n—o0

To oznacavamo s
(P)imX, =X ili X, 5 X (n— 00)
te slucajnu varijablu X nazivamo vjerojatnosna granica (probability limit).
Prema sljedec¢oj propoziciji prethodni limes je jedinstven.
Propozicija 2. Ako je (P) nh_>n(r>10 X,=Xi(P) nh_}rgo X, =Y tada je P(X #Y) =0.

Dokaz. Promotrimo skup {X # Y} koji mozemo raspisati na sljede¢i nacin:

o

Y]

(X £Y}={w: X() £ Y (@)} = [J{w: 1X(@) - ()

Nadalje imamo:
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te ako na prethodnu jednakost djelujemo s limesom po n, dobivamo:
1
P{w X (W) — Y (W) > E} =0, keN.

Obzirom da mi imamo uniju takvih vjerojatnosti, iskoristit ¢emo svojstvo o- subaditivnost

vjerojatnosti, odnosno:

A, e FneN = P (U An) <> P(A),
n=1 n=1
uz pomoc¢ kojega zakljucujemo da je
P G fo:1X (@) - Y ()] 2 1} < iP{w X (W) = Y(w)| > 1} _So—o,
—kJ) —k
k=1 k=1 k=1
Iz prethodne nejednakosti i nenegativnosti vjerojatnosti slijedi P(X #Y) = 0. O

Primjer 3. Neka je Y neprekidna slucajna varijabla koja ima uniformnu distribuciju na
intervalu [0,1] tj. X ~ U[0,1]. Tada je poznato da je slika slucajne varijable Ry = [0,1] i
funkcija gustoce
1, yel0,1]
fry) =
0, y¢][0,1].

Definiran je niz sluéagnih varijabli (X,,n € N) na sljedeéi nacin:
X1 = Lyepay

Xo = Liyvepyy Xz = Lyyvepse
Xao=lvepaagy Xs = Liyvenyaroy  Xo = Lyvepyes/ay X7 = Liyvepan
Xs = Liyepassy Xo = Lvenssesy X = Lyyvep/sspey - X15 = lyepr/s
Xi6 = Livep,i/iey X17 = Livepyiez/iey X18 = livep/i6,3/16))

gdje je lyeay indikator funkcija. Treba pronaci, ako postoji, vjerojatnosnu granicu niza
slucagnih varijabli (X,,n € N).
RJESENJE:

Opéi c¢lan niza X, kao indikator funkcija moZe poprimiti samo dvije vrijednosti:

e mozZe biti 1 s vjerojatnoséu

P(anl):P(Ye [iﬂj]) _

1
m’ m m’
gdje je m cijeli broj koji zadovoljava nejednakost 5 < m < n, dok je j cijeli broj koji

zadovoljava da je n =m + j

e moze bili 0 s vjerojatnoscéu
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Prema navedenim nejednakostima, m tezi u beskonacno kada n pustimo u beskonacno pa

Mmamo:

1
lim P(X,, =0)= lim (1 - —) = 1.

n— oo m—o00 m

Stoga vjerojatnost da je X, = 0 konvergira v 1 kada n teZi u beskonacno. Prema tome, niz
slucagnih varijabli (X,,n € N) odigledno konvergira po vjerojatnosti u konstantnu sluéajnu
varijablu X =0, odnosno za svaki € > 0,
nh_)n;@P(|Xn —X|>¢e)= nll_}HQlo P(|X, —0| > ¢)
= lim P(X, > ¢

n—oo )
= lim P(X, =1)

n—oo

= lim £ =0. [ ]

m—r0o0

(zato Sto je X, pozitivna)

(zato $to X,, poprima samo 0 ili 1)

3.1 Slabi zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva ima vaznu ulogu u vjerojatnosti i statistici. On tvrdi da ako
eksperiment provodimo neovisno ve¢i broj puta, prosjecni rezultat koji tada dobijemo trebao
bi biti blizu ocCekivane vrijednosti. Postoje dvije glavne verzije zakona velikih brojeva a to
su: Slabi zakon velikih brojeva (SZVB) i Jaki zakon velikih brojeva (JZVB). Razlika izmedu
njih se ocituje u tipu konvergencije koji se koristi. Slabi zakon velikih brojeva koristi upravo

konvergenciju po vjerojatnosti i on je iskazan sljede¢im teoremom.

Teorem 3. (Slabi zakon velikih brojeva) Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih slucajnih vari-
jabli takvih da je B(X,) = pu i Var(X,) = 0* za svaki n € N. Tada

X1+...+Xn P
- - 5
n

L.

Dokaz. Zan € N uvedimo oznaku S, = X;+...+ X,,. Onda vrijedi da je E(S,) = nu te zbog
nezavisnosti vrijedi i da je Var(S,) = no?. Ako sada primijenimo éebiéevljevu nejednakost,

odnosno

0.2

P<|X_N‘Z€)S§7 v‘€>07
gdje je Var(X) = o2, dobivamo

P( S, ‘ . E) . var(:jn/n) _ Var(S,) _ o?

—_— — M =
€ n2e? ne?’
pri cemu prethodni izraz tezi u 0 kada n tezi u oo ¢ime smo pokazali tvrdnju. O]

n

Napomena 3. Twrdnja prethodnog teorema vrijedi © uz sljedecu pretpostavku:

Neka je (X,,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli sa (konaénim)
zajednickim ocekivanjem E(X,,) = u. Tada n S, i w. Taj rezultat poznat je pod imenom
Hincinov slabi zakon velikih brojeva.
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3.2 Konvergencija po vjerojatnosti niza slu¢ajnih vektora

Konvergencija po vjerojatnosti moze se generalizirati i za slucaj kada je rije¢ o nizu slu-
¢ajnih vektora.
U tu svrhu promotrimo niz slu¢ajnih vektora (X,,n € N) na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P), gdje je svaki slu¢ajni vektor dimenzije K x 1. Uvjeti konvergencije u osnovici
ostaju isti kao i za konvergenciju slucajnih varijabli, ali se u slucaju konvergencije po vjero-

jatnosti niza sluc¢ajnih vektora udaljenost mjeri Euklidskom normom, odnosno:

d(Xp, X) = [[X = X[ = \/[Xn,l(W) — X+ 4 Xk (W) = X g (W)]2

Definicija 12. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih vektora na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). KaZemo da niz (X,,n € N) konvergira po vjerojatnosti prema slucajnom

vektoru X definiranom na istom vjerojatnosnom prostoru, ako i samo ako vrijedi
lim P(||X, —X|| >¢) =0, za proizvoljni ¢ > 0.
n—oo

To oznacavamo s:
X, 5 X ili (P) lim X, = X.

n—00
Konvergencija niza sluc¢ajnih vektora moze se promatrati i na sljedeé¢i nacin.
Neka je (X,;,n € N) niz i-te komponente vektora X,,. Moze se pokazati da niz sluc¢ajnih
vektora (X,,,n € N) konvergira po vjerojatnosti prema slu¢ajnom vektoru X ako i samo ako
svaki od K nizova sluc¢ajnih varijabli (X,,;,n € N) konvergira po vjerojatnosti.

Propozicija 3. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P). Oznacimo s (X, ;,n € N) niz sluéajnih varijabli dobiven uzimanjem i-te
komponente svakog slucajnog vektora X,,. Niz (X,,,n € N) konvergira po vjerojatnosti prema
slucagnom vektoru X ako i samo ako niz (X, ;,n € N) konvergira po vjerojatnosti prema
slucajnog varijabli X.; (i-ta komponenta od X) za svakii=1,2,... K.
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4 Konvergencija u srednjem reda p

Koncept na kojem se temelji konvergencija u srednjem vodi se intuicijom da su dvije
slucajne varijable blizu jedna drugoj ako je kvadrat njihove razlike u prosjeku mali. Dakle,
nac¢in na koji se ovdje definira udaljenost izmedu niza (X,,,n € N) i slu¢ajne varijable X je

E(1 X = XTP),

ili, drugim rije¢ima p-ti apsolutni moment razlike X,, i X. Obzirom na vrijednost p koju
fiksiramo, postoje dvije vrste konvergencije u srednjem koje se ina¢e promatraju, a to su

e p =1 - konvergencija u srednjem reda 1

e p = 2 - konvergencija u srednjem reda 2 koja se joS naziva kvadratna konvergencija u

srednjem.

Definicija 13. Neka je 1 < p < oo i neka su X,,, X € L,(Q), n € N. KaZemo da niz
(X, n € N) konvergira u srednjem reda p prema X ako vrijedi
lim FE(|X, — X[?) =0.
n—oo
To oznacavamo s
(mP)lim X, = X ili X, 2 X (n— o).

Napomena 4. Za fiksni p, 1 < p < oo, sa L,(Q,F,P) = L,() oznacavamo skup svih
slucajnih varijabli definiranih na Q koje imaju konacéni p-ti apsolutni moment E[|X?|]. Za
X € L,(R2) onda vrijedi

111, = (BLIX]])7 (1)
Zbog nejednakosti Minkowskog imamo da je L,(SY) vektorski prostor, te je onda s (1) defini-
rana norma na tom vektorskom prostoru, a kako je L,(€2) potpun normiran prostor onda je

L,(2) Banachov prostor. Prema prethodnom, mP-konvergencija jest konvergencija po normi

u Banachovom prostoru L,(2).

Primjer 4. Neka je X,, ~ U(0, %) Pokazite da niz (X,,n € N) konvergira u srednjem reda
p prema 0, 5. X, ™0 za bilo kojip > 1.

RJESENJE:

Funkcija gustoce niza (X,,,n € N) dana je s:

n, 0<z< %

@) = { 0, nace

te imamo .
n p+1 % 1
E(| X, — 0) :/ NP I L S, 2)
0 p+ 1 1o (p + ].)TLP
Ako sada na (2) djelujemo s limesom kada n teZi u oo imamo:
1
E(|X,—-0Ff)=————0
(X~ 0P) = o

za bilo koji p > 1. |
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4.1 Konvergencija u srednjem reda 2

Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli definiranih na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P) te neka je X sluc¢ajna varijabla definirana na istom vjerojatnosnom prostoru.
Kazemo da niz (X,,n € N) konvergira prema X u srednjem reda 2 ako niz (X,,n € N)
konvergira ka X suglasno metrici definiranoj na sljedeé¢i nacin:

d(X,, X) = E[(X, — X)?]. (3)

Metrika (3) je dobro definirana ako postoji o¢ekivana vrijednost na desnoj strani. Taj uvjet
se osigurava zahtijevanjem da su (X,,n € N) i X dva puta integrabilne, odnosno (X,,n €
N), X € Ly(9). Intuitivno, za proizvoljnu fiksnu tocku w, kvadrat razlike (X, (w) — X (w))?
izmedu dvije realizacije od X,, i X daje mjeru koliko su te dvije realizacije razli¢ite, dok
srednja kvadratna razlika E[(X,, — X)?] daje mjeru koliko su u prosjeku razli¢ite te dvije
realizacije (za razli¢ite izbore w). Ako srednja kvadratna razlika postane sve manja i manja
s povecanjem n, tada niz X,, konvergira u X.

Ovaj koncept sazet je u sljede¢u definiciju.

Definicija 14. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) koje su dva puta integrabilne, odnosno (X,,n € N) € Ly(Q). KaZemo da
niz (Xn,n € N) konvergira u srednjem reda 2 ako i samo ako postoji dva puta integrabilna
slucagna varijabla X takva da niz (X,,n € N) konvergira w X prema metrici d(X,, X) =
E((X, — X)?%], tj. da vrijedi

lim E[(X, — X)) =0.

n—oo

To oznacavamo sa
m2
(m*) ImX, =X ili X, X (n— o0).
Sljedec¢i primjer ilustrira konvergenciju u srednjem reda 2.

Primjer 5. Neka je (X,,n € N) kovarijantni stacionarni® niz slucajnih varijabli takuvih

2 4 kovarijancu 0

da sve slucajne varijable u nizu tmaju 1sto ocekivanje p, istu varyancu o
jedna s drugom. Definiramo prosjecnu vrijednost niza X, kao: X, = %Zn: X; 1 defintramo
konstantnu slucajnu varijablu X = p. Udaljenost izmedu prosjecne vrijecﬁlosti niza X, 1 X
je onda:

d(X,, X) = B[(X, — X)*] = B[(X,, — p)’], (4)
ali p je i ocekivana vrijednost od X, §to zakljucujemo iz

n

e
=1 =1

i=1

B, = E

’Niz slu¢ajnih varijabli je kovarijantno stacionaran ako svaki element niza ima isto ogekivanje i ako
kovarijanca izmedu bilo koja dva elementa u nizu ovisi samo o relativnim pozicijama tih elemenata tj. o tom
koliko su medusobno udaljeni, a ne o njihovim apsolutnim pozicijama tj. na kojem mjestu se nalaze u nizu.
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Sada iz (4) slijedi:
d(Xy, X) = B[(X, — p)°] = E[(X, — E[X,])*] = Var[X,] ()
po definiciji varijance, dok je s druge strane, varijanca od X,

1 & 1
— ZXZ] = = Var
n i1 n

Sada iz (5) i (6) slijedi:

n 2

in] _ %ZV@T[XZ-] _ % So=" ()
=1 =1

i=1

Var[X,] = Var

o 2

d(Xn, X) = B[(X, — X)2] = Var[X,] = %

Nadalje, v limesu kada n — oo imamo:

0.2

lim E[(X, — X)% = lim — =0.

n—00 n—oo M

Dakle, prema definiciji konvergencije u srednjem reda 2 niz X,, konvergira prema konstantnoj

slucajnoy varigabli X = p. [ |

4.2 Veza izmedu konvergencije u srednjem reda 2 i reda 1

Ako je 1 < s < p onda konvergencija u srednjem reda p povlaci konvergenciju u srednjem

reda s. Ta tvrdnja je iskazana sljede¢im teoremom.

Teorem 4. Neka je 1 < s < p. Ako niz slucagnih varijabli (X,,n € N) konvergira u srednjem
reda p prema slucajnoj varijabli X [ X, o, X], onda (X,,n € N) konvergira u srednjem reda
s prema slucajnoj varijabli X [X, RN X].

Dokaz. Za dokaz ove tvrdnje koristimo Hélderovu nejednakost |1, Propozicija 10.11, str. 315|
koja glasi:
EIXY| < (EIX[)H(EIY]Y)s, (7)

gdje je k > 11 ¢ < oo te vrijedi % + % = 1. U Holderovoj nejednakosti izaberemo sljedece:

X =|X,— X, Y=1, k:§>1.
Kada to uvrstimo u nejednakost (7) dobivamo:
E|X, = X|" < (E|X, = X[P)r. (8)
Sada po pretpostavci da X, RN X, §to po definiciji znaci:
lim E(|X, — X[") =0, 9)

n—oo

iz (8) i (9) zakljucujemo:

lim E(|X, — X|*) < lim (E|X, — X|")» = 0.
n—oo

n—o0
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Korolar 1. Ako X, m—2> X, onda X, m—1> X.

Veza izmedu konvergencije u srednjem reda 2 i konvergencije u srednjem reda 1 opisana

prethodnim korolarom povlaci jo$ neke bitne rezultate kao Sto je tvrdnja sljedeceg teorema.
m2 - m2 ml
Teorem 5. Ako X,, — X 1Y, — Y onda X,.Y,, — XY.

Dokaz. Dokaz provodimo koriste¢i Cauchy-Schwarz-Bunyakowsky nejednakost [1, Propozi-
cija 10.10, str. 314]:
(E[IXY]])* < E[X?] - E[Y?] (10)

i nejednakost Minkowskog [1, Propozicija 10.12, str. 316], koja u teoriji vjerojatnosti glasi:

(E[|X + Y PP < (E[|XPP]) + (E[|Y]P])? 2a 1<p< oo
Dakle, imamo

E[|X,Y, - XY||=E[ |(X,Y,— X,Y)+ (X,.)Y — XY)| |

< E[ XY, — X,)Y|]+ E[|X,)Y — XY|]
= E[ |Xa(Y, = Y)| ]+ E[[YV(X, — X)| ]
= B[ [ Xa(Ya =Y)| |+ E[ V(X5 — X)[ ]|

< /BRI EY, = VP T BV Bl(X, — X7
< JEXA BV, — V) + BV B, — X7

Po pretpostavci znamo da X, m—2> X idajeY € L? pa onda drugi dio gornjeg izraza
VE[Y? E[(X, — X)?] = 0, kada n — oo.

2 2
Za prvi dio gornjeg izraza iskoristimo da Y,, == Y i iz pretpostavke da X,, == X slijedi da

E[X?2] — E[X?] a znamo, po definiciji konvergencije u srednjem reda 2 da je onda X € L.
Prema tome i /E[X2] E[(Y, — Y)? — 0, za n — o0 iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O

4.3 Konvergencija u srednjem reda p niza slucajnih vektora

Neka je (X,,,n € N) niz slu¢ajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P),
gdje svaki vektor X,, ima dimenziju K x 1. Kazemo da niz (X,,, n € N) konvergira u srednjem
reda p prema slu¢ajnom vektoru X definiranom na istom vjerojatnosnom prostoru ako niz

(X,,,n € N) konvergira prema X u metrici definiranoj na sljede¢i naéin:
d(XmX) = E( ||Xn - XHP)
= E(|Xn1 — Xalf + -+ [Xox + X ]F),

gdje je ||X,, — X|| p — norma razlike izmedu X,, i X. U obzir se mora uzeti i uvjet da
je metrika d(X,,, X) dobro definirana samo ako postoji oc¢ekivanje s desne strane. Dovoljan
uvjet da ocekivanje postoji je da su sve komponente od X,, i X p-integrabilne sluc¢ajne
varijable. Definicija konvergencije u srednjem za niz slucajnih vektora zasniva se na definiciji
za konvergenciju u srednjem za niz slu¢ajnih varijabli, samo se koristi odgovaraju¢a norma,

prethodno definirana.
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Definicija 15. Neka je (X,,,n € N) niz slucajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) cije su komponente p-integrabilne slucajne varijable. KaZemo da niz
(X,,n € N) konvergira u srednjem reda p ako i samo ako postoji slucajan vektor X s p-

integrabilnim komponentama takav da (X,,,n € N) konvergira prema X u metrici
d(X,,,X) = E(||X,, — X||P) takav da vrijedi

. R
lim B([[X, = X]||") =0.

o« Lp
To oznac¢avamo sa X,, — X.

U zapisu konvergencije u obliku lim E(||X,, — X|[?) = 0 uocavamo kriterij konvergencije
n—oo

koji se koristi, dok se u drugom zapisu X,, s X istice da je to konvergencija u L” prostoru,
kao i uvjet da (X,,,n € N) i X moraju imati p-integrabilne komponente.

Napomena 5. Dovoljan uvjet konvergencije u srednjem reda p niza slucajnih vektora je da
sve komponente slucajnih vektora konvergiraju u srednjem reda p, odnosno da svih K nizova

slucagnih varijabli konvergira u srednjem reda p.

Propozicija 4. Neka je (X,,,n € N) niz slucajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F, P) ¢ije su komponente p-integrabilne slucajne varijable. Oznacimo sa (X, ;,n €
N,i =1,..., K) niz slucajnih varijabli dobivenih uzimanjem i-te komponente svakog slucaj-
nog vektora X,,. Niz (X,,n € N) konvergira u srednjem reda p prema slucajnom vektoru X
ako i samo ako niz slucagnih varijabli (X, ;,n € N, i =1,..., K) konvergira u srednjem reda

p prema slucajnoj varijabli X. ; (i-ta komponenta od X) za svakii=1,... K.
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5 Konvergencija gotovo sigurno

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Kazemo da izjava o slu¢ajnim elementima vrijedi
gotovo sigurno ako postoji dogadaj N € F s vjerojatnoséu P(N) = 0 pri ¢emu izjava vrijedi
ako je w € N¢. Sinonimi za gotovo sigurno su: gotovo svuda, gotovo sve, skoro sigurno,
skoro svuda.

Promotrimo niz sluc¢ajnih varijabli Xy, Xo, X3, ... koji je definiran na uzorku S. Zbog jednos-
tavnosti, pretpostavimo da je S kona¢an skup pa ga mozemo zapisati kao S = {s1, s, ..., Sk}
Svaka slucajna varijabla iz niza (X,,n € N) je funkcija sa skupa S na skup realnih brojeva.
To mozemo pisati kao:

Xn(8;) = X, 1=1,2,... k.

Kada provedemo slucajni eksperiment, jedan od s; ¢e biti ishod eksperimenta i vrijednosti
slucajnih varijabli X,, ¢e biti poznate. Ako je s; ishod eksperimenta, onda dobivamo sljedeci
niz:

T1jy, 2,5, X35y~

Kako je ovo niz realnih brojeva mozemo govoriti o konvergenciji. Konvergencija gotovo
sigurno definirana je na temelju konvergencije ovakvih nizova. Prije nego $to definiramo

konvergenciju gotovo sigurno promotrimo sljedec¢i primjer.

Primjer 6. Promatramo sljedeci slucajni eksperiment:
Jednom bacamo pravilan novcié. Prema tome, ovdje skup svih mogudcih ishoda ima samo
dva elementa, odnosno S = {P,G}. Na ovom uzorku definiramo niz slucagnih varijabli

X1, Xo, X3,... na sljedeéi nacin:

g s=P
Xn(s) =
(=", s=G.
a) Za svaki od mogudih ishoda na skupu S odredite konvergira li niz realnih brojeva.
b) Odredite P{s; € S : lim X, (z;) = 1}.
n—oo
RJESENJE:

a) Promotrimo prvo niz za s = P.

= Qo

Tada imamo da je X,(P) = 25 pa niz izgleda ovako: z, %, ,%, .
Za ovaj niz znamo da konvergira u 1 kada n — oo.
Kada je s = G niz definiramo kao X,,(G) = (—=1)" pa on izgleda ovako:
1,1,-1,1,-1,1, ...
Ovaj niz oscilira izmedu —1 1 1 pa on ne konvergira.
b) Prema a) dijelu primjera, dogadaj {s; € S : lim X, (z;) = 1} je istinit ako i samo ako

n—o0

je s = P, pa je onda

P{s; € S: lim X, (z;) =1} = P(P) = %
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U prethodnom primjeru vidjeli smo da niz (X, (s),n € N) konvergira kada je s = P i da ne
konvergira kada je s = G. Opéenito, ako je vjerojatnost da niz (X, (s),n € N) konvergira ka
X (s) jednaka 1, onda kazemo da niz X,, konvergira gotovo sigurno u X $to oznacavamo sa

(g.s)limX, =X ili X,Z5 X (n— o0).

Definicija 16. KaZemo da niz sluéajnih varijabli (X,,n € N) konvergira gotovo sigurno
(g.s.) prema slucajnoj varijabli X, ako je:

P{weQ: X(w) = lim X,(w)} =1

n—0o0

Napomena 6. Limes iz prethodne definicije je (g.s.) jedinstven, odnosno ako X, — X i
X, =Y tada je X =Y (g.5.).

Ovaj tip konvergencije naziva se jo$ i jaka konvergencija zato Sto se temelji na najjacoj
tvrdnji u teoriji vjerojatnosti, a to je da neki dogadaj ima vjerojatnost 1. Obzirom da u
ovom tipu konvergencije dogadaji za koje X, konvergira u X imaju vjerojatnost 1 onda
intuitivno, dogadaji u kojima X, ne konvergira u X imaju vjerojatnost 0.

Koncept gotovo sigurne konvergencije moze se promatrati i kao varijacija tockovne konver-
gencije. Niz slu¢ajnih varijabli (X,,,n € N) je konvergentan u smislu to¢kovne konvergencije
ako i samo ako je niz realnih brojeva (X,(w),n € N) konvergentan za svaki w € €. Pos-
tizanje konvergencije za sve w € () je vrlo strog zahtjev, stoga se on obi¢no relaksira, pri
¢emu se onda zahtijeva konvergencija niza (X, (w),n € N) za dovoljno velik podskup od
2, a ne nuzno za svaki w € Q. Dakle, zahtijeva se da niz realnih brojeva (X, (w),n € N)
bude konvergentan gotovo sigurno. Ako sa F' oznac¢imo skup svih tocaka iz ) za koji niz
(X,(w),n € N) konvergira, onda komplement tog skupa F'“ mora biti dio skupa dogadaja
nulte vjerojatnosti, odnosno

F={we: X,(w) jekonvergentan niz}

E  je dogadaj nulte vjerojatnosti
F¢CE.

Drugim rije¢ima, konvergencija gotovo sigurno zahtijeva da niz (X, (w),n € N) konvergira
za sve totke w € Q) osim mozda za mali skup tocaka F¢ (koji mora biti dio dogadaja nulte
vjerojatnosti). Opisani pristup sazet je u Cauchyjev kriterij konvergencije gotovo sigurno.

Definicija 17. Niz (X,,,n € N) je Cauchyjev gotovo sigurno ako je niz (X,(w),n € N)

Cauchyjev za gotovo sve w € €2 odnosno ako je

lim E(|X, — X,.|?) = 0.
n—oo

m— 00

Prethodnu definiciju mozemo zapisati i drugadije:
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Definicija 18. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Kazemo da je niz (X,,n € N) Cauchyjev ili fundamentalan gotovo sigurno
ako postoji E € F,P(E) =0 takav da za svaki w € EC vrijedi

Jim (X, (@) — X (w)]) = 0.

Propozicija 5. Niz slucajnih varijabli (X,,n € N) konvergira gotovo sigurno prema slucaj-

noj varijabli X ako i samo ako je niz (X,,n € N) Cauchyjev gotovo sigurno.

Dokaz. = Pretpostavimo da X,, 22 X. Tada po definiciji postoji dogadaj F iz skupa svih
dogadaja tako da je P(E) = 0 te znamo da onda niz realnih brojeva X, (w) — X(w) za
w € EY. Prema tome, (X, (w),n € N) je Cauchyjev niz realnih brojeva za w € E© iz Cega
slijedi da je (X,,n € N) Cauchyjev (g.s.).

< Pretpostavimo da je (X,,,n € N) Cauchyjev (g.s.). Tada postoji dogadaj E iz skupa
svih dogadaja tako da je P(E) = 0 te je niz realnih brojeva (X, (w),n € N) Cauchyjev za
w € E°. Onda postoji 7}1_{120 X, (w) = X(w) € R, w e EC. Stavimo da je

lim X,(w), we E°

X(w) = n—00
0, we k.

Kako niz slu¢ajnih varijabli konvergira u X onda je i X sluc¢ajna varijabla [1, Propozicija
8.9, str. 244] i vrijedi X,, 2% X. O

Ponekad je tesko dokazati gotovo sigurnu konvergenciju izravno. Stoga je poZeljno znati neke
dovoljne uvjete za gotovo sigurnu konvergenciju. U nastavku ¢emo navesti neke rezultate
koji mogu biti korisni prilikom dokazivanja gotovo sigurne konvergencije.

Teorem 6. Neka je (X,,,n € N) niz slucajnih varijabli na vierojatnosnom prostoru (Q, F,P).
Ako vrijedi

Y P(X,—X|>¢)<oo, Ve>0

n=1

onda X,, L2 X, kada n — oc.

Dokaz. Po pretpostavci teorema, ako vrijedi da je

Y P(X,—X|>¢) <o = lim P(|X, — X|>¢) =0
n=1

tj. po definiciji konvergencije po vjerojatnosti to znac¢i da X, 50X (n — 00).
Neka je ¢ > 0. Sada promatramo P(|X,, — X| > ¢) za neki m € N takav da je m > n,

odnosno vrijedi

P<|Xn—X|ze>=P(U{er—X|za})

o -subaditivnost vj. o0
< > P(IX — X[ > ) 50

n=m
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n—o0

— P(| X, — X| > ¢, zanekim >n) — 0. (11)

Ako (11) zapiSemo ekvivalentno za konvergenciju gotovo sigurno, imamo:
P(| X, — X|>¢, Vm>n) < P(|X,, — X| > ¢, za neki m > n)

<Y P(|Xm = X[2e) 50

m=n

= lim P(|X,, — X|>¢, Vm>n)=0 Ve>0

n—o0

= lim P(|X,, — X|<e, Vm>n)=1 Ve > 0.

n—oo

Sada treba pokazati ekvivalenciju:

X, 2 X — lim P(|X,, —X|>¢, Vm>n)=1, Ve>0.

n—oo

Ako pretpostavimo da X,, £ X tada za svaki ¢ > 0 na skupu vjerojatnosti jedan vrijedi:
| X (w) — X (w)] < e, Vn > ng.

Promotrimo sada sljedece:
(X, - X} = {w €Q: lim X, (w) = X(w)}

n—oo

N U we: [Xuw) - Xw)| <e,  Vm=>n)

e>0m=n

— P(Xn—>X):P<ﬂ G {|Xm — X| <, vmzn})

e>0m=n

(neprekidnost vj. u odnosu na padaju¢u familiju dogadaja)

:161£%P<L_J {IX, — X| <, VmZn})

(neprekidnost vj. u odnosu na rastué¢u familiju dogadaja)

=lim lim P{|X,, — X| <&, Vm>n}.

e>0 n—oo

1° Pretpostavimo da je desna strana jednaka 1, odnosno:

lim lim P{|X,, — X|<e, Vm>n}=1atadajei P(X, - X)=1,

e>0 n—oo

odnosno X, £ X (n — o).

2° Pretpostavimo da je lijeva strana jednaka 1, odnosno:

1:P(Xn—>X)§P<G{|Xm—X|<s, ‘v’mZn})

= lim P(|X,, — X| <e, Vm>n),
n—oo

iz ega slijedi  lim P(|X,, — X| <e, Vm>n)=1
n—oo
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Primjer 7. Neka je niz slucajnih varijabli (X,,,n € N) definiran na sljedeéi nacin:

—%, s vjerojatnoséu %
X, =
%, s vjerojatnoséu %
Treba pokazati da X, 220,
RJESENJE: .
Po Teoremu 6. dovoljno je pokazati da y P(|X,| > ¢) < co.
n=1

Ako promotrimo apsolutnu vrijednost opéeg élana niza (X,,n € N), dobivamo
1 1
Xy == = | Xy > <= n<-
n €

te prema tome slijedi:

m\H

- 1
P(lX,| > (| Xn| > - | < 0. [ |
;(\\SZ\\eMw

Teorem 6 pruza samo dovoljan uvjet za konvergenciju gotovo sigurno. U slu¢aju kada imamo
o

da je > P(|X,| > ) = oo ne mozemo zakljuciti konvergira li niz (X,,n € N) prema

X goto;o sigurno ili ne. Stoga je u sljedeéem teoremu naveden nuzan i dovoljan uvjet

konvergencije gotovo sigurno.

Teorem 7. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli te za svaki € > 0 definirajmo skup
dogadaja
A, ={X,—X|<e, VYn>m}.

Tada X, 22 X ako i samo ako za bilo koji € > 0 wvrijedi da je lim P(A,,) = 1.

m—ro0

Dokaz. Vidi [4, Almost sure convergence|. O

5.1 Jaki zakon velikih brojeva

Kako je ve¢ spomenuto, konvergencija gotovo sigurno naziva se i jaka konvergencija zato
Sto predstavlja najjaci tip konvergencije niza slucajnih varijabli. Kao jedan od najvaznijih
primjera u kom se koristi ovaj tip konvergencije navodi se Jaki zakon velikih brojeva koji
je i dobio naziv jaki bas zbog ovog tipa konvergencije.

Teorem 8. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli takvih da je E[X,] = u. Tada

Xi+Xo+--+ X, gs
==
n
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Dokaz. Dokaz provodimo samo za slu¢aj kad je E[X{] = K < oo. Neka je
Sn:X1+X2++Xn zan € N.
Pretpostavimo prvo da je p = 0 te racunamo

ElS=E[(Xi+ -+ X)) X1+ + X)) X1+ -+ X)X+ + X))

Razvijanjem desne strane dobit ¢emo sljedece clanove: X', XPX;, X2 X7 X2X; X 1 X; X; X X;.
Zbog nezavisnosti i pretpostavke da je p = 0 imamo:

E[X?X;] = E[X}] ELX;] =0,

E[X?X;X] = E[X?] E[X;] E[X}] =0,
E[X;X; XX = E[X,] E[X;] E[X\] E[X/] = 0.

Nadalje, za dani 4, imat ¢emo (;) = 1 ¢lanova oblika X! te za dani par X7 X?, kada je

i # j, imat ¢emo (;) = 6 ¢lanova oblika X2X?. Dakle, imamo:

E[S%] = nE[X}] + 6 (Z)E[XEXJZ] =nK +6 (Z)E[Xf] E[X7]

= nK +6 <Z)E[X12]2.

Iz 0<Var(X?) =E[X{] —E[X?? zakljucujemo da je E[X?]> < K.
Prema tome, slijedi:

n

-1
E[S,] < nK+6-¥K:nK+3n(n—l)K,

odnosno

<—+—, neN.

sS4 K 3K
E[n‘l} nd = n?’

Ako sada promatramo sumu takvih, zaklju¢ujemo:

= g =[St /(K 3K

Specijalno, prema [2, Primjer 4.37, str. 82| imamo:

P(ii—g<oo>:1,

n=1

iz ¢ega mozemo zakljuciti da

4
P(limS—Z:()):P(lim&:()):l.
n—oo N n—oo M
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Uzmimo sada neSto opcenitiji slucaj, odnosno da je p € R. Definiramo Y, := X,, — u za
n € N. Onda je (Y,,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli takvih
da je E[Y,] = 0.

Ako na niz (Y,,,n € N) primjenimo gornji dokaz dobivamo sljedeée:

X, et X X, — (X
P(lim LT ":;L):P(lim( Sl 0.5 ”>=0)
n—ro0

n n—00 n
:P(lim —KJF"'JFY":O)
n—o00 n

5.2 Konvergencija gotovo sigurno niza sluc¢ajnih vektora

Neka je (X,,,n € N) niz slu¢ajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P),
gdje je svaki vektor dimenzije K x 1. Slicno kao kod slu¢ajnih varijabli, koncept gotovo
sigurne konvergencije niza slucajnih vektora izveden je iz konvergencije po tockama relaksi-
ranjem uvjeta da niz realnih vektora (X, (w),n € N) konvergira za svaki w € Q. Odnosno,
niz (X, (w),n € N) konvergira prema realnom vektoru X(w) ako i samo ako je

lim [|X,(w) = X(w)[[ = 0,
n— oo

dok je kod konvergencije gotovo sigurno niza slu¢ajnih vektora dovoljno da niz (X,,(w),n €
N) konvergira za gotovo sve w € ).

Definicija 19. Neka je (X,,,n € N) niz slucéajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P). KaZemo da niz (X,,n € N) konvergira gotovo sigurno prema slucajnom
vektoru X definiranom na istom vjerojatnosnom prostoru ako i samo ako niz realnih vektora

(X, (w),n € N) konvergira prema realnom vektoru X(w) gotovo sigurno.
To oznacavamo sa X, 7% X.
Napomena 7. Uyjet iz definicije 19 moZemo zapisati © kao:
X, &% X <« 3 dogadaj nulte vjerojatnosti t.d. je {w € Q: X,(w) A X(w)} C E,
gdje je E skup svih dogadaja s vierojatnoséu nula na vjerojatnosnom prostoru.

Moze se pokazati da je gotovo sigurna konvergencija svih komponenti sluc¢ajnih vektora, od-
nosno svih K nizova sluc¢ajnih varijabli, nuzan i dovoljan uvjet gotovo sigurne konvergencije

niza sluc¢ajnih vektora.

Propozicija 6. Neka je (X,,,n € N) niz slucajnih vektora definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P). Oznacimo sa (X,,;,n € Nyi=1,..., K) niz slucajnih varijabli dobivenih
uzimangem i-te komponente svakog slucajnog vektora X,,. Niz (X,,n € N) konvergira gotovo
sigurno prema slucajnom vektoru X ako i samo ako niz slucajnih varijabli (X, ;,n € N)

konvergira gotovo sigurno prema slucajnoj varijabli X.,; (i-ta komponenta od X) za svaki

i=1,..., K.
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6 Konvergencija neprekidne transformirane slucajne
varijable

U teoriji vjerojatnosti Teorem o neprekidnom preslikavanju isti¢e da neprekidne funkcije
¢uvaju granice ¢ak i ako su njihovi argumenti nizovi slu¢ajnih varijabli. Prema Heineovoj
definiciji, neprekidna funkcija (oznacimo je s g) je ona funkcija koja preslikava konvergentni
niz u konvergentni niz, odnosno X,, - X = g(X,) — ¢(X). Teorem o neprekidnom
preslikavanju tvrdi da ¢e to takoder vrijediti i u slucaju kada niz realnih brojeva zamije-
nimo s nizom sluc¢ajnih varijabli i standardnu konvergenciju s tipovima konvergencije nizova

sluc¢ajnih varijabli.

Teorem 9. (Teorem o neprekidnom preslikavanju) Neka su niz slucajnih varijabli
(Xn,n € N) i sluéajna varijabla X definirani na metrickom prostoru S. Pretpostavimo
da funkcija g : S — S’ (gdje je S” drugi metricki prostor) ima skup tocaka prekida D, takav
da je P(X € D,;) = 0. Onda vrijedi:

X, 5 X = g(X,) 5 g(X),

X, & X = g(X,) L5 g(X).

Dokaz. Prostori S'iS" imaju definirane metrike koje ¢emo zbog jednostavnosti oznacavati s
lz —y|l, zasvex,y€ S odnosno z,ye S,

iako metrike mogu biti proizvoljne, ne nuzno Euklidske.

e Konvergencija po distribuciji
Prema Portmanteauovom teoremu [9] konvergencija po distribuciji ekvivalentna je s
Ef(X,) — Ef(X), za svaku omedenu neprekidnu funkciju f.
Dakle, dovoljno je pokazati da Ef(g(X,,)) — Ef(g(X)) za svaku omedenu neprekidnu
funkciju f. Uocavamo da je rije¢ o kompoziciji dvije neprekidne funkcije
F = fog, pajei F neprekidna, a obzirom da je f, kao vanjska funkcija kompozicije
omedena, onda je i F' omedena funkcija. Sada imamo EF(X,) — EF(X) $§to smo i
trebali pokazati.

e Konvergencija po vjerojatnosti
Fiksiramo proizvoljno mali ¢ > 0. Za proizvoljni § > 0 promatrajmo skup Bs definiran
kao
Bs={xeSlx¢ D,:FyeS:|v—y|l <dlglx)—g(y)| >c¢e}.

Ovo je skup tocaka u kojima je funkcija g neprekidna i za koji u ¢ okolini tocke x
postoji tocka koja se preslika izvan e okoline od g(x), pa se po definiciji neprekidnosti
ovaj skup smanjuje kako 6 — 0. Prema tome vrijedi: (1511[(1) Bs = 0.

_>
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Sada pretpostavimo da je |g(X,) — g(X)| > . To implicira da je barem jedna od
sljedec¢ih tvdnji istinita:

X, —X|>¢ ii XeD, ii XeB;s.
Ako to zapiSemo u notaciji vjerojatnosti, imamo:
P(lg(Xn) = 9(X)| > €) < P(|X,, — X[ 2 ) + P(X € Bs) + P(z € D).

Prvi element zbroja desne strane konvergira u 0 kada n — oo za proizvoljni fiksirani
d > 0 (po definiciji konvergencije po vjerojatnosti). Drugi element ide u 0 kada § — 0
(budué¢i da se Bs smanjuje na prazan skup) te je zadnji element po pretpostavci
teorema jednak 0. Dakle, zakljucujemo

lim P([g(Xy) — g(X)| > ¢) =0,

n—oo
$to po definiciji konvergencije po vjerojatnosti znaci da g(X,,) i 9(X).

¢ Konvergencija gotovo sigurno
Po definiciji neprekidnosti funkcije g vrijedi

lim X, (w) = X(w) = lim g(X,(w)) = g(X(w)),

n—oo n—oo

u svakoj toc¢ki X (w) gdje je funkcija g neprekidna. Prema tome:

n—oo

P ((lim g(X,) = (X)) = P ( lim g(X,) = 9(X), X ¢ D)

2P<lim Xn:X,XgéDg):l,

n—oo
zato §to je presjek dva gotovo sigurna dogadaja gotovo siguran, pa po definiciji konver-
gencije (g.s.) zaklju¢ujemo da g(X,) £ g(X).

O

Napomena 8. Prethodni teorem se jos naziva i Mann- Wald teorem jer su ga prvi dokazali
Henry Mann i Abraham Wald [10].
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7 Veza izmedu razli¢itih vrsta konvergencije nizova
slucajnih varijabli

U ovom poglavlju diskutirat ¢emo veze izmedu razlic¢itih vrsta konvergencije.

7.1 Veza konvergencije po distribuciji i konvergencije
po vjerojatnosti

Teorem 10. Konvergencija po vjerojatnosti povlaci konvergenciju po distribuciji.

Dokaz. Pretpostavimo da niz slu¢ajnih varijabli (X,,n € N), definiran na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P), konvergira po vjerojatnosti prema slu¢ajnoj varijabli X', odnosno

X, Ly X. Oznadimo s (Fn,n € N) funkcije distribucije od (X,,,n € N) i s F funkciju
distribucije od X te neka je z € C'r. Tada za svaki n € N i za svaki ¢ > 0 vrijedi

F.(z)=P(X,<z)<PX,<z,X<z+4+e)+PX,<z,X >z+¢)

<PX<z+e)+PX-X,>¢)
SPX<z+4e)+ P(|X - X,| >e).
Dakle, imamo

limsup F,(x) < F(z + ¢),

n—oo

dok je s druge strane
Flzx—¢)=PX
X

IN

x—¢)

=P X<zx—-eX,<z)+PX<z-—¢X,>1)
< P(X, < 2)+ P(X, — X > 2)
< P(X, <z)+ P(|X, — X|>e).

Sada je
F(x —¢) < liminf F,(z).

n—oo

Kada sumiramo dobiveno, slijedi:

F(z —¢) <liminf F,(z) <limsup F,,(z) < F(z + ¢).

n—00 n—o0

Kada pustimo da ¢ — 0 i kada uzmemo u obzir da je F' neprekidna funkcija, onda diretno
slijedi da lim F,(z) = F(x), odnosno X, 4 X, O
n—oo

Na osnovu Teorema 10 znamo da konvergencija po vjerojatnosti povlac¢i konvergenciju po
distribuciji, ali obrat tog teorema ne vrijedi. To ¢emo ilustrirati sljede¢im primjerom.
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Primjer 8. Neka je

]
—_

()

te neka je X, = X za svaki n € N. Nadalje, ako oznacimo s Y =1 — X onda ocito niz
(Xn,n € N) konvergira po distribuciji ka Y tj. X, 4y,
S druge strane, zan € N 1 0 < e < 1 imamo:

DO [ =
N =

P(X,=Y|>e)=P(2X -1 >¢)=1>0.
Prema tome nemamo konvergenciju po vjerojatnosti. |

Dakle, konvergencija po distribuciji i konvergencija po vjerojatnosti nisu ekvivaletne, ali
postoji izuzetak koji je opisan sljede¢im teoremom.

Teorem 11. Neka niz slucajnih varijabli (X,,n € N) definiranih na vjerojatnosnom prostoru

(Q, F,P) konvergira po distribuciji prema ¢ € R. Tada X, 5oe

Dokaz. Ozna¢imo naprije s (F,,,n € N) funkcije distribucije od (X,,,n € N) te s F' grani¢nu
funkciju distribucije od X = c¢. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada za svaki n € N imamo:

P(|X,—c|>e)=P(X,>c+e)+ P(X,<c—¢)

§1—P(Xn§c+5)+P(Xn§c—g>

:1—Fn(c+8)—i—Fn(c—%>.

Kako su tocke ¢ +¢ i ¢ — § tocke u kojima je funkcija F' neprekidna i vrijedi da je
nli_}rrolan(c—i-a) =F(c+e)=1te nh_)II;OFn(C— 5)=F(c—35) =0, stoga

— lim P(|X,—¢|>¢)=0 = X, e

n—oo

]

Dakle, u specijalnom slucaju, kada niz slu¢ajnih varijabli konvergira po distribuciji ka kons-
tanti, onda su konvergencija po vjerojatnosti i konvergencija po distribuciji ekvivalentne. To
u opéem slucaju ne vrijedi te se konvergencija po vjerojatnosti smatra znatno ja¢im tipom
konvergencije u odnosu na konvergenciju po distribuciji.

Navest ¢emo jos jedan vazan teorem u teoriji vjerojatnosti koji tvrdi da neke algebarske

operacije koje vrijede za nizove realnih brojeva, vrijede i za nizove slucajnih varijabli.

Teorem 12. (Teorem Slutskog) Neka su (X,,n € N) i (Y,,n € N) nizovi sluéajnih vari-
jabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) te neka X, X Y, 4 ¢. Tada vrijedi:

a) Xn+Yni>X+c, n — 0o
b) Yani>cX, n — 00
) o 4 X

—

Vv ~, ¢c#0,n— oo.

Dokaz. Vidi [6, Teorem 5.10, str. 277]. O
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7.2 Veza konvergencije po vjerojatnosti i konvergencije gotovo
sigurno

Teorem 13. Konvergencija gotovo sigurno povlaci konvergenciju po vjerojatnosti.

Dokaz. Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Pretpostavimo nadalje da X,, 2% X.
Tada za fiksni € > 01 za n € N definiramo skup A, (¢) := {|X,, — X| > ¢}. Uocavamo da
o¢ito vrijedi A, (¢) € F za n € N. Nadalje, za svaki n € N stavimo da je

B, (¢) := U Ag(e) 1 Ble):=limsup B,(¢) = ﬂ B, (¢)

k>n N0 neN

Prema pretpostavci da X, 2 X zaklju¢ujemo da je P(B(e)) = 0, za svaki € > 0. Ako sada

iskoristimo svojstvo neprekidnosti vjerojatnosti s obzirom na padajuc¢e nizove dogadaja,

slijedi da je lim P(B,(¢)) = 0 za svaki ¢ > 0. Zatim, kako je A,(¢) C B,(¢), za svakin € N
n—oo

— lim P(4,(c)) =0, Ve>0 = X, 5 X.

n—o0

]

Obrat ove tvrdnje ne vrijedi, odnosno konvergencija po vjerojatnosti i konvergencija gotovo

sigurno nisu ekvivalentne. To ¢emo pokazati sljede¢im kontraprimjerom.

Primjer 9. Neka je (X,,,n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli definiranih na vjerojat-
nosnom prostoru (2, F,P). Nadalje, pretpostavimo

0 1
XnN(l—l l)’ n € N,

te fiksiragmo € > 0, proizvoljan. Sada imamo:

P(|X,|>e)=P(X,>¢,X,=1) =
0, >1.

Iz prethodnog slyjedi da X, 2 0. Pokazimo sada da niz (Xn,n € N) ne konvergira gotovo
sigurno u 0.
Za n € N definiramo skup A, := {X, > 3}. Tada imamo:

S P(4,) = Z% ~ .
n=1 n=1

Ako sada iskoristimo sljedeéu tvrdnju:
Ako je > P(A,) = oo, gdje su A, nezavisni dogadaji na vjerojatnosnom prostoru (0, F,P)
n=1

onda vrijedi da je P (lim sup An> =1 (za dokaz vidi [2, Lema 2.17, str. 51])

n—oo
te imamo da je

P <lim sup An) =1

n—oo
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Dakle, X,, > % za beskonacno mnogo n € N na dogadaju vjerojatnosti jedan. To pokazuje da

niz (X,,n € N) ne konvergira gotovo sigurno prema nuli.

Dakle, zaklju¢ujemo da je konvergencija gotovo sigurno dovoljan uvjet za konvergenciju po
vjerojatnosti, dok konvergencija po vjerojatnosti nije nuzan uvjet za konvergenciju gotovo
sigurno. Takoder znamo da konvergencija po vjerojatnosti, iako slabija od konvergencije go-
tovo sigurno, povlaci konvergenciju po distribuciji pa iz tog slijedi tvrdnja sljedeceg teorema.

Teorem 14. Konvergencija gotovo sigurno povlaci konvergenciju po distribuciji, tj. ako
X, &5 X onda X, S X.

Dokaz. Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) i neka vrijedi da X,, 2% X, gdje je X slucajna varijabla definirana na istom
vjerojatnosnom prostoru. Prema tome, ispunjeni su uvjeti Teorema 13 iz Cega slijedi da
Xn %5 X. Sada smo u uvjetima Teorema 10 iz Cega slijedi tvrdnja ovog teorema.

m

7.3 Veza konvergencije u srednjem reda 2 i konvergencije po
vjerojatnosti

U ovom poglavlju bit ¢e dokazana veza izmedu konvergencije u srednjem reda 2 i konver-
gencije po vjerojatnosti. Za potrebe ovog dokaza koristimo se vaznom nejednakosti u teoriji
vjerojatnosti, te ¢emo prvo nju navesti. Rije¢ je o Markovljevoj nejednakosti.

Teorem 15. (Markovljeva nejednakost) Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (0, F,P) te g : R(X) — R nenegationa funkcija s ocekivanjem E[g(X)] < oco. Tada

za svaki € > 0 vrijedi:
Elg(X)]
pa

Dokaz. Vidi [6, Teorem 3.19, str. 134]. O

P(g(X) = e) <

Teorem 16. Ako niz slucajnih varijabli (X,,n € N) konvergira u srednjem reda 2 prema
slucajnoj varijabli X, onda niz (X,,n € N) konvergira po vjerojatnosti prema slucajnoj

variygabli X.

Dokaz. Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli koji konvergira u srednjem reda 2 prema
X, 0dnosno po definiciji vrijedi da je lim E[(X, — X)?] = 0.

Promotrimo sada opé¢i ¢lan niza (X, _3( )goi na njega primijenimo gore navedenu Markovljevu
nejednakost za proizvoljan £ > 0. Sada imamo:

Sto je ekvivalentno s
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Ako sada s obje strane djelujemo s limesom kada n — oo, imamo:

El(X — X 2 lim E[(Xn — X)Z]
lim P(|X, — X|>¢) < lim (X0 = X)T _ noveo — 0,

n—o0 n—o0 52 52

m2 . . . .o . .
gdje smo iskoristili pretpostavku da X,, — X. Iz gornje nejednakosti onda slijedi da je

lim P(|X, — X|>¢)=0, Ve>0

n—o0
tj. (P) limX, = X = X, 5 X. 0

Obrat ove tvrdnje ne vrijedi, odnosno konvergencija po vjerojatnosti ne povlaci konvergenciju
u srednjem reda 2. To ¢emo potvrditi sljede¢im kontraprimjerom.

Primjer 10. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli takav da je P(X, =0) =1— 5 1
P(X,=n)= # Takoder, pretpostavimo da X, i 0, tj. (P)lim X,, = 0. Treba provjeriti
konvergira li (X,,n € N) u srednjem reda 2 prema 0.

RJESENJE:

Po definiciji konvergencije u srednjem reda 2, promatramo:

1 1
E[(Xn—O)Q]zo-(1—ﬁ>+n2-$:1, Vn €N

= lim E[(X,, — 0)?] #0

n—oo

— Xn;ﬁ>0.
]

Dakle, na osnovu prethodnih tvrdnji i primjera zaklju¢ujemo da je konvergencija u srednjem
reda 2 jaca od konvergencije po vjerojatnosti, a samim time i konvergencije po distribuciji.

Teorem 17. Konvergencija u srednjem reda 2 povlaci konvergenciju po distribuciji, odnosno
L2
X, X = X, 5 X

m2 . .
Dokaz. Neka je (X,,n € N) niz slu¢ajnih varijabli i neka vrijedi da X,, — X, gdje je X
slucajna varijabla. Prema tome, ispunjeni su uvjeti Teorema 16 iz cega slijedi X,, 5oX.
Sada smo u uvjetima Teorema 10 iz kojeg zaklju¢ujemo da X, NS'S O]

Napomena 9. Obrat Teorema 17 ne vrijedi, odnosno konvergencija po distribuciji nije nuzan
uvjet za konvergenciju u srednjem reda 2.
7.4 Graficki prikaz veza konvergencije sluc¢ajnih varijabli

U ovom poglavlju pokazali smo kakve sve veze medu pojedinim tipovima konvergencije
slucajnih varijabli postoje, na osnovu ¢ega smo mogli dobiti dojam o njihovoj jacini i pove-
zanosti. Kako bi jo§ bolje razumjeli njihovu hijerarhiju promotrimo sljede¢i graficki prikaz.
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N

Konvergencifa po vjerojatnosti
P

Konvergencija po distribuciji
d

Slika 1: Graficki prikaz veza medu tipovima konvergencije nizova sluc¢ajnih varijabli.

Kao najgornje, nalaze se konvergencija gotovo sigurno i konvergencija u srednjem reda p koje
se smatraju jakim konvergencijama. Strelicama je prikazano da svaka od njih pojedinacno
povlaci konvergenciju po vjerojatnosti, koja spada u neSto slabiju vrstu konvergencije. Na-
posljetku, uo¢avamo da je strelicom naglasena veza izmedu konvergencije po vjerojatnosti i
konvergencije po distribuciji, koja je najslabija od ¢etiri vrste konvergencije koje smo pro-

ucavali.

Konvergencija po distribuciji

Konvergencija po vjerojatnosti

Konvergencija gotovo sigurno

Konvergencija u
srednjem reda p

Slika 2: Tlustrativni prikaz tipova konvergencije nizova sluc¢ajnih varijabli kao skupova i
podskupova
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