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Sazetak

U ovom zavr$nom radu bavit ¢emo se promatranjem Euklidova algoritma i nekih njegovih
primjena. Najprije ¢emo uvesti pojmove i neke vazne tvrdnje vezane uz djeljivost, do¢i do
algoritma te pokazati primjenu na trazenje najveéeg zajednickog djelitelja danih brojeva.
Nakon toga ¢emo promatrati primjenu algoritma na jos neke strukture.

U prvom ¢emo se poglavlju baviti detaljnijim proucavanjem najveé¢ih zajednickih dje-
litelja dvaju brojeva nakon ¢ega slijedi uvodenje Euklidova algoritma i primjena na iste.
Nadalje ¢emo uvesti pojam linearnih diferencijalnih jednadzbi, prosiriti algoritam i pokazati
njegovu primjenu na rjeSavanje istih. Naposlijetku, proucavat ¢emo razvoj realnih brojeva
u jednostavne verizne razlomke uz pomoé¢ Euklidova algoritma te ¢emo pokazati joS jedan
nacin rjeSavanja linearnih diofantskih jednadzbi pomoéu Euklidova algoritma.

Kljucne rijeci

djeljivost, Euklidov algoritam, najveci zajednicki djelitelj, linearne diofantske jednadze,

jednostavni verizni razlomci.



The Euclidean algorithm and its applications

Summary

In this final paper, we will focus to the Euclidean algorithm and its applications. Firstly,
we will introduce definitions and some important claims connected to divisibility, come to the
algorithm, and show how to apply it to find the largest common divisor of a given number.
After that, we will observe an application of the algorithm to few other structures.

In the first chapter, we will observe the largest common divisor of two numbers and follow
it with the introduction of the Euclidean algorithm and its applications. Furthermore, we
will introduce the linear diophantine equations, expand the algorithm and show how to apply
it in their solving. Finally, we will consider numbers in the form of the simple continued
fractions expression by using the FEuclidean algorithm. Moreover, we will show one more
method of solving linear diophantine equations with the help of the Euclidean algorithm.

Key words

divisibility, the Euclidean algorithm, greatest common divisor, linear diophantine equ-

ation, simple continued fractions.
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Uvod

Euklid (oko 330. pr. Kr. - 275. pr. Kr.) je najistaknutiji starogréki matematicar o ¢ijem
zivotu se ne zna mnogo. Njegovo najznacajnije djelo je knjiga Elementi koja je, uz Bibliju,
jedna od najprevodenijih knjiga na svijetu. FElementi se sastoje od 13 knjiga u kojima je
Euklid obradio planimetriju, stereometriju te aritmetiku i teoriju brojeva u geometrijskom
obliku. Tako je u VII. i X. knjizi opisao izuzetno efikasan nac¢in trazenja najveceg zajednic-
kog djelitelja dvaju brojeva kojeg danas nazivamo Fuklidov algoritam. Napomenimo kako
neki otkri¢e tog algoritma pripisuju Pitagorejcima. Poznato je, takoder, da su isti taj algo-
ritam koristili indijski i kineski matematicari u 5. stoljecu.

Euklidov algoritam ima puno teorijskih i prakti¢nih primjena. Osim $to ga koristimo za
trazenje najveceg zajednickog djelitelja dvaju brojeva, takoder ga koristimo i kod krac¢enja
razlomaka do neskrativog oblika. Primjena algoritma moze se pronaci i kod rjesavanja li-
nearnih diofantskih jednadzbi, kod razvoja broja u verizni razlomak te kod pronalazenja
najbolje racionalne aproksimacije realnog broja. Nadalje, Euklidov algoritam koristimo kao
osnovu u dokazivanju nekih teorema u teoriji brojeva i u kriptografiji.

U originalu, algoritam je osmisljen samo za prirodne brojeve i geometrijske duljine (realni
brojevi), ali u 19. stolje¢u algoritam je generaliziran na sve ostale tipove brojeva kao $to su
Gaussovi cijeli brojevi te polinomi jedne varijable. To je dovelo do modernih algebarskih
struktura poput Euklidovih domena.

Slika 1: Euklid



1 Euklidov algoritam

Problem trazenja najveéeg zajednickog djelitelja dvaju brojeva ¢esto moze biti mukotrpan
posao. Htjeli bismo, dakle, uvesti efikasan na¢in njegova trazenja. Tu ¢e nam uvelike pomoci
naslovni algoritam ¢ija se primjena temelji na pronalasku tog djelitelja.

1.1 Najveéi zajednicki djelitelj

Najprije ¢emo upoznati osnovne pojmove i tvrdnje koje ¢emo, nadalje, ¢esto koristiti i

koje ¢e nam omoguciti uvodenje Euklidova algoritma.

Definicija 1. Neka su a 1 b cijeli brojevi i a # 0. KaZemo da a digeli b, odnosno da je b
djeljiv s a ukoliko postoji cijeli broj ¢ takav da je b = a - ¢. Oznaka koju koristimo je a|b.
Ukoliko takav ¢ ne postoji, kazemo da a ne dijeli b (ili da b nije djeljiv s a) te oznacavamo s

atb. Nadalje, ukoliko a dijeli b, kaZemo da je b viSekratnik od a te da je a djelitelj od b.

Znamo da skup cijelih brojeva nije zatvoren s obzirom na operaciju dijeljenja, odnosno
nije uvijek moguce podijeliti dva broja tako da rezultat bude cijeli broj. Primjerice, 14 : 3 ~
4.67. Kako 4.67 ¢ Z, onda 3 1 14. Iduéi teorem prosiruje shvac¢anje dijeljenja kao takvog te
nam predstavlja jedan korak u Euklidovom algoritmu.

Teorem 1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom, vidjeti [1, Teorem 2.2.|). Neka jea € Z i b € N.
Tada postoje jedinstveni q,r € Z takvi da je a =b-q—+ 1 pri cemu je 0 < r < b.

Dokaz. Ozna¢imo: S ={s:s=a—-b-k,ke€Z1is>0}. Uocimo kako je S neprazan skup
jer se u njemu nalazi element a — b - (—|a|]) = a + bla|] > 0. Dakle, skup S ima najmanji
nenegativan element kojeg ¢emo oznaciti s r. Kako je r € S, ocito postoji neki ¢ € Z za
kojeg vrijedi da jea —b-g=r, odnosnoa =b-q+r.

Nadalje, pokazimo uvjet 0 < r < b. Uvjet 0 < r je ocito zadovoljen samim time Sto
je r € S. Pretpostavimo sada da je r > b. Tada je r — b > 0. UvrsStavanjem dobivamo
a—b-g—b=a—b-(qg+1) >0 pa je ocito taj element iz S. Dobili smo postojanje elementa
iz S koji je manji od r, tj. r —b < r §to je u kontradikciji s minimalnoséu elementa r. Dakle,
pretpostavka r > b nije to¢na i vrijedi 0 < r < b.

Preostalo je pokazati jedinstvenost elemenata r i q. Pretpostavimo da uz par r i ¢ postoji
jo$ jedan par brojeva ri i g1 koji takoder zadovoljava a = b- q; + 1. Ako bismo pretpostavili
da je r < ry dobili bismo 0 < r —r; < b, odnosno 0 < a—b-q— (a—b-q) < b §to je
0<b-(q1 —q) <b, ato nije moguce jer je b- (g1 — q) > b. Dakle, dosli smo do kontradikcije.
Sli¢nim razmatranjem dobili bismo da r ne moze biti veéi od r; te zaklju¢ujemo da je r = ry

Sto nam dalje daje jednakost ¢ = ¢;. ]

Napomena 1. Broj q iz Teorema 1 nazivamo kvocigent, a r ostatak pri dijeljenju a s b.

Stoga, a je djeljiv s b onda i samo onda ako je ostatak r jednak 0.



Primjer 1.

a) Jasno je da je 14 =72 pa ocito 7|14. Uoc¢imo kako je ostatak r = 0 Sto je bilo i za
ocekivati prema prethodnoj napomeni. Kvocijent pri dijeljenju broja 14 s brojem 7 je

q=2.

b) Ako je a = 49, a b = 8, prema prethodnom teoremu imamo 49 = 8 - 6 + 1, gdje je

kvocijent ¢ = 6, a ostatak r = 1.

Pogledajmo sada skup S (konacan ili beskonacan) ¢iji su elementi cijeli brojevi koji nisu
svi jednaki 0. Svaki cijeli broj d koji dijeli svaki element skupa S naziva se zajednicki djelitelj
elemenata skupa S. Kako svaki zajednicki djelitelj dijeli svaki element u S, to znaci da on
dijeli neki ag € S te |d| < |ag|. 1z toga nadalje slijedi da je skup svih zajednickih djelitelja

konacan pa medu njima postoji najvedi.

Definicija 2. Neka su by, by, ..., b, cijeli brojevi koji nisu svi jednaki 0. Najveéi zajednicki
djelitelj danih brojeva je najveéi (po apsolutnoj vrijednosti) cijeli broj d za kojeg vrijedi: d | b;,
za svakii € {1,2,...,n} i oznacavamo ga s (bo, by, ..., by,).

U literaturi mozemo pronaci i druge oznake za najveéi zajednicki djelitelj brojeva. Neke
od njih su NZD(bg, by, ...,b,), M(bo,by,...,b,) te GCD(by, by, ..., by).

Napomenimo kako ¢emo mi u ovom radu promatrati najveci zajednicki djelitelj dvaju
brojeva pa ¢emo, sukladno tome, pretezito koristiti oznaku (a,b).

Uoc¢imo kako za najveci zajednicki djelitelj dvaju cijelih brojeva a i b vrijedi:
(a,b) = (b,a) i (a,—b) = (a,b)

(a,b) >0 te (a,0) = a.

Napomenimo kako (0,0) nije definiran jer nula ima beskona¢no mnogo djelitelja (ponekad
se uzima (0,0) = 0).

Primjerice, znamo kako je (6,9) = 3. O¢ito je (9,6) takoder jednak 3, a isto tako je i
(—6,9) = (6,—9) = (—6,—9) = 3.

Definicija 3. KaZemo da su cijeli brojevi ag, aq, ..., a, relativno prosti ukoliko je njihov
nagveéi zajednicki djelitelj jednak jedan, tj. (ag,ay,...,a,) = 1.

Iduéi teorem ¢e nam dati jednu vaznu jednakost koju ¢emo koristiti kroz gotovo cijeli
rad, a njega kao takvog ¢emo koristit u dokazu tvrdnje koja prethodi Euklidovom algoritmu.

Teorem 2 (vidjeti [4, Theorem 4]). Neka su a i b cijeli brojevi takvi da je barem jedan od
njth razlicit od nule. Tada je njthov najveci zajednicki djelitely najmangi pozitivan cijeli broj

koji se moZe napisati kao suma visekratnika brojeva a i b, odnosno

(a,b) =min{a-x+b-y:z,y € Z}NN.



Dokaz. Kako a i b nisu istovremeno jednaki 0, uo¢imo da mozemo zapisati |a| = (£1)-a+0-b
ili |b] =0-a+ (£1) - b. Tada je o¢ito barem jedan od ta dva pozitivna broja element skupa
{a-2+b-y:xye€Z}NN. Najmanji element toga skupa ozna¢imo s [. Dakle, [ mozemo
prikazati kao

l=a-24+b-vy,

gdje su x i y neki cijeli brojevi. Pokazimo da je [ = (a,b).
Podijelimo li a s | prema Teoremu 1 imamo a =1-q¢+r, 0 < r <[, odnosno

r=a—l-g=a—a-z-q—b-y-q=a-(1—z-q9)+b-(—y-q).

Dakle, dobiveni pozitivan r je takoder suma visekratnika od a i b. Kako je r < [, ocito je
r = 0, odnosno [ | a. Na sli¢an se na¢in dobije [ | b. Pretpostavimo da je d = (a,b). Tada je
[ <d. S druge strane, kako je d zajednicki djelitelj od a i b, o¢ito d|a i d|b pa d|l. Dakle,
d < l. Pokazali smo da je tada d = [, odnosno da je [ = (a,b). O

Vrijedi i poopcéenje ovog teorema za cijele brojeve ay, as, ..., a, (vidjeti [4], str. 10).

Napomena 2. [z prethodnog teorema slijedi da za sve cijele brojeve a i b postoje cijeli brojevi
x 1y takvi da je
a-z+b-y=(ab)eN.

Navedeni izraz naziva se Bezoutov identitet. Specijalno, (a,b) =1 ako i samo ako postoje
x,y € Z takvi da je a-x+b-y = 1. Osim toga, ukoliko se d moZze prikazati kao d = a-x+b-y,
onda (a,b)|d.

Primjer 2. Neka jea =9 1 b= 6. Veé smo ranije komentirali kako je (9,6) = 3. Uocimo
kako je 9-1+46-(—1) =9 — 6 = 3, dakle pronasli smo cijele brojeve x = 1 iy = —1 koji

zadovoljavaju gore navedeni identitet.

Iduéa propozicija nam predstavlja neka korisna svojstva najveéeg zajednickog djelitelja
koja ¢emo, kao i ostala svojstva, presutno koristiti u radu.

Propozicija 1 (vidjeti [1, Propozicije 2.4 1 2.5]). Neka su a, b i ¢ cijeli brojevi. Tada vrijedi

sljedece:
a) Ako je (a,b) = (¢,b) =1, onda je (a-c,b) = 1.
b) Akocla-bi(b,c) =1, onda c|a.
c) Ako a|b ialc, onda al(b,c).

Dokaz. Dokaz ove propozicije moze se pronaci u [1]. ]



1.2 Euklidov algoritam

Problem efikasnog pronalaska najveceg zajednickog djelitelja dvaju brojeva, ¢ime se bavi
Euklidov algoritam, usko je povezan s problemom pronalaska cijelih brojeva x i y koji zado-
voljavaju jednakost a-z+b-y = (a,b), a ¢iju smo egzistenciju pokazali u Teoremu 2. Najprije

¢emo dokazati tvrdnju koja ¢e nam direktno pomoc¢i u dokazivanju naslovnog algoritma.
Propozicija 2 (vidjeti [1, Propozicija 2.6]). Neka su a, b i c cijeli brojevi. Tada vrijedi
(a,b) = (a,b+a- x).

Dokaz. Neka je d = (a,b) te neka je e = (a,a-x+0b). Prema Teoremu 2 postoje cijeli brojevi
yiztakvidajed=a-y+b-z Dodamo li jednadzbi +a -z - z dobivamo

d=a-y—a-x-z+b-z+a-z-z2=a-(y—x-2)+(b+a-x)-z

Ocito je desna strana jednakosti djeljiva s e pa slijedi e | d. Pokazimo jo§ da d |e. Znamo da
dlaid|bpad]|(a-z+b). Dakle, iz d|aid|(a-x+b) slijedi d| (a,a-x+b), odnosno d | e.
Kako su d, e € N dobivamo d = e. ]

Napokon, nakon S$to smo definirali i dokazali sve potrebno, mozemo iskazati i dokazati
Euklidov algoritam.

Teorem 3 (Euklidov algoritam, vidjeti [3, 1.2 Euklidov algoritam|). Neka su a i b cijeli
brojevi. Pretpostavimo da je uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom dobiven

sljedeci miz jednakosti:

b=a-q +r, O<r<a
a=qy-11+ 19, O0<ry<mr
Ty =q3 Ty + T3, 0<ry <ry

Tn2 = (Qn Tn-1+ Tn, 0< Tn < Th-1

Tn—1 = Qn4+1 " T'n-

Postupak zavrsava kada dobijemo ostatak jednak nuli. Tada je (b,a) = r;, odnosno jednak je

posljednjem ostatku razlicitom od nule.

Dokaz. Potrebno je pokazati (b,a) = r;.

Primjenjujuéi Propoziciju 2, redom dobivamo:
(b,a) = (b—a-q,a)=(r,a)=(r,a—qz-r1)=(r1,r2) = (r1 — gz - r2,72)
= (ra,r2) =+ = (rj_1,75) = (rjo1 — @i - rjm5) = (0,75) = 71j.
O

Napomena 3. Uocimo da je postupak ovog algoritma konacan jer je 0 <r; <rj_; <--- <
<rg<ro<ry<a.



1.3 Primjena Euklidova algoritma

Prvenstveno se primjena algoritma temelji na trazenju najveéeg zajednickog djelitelja

dvaju brojeva. Pogledajmo neke primjere.

Primjer 3. Odredimo (68952,514420).
Kako je

68952 = 23.3.13%. 17
514420 = 2.5 - 177 - 89,

ocito je (68952,514420) = 22 - 17 = 68 jer je to najveci broj koji dijeli oba dana broja.

Glavna prednost Euklidova algoritma je $to mozemo pronaéi najveéi zajednicki djelitelj
dvaju brojeva iako ne znamo njihov rastav na proste faktore, a §to ponekad moze biti jako

tesko za odrediti.

Primjer 4. Odredimo sada (68952,514420) pomocu Euklidova algoritma.

514420 = 68952 - 7 + 31756
68952 = 31756 - 2 + 5440
31756 = 5440 - 5 + 4556

5440 = 4556 - 1 + 884
4556 = 884 - 5 + 136
884 = 136 -6 + 68

136 = 68 - 2.

Znamo kako je najveci zajednicks djelitely dvaju brojeva jednak posljednjem ostatku razlicitom
od nule pa je, kako smo veé ranije i izracunali, (68952,514420) = 68. Uocimo kako je ovaj
postupak traZenja najveceq zajednickog djelitelja bio jednostavniji za provesti nego postupak u

prethodnom primgeru.

Primjer 5. Izracunajmo (56941, 867253).

867253 = 56941 - 15 + 13138
56941 = 13138 - 4 + 4389
13138 = 4389 - 2 + 4360

4389 = 4360 - 1 + 29
4360 = 29 - 150 + 10
29=10-2+9

10=9-1+1
9=1-9.



Slijedi da je (56941,867253) = 1, odnosno da su ta dva broja relativno prosta.

Primigetimo, kada bismo htjeli rijesiti ovaj primjer faktorizacijom, naisli bismo na povece
teskoce s obzirom da su oba ova broja prosta. Znamo da svaki sloZen broj a = b-c ima faktor
koji je mangi ili jednak \/a. Uzmemo li, primjerice, 56941 to bi znacilo da taj broj trebamo
pokusati podijeliti sa svim prostim brojevima manjim ili jednakim /56941 ~ 238.623. Kako
postoji 51 prosti broj mangi od 238 to nam kaZe da bismo morali napraviti najmange toliko

provjera da bismo utvrdili da je dani broj prost.

Primjer 6. Odredimo (92,64) te ga prikazZimo kao linearnu kombinaciju visekratnika od 92
1 64.

Koristeci direktno Euklidov algortam, redom dobivamo sljedece jednakosti:

92 =64-1+4 28
64 =28-2+8
28=8-3+4

8§=4-2.

Dobivamo da je (92,64) = 4. PrikaZimo ga kao linearnu kombinaciju tih brojeva.
4 = 28—8-3=28—(64—28-2)-3=28—-64-3+28-6=28-7—64-3
= (92—-64-1)-7—64-3=92-7—64-7—64-3=92-7—64-10.

Primjer 7. Maksimalno skratimo razlomak }gigﬁ.

Najprije primjenom Euklidova algoritma pronadimo (155614,104714). Dobivamo:

155614 = 104714 - 1 4 50900
104714 = 50900 - 2 + 2914
50900 = 2914 - 17 + 1362
2914 = 1362 - 2 4+ 190
1362 = 190 - 7 + 32
190 = 32-5+ 30
32=30-1+2
30 =2-15.

Dakle, (155614,104714) = 2, tj. 2 dijeli oba broja pa prema definicji znamo da postoje brojevi
my © my takvi da je

155614 = 2 - my = my = 77807

104714 = 2 - my = mo = 52357.

Supstitucijom dobivamo
155614  2-77807 77807

104714~ 2-52357 52357
Provedbom FEuklidova algoritma na brojeve 77807 i 52357 dobivamo da su oni prosti, ij.

(77807,52357) = 1 odakle moZemo zakljuciti da je dani razlomak maksimalno skracen.




2 Linearne diofantske jednadzbe

Primjena Euklidova algoritma moze se prosiriti i na druge strukture. Prvenstveno ¢emo
definirati linearne diofantske jednadzbe te osnovne pojmove vezane uz njih. Pokazat ¢emo
neke tvrdnje o njihovim rjeSenjima te ¢emo pokazati kako rjesavati takve jednadzbe pomocu
Euklidova algoritma.

2.1 Osnovni pojmovi linearnih diofantskih jednadzbi

Pogledajmo najprije sto je to linearna diofantska jednadzba te nakon toga pogledajmo

nacin kako ju povezati s Euklidovim algoritmom.

Definicija 4. Neka je m prirodan broj te neka su ay, as, ..., a, cijeli brojevi takvi da je
barem jedan od njih razlicit od nule. Jednadzba oblika ay - x1 + ag - X9+ -+ ap -, = m
naziva se linearna diofantska jednadza.

Uoc¢imo kako je oblik linerane diofantske jednadze za n = 2 identi¢an Bezoutovom iden-
titetu kojim smo se bavili u prethodnom poglavlju: a-z+b-y = (a,b). Naime, brojeve z i y
iz tog identiteta mozemo efikasno izracunati primjenom Euklidova algoritma i izrazavanjem
svakog ostatka kao linearne kombinacije brojeva a i b. Na taj nacin dobivamo jedno rjeSenje
linearne diofantske jednadzbe u kojoj su nepoznanice x i y i njega ¢esto nazivamo partiku-
larnim rjeSenjem te jednadzbe.

Primjerice, vratimo li se kratko na Primjer 6, vidjet ¢emo primjenu gore opisanog pos-
tupka, dakle u tom primjeru pripadno partikularno rjesenje je x = 71y = —10.

Kao i kod drugih tipova jednadzbi, i kod linearnih diofantskih ¢e nas zanimati pitanje
egzistencije i jedinstvenosti njihovog rjeSenja. Sljedeéi teorem daje nam nuzan i dovoljan

uvjet za rjesivost linearnih diofantskih jednadzbi oblika a -z + b -y = m.

Teorem 4 (vidjeti [4, 2.2 The Diophantine equation, Theorem 1]). Neka su a, b i m cijel
brojevi. Linearna diofantska jednadzba

a-z+b-y=m (1)
ima cjelobrojna rjeSenja ako i samo ako (a,b) | m.
Dokaz. Neka je d = (a,b). Pretpostavimo da postoje z i y, cjelobrojna rjesenja dane jed-

nadzbe (1). Tada iz
a-z+b-y=m

imamo: kako d|a i d|b, tada on dijeli cijelu lijevu stranu izraza, tj. d|(a-z+0b-y) pa zbog
znaka jednakosti dijeli i desnu stranu, odnosno d | m.

S druge strane, pretpostavimo da d|m, tada po definiciji postoji cijeli broj k takav da je
m = d - k. Prema Teoremu 2 postoje cijeli brojevi pi ¢ takvidajea-p+0b-q=(a,b) =d.
Pomnozimo li ovu jednakost s k, dobivamo

a-(p-k)+b-(¢g-k)=d-k=m.

Dakle, jedno cjelobrojno rjesenje jednadzbe jex =p-kiy=q-k. O]



Prou¢imo neke primjere koji ¢e nam uprizoriti na¢in na koji koristimo prethodni teorem.

Primjer 8. Ispitajmo ima li jednadzba 12 - x + 24 - y = 16 cjelobrojna rjesenja.
Provedimo Euklidov algoritam kako bismo pronasli (12,24).

12=24-0+12
24 =12-2.

Dakle, (12,24) = 12. Prema Teoremu 4 preostaje nam provjeriti dijeli li (12,24) broj 16.
Ocito, 12 1 16 pa nisu zadovoljeni uvjeti navedenog teorema. Prema tome, dana jednadzba

nema cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 9. Provjerimo moZe li se jednadzba 7-x+ 3 -y = 29 rijesiti u skupu cijelih brojeva.
Uvidimo kako su 7 i 3 relativno prosti jer je (7,3) = 1. Kako 1|29, prema Teoremu
4 slyedi da jednadzba ima cjelobrojnih rjesenja, odnsno da se moZe rijesiti u skupu cijelih

brojeva.

Pokazali smo pod kojim uvjetom jednadzba (1) ima rjeSenja pa prouc¢imo nac¢in na koji

bismo ta rjeSenja mogli izracunati.

Napomena 4. Rjesenja linearne diofantske jednadzbe a -z +b-y = (a,b) mogu se dobiti na

sljedeci nacin. Ako je

roi=a, ro=b Ti=ri_s—q Ti
xa=1 x=0, xi=%i2—¢ Ti

y-1=0, 2 =1, yi=Y2— G Vi1,

onda je a-x; +b-y; =1, gdje jei € {—1,0,1,....4,5+ 1}, a j je indeks posljednjeg nenul
ostatka dobivenog primjenom Euklidovog algoritma na a i b.
Tvrdnja je ocito zadovoljena za i = —1 te i = 0. Dokaz bi, nadalje, isao indukcijom jer bi
obje strane jednakosti zadovoljavale istu rekurziju.
Specijalno, vrijedi

a-z;+b-y; = (a,b) =1;.
Svaki r; © q; 1z ove napomene dobiveni su primjenom postupka iz Fuklidova algoritma.

Kako bismo olaksali racunange rjesenja linearnih diofantskih jednadzbi na nacin predstav-

lien u ovoy napomeni, koristit cemo se tablicom koju prikazujemo u nastavku.

1 —1 0 1 2 Jj+1
qi Q1 q2 dj4+1
| v =1|20=0|21=1-q 0| 22=0—q -1 |-+ | Tjp1 = Tj—1 — @jy1 " T
Yily-1=0mw=1|y=0—q-1|yp=1—q@-y1 | | Y1 =Yj-1 — Q1" Y;

Tablica 1: Prikaz postupka rac¢unanja rjesenja linearne diofantske jednadzbe



Usmjerimo na nekoliko kratkih primjera u kojima ¢emo vidjeti izravno koriStenje pos-
tupka iz Napomene 4 i Euklidova algoritma u rjeSavanju linearnih diofantskih jednadzbi s
dva ¢lana.

Primjer 10. Rijesimo sljedecu jednadzbu: 44 - x + 216 - y = (44, 216) u skupu Z.
Provedimo najprije algoritam kako bismo izracunali (44,216).
44 =216-0+ 44
216 =44 -4+ 40
44 =40-1+4
40 =4 - 10.

Dobivamo da je (44,216) = 4. Sada rijesimo jednadzbu 44 - x + 216 - y = 4 pomocu postupka

1z Napomene 4. Ona ocito ima cjelobrojna rjesenja po Teoremu 4.

v | =110 1] 2 3
;| 1 0| 1] -4 5
vl 0 [1]0] 1 |—1

1z prethodne tablice lako iscitamo x3 @ y3 te th uvrstimo u polaznu jednadzbu. Imamo
4454216 - (—1) = 4.
Dakle, t =5 1y = —1 je rjesenje polazne jednadzbe.

Verzija naslovnog algoritma koja ne rac¢una samo najveci zajednicki djelitelj brojeva, veé

i rjeSenja x i y jednadzbe a-x + by = (a, b) naziva se prosireni Euklidov algoritam.

Primjer 11. Pronadimo cijele brojeve x i y takve da je 181 -x 494 -y = 9.
Izracunagmo (181, 94).

181 =94 -1+ 87

94=87-147

87=7-1243
7T=3-2+1
3=1-3.

Provedimo postupak 1z Napomene 4 kako bismo pronasli rjesenje jednadzbe

181 -2y + 94 - y; = (181,94) = 1. (2)
i | —1]0] 1 3 | 4

4 1] 1] 12 2

zi | 1 1| —1] 13 | —27

il 0 | 1| —1] 2 | =25 52
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Imamo 181 (—27)494-52 = 1, odnosno jedno rjeSenje jednadzbe (2) je x1 = —27 iy, = 52.
Nadalje, kako (181,94) = 1|9 slijedi da polazna jednadzba ima cjelobrojna rjeSenja, prema
Teoremu 4. Njih éemo dobiti tako $to ¢emo rjeSenja jednadzbe (2) pomnoZiti s konstantom
9 (jer polaznu jednadzbu moZemo dobiti iz jednadzbe (2) mnoZenjem s tom konstantom, a u

tom slucaju je v = x1 -9 1y =y1 - 9). RjeSenje polazne jednadzbe je

T = x1-9=-27-9=-243
y = y1-9=052-9=468.

Zaista,

181 -2y +94 -y, =1 /-9
181 - (21-9) + 94+ (1 -9) =9
181 - (—243) + 94 - 468 = 9.

Kao sto smo ve¢ spomenuli, kod jednadzbi nas zanima $to viSe informacija o njihovim
rjeSenjima. Iz gornjih primjera bi se moglo naslutiti kako dobivena rjeSenja linearne di-
ofantske jednadzbe nisu jedinstvena, odnosno da postoji viSe rjesenja koja bi zadovoljavala
jednadzbu. Dosad smo pokazali postojanje cjelobrojnih rjesenja, pokazimo sada u kojem su
obliku rjesenja dana i koliko ih ima.

Teorem 5 (vidjeti [1, Teorem 10.1]). Neka su a, b i m cijeli brojevi te neka je d = (a,b).
Tada jednadzba
a-z+b-y=m (3)

ima beskonacno mnogo cjelobrojnih rjesenja ako d|m. Ako je uredeni par (zo,yo) jedno
(partikularno) rjesenje jednadzbe (3), onda su sva rjeSenja dana u obliku x = xq + 2 - k i

Y=y — G-k, gdje je k € Z.

Dokaz. Pretpostavimo da d|m. Tada, prema definiciji djeljivosti, postoji cijeli broj I takav
da je m = d - [. Nadalje, prema Teoremu 2 postoje cijeli brojevi z; i y; takvi da je

d=a-x1+b-y.

Mnozenjem s [ slijedi a - x1 +b-y; = d -1 =m pa je uredeni par (z,y) = (x1 - L,y; - [) jedno
rjeSenje jednadzbe (3).

Neka je uredeni par (z¢,yo) jedno rjeSenje od (3), odnosno neka je a - xg+ b - yo = m. Neka
je 1 uredeni par (z,y) rjeSenje te jednadzbe, tj. neka je a-x +b-y = m. Tada iz

a-r+b-y=m=a-x9+0b-y

dobivamo a - (x — xy) = b (yo — y), odnosno

(Yo — y)- (4)

ISHIES

(7 — @) =

aul e
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Kako je ( , ) = 1, iz jednakosti (4) slijedi da §|(:E — Tp), tj. postoji k € Z takav da je
x — xg = 2 - k. UvrSatavnjem tog izraza u jednakost (4) dobivamo

g-g-k‘zg-(yo—y) = (yo—y)zg-k-

Dakle, sva rjesenja jednadzbe (3) dana su sa x = g + % ckiy=yy— % -k, gdjeje ke Zi
ima ih beskona¢no mnogo. O]
2.2 Primjeri linearnih diofantskih jednadzbi

Ponajprije éemo promotriti neke “teorijske” primjere nakon ¢ega ¢emo preéi na primjere

primjenjive u svakodnevnom zivotu.

Primjer 12. Rijesimo jednadzbu 194 - x 4 288 - y = 8 u skupu cijelih brojeva.
Ponagprije Euklidovim algoritmom pronadimo (194, 288).

194 = 288 - 0 4 194
288=194-1+94

194=94-246
94=6-15+4
6=4-142
4=2-2

Dakle, (194,288) = 2. Kako 2|8 to prema Teoremu 5 ova jednadzba ima beskonacno mnogo
rjesenja. Izracunajmo th. Provedimo postupak iz Napomene 4 za jednadzbu 194-x+288-y = 2.

i [ —1]0]1 3] 4] 5
4 0] 1] 2] 15 | 1

zi| L |01 =1] 3 [ =46 49
v 0 |1]0] 1 | —2] 31 |—-33

Stoga, kako je 194 - 49 + 288 - (—33) = 2, mnoZenjem s konstantom 4 dobivamo

194-49-4+288-(—33)-4=2-4
194 - 196 + 288 - (—132) = 8.

Partikularno rjesenje polazne jednadzbe je uredeni par (z,y) = (196, —132). Sva rjeSenja,

prema Teoremu 5, dana su s:
x=196+144 -k, y=-132-97-k, keZ.
Tocnost dobivenog rjesenja se lako provjeri uvrstavanjem u jednadzbu.

Primjer 13. Za prijevoz paprike koriste se vrece od 35 1 50 kilograma. Odredimo koliko je

kojih vreca potrebno da bismo prevezli 800 kg paprike.
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Oznacimo s x kolicinu vreca od 35 kg, a sy kolicinu vreca od 50 kg. Pripadna jednadzba
je tada sljedeceg oblika.
35 -2+ 50 -y = 800. (5)

Uocimo kako je to bas dvoclana linearna diofantska jednadzba. Rijesimo je pomocu vec

poznatog postupka.

35=150-0+35
00=35-1+15
35=15-2+5
15=5-3.

Dakle, (35,50) = 5. Izracunajmo rjeSenja jednadzbe 35 - x + 50 -y = 5 te iz njih izrazimo
rjesenja jednadzbe (5) koja postoje prema Teoremu 5 jer 5| 800.

¢ (=101} 2 | 3
z| 1 ]0[1]|-1] 3
vl 0 [1]0] 1 -2

Dakle, kako je 35-3+50-(—2) =5 to je 35-480+ 50 - (—320) = 800 pa su pripadna rjeSenja
dane jednadzbe (5) dana s:

r=480+10-k y=-320-7-k keZ

Nas zanimaju samo rjeSenja u kojima su i x iy veci ili jednaki od 0. Oc¢ito je x pozitivan
za svaki pozitivan k dok je y za takve k negativan. Nadalje, x ée biti pozitivan (ili 0) i za
—48 < k <0 dok je y pozitivan za svaki k < —46. Dakle, pozitivna rjeSenja naseg problema
suz iy zak € {—46,—47,—48}, tj. rjesSenja jednadzbe (5) su uredeni parovi (20,2), (10,9)
i (0,16).

Zakljucujemo kako je za prijevoz 800 kg paprike potrebno koristiti ili 20 vreca od 35 kg 1
dvije vrece od 50 kg ili 10 vreéa od 35 kg 1 9 vreéa od 50 kg ili samo 16 vreéa od 50 kg.

Primjer 14. Pronadimo sve prirodne brojeve koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 2, a pri
dijeljenju s 19 ostatak 5.
Neka je x broj koji zadovoljava uvjete zadatka. Prema Teoremu 1 znamo da postoje cijeli

brojevi k il za koje vrigedi x =7 -k +2 1 x =19 -1+ 5. Izjednacavanjem dobivamo

7T-k+2=19-1+5
7Tk—19-1=3
7T-k+19-(=1) = 3.

Supstitucijom m = —I dobivamo linearnu diofantsku jednadzZbu:

T k+19-m=3. (6)
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Provedimo Euklidov algoritam za brojeve 7 ¢ 19:

7=19-0+7
19=7-245
7T=5-1+42
5=2-2+1
2=1-2.

Slijedi (7,19) = 1. Rjesenja jednadzbe 7 -k + 19 - m = 1 iscitamo iz sljedece tablice:

i [—1J0[1] 2 [ 3 4
% 0] 2 | 1 ]2
2] 1 0|1 —2] 3 |8
vl 0 1|0 1 |—-1] 3

Imamo 7-(=8)+19-3 =1 pa je7-(—24) +19-9 = 3. Sva rjesenja jednadzbe (6) dana su

sa.
k=-24+19-t, m=9-7-t, teZ.

Napomenimo da za izracunavange prirodnih brojeva koji imaju svojstva zadana u ovom pri-
mjeru moramo uvrstavati I, a ne m. Vracanjem supstitucije, imamo: m = —9+7-t, t € Z.
Ocito, za svaki t > 2 dobivamo prirodne brojeve sa zadanim svojstvima. Neki od njih su:
100, 233, 366,499, 632, . . .

Primjer 15. Izracunajmo na koliko nacina je moguce 211 litara mlijeka raspodijeliti u posude
ukupne zapremnine 9 odnosno 15 litara.
Oznacimo s x broj posuda u koju stane 9, a sy broj posuda u koju stane 15 litara mlijeka.

Tada se dani problem svodi na rjesavangje sljedece jednadzbe
9.-x415-y =211

Provedbom Euklidova algoritma, kao u primjerima gore, dobivamo (9,15) = 3. Kako 3 1211,
prema Teoremu 4, ova jednadzZba nema rjesenje.
Zakljucujemo kako me postoji niti jedan nacin raspodijele svih 211 litara mlijeka u posude

danih zapremnina.
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3 Verizni razlomci

U ovom poglavlju prezentirat éemo razvoj racionalnih brojeva u verizni razlomak po-
mocu Fuklidova algoritma. Napomenimo kako je u verizni razlomak moguce razviti sve
realne brojeve, no pri razvoju iracionalnih brojeva u verizni razlomak ne koristimo Euklidov
algoritam.

Najprije ¢emo uvesti definiciju veriznog razlomka te pogledati postupak razvijanja nekog

broja u takav razlomak.

Definicija 5. Izraz oblika

.. 1
+ R
am
gdje je svaki a;, za i > 2 kompleksan broj razlicit od nule naziva se konacan wveriZni
razlomak. Ako su svi a;, osim eventualno ay, prirodni brojevi onda se izraz naziva konacan

jednostavan verizZni razlomak.

Pogledajmo, nadalje, teorem koji nam daje postupak za razvoj racionalnog broja u ko-

nacan jednostavan verizni razlomak.

Teorem 6 (vidjeti [4, 12.3 Finite continued fractions, Theorem 2|). Svaki se racionalan broj
moze razviti u konacan jednostavan verizni razlomak.

Dokaz. Neka je a = ¢. Pretpostavimo da je b > 0. Primjenom Euklidova algoritma na

brojeve a i b dobivamo sljedece jednakosti:

a:b'&o+b0, 0<bg<d
b:b0~a1+b1, O<bl<bo
b0:b1~a2+b2, 0<by <y

bm73 =bm—2* Um—1 + bmfh 0 <bp1<bmo

br—2 = b1 * Q.

Kako su svi b;, i € {0,1,2,...,m — 1} prirodni brojevi to slijedi da su brojevi ay, as, ..., an,

pozitivni cijeli brojevi, tj. prirodni brojevi.
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Zapisivanjem gornjih jednakosti na drugaciji, dobivamo

a 4 bo
— = q, i
b0 b
b N b
— = qQ R
b b
bo by
by 0 b
bm—3 bm—l
bmf2 ! bm72
bm—2
= &m
bmfl
Visestrukom primjenom supstitucije slijedi
a 1 bo 4 1 4
b ot 0 bi 0 P %
O -
b1
1
= = ag + 1 . (7)
ay +
a9 + - 1
+ -
Am

Dakle, prikazali smo proizvoljan racionalan broj kao verizni razlomak pa slijedi da se svaki

racionalan broj moze zapisati u takvom obliku. O]

Napomena 5. Racionalan broj o = ag + 12 prethodnog teorema zapisu-
a; +
as +
ST

+ R

am
jemo i u obliku o = [ag, ay, a9, ..., ay] i kaZemo da je to razvoj broja o u jednostavan
verizZni razlomak . Napomenimo jos jednom kako nam ovaj dokaz daje razvoj broja u veriini

razlomak koristeci bas Fuklidov algoritam.

Pogledajmo jedan kratak primjer u kojem éemo upotrijebiti postupak opisan u dokazu
prethodnog teorema.

39
31
Provedimo Euklidov algoritam nad brojevima 39 ¢ 31.

Primjer 16. Razvijmo broj <= u verizni razlomak.

39=31-1+8
31=8-3+7
8=T7-1+1

7T=1-7.
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Sukladno oznakama iz Teorema 6 imamo n = 3 te

ag =1
a =3
as =1
as ="T7.

Uvrstimo te oznake u krajngi izraz jednakosti (7) u dokazu Teorema 6 kako bismo provjerili

dobivamo i zaista traZeni broj g—‘?.

1+ ! 1+ ! 1+8 i

Prema prethodnoj napomeni, dobiveni razvoj moZemo krace pisati u obliku

39
— =1,3,1,7].
31 [ Y ]
Prirodno je zapitati se je li takav rastav racionalnog broja jedinstven. Prou¢imo teorem
koji ¢e nam opisati koliko razli¢itih razvoja u konacan jednostavan verizni razlomak ima

svaki racionalan broj.

Teorem 7 (vidjeti [1, Lema 8.21]). Svaki se racionalan broj koji nije cijeli moZe razviti u
konacan jednostavan verizni razlomak na tocno dva nacina. Jedan je [ag,ay, ..., Qm_1,an),

a drugi [ag,ay, ..., an_1 —1,1], uzm > 2.

Dokaz. Nekajea=Z, s> 01i(r,s) =1 teneka je dan razvoj broja a u konacan jednostavan
verizni razlomak, a = [ag, a1, ..., ay]. Tvrdnju éemo dokazati indukcijom po s.
Ukoliko je s = 1, tada je « cijeli broj. Ako je m = 0, onda je a = [ag] = ag pa je a = [a].

Ako je m > 0, onda imamo
1

[al,ag, PN ,am]

ilay,a,...,a,] > 1. Kako je a—a, cijeli broj, to slijedi da je [a1, as, ..., a,] = 1. S obzirom

a = ag +

da je a; > 1, slijedi da je m =11ia; = 1. Dobivamo ag =a —1ia = [a—1,1].
Ako je s > 1, onda imamo % = ag + 2, gdje a; = - ima nazivnik manji od s. Prema
pretpostavci indukcije, a; ima to¢no dva razvoja u jednostavan verizni razlomak, jedan

oblika [ag, ai, ..., amn—1 —1,1] i drugi oblika [ag, ay, ..., an]. O

Primjer 17. Razvoj broja % u verizni razlomak, prema prethodnom primjeru, dan je s

39
—=11,3,1,7].
31 [)77]

Prema Teoremu 7 dan razvoj moZe se zapisati © na sljedeci nacin % =[1,3,1,6,1]. Provje-
rimo uvrstavanjem

1 1 1 1
It o =t =1+ 7 =1+"7
3+ oT + 34 %

6+1

1 8 39
% 31 31

w
~3loo|

Dakle, pronasl smo dva razlicita razvoja broja % u konacan jednostavan verizZni razlomak.
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Uvedimo sada definiciju pojma m-te konvergente koji ¢emo koristiti kod rjesavanja pri-

mjera vezanih uz linearne diofantske jednadzbe.

Definicija 6. Neka je dan razvoj racionalnog broja o u konacan jednostavan verizni razlo-
mak. Racionalan broj 2—’” = |ag, a1, as, ..., a,| nazivamo m-ta konvergenta u razvoju broja
m

a u konacan jednostavan verizni razlomak.

Napomena 6. Metodom matematicke indukcije moZe se pokazati da brojevi py,i ¢, zadovo-

ljavaju sljedece rekurzivne relacije, za m > 2

p-1 =1, Do = o, Pk = Gk - Pr—1 + Dr—2
q-1 =0, G =1, Gk = Qg - Qp—1 + Qr—2

te da vrijedi
G - Pr1 — i - Qo1 = (—1)", (8)
za svaki k > 1. Slijedi da najveci zajednicki djelitely (px,qr) = ¢ dijeli 1 pa je ¢ = 1,

odnosno brojnici i nazivnici konvergenti su maksimalno skraceni.

Prethodno navedena jednadzba (8) veoma sli¢i dvoé¢lanoj linearnoj diofantskoj jednadzbi.
Kako se Euklidov algoritam koristi i kod rjesavanja takvih jednadzbi i kod razvoja broja u
verizni razlomak, prirodno je zapitati se mozemo li linearne diofantske jednadzbe rjesavati i

uz pomo¢ veriznih razlomaka.

Napomena 7. Opisimo najprije na koji se nacin moZe dobiti rjesenje linearne diofantske
jednadzbe s dvije nepoznanice primjenom veriZnih razlomaka.

Ako je (a,b) =1, iz & = Ee dobivamo b = p, i a = q, te se za k = n iz jednakosti (8) 1z
Napomene 6 dobiva sljedeca jednakost

- Py = b gna = (=1)" (9)

Primjer 18. Odredimo cjelobrojno rjesenje linearne diofantske jednadzbe 93 -x +67-y = 17
koristeci verizne razlomke.

Provedimo Euklidov algoritam kako bismo pronasli najveéi zajednicki djelitelj (93,67)

93 =67-1+26
67 =26-2+15
26=15-1+11
15=11-1+4
11=4-243
4=3-1+1

3=1-3.
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Dobili smo (93,67) = 1, tj. ta su dva broja relativno prosta. Kako 1|17 znamo da postoje
cjelobrojna rjesenja dane jednadzbe.
Razvoj broja % u konacan jednostavan verizni razlomak dan je sljedecim izrazom

93
[1,2,1,1,2,1,3).

67
Tada je n = 6. Kako je (93,67) = 1, prema jednakosti (9) dobivamo
93 -ps —67-q5s = (—1)° = —1. (10)

Pronadimo petu konvergentu broja % kako bismo dobili riesenje jednadzbe (10).

1 1
D5 1,2,1,1,2,1] =1+ SR I —
a5 2+ Lt 2+ I+
2+1 3

1 1 1 725

2+ & 241 2+ 1 18 18

Kako je ps = 18 1 g5 = 25, ocito je
93-18 —67-25 = —1.

MnoZenjem prethodne jednakosti s —17 dobivamo
93 - (—306) + 67 -425 = 17

pa vidimo kako je jedno rjeSenje polazne jednadzbe uredeni par (—306,425)

Dodatni primjeri i zadatci vezani uz primjene Euklidova algoritma mogu se pronaci u [2].
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