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SazZetak

U ovom zavrsnom radu bavimo se temom stabilizabilosti linearnih vremenski invarijant-
nih sustava. U pocetku rada definirat ¢emo linearan vremenski invarijantan sustav te
dokazati teorem za rjeSenje sustava. Definirat ¢emo matricnu eksponencijalnu funkciju i
navesti neka njezina svojstva koja se koriste za rjeSenje sustava. Obradit ¢emo svojstva
stabilnosti i upravljivosti sustava i dokazati teoreme koji se koriste za njihovu provjeru te
ih na primjerima demonstrirati. Definirat ¢emo pojam stabilizabilnosti sustava i povezati
ga sa svojstvima stabilnosti i upravljivosti. Modelirat ¢emo sustav koji opisuje dvostruko
obrnuto njihalo na kolicima. Navedeni sustav ¢emo stabilizirati na dva pristupa: koris-
te¢i Ackermannovu formulu te Ljapunovljevu jednadzbu, a usporedbu stabilizacije ¢emo
ilustrirati na numerickom primjeru.

Kljuéne rijeci: linearni vremenski invarijantan sustav, matri¢na eksponencijalna funk-
cija, stabilnost, upravljivost, stabilizabilnost, dvostruko obrnuto njihalo na kolicima

Abstract

In this final paper we deal with the subject of stabilizability of linear time invariant sys-
tems. At the beginning of the paper, we will define a linear time invariant system and
prove a theorem for the solution of the system. We will define a matrix exponential fun-
ction and list some of its properties that are used to solve the system. We will study
the properties of stability and controllability for linear time invariant system and prove
the theorems used to check them. Considered properties will be illustrated on examples.
Furthermore we will define stabilizability for system and relate it to the properties of
stability and controllability. We will model a system describing a double inverted pen-
dulum mounted on a cart. This system will be stabilized with two approaches: using
Ackermann’s formula and Lyapunov equation. On numerical example we will illustrate
comparison of these two stabilization approaches.

Key words: linear time invariant system, matrix exponential function, stability, control-
lability, stabilizability, double inverted pendulum mounted on a cart
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1 Uvod

Linearne vremenski invarijantne sustave koristimo za modeliranje fizikalnih sustava tako
da mozemo promatrati kako se stanje sustava mijenja prolaskom vremena i nasim uprav-
ljanjem. Modeliramo ih koristeéi fizikalne zakone. Mozemo ih koristiti za modeliranje
robota, satelita, strujnih krugova i drugih fizikalnih modela. Modele koji nisu linearni
mozemo aproksimirati modelom linearno vremenski invarijantnog sustava oko nekog sta-
nja. Sustavi mogu biti kontinuirani ili diskretni. U ovom radu bavit ¢emo se kontinuiranim
sustavima. Svaki sustav je zadan s dvije jednadzbe, poc¢etnim stanjem sustava i konstant-
nim parametrima sustava. Bitno svojstvo sustava je stabilnost koja osigurava da ¢e svako
stanje sustava teziti u nulu kako vrijeme tezi u beskona¢no, odnosno utjecaj pocetnog
stanja sustava ¢e nestati i sustav ¢e do¢i u ravnotezni polozaj neovisno o pocetnom stanju
sustava. Stabilizabilnost sustava nam osigurava da mozemo odrediti upravljanje kojim
mozemo stabilizirati susatav koji nije stabilan odnosno da mozemo utjecati na sustav
tako da ga dovedemo u ravnotezni polozaj. Kod stabilizacije sustava mozemo promatrati
koliko energije i vremena je potrebno za stabilizaciju sustava nekom metodom i onda
odabrati optimalnu stabilizaciju tako da minimiziramo vrijeme ili energiju.



2 Svojstva LTI sustava

2.1 Rjesenje LTI sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo linearni vremenski invarijantni sustav i matri¢nu ekspo-
nencijalnu funkciju koja se koristi za rjesenje sustava. Nakon toga ¢emo dokazati teorem
koji daje formulu za rjesenje sustava u bilo kojem trenutku.

Definicija 2.1.1 Linearni vremenski invarijantni (LTI) sustav definiran je s dvije jed-

nadzbe
{x’(t) = Az(t) + Bu(t)

., xeR" ueRF yeR™ (LTI
y(t) = Cx(t) + Du(t) Y (LT1)

pri demu je u(t) : [0, +oo] — R¥ ulaz, z(t) : [0, +00] — R" stanje, y(¢) : [0, +oc] — R™
izlaz, a A € R™" B € R™* O € R™" i D € R™** su matrice sustava. U sluc¢aju kada
je ulaz skalar (kK = 1) sustav zovemo single-input, a u suprotnom kazemo da je sustav
multi-input. Kada je y skalar (m = 1) onda sustav zovemo single-output, a u suprotnom
kazemo da je sustav multi-output.

Definirajmo matri¢nu eksponencijalnu funkcija koja se koristi za rjesenje sustava i nave-
dimo neka njena svojstva koja koristimo u dokazu teorema za rjesenje sustava.

Definicija 2.1.2 Neka je A realna kvadratna matrica dimenzije n X n. Za matricu A
definiramo matri¢nu eksponencijalnu funkciju

00 k
A A
CEL
k=0 "*

Lema 2.1.3 Za matricnu eksponencijalnu funkciju vrijede sljedeca svojstva:
i) e® =1.

i) (eAt)/ = eMA = At

iii) eteP = eA*P akko AB = BA.

i) ethesA = elt+9)4,
v) Za reqularnu matricu P vrijedi P4 = PeAP~1,

Dokaz leme i primjere izracunavanja matri¢ne eksponencijalne funkcije mogu se pronadi
u [7]. Uvodimo lemu koju ¢emo primijeniti u dokazivanju stabilnosti sustava.

Lema 2.1.4 Za svaku kvadratnu matricu A € R™ ™ postoji n skalarnih funkcija og(t),
ay(t), ..., an_1(t) takvih da



Lema je posljedica Cayley-Hamilton teorema i njezin dokaz moze se pogledati u [1]. Slje-
deci teorem nam daje formulu za rjesenje LTI sustava u kojem se koristi matri¢na ekspo-
nencijalna funkcija.

Teorem 2.1.5 Rjesenje LTI sustava uz pocetno vrijeme to > 0 i pocetno stanje x(ty) = xg
dano je sa
t
x(t) = eAlt=to) oo 4 GA(t_T)BU(T)dT

to
t
y(t) = Cert=0yo + [ Cer"7 Bu(r)dr + Dul(t).
to
Dokaz. Mnozenjem lijeve i desne strane prve jednadzbe iz definicije 2.1.1 sa e~4(=%)
koristenje svojstava iz leme 2.1.3 dobivamo

uz

e A0 (1) = e AT Ag(t) 4 e AE) Buy(t)

efA(t*tO)j?(t) B e—A(tfto)Ax(t) _ efA(tfto)BuOf)
4
dt

Integriranjem obje strane dobivamo

(e_A(t_tO)x(t)) = e~ A1) Byy(t).

t t
/ —(e’A(T’tO)x(T)) dT:/ e’A(T’tO)Bu(T)dT
t

0 dT to

t
eA(t_tO)-/e_A(t_tO).r(t) — o = G_A(T_tO)BU(T)dT

to
t
z(t) = A0z + [ AT Bu(r)dr.
to

Uvrstavanjem dobivenog izraza za x(t) u drugu jednadzbu dobivamo

t
y(t) = CeM=Wayo + [ Ce") Bu(r)dr + Dult).

to

Pokazimo na primjeru jednog sustava kako mozemo odrediti eksplicitnu formulu. Neka
je sustav dan sa

&(t) = 5x(t) + 3u(t)
y(t) = 4 (t) — Tu(t)
uz pocetno vrijeme to = 0 i pocetno stanje xg = 2 s konstantnim upravljenjem u(t) = 10.
Odredimo funkciju koja modelira stanje sustava u proizvoljnom vremenu
t

z(t) = wg + | E730dr

to

t
z(t) = 2 + 3065t/ e *Tdr
0
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t

5t
z(t) = 2€° + 30e™ (—65>

0
x(t) = 2e™ — 6 + 6™
x(t) = 8¢ — 6.

Uvrstavanjem izraza u formulu za izlaz dobivamo
y(t) = 32e° — 24 — 70

y(t) = 32e° — 94.

Za sustave koji imaju matricu A dimenzije n x n matri¢na eksponencijalna funkcija e4?

odreduje se na sljede¢i nacin. Ako je matrica A dijagonalna onda je matri¢na ekspo-
nencijalna funkcija jednaka dijagonalnoj matrici diag(e*',e*2, ..., e*), kada matrica nije
dijagonalna, ali je dijagonalizabilna onda je potrebno dijagonalizirati matricu. U opce-
nitom slucaju kada matrica nije dijagonalizabilna, onda je potrebno odrediti Jordanovu
formu matrice. Vise detalja o rjeSenju sustava moze se pogledati u [4].

2.2 Stabilnost sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam asimptotske i eksponencijalne stabilnosti sustava.
U nastavku rada za sustave koji su asimptotski stabilni re¢i éemo da su stabilni. Zelimo
znati kako se stanje sustava mijenja kada t — oco. Zanima nas hoce li sustav doéi u
ravnotezni polozaj, koji je postavljen u ishodistu, neovisno o poc¢etnom stanju sustava.
Stabilnost sustava ovisi samo o matrici A pa je za provjeru dovoljno promatrati homogeni
sustav & = Ax. Kod homogenog sustava matrice B,C' i D su nul matrice.

Definicija 2.2.1 Za LTI sustav kazemo da je

i) Asimptotski stabilan ukoliko za svaki pocetni uvjet z(ty) = zo € R” vrijedi da
x(t) — 0 kako t — oc.

ii) Eksponencijalno stabilan ukoliko postoje konstante ¢, A > 0 takve da za svaki pocetni
uvjet z(tg) = xo € R™ vrijedi

lz@)I] < e |z (to)ll, Vo = 0.

iii) Nestabilan ukoliko nije asimptotski stabilan.

Definirajmo pomoé¢nu lemu koja nam je potrebna za dokazivanje teorema koji daje ka-
rakterizaciju stabilnosti sustava.

Lema 2.2.2 Neka je v(t) skalarna funkcija takva da je v < pv(t),¥t > to, za neki p € R.
Tada vrijedi v(t) < ett=t0)y(t,).

Dokaz leme 2.2.2 moze se pogledati u [5].



Teorem 2.2.3 Sljedece tvrdnje su ekvivalentne za LTI sustav
i) Sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realan dio.
it) Sustav je asimptotski stabilan.

i11) Sustav je eksponencijalno stabilan.

w) Za svaku pozitivno definitnu matricu @) postoji jedinstvena simetricna pozitivno defi-
nitna matrica P koja zadovoljava Ljapunovljevu jednadZbu

ATP 4+ PA= Q. (k)

v) Postoji simetricna pozitivno definitna matrica P za koju vrijedi Ljapunovljevu nejed-
nakost
ATP+ PA <.

Dokaz. Asimptotska i eksponencijalna stabilnost su ekvivalentni pojmovi za LTI sustave.
Vise detalja o ekvivalenciji mogu se pogledati u [1]. Kako su ti pojmovi ekvivalentni
znamo da 1) < iit).

Pokazimo ekvivalenciju i) < ii). Dokazimo prvo da i) = ii), pretpostavimo da vrijedi 7)
odnosno da sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realan dio. Koristenjem
svojstava matricne eksponencijalne funkcije i odredivanjem Jordanove forme matrice A
moze se pokazati da onda e’ — (0 kako t — co pa onda i z(t) = e*xy — 0 kako t — oo
Sto je po definicji 2.2.1 stabilan sustav. Za ekvivalenciju preostaje pokazati da i) = 7).
Dokaz provodimo kontrapozicijom, odnosno trebamo pokazati da —i) = —ii). Pretposta-
vimo da ne vrijedi 7) odnosno postoji svojstvena vrijednost matrice A koja je pozitivna,
tada tlggo x(t) # 0 time smo preko definicije 2.2.1 pokazali da takav sustav nije stabilan i
dokazali ekvivalenciju i) < ii). Iz ekvivalencija i) < 1) 1 1) < 4ii) slijedi i) < ii).
Preostaje pokazati ekvivalencije za iii), iv) i v) tvrdnju teorema. Za dokazivanje ekviva-
lencije 7i1) < iv) i iii) < v) dovoljno je dokazati da iii) = iv), iv) = v) i v) = iii).
Dokazimo da #ii) = iv), pretpostavimo da je sustav eksponencijalno stabilan. Pokazimo
da ako vrijedi iii), pa je i po i) < 4ii) matrica A stabilna, onda je prema [1] jedinstvena
pozitivno definitna matrica P koja zadovoljava Ljapunovljevu jednadzbu dana izazom

P:/ eATthAtdt.
0

Nepravi integral je konacan, to je posljedica pretpostavke da je sustav eksponencijalno

stabilan koja osigurava da HeATthAtH konvergira prema nuli eksponencijalna brzo kada
t — oo sto za posljedicu ima apsolutnu konvergenciju integrala. Pokazimo da P rjesava
Ljapunovljevu jednadzbu (s:)

ATP 4+ PA = /OO ATeATthAt + eATthAtAdt
0

d
buduéi da je p (eATthAt> = AT Qe 4 A1 QeM A

>



uz koristenje tlim et = 0 dobivamo
—00

% d
ATP + PA = / — (eATthAt) dt = (lim eATthAt) — eATOQeAO = —Q.
o dt t—00
Pokazimo da je matrica P simetri¢na koristenjem Q7 = Q
Pl = [T (eiQer) = [T (M) QT (M) dt = [ e Qetat =
0 0 0

Pokazimo da je matrica P pozitivno definitna, odaberimo konstantan vektor z # 0 € R”
TPz = / zTeATthAtzdt
0

w(t) = etz Wt >0
TPz = /OO w(t) Qu(t)dt.
0

Matrica @ je pozitivno definitna pa vrijedi 27 Pz > 0, a 21 Pz = 0 samo onda kada je
z = 0. StoviSe, matrica e4 je regularna pa je matrica P pozitivho definitna. Dokaz
jedinstvenosti provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoji jos jedno rjesenje
Ljapunovljeve jednadzbe i oznac¢imo ga sa P. Uvrstimo ga u Ljapunovljevu jednadzbu
(**) pa dobivamo -
ATP+ PA=ATP + PA
eATt~/AT(P—]5)—i—(P—]B)A:O/-eAt
AT (P — P)eM 4 et (P = P) Ae™ =0
d
dt
Ovo za posljedicu ima da je et (P - 15) et konstantan, ali zbog pretpostavke da je
sustav eksponencijalno stabilan mora konvergirati u nulu za ¢ — oo , slijedi da je izraz

(eATt (P — P) eAt> = ATt AT (P — P) et 4 AT (P — P) Aett = 0.

konstantan i jednak nuli. Kako je matrica e regularna to je moguée samo kada je
P=P.
Dokazimo da iv) = v). Ako odaberemo matricu () = —I tada ¢e matrica P koja je

rjeSenje Ljapunovljeve jednadzbe zadovoljavati Ljapunovljevu nejednakost. Ostaje joS
pokazati da v) = iii). Neka je P simetri¢na pozitivno definitna matrica za koju vrijedi
Ljapunovljeva nejednakost i neka je

Q=—(A"P+PA)>0

i skalarna funkcija
v(t) = 27 (t)Px(t) >0, Vt>0.

Deriviranjem dobivamo
v = 3" Px(t) + 2" Pi = 2" (ATP + PA> r=—2"Qx <0.
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Derivacija od v(t) je manja ili jednaka nuli, posljedica toga je

v(t) = 27 (t)Px(t) < v(0) = 27 (0)Pz(0), Vt>0

S druge strane prema [6] v(t) = 2T (£)Pz(t) > Amin(P) [|z@®)]|* = ||z@)|* <

= Ain(P)
/\mz’n
0= 2" (OQx(t) < —Muin(Q) |2(1)]I* < Ammg;”“)
.. . —2min(D 540 . Amin (Q)
Primjenom leme 2.2.2 dobivamo v(t) < e *min(P) v(to) stoga jer je ") < 0

Skalarna funkcija v(t) konvergira prema nuli eksponencijalnom brzinom pa onda i x(t)
konvergira prema nuli eksponencijalnom brzinom.

Pokazimo na primjeru stabilnog homogenog sustava povezanost rjesenja sustava i stabil-
nosti preko kriterija svojstvenih vrijednosti matrice A.
Neka je sustav dan sa

. -7 3
x(t) = l_l _31 x(t).
Odredimo svojstvene vrijednosti sustava

3

—_7_
det(A—M)—0=>' IR

| A+TA+3)+3=0

N 4+100+24=0= N\ = —4, Ay = —6.

Sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realan dio pa prema teoremu 2.2.3
znamo da je sustav stabilan. Odredimo rjesenje sustava. Za rjesenje sustava potrebno je
izracunati e4’. Matrica A nije dijagonalna, ali su joj sve svojstvene vrijednosti razlicite
pa je dijagonalizabilna. Za rac¢unanje matricne eksponencijalne funkcije kada je matrica
dijagonalizabilna potrebno je odrediti regularnu matricu P takvu da je A = PAP~! gdje
je A dijagonalna matrica koja na dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice A. Za
odredivanje matrice P potrebno je izracunati svojstvene vektore matrice A. Odredimo
svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A\,

(A— M1V, =

EF R
el

Odredimo svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost Ao

(A - )\2[)’(72 == O



EHHEHE
= o) == == i)

Stupci matrice P su svojstveni vektori matrice A

P = {vl UQ] = [1 1] .
Inverznu matricu P~! moZemo dobiti preko formule za inverznu matricu dimenzije 2 x 2

1[1 -3
_1 - =
P = 2 [—1 1 ] '

Rjesenje matri¢ne eksponencijalne funkcije dano je sa

At At p—1 e 0 1
M=perpt=p|© 0 TP

Prema teoremu 2.1.5 rjeSenje sustava za to = 0 dano je sa

e~ 0

z(t) = eMyy =P l 0 et

] P_ll’o.

Provjerimo kako se stanja sustava mijenjaju kako t — oo

674t 0 1 674t 0 1
tlgglox(t) - tlggo (P l 0 66t‘| P xO) - Ptliglo ([ 0 66t]> P

lim,_, (e 0
lim z(t) = P tose0 (€77) Pl

t—o0 0

lim z(t) = P [8 8] Pz — m .

t—o00

Pokazali smo da ¢e stanja sustava do¢i u nulu neovisno o pocetnom stanju sustava.

2.3 Upravljivost sustava

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojam upravljivosti sustava. Pitamo se mozemo li odre-
diti upravljanje tako da sustav tim upravljenjem dovedemo u stanje koje zelimo. Svojstvo
upravljivosti ¢e nam biti korisno kod stabilizabilnosti sustava jer ako sustav mozemo do-
vesti u proizvoljno stanje onda ga mozemo dovesti u stanje u kojem su sva stanja sustava
jednaka nuli odnosno da je sustav stabilan.



Definicija 2.3.1 Za LTI sustav kazemo da je upravljiv ako pocevsi iz proizvoljnog stanja
xo sustav mozemo dovesti u proizvoljno stanje x; = x(¢;) u kona¢nom vremenu t; uz
pravilan odabir ulaza u(t), za 0 < t < t;.

Sljedeci teorem sluzi za provjeru svojstva upravljivosti LTI sustava koje ovisi o matricama
A1 B preko ranga matrice upravljivosti.

Teorem 2.3.2 Za matrice A € R™", B € R™"™ m < n sljedece tvrdnje su ekvivalentne
i) LTI je upravljiv.

ii) Matrica upravljivosti C,, = [B, AB, A*B, ..., A" 1 B] je punog ranga n.

iii) Matrica W, = [I* e BBTeA™ dt je regularna ¥t, > 0.

Dokaz. Dokaz da i) = ii) provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da je sustav uprav-
ljiv i da je rang(C,,) < n. Rjesenje sustav dano je sa

(1 Jio—f—/ tl T)BU )d

Pema lemi 2.1.4 znamo da postoje skalarne funkcije ayg, oy, ..., a,_1 takve da

t1”1

(tl .To +/ Z a; tl, AZB'LL( )d
n—1 ) t1
o(tr) = e"hng + Y0 AB [ oyt )u(r)dr
=0 0

(tl l’() Z AZB/ a; tl, )d

Matrica (1) — e'*“xq je linearna kombinacija matrica B, AB, ..., A" 1B koje su linearno
zavisne pa postoji z(t;) € R™, x(t1) # 0 koji se ne moze dobiti linearnom kombinacijom
tih matrica, a to je u kontradikciji s pretpostavkom da je sustav upravljiv.

Dokaz da ii) = iii) provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno tj. da je
rang(C,,) = n i W, nije regularna. Onda postoji v # 0 takav da je

Wao=0=v"Ww=0
(31
/ vTeBBT e tudt = 0.
0
Definiramo C/(t) = BTe*"*v i uvrstavanjem u integral dobivamo

t1
/ CTMC()dt = 0= CT(1) = 0,0 <t < t,.
0



CTt)=0=v"B=0
d T T
%(o (t)) =0=v"AB =0

dnfl
dtn—l

(C"(#) =0=v"A""'B =0

Kako je matrica C,, punog ranga to se moze dogoditi samo kada je vT = 0 $to je u
kontradikciji s pretpostavkom da postoji v # 0 za koji to vrijedi.
Ostalo je pokazati da #i7) = ). Pretpostavimo da je W, regularna i pokazimo da je onda
sustav upravljiv preko definicije odnosno da mozemo odabrati upravljanje koje ¢e sustav
dovesti u proizvoljno stanje x; € R™. Pokazimo da sljedeée upravljanje u(t) dovodi sustav
u zeljeno stanje

( ) BT, AT (t1— t)W 1(—€t1AI0—|—$1)

C

[

(Zfl ZL‘O + / Alt— T)BBTGAT(tI_t)W_l(—etlAJIo + l‘l)dT

x(ty) = e —|—/ Altr— T)BBTGAT(tl_t)dTWC_l(—6t1Ax0 + x1)

Uvodimo supstituciju t = t; — 7, dt = —dr

0 o
z(ty) = e ey — etABBTeATtdtWC_I(—etleo + 1)

t1
x(ty) = e AaugW W, (—e Ay + 2)

x(ty) = .

Za takav odabir kontrole dobivamo proizvoljno odabrano stanje sustava. Sljedece teoreme
koristimo u dokazivanju stabilizabilnosti sustava, a njihovi dokazi mogu se pogledati u

[1].
Teorem 2.3.3 LTI sustav je upravijiv ako i samo ako ne postoji svojstveni vektor matrice
AT koji je u jezgri matrice BT.

Teorem 2.3.4 LTI sustav je upravljiv ako i samo ako
rang [A — A B} =n, VieC.

Teorem 2.3.5 LTI sustav je upraviljiv ako i samo ako postoji jedinstveno pozitivno defi-
nitno rjesenje W Ljapunovljeve jednadzbe

AW + WA = —BBT.
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3 Stabilizabilnost

3.1 Stabilizabilni LTI sustavi

U ovom poglavlju definirati ¢emo svojstvo stabilizabilnosti LTI sustava. Definirali smo
pojam stabilnih sustava i kriterij za provjeru preko svojstvenih vrijednosti i upravljivost
sustava. Pitamo se mozemo li odrediti upravljanje kojim trebamo djelovati na nestabi-
lan sustav za svaki pocetni uvjet tako da on bude stabilan odnosno da ga dovedemo u
ravnotezni polozaj.

Definicija 3.1.1 Za LTI sustav kazemo da je stabilizabilan ako za svaki pocetni uvjet
zo € R" postoji ulaz u(-) tako da

lim z(t) = 0.

t—00
Kod stabilizabilnih sustava mozemo odrediti upravljanje koje ¢e ga stabilizirati. Uko-
liko odaberemo upravljanje © = — Kz jednadzba sustava koja opisuje promjenu stanja
& = Ax + Bu postaje & = Ax — BKx sto se jednostavnije moze zapisati © = (A — BK)zx.
Odabirom matrice K stabilnost sustava ovisi o svojstvenim vrijednostima matrice A—BK.
Kada je sustav upravljiv matricu K mozemo odabrati tako da sve svojstvene vrijednosti
matrice A — BK imaju negativan realan dio i tako postignemo stabilnost sustava. Slje-
deci teorem mozemo koristiti za odredivanje matrice K tako da upravljanjem u = —Kux
mozemo stabilizirati sustav.

Teorem 3.1.2 Neka je LTI sustav upravljiv. Za svaki > 0 mozZemo odrediti ulaz u =
— Kz koji smjesta sve svojstvene vrijednosti sustava © = (A — BK)x u kompleksni dio

poluravnine tako da je Re(\) < —u,V\ € 0(A — BK).

Dokaz. Pretpostavimo da je sustav upravljiv, onda za svojstveni vektor matrice A, oz-
na¢imo ga s z prema teoremu 2.3.3 znamo da nije u jezgri od BT

ATe =X e, #40= BTz #0

~ATr = —Xx/ — px,pu >0
(—pd — A"z = (= — Nz, z # 0.

Prema teoremu 2.3.4 znamo da je sustav (—ul — A, B) je upravljiv. Prema teoremu 2.3.3
znamo da ako je x svojstveni vektor matrice (—ul — A)T onda nije u jezgri od BT. Sustav
¢e biti stabilan ako odaberemo p > |Apaz(A)| jer ¢e sve svojstvene vrijednosti sustava
imati negativan realan dio. Pokazimo stabilnost sustava preko iv) tvrdnje teorema 2.3.5.
Pokazimo da postoji pozitivno definitna matrica W > 0 koja je rjeSenje Ljapunovljeve
jednadzbe

(=l — AW + W (—ul — A = -BB”.

Definiramo P = W~!, matrica P je dobro definirana jer je matrica W pozitivno definitna,
prema iv) tvrdnji teorema 2.2.3 pa je i regularna i njezina inverzna matrica je pozitivno
definitna matrica.

P/AW +WAT — BBT = —2uW/P
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PA+ AP - PBBTP = —2uP

1 1 r
P <A — 2BBTP) + <A - 2BBTP) P=—2uP

1
K = 5BTP (%)
P(A— BK)+(A—BK)'P = —2uP.
Pokazali smo da za sustav & = (A — BK)x vrijedi iv) tvrdnja teorema 2.3.2 $to za

posljedicu ima da je sustav stabilan.

Sljedeca lema daje formulu preko koje mozemo odrediti matricu K iz teorema 3.1.2 i tako
dobiti upravljanje sustava koje ¢e mu pridruziti odabrane svojstvene vrijednosti koje su
zatvorene na konjugiranje. Lemu mozemo koristiti kada je sustav SI. Ako odaberemo
sve svojstvene vrijednosti tako da imaju negativan realan dio onda smo sigurni da ce
to upravljanje stabilizirati sustav. Lemu koristimo za stabilizaciju sustava koji modelira
dvostruko obrnuto njihalo na kolicima.

Lema 3.1.3 (Ackermmanova formula) Za slucaj kada je LTI sustav upravljiv i SI(Single
Input) mozZemo odrediti matricu K iz formule

K =elC 1P(A)
PA) =A—-X)-...- (A=)

pri cemu su Ai,--- , A\, proizvoljne svojstvene vrijednosti koje Zelimo pridruziti sustavu
&= (A— BK)z, a e, n-ti kanonski vektor.

3.2 Dvostruko obrnuto njihalo na kolicima

U ovom poglavlju modeliramo LTT sustav za dvostruko obrnuto njihalo na kolicima. Sus-
tav se sastoji od kolica, kuglice koja je povezana na kolica i druge kuglice koje je povezana
na prvu kuglicu. Upravljati mozemo kolicima tako da ih pomic¢emo lijevo ili desno. Stanja
sustava koja zelimo promatrati su brzina i akceleracija kolica te kut i kutna brzina kuglica
pri ¢emu gledamo kut izmedu kolica i polozaja mase. Konstantni parametri sustava su
mase kolica i kuglica te duljina uzeta kojim su povezane kuglice.

Slika 1: Dvostruko obrnuto njihalo na kolicima
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Slika 1. prikazuje skicu dvostrukog obrnutog njihala pri ¢emu stanja sustava imaju pozi-
tivnu vrijednost ako su desno od ishodista, a negativnu kada su lijevo od ishodista. Slika
je preuzeta iz [2].

Jednadzba koja opisuje sustav dana je sa

D(6)8" + C(0,0") + G(H) = Hu

gdje je
d; dy cos(6;) d3 cos(6s)
D(@) = dg COS(Ql) d4 d5 COS(Ql — 62)
d3 008(92) d5 COS(Ql — 02) d6
0 —dz sm(@l)ei —dg sm(92)9’2
C’(@, 9/) = |0 0 d5 sin(@l — 62)6’2
0 —d5 sin(@l — 92)9’1 0
0
G(0) = |—f1sin(6)
—fg Sin<62>
1
H=10
0

Pri tome su dy = mo +my +mg,dy = (% +my)L1,d3 = mQZLZ,d4 = (5 + my) L2, ds =

%,dﬁ = szLg,fl = (% 4+ mo)L1g, fo = mQTng, a ¢ je ubrzanje gravitacije i iznosi
9.81ms~2. Oznake su my-masa kolica, m;-masa povezana s kolicima, mo-druga masa koja
je povezana s prvom masom, Li-duljina veze koja povezuje kolica i prvu masu, Lo-duljina
veze izmedu prve i druge mase, #;-kut otklona prve mase od ravnoteznog polozaja, f»-kut
otklona druge mase od ravnoteznog polozaja, a #] i ¢, su pripadne kutne brzine, 6, je
udaljenost kolica od ishodista, a ¢, brzina kolica. Mase su izrazene u kg, kutovi u rad,
kutne brzine u rad/s, duljine u m i brzina kolica u m/s. Ova jednadZba nije linearna,
ali mozemo ju linearizirati oko tocke ekvilibrijuma (6o, 61, 02, 6;,07,05) = (0,0,0,0,0,0)
kako bi dobili LTT sustav koji opisuje dvostruko obrnuto njihalo na kolicima oko tocke
ekvilibrijuma. Sustav je tada dan sa

{x’(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = z(t)

gdje su matrice A, B dane po blokovima
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Vise detalja o modeliranju sustava moze se pogledati u [2].
4kg, m, = 1.5kg, ms = 1kg, L1 = 2m, Lo = 1m onda je LTI sustav dan sa

Ako odaberemo my

00 0 10 0 07 ©0 ]
0 0 0 0 1.0 0 0
oo o 0 0 0 10 0
T=10 5183 0553 0 0 0 |T®F| 2064|410
0 149 —-5275 0 0 0 0.1500
0 —3693 2071 0 0 0 _0.1132]

y(t) = x(t).

Za provjeru stabilnosti sustava koristit ¢emo teorem 2.2.3 preko svojstvenih vrijednosti
matrice A. Svojstvene vrijednosti matrice A su Ay = Ay = 0,A3 = —6.1728, )\, =
6.1728, A5 = —2.5505 1 A\¢ = 2.5505. Postoji svojstvena vrijednost koja ima realan dio
veéi od 0 pa sustav nije stabilan. Svako stanje sustava odnosno pozicija kolica, kutovi i
brzine rasti ¢e prema beskonacno kada t — oo sto ¢emo i pokazati na slici 2.

0 %10 Pozicija kolica 0 %1013 Kut prve mase 0 «10'  Kut druge mase
\
0.5 s \
1 J !
|
£ 15 H = © I =
= | ~ | ~ 2
° o N IS |
5 [ 4 |
| |
-2.5 -3 [
| 2 |
-3
35 0 = 4
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t(s) t(s) t(s)
Kutna brzina Kutna brzina
5 X102 Brzina kolica g 210" prve mase o X10% druge mase
N N
\ ‘\
\ s \
\ ‘ 0.5 \
0.5 \
0D ‘\‘ — 4 = 1
© | 2 |2
E 4 b < s < ‘
=° | SN C‘ <15 ‘
| 2 | |
1.5 | |
| 1 / -2
| /
2 0 =L 25
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Slika 2: Promjena stanja sustava u prvih 5 sekundi

Slika 2. prikazuje promjenu stanja sustava u prvih 5 sekundi koji ima pocetno stanje
0o = 0,60, = 20°,0, = —10°,6) = Om/s,0] = 0°/s,0, = 0°/s. Sva stanja sustava teze u
beskonac¢no. Provjerimo upravljivost sustava preko matrice upravljivosti iz teorema 2.3.2.

Cm:[B AB A’B A3B A*B A5B]
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0 —0.2264 0 —0.8451 0 —19.71]
0 0.1509 0 2.846 0 89.55
oo 0 —0.1132 0 —8.937 0 —370.6
m —0.2264 0 —0.8451 0 —19.71 0
0.1509 0 2.846 0 89.55 0
| —0.1132 0 —8.937 0 —370.6 0 |
rang(C,,) = 6 matrica upravljivosti je punog ranga pa je sustav upravljiv. Sustav je

upravljiv pa prema teoremu 3.1.2 znamo da je sustav stabilizabilan. Sustav ¢emo stabili-
zirati preko teorema 3.1.2 i preko Ackermmanove formule. Za odabrani p = 3.5 matricu
K mozemo odrediti preko (x) iz dokaza teorema 3.1.2

K:[—297.5331 —429.8576 —3224.3273 —565.2856 —1291.181 —776.5034}.

Za tako dobivenu matricu K matrica A — BK ima svojstvene vrijednosti \; = —3.5 +
12.02¢, Ao = —3.5 — 12.02¢, A3 = —6.16, \y = —3.5 + 1.331, A5 = —3.5 — 1.337, \s = —0.84.
Sustav # = (A — BK)z je stabilan jer sve svojstvene vrijednosti matrice A — BK imaju
negativan realan dio.

0 0 0 1.0 0 0
0 0 0 0 1.0 0
. 0 0 0 0 0 1.0 -
—67.366 —102.5089 —729.4811 —127.9892 —292.3429 —175.8121|
44.9107  79.7843 481.4157 85.3261 194.8952  117.2081
|—33.683 —85.5894 —335.3105 —63.9946 —146.1714 —87.906 |
Stabilizirajmo sustav za odabrane svojstvene vrijednosti \y = —1, s = —1.5,\3 =
—1.7, 0 = =2, A5 = —2.2,\¢ = —2.4. Matricu K mozemo odrediti preko Ackermma-

nove formule

K =|-0.7062 360.5 —335.6 —2.561 23.74 —58.62].

Matrica A stabiliziranog sustav & (A — BK)z ima svojstvene vrijednosti koje smo
odabrali tako da su sve negativne i prema teoremu 2.2.3 znamo da je taj sustav stabilan.

T 0 0 1.0 0 0
0 0 0 0 1.0 0
. 0 0 0 0 0 1.0
t=(A-BK)r=| (1509 7643 _7542 —05798 5376 —13.27|%
0.1066 —39.51 45.37 0.3865 —3.584 8.849
—0.07995 3.882 —8.279 —0.2899 2.688 —6.636]
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Pozicija kolica Kut prve mase Kut druge mase

5 40 30 ~
e /’ \
/ \ 20 /
a\ 20§ [ \\ I
£ | | 10
of Vo= | \
£ = N — | = 9
= — 1 N [
< / = | | =0 |
5 / \ \
\ 20
\\ //
\ / -30
-10 -60 -40
0 5 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s) t(s)
Kutna brzina Kutna brzina
10 Brzina kolica 100 prve mase 100 druge mase
A i
50 | I
\ I
\ Ivh o\
5 obfooN o~ | -
_ it o ; wjl *\v — 50 ‘
%) Il / ~ D | D |
2 | / - 50 | [\
\E, 0““‘&‘4-—*77***\*&‘ 3 Il | Iot’ ‘\ “‘ \
= )\ / 0 \
S} \ / < 100 <N oY \
= |/ ol ofi )N~ - - — =]
\ / - W/
° / ! I \
\/ -200 |
i/
10 -250 50
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
i(s) t(s) t(s)

Slika 3: Promjena stanja sustava u prvih 10 sekundi

Slika 3. prikazuje promjenu stanja sustava u prvih 10 sekundi za koji smo odredili uprav-
ljanje preko teorema 3.1.2 i Ackermmanove formule tako da je sustav stabilan odnosno
sva stanja sustava nakon 10 sekundi jednaka su nuli. Isprekidanim linijama je prikazana
promjena stanja sustava stabiliziranog preko teorema 3.1.2, a punim linijama je prikazana
promjena stanja sustava stabiliziranog preko Ackermmanove formule. Sustav se brze sta-
bilizira primjenom teorema 3.1.2.
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