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Sazetak. U ovom radu se bavimo problemom pronalaska maksimalnog sparivanja usmjerenih aciklickih
grafova. Analizirat ¢éemo problem i prezentirat neke algoritme za rjesavanje tog problema.

Kljuéne rijeci: sparivanja, usmjereni aciklicki grafovi, stabla

Abstract. In this paper we study the problem of finding maximum weight matching of directed acyclic
graphs. We will analyze the problem and present some algorithms for solving the problem.
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1 Uvod

Usporedivanje grafova je problem koji se javlja u raznim primijenjenim podruc¢jima. Primjerice, u bioin-
formatici je od interesa problem usporedivanja filogenetskih stabala dobivenih razli¢itim metodama,[15] a
u kemoinformatici problem usporedivanja kemijskih spojeva, koje takoder mozemo tretirati kao grafove.[20]
Postoje mnogi na¢ini da formaliziramo koncept slicnosti grafova. Na primjer, pomoc¢u pronalaska izomor-
fizma, maksimalnog zajednickog grafa, minimalnog grafa koji sadrzi oba grafa, ra¢unanjem edit udaljenosti,
ili ¢ak statistickim metodama kao $to je usporedivanje distribucija stupnjeva vrhova itd.[21] U ovom radu,
motivirani problemima iz bioinformatike, ogranicavamo se na usporedivanje usmjerenih aciklickih grafova i

to metodom pronalaska maksimalnog sparivanja koje ¢uva odnos medu vrhovima.



2 Osnovni pojmovi

2.1 Grafovi

Definicija 2.1. Graf G je uredeni par (V, E) gdje je V konacan skup a E relacija na V. Elemente skupa
V' zovemo vrhovi a elemente skupa E bridovi grafa G. Ukoliko je relacija E simetricna, kaZemo da je G

neusmgjeren, inace da je usmjeren.

Definicija 2.2. Setnja duljine k € Ng u grafu G je uredena k-+1-torka (vo, ..., vg) takva da je (v;_1,v;) € E
zai=1,...k. Put je Setnja ¢iji su elementi medusobno razliciti. Podput puta duljine k je put (v, ..., v,),
0<Il<r<k. Zasetnju kazemo da je ctklus ukoliko je vy = vy i kaZemo da je usmjereni graf aciklicks
ukoliko ne sadrzi ciklus. Nadalje, kazemo da je put duljine k maksimalan ukoliko ne postoji put duljine

k' >k ¢iji je on podput.

Definicija 2.3. Neka je G = (V, E) usmjeren aciklicki graf i v,w € V. Ukoliko postoji put (vo,...,vx) u
G takav da je vg = v i vy = w, reci éemo da je vrh v predak vrha w, a vrh w potomak vrha v $to éemo

oznacavati v < w.

Definicija 2.4. Neka je G = (V, E) usmjeren aciklicki graf. Vrh r € V takav da ne postoji v € V' za koji
vrijedi v < r éemo zvati korijen i skup svih korijena usmjerenog aciklickog grafa G éemo oznacavati r(G).
Vrh 1 € V takav da ne postoji vrh v € V' za koji vrijedi | < v éemo zvati list i skup svih listova usmjerenog

aciklickog grafa G éemo oznacavati I[(G).

Definicija 2.5. Neka je G = (V, E) usmjeren aciklicki graf. Za graf G* = (V, E*) kaZemo da je tranzitivni

zatvaraé grafa G ukoliko je (v,w) € E* ako i samo ako je vrh v predak vrha w u grafu G.

Definicija 2.6. Ncka je G = (V, E) usmjeren aciklicki graf. Za A CV kaZemo da je antilanac ukoliko

vrijedi v £ w i w £ v za sve v,w € A.

Definicija 2.7. Kazemo da su grafovi Gy = (V1, E1) i G2 = (Va, Es) izomorfni, u oznaci Gy ~ Ga, ukoliko
postoji bijekcija f: Vi — Vo takva da je (u,v) € By <= (f(u), f(v)) € Es za sve u,v € V;.

2.2 Mreze

Definicija 2.8. Neka je G = (V, E) usmjeren graf takav da (u,v) € E = (v,u) ¢ E i postoje s,t € V
takvi da vrijedi s < v <t za svev € V\{s,t} i neka jec:V xV — RT funkcija koja zadovoljava c(u,v) = 0
za (u,v) ¢ E. Uredenu cetvorku (G, ¢, s,t) zovemo protoéna mrezZa, funkciju ¢ kapacitet, vrh s izvor a

vrh t ponor.

Definicija 2.9. Funkciju f:V x V — RT koja zadovoljava
1. 0 < f(u,v) < c(u,v) za sve u,v € V
2. Y ey flo,u) =30 oy flu,v) za sve u e V\ {s,t}

zovemo tok, broj |f| = > .y f(s,v) = >, cv f(v,8) zovemo vrijednost toka f i za tok kazemo da je

maksimalan ukoliko je njegova vrijednost najveca medu svim tokovima mreze G.



Definicija 2.10. Neka je (G, ¢, s,t) protoéna mreza i f tok. Funkciju

c(u,v) — f(u,v) (uw,v) € E
cr(u,v) =< fv,u) (v,u) € E
0 imace
zovemo rezidualni kapacitet, protoénu mrezu (Gy,cy,s,t), gdje je Gy = (V,Ey), By = {(u,v) € VXV :
cf(u,v) > 0}, zovemo rezidualna mrezZa, svaki put p = (vo, ..., v;) u Gy takav da je vo = s 1 vy, =t zovemo
uvedéavajuéi put a broj c;(p) = min;—1, xcy(vi—1,v;) rezidualni kapacitet puta p.

Lema 2.1. Neka je f tok u protoénoj mrezi (G,c,s,t) i f' tok u rezidualnoj mrezi (Gy,cy,s,t). Tada je

f(u,v)—l—f’(u,v)—f’(v,u) (u,v) €EE
(fo’)(uw):{ N
0 inace
tok u G i njegova vrijednost je |f| + |f'|.
Lema 2.2. Neka je f tok u protoénoj mrezi (G, ¢, s,t) i p uwweéavajuci put w (Gy,cy, s,t). Tada je
e(p) (w0 je na putu p
Folu,v) = { e
0 mace
tok u Gy i njegova vrijednost je cy(p) > 0.

Definicija 2.11. Rez (S,T) u protoénoj mrezi (G,c,s,t), G = (V, E) je particija skupa V u skupove S i
T =V\S takve da je s€ S it €T. Broj
c(S,T) = Z Z c(u,v)
ueS veT
zovemo kapacitet reza (S,T) i za rez kazemo da je minimalan ukoliko je njegov kapacitet najmangi medu

svim rezovima mreze G.

Teorem 2.1. [1}] Neka je f tok u mrezi G. Sljedeée turdnje su ekvivalentne:
1. f je maksimalan
2. Gy ne sadrzi wvecavajuci put
3. |fl = (S, T) za neki rez (S,T)

Teorem 2.1 govori da uzastopnom primjenom lema 2.2 i 2.1 mozemo pronac¢i maksimalan tok a time i
minimalni rez. Ispostavlja se da ukoliko na svakom koraku izaberemo najkraéi uvecavajuéi put, algoritam
¢e imati slozenost O(V E?).[14]

Teorem 2.2. [15][9] Neka je G = (V,E) graf, G* = (V, E*) njegov tranzitivni zatvaraé i w : V. — ZT
"

tezinska funkcija. Za sve v € V neka su v’ i v

(H,c,s,t), H= (U, F) na sljedeéi nacin:

odgovarajuéi vrhovi. Konstruirajmo protoénu mrezu

U={s,tjuf{v’:veV}iu{v :veV}
F={(s,v):veV}U{(W", t):veVU{K,I"): (k) € E*}
c(s,v") = c(v",t) = w(v) za svev €V

i neka su svi ostali kapaciteti jednaki co. Nadalje, neka je (S,T) particija skupa U dobivena primjenom

teorema 2.1 na tu mrezu. Tada je A= {v eV :v' € SAV" €T} antilanac koji maksimizira ). , w(v).



2.3 Sparivanja

Definicija 2.12. Za neusmjeren graf G = (V, E) kaZemo da je bipartitan ukoliko postoji particija (Vi, Va)
skupa V' takva da za sve (u,v) € E vrijedi u € V; <= v € V.

Definicija 2.13. Neka je G = (V, E) bipartitan graf s biparticijom (V1,V2). Skup M C ENVy x Va takav
da za sve (u,v), (v, v") € M vrijedi u =u <= v ="1" zovemo sparivanje. Ukoliko je dodatno definirana
tezinska funkcija w : Vi x Vo = Q za koju je w(u,v) = 0 ukoliko (u,v) ¢ E onda broj 3, , e w(u,v)

zovemo teZina sparivanja i najvedu teZinu sparivanja éemo oznacavati o(Vy, Vo, w).

Propozicija 2.1. Neka je G = (V, E) bipartitan graf s biparticijom (V1,V2), v € Vi proizvoljan i w :
Vi x Vo — Q tezinska funkcija. Tada vrijedi:
maXU(Vl \ {'LL}, Va \ {v},w) + U)(U,U)
o(V1, Vo, w) = max {U€V2
U(Vl \ {’LL}, Va, w)
Algoritam iz propozicije 2.1 je eksponencijalne sloZenosti, ali je prakti¢can ukoliko barem jedna strana

grafa ima jako malen broj vrhova. Inace koristimo algoritam 1, koji je polinomne slozenosti.[12]

Podatci: Graf G = (V, E) s biparticijom (V7, V4) i tezinska funkcija w : V; x Vo = Q
Rezultat: Sparivanje M grafa GG; najvece tezine
M « 0
dok postoji put s linije 7 €ini
E — {(v,u) :ueWV,v eV (u,v) € M}U{(u,v) :ue€ Vi,v € Va,(u,v) ¢ M};
. l(uw)k{w(u,v) 'U,EV17'U€‘/2,(U7’U)EM;
—w(u,v) uweWV,ve Vs (u,v)¢ M

w N =

5 VM« {ueVy:(u,v) ¢ M zasvev e Vo)

6 VM« {veVy: (u,v) ¢ M zasveu e Vy};

7 P < mnajkraé¢i VM — VM put u grafu (V, E') s duljinama bridova I;
8

9

M < {e:ili e u M ili e na putu P};
kraj

Algoritam 1: Madarska metoda

2.4 Sume

Definicija 2.14. Neka je G = (V, E) usmjeren aciklicki graf. Ukoliko je (u,v) € E reéi éemo da je u
roditelj vrha v i da je v dijete vrha u. Skup roditelja vrha v éemo oznacavati p(v) a skup djece c(v) i za
G ¢emo reci da je Suma ukoliko je |p(v)| < 1 za sve v € V. Sumu G = (V, E) takvu da postoji tocéno jedan

r € V takav da je p(r) = 0 éemo zvati stablo ukorijenjeno w vrhu r ili, kraée, stablo.
Definicija 2.15. Neka je G = (V,E) graf i S C V. Za graf G[S] = (S, E[S]) gdje je E[S] = {(u,v) € E :
u,v € S} kazemo da je podgraf induciran skupom S.

Definicija 2.16. Neka je G = (V, E) suma, v € V.. Podgraf induciran skupom {w € V : v < w} demo zvati

podstablo inducirano vrhom v i oznacavati T(v).

Definicija 2.17. Neka je G = (V,E) Suma. Za b € V éemo reéi da je razgranat ukoliko je |c(b)| > 1.
Neka je dodatno v € V' wrh koji nije razgranat. Razgranat vrh b € V, v < b takav da niti jedan w € V' za koji
vrijedi v < w < b nije razgranat éemo oznadavati b(v) a s w(v) demo oznacdavati podgraf induciran skupom

_J{weV:iv<w<b(v)} b(v) postoji
C {weV:v<w} inace



3 Sparivanje usmjerenih aciklickih grafova

Definicija 3.1. Neka su Gy = (V1, E1) i Go = (Va, Es) usmjereni aciklicki grafovi. Za M C Vi x Va kaZemo

da je sparivanje usmgjerenih aciklickih grafova G, i Gy ili, krace, sparivanje ukoliko vrijedi:
(S1) x =o' <= y=1y za sve (x,y),(a',y) e M

(52) x <2’ <= y <y zasve (x,y),(a',y)eM

Nadalje, neka je w: Vi x Vo — ZT teZinska funkcija. Broj

w(M):= Y wz,y)
(zy)eM
éemo zvati teZina sparivanja M i za sparivanje M éemo reéi da je optimalno ukoliko je njegova teZina
najveca medu svim sparivanjima grafova G1 @ Go. TeZinu optimalnog sparivanja grafova G1 i Go cemo

oznacavati 6(G1, Ga).

Jasno je da ukoliko iz definicije 3.1 uklonimo zahtjev (S2), tako definiran problem pronalaska optimalnog
sparivanja se trivijalno svodi na elementarni problem pronalaska sparivanja najvece tezine u bipartitnom
grafu koji je opisan u poglavlju 2.3. Medutim, nas ne zanimaju bilo kakva sparivanja usmjerenih aciklickih
grafova, nego samo ona koja ¢uvaju strukturu u smislu zahtjeva (S2) jer je to jedan naé¢in da formaliziramo
pojam sli¢nosti grafova, koji je od interesa u primjeni.[11][7][8][1][16][15]

Za pocetak promotrimo sluc¢aj w(z,y) = 1 za sve (z,y) € Vi x V. Primijetimo da je tada problem pro-

nalaska optimalnog sparivanja ekvivalentan pronalasku najveceg podgrafa grafa G koji je izomorfan nekom

| M

= ml nazovimo koeficijent

podgrafu grafa G5. Neka je M optimalno sparivanje. Broj S(G1, G2) :
sliénosti grafova G i Go. Jasno je da za tako definiran koeficijent sli¢nosti vrijedi 0 < S(G1,G2) < 11
S(G1,G2) =1 <= G1 ~Go.

Opdenito, tezina w(u,v) predstavlja slicnost vrhova v € Vi i v € V3, a jedan praktiéni problem koji
Cesto zelimo rijesiti jest klasifikacija ulaznog grafa pronalaskom najslicnijeg medu referentnim grafovima.

Medutim, postoji poteskoca pri rjeSavanju tog problema o kojoj govori sljedeéi teorem.
Teorem 3.1. Pronalazak optimalnog sparivanja je MAX SN'P-hard.

Dokaz. Problem neuredene edit udaljenosti[1][2] stabala je MAX SAP-hard[3] i pokazano je,[4] analogno
kao i u uredenom sluc¢aju,[5] da edit udaljenost ¢ stabala Ty = (Vi, Eq) i T = (Va, Es) zadovoljava

V(M) =Y A(lw),e) + (e l@w)+ D A(lw),l(v)

u€ly vEl (u,v)eM

0(T1,To) = min (M)

M sparivanje
gdje su I; C Vi, Iy C V5 skupovi vrhova koji se ne pojavljuju u M, ~y(a, b) cijena zamjene oznake a oznakom
b, v(a, €), v(€, a) redom cijene uklanjanja i umetanja vrha s oznakom a il(v) oznaka vrha v. Stoga je jasno da
ukoliko uzmemo w(u, v) := y(I(u), €)+~(e, l(v)) —y(l(u),l(v)), optimalno sparivanje M usmjerenih aciklickih
grafova Ty i Ty ¢ée zadovoljavati 6(Ty, Ts) = y(M). O

1Ne uzimamo u obzir grafove bez vrhova



4 Sparivanje kao problem cjelobrojnog programiranja

S obzirom na teorem 3.1, ne mozemo se nadati pronalasku polinomnog algoritma za problem optimalnog
sparivanja pa ga je opravdano pokusati rijesiti metodama cjelobrojnog programiranja.|[8][7]

Neka su Gy = (V1, E1) i Go = (Va, E3) usmjereni aciklicki grafovi, w : Vi x Vo — Z7T tezinska funkcija i
Zy,v indikatorska varijabla:

B {1, (u,v) je u sparivanju;
e 0, inace.

Nadalje, s Z ozna¢imo skup nekompatibilnih parova, tj. Z sadrzi {(u,v),(u/,v")} ako i samo ako nije
zadovoljen uvjet u < u’ <= v < v'. Problem pronalaska optimalnog sparivanja tada mozemo formulirati

na sljedeéi nacin:

max Z Z W(U, V) Ty (I1)

ucVi veVs
Va

td Y my, <1 Yu eV (12)
veEVs
Y mu, <1 Yo € Va (13)
ueVy
Ty T Tl ! <1 V{(U7 U), (u/, 'U/)} €z (14)
Ty € {0,1} (I5)

Koristeéi tu ILP formulaciju i IBM CPLEX nije moguée izracunati optimalno sparivanje grafova s vise

od ~200 vrhova.[7] Stoga se okrecemo rjesavanju relaksacije tog problema.

4.1 Relaksacija cjelobrojnog programa

Prvo uocimo da je zahtjev (S2) iz definicije 3.1, a time i skup nekompatibilnih parova, moguée rastaviti

na sljedeci nacin:
(Cl) (zx<2'iliad/ <z) <= (y<y iy <y)zasve (z,y),(@,y) e M
(C2) [z<ailid <z) <= (y<y iy <y)] = [z<a <= y<y]zasve (z,y),(@,y)eM

To jest, usporedivi vrhovi moraju biti spareni s usporedivim vrhovima (C1), i njihov redoslijed ne smije
biti promjenjen (C2). Osim $to ¢emo zamijeniti uvjet integralnosti s x,,, € [0, 1], umjesto uvjeta kompati-

bilnosti parova 14, po potrebi ¢emo dodavati uvjete oblika

Z Typw <1

(u,v)€Q
gdje je @ skup bridova takav da niti jedan njegov dvoclani podskup ne zadovoljava zahtjev (S2). Takvi uvjeti
su jaci i osiguravaju manji integrality gap od uvjeta kompatibilnosti parova.
Jedna klasa skupova bridova takvih da niti jedan par ne zadovoljava uvjet (C1) se sastoji od skupova
oblika P x A gdje je P put u jednom grafu a A antilanac u drugom. U slucaju kada su G; i G2 stabla,
problem pronalaska skupa iz te klase koji maksimizira ukupnu tezinu ), p > ca xy, , moguce je pronaci u

O(|V1||V2]), o ¢emu govori sljedeéa propozicija.

10



Propozicija 4.1. [7] Neka su G1 = (V1, E1), Go = (Va, Es) stabla, P = (uq, ..., uy,) put u G1, =* frakcionalno
rjesenje. Za v € Vo oznacimo wp(v) == ), cy, Ty 8 ap(G2) tezinu antilanca A C Va koji maksimizira

ukupnu teZinu ), o 4 wp(v). Vrijedi

w(ul,-“,un)(v) = w(ul,--<7un—1)(v) + xzn,v

Y ap(r(w))

ap(G2) = max { wec(v)
wp(v)

U opéenitom slucaju, problem pronalaska puta u G; i antilanca u Gy koji maksimiziraju ukupnu tezinu
je N'P-hard.[7] Pomo¢u teorema 2.2 je moguce efikasno pronadi antilanac maksimalne tezine u proizvoljnom
usmjerenom aciklickom grafu, ali broj puteva u usmjerenom aciklickom grafu opéenito eksponencijalano ovisi
o broju vrhova. Iz tog razloga, u prakti¢ne svrhe napustimo problem pronalaska maksimalnog skupa u toj
klasi i ograni¢imo broj puteva koje uzimamo u obzir a time i broj antilanaca koje trazimo prilikom separacije.
Najjednostavniji nac¢in da to ucinimo je da pohlepnim izborom maksimalnih puteva pokrijemo sve parove

(u1,u2) € Vi x V1, u3 < ug. Time slabimo relaksaciju, ali u praksi neznatno zbog velikog preklapanja puteva.

Podatci: G, = (V4, Ey), Ga = (Va, Es), frakcionalno rjesenje z*
Rezultat: Skup H (nekih) hiperravnina koje separiraju z* i optimalno rjeSenje. Ako algoritam
vrati H = (), onda x* zadovoljava 14 za uvjet (C1).
1 za svaki (u,v) € V1 x Vi, u < v €ini

2 | Mul[v] « false;

3 kraj

a H+

5 za svaki (u,v) € V4 x Vi, u < v €ini

6 ako M[ul][v] = false onda

7 P <+ proizvoljan maksimalan put u G koji sadrzi u i v;
8 A+ x;-—maksimalan antilanac u Ga;
9 ako Z r,, > 1 onda

(u,v)EPXA
10 H+ HU Z Ty <125
(u,v)EPXA

11 kraj

12 za svaki (u,v) € P x P, u < v €ini
13 | M[u][v] < true;

14 kraj
15 kraj
16 kraj

Algoritam 2: Separacija

Propozicija 4.2. [7] Neka su G1 i Gy usmjereni aciklicki grafovi, |r(G1)| = 1, a* frakcionalno rjesenge,
r € r(Gi), lj € (G2). Za proizvoljne w € Vi i v € Vo oznaéimo s Dlu][v] teZinu x*-maksimalnog skupa
QC{w:r<w<ul x{w:v<w< I} takvog da niti jedan njegov dvoclani podskup ne zadovoljava (C2).
Vrijedi

max D[w][v]
wep(u)

max Dfu|[w]
wec(v)

Dlu][v] = z;, , + max

Te dvije klase ne pokrivaju sve skupove u parovima nekompatibilnih bridova, ali su nam dovoljne da u

praksi pronademo dobra cjelobrojna rjesenja.
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4.2 Dobivanje cjelobrojnog rjesenja

Prvo uo¢imo da postoji vrlo jednostavan aproksimacijski algoritam za pronalazak sparivanja.

Podatci: G = (%,El),GQ = (‘/2,E2)7w Vi x Vo — zt
Rezultat: M C V; x V5 sparivanje grafova G i Gg
M + 0
P + Vj x V; sortiran silazno po w(u, v);
za svaki (u,v) € P €ini

akou <u <= v < za sve (u',v') € M onda

| M+ MU{(u,v)};

kraj

kraj

N o ook W N

Algoritam 3: Pohlepno sparivanje

max  w(M)
M sparivanje
min(|V1],|V2])

najtezi brid. Ta tezina se postize prilikom sparivanja dva puta s tezinom 1 na svim bridovima osim brida

Tezina pronadenog sparivanja je ocigledno barem jer pronadeno sparivanje sadrzi
izmedu korijena i lista na kojem je tezina 1 4+ €. Medutim, kao $to ¢emo vidjeti u poglavlju 6, u praksi daje
daleko bolje rezultate.

Pohlepni algoritam nam je koristan ne samo kao donja meda za metodu grananja i ogranicavanja nego
i kao sanity check, jer je svaki sofisticiraniji algoritam koji u praksi ne producira bolja rjesenja od tako
jednostavnog i efikasnog algoritma zapravo besmislen.

Osim metode grananja i ogranicavanja, cjelobrojno rjesenje mozemo dobiti zaokruzivanjem optimalnog
frakcionalnog rjesenja z*. Jedan nacin zaokruzivanja je da brid koji odgovara varijabli z,, odaberemo s
vjerojatnoscu z;, ,, i postupimo pohlepno, sli¢no kao i u algoritmu 3, kako bi smo dobili dopustivo rjesenje.

Alternativno, nakon pronalaska optimalnog rjeSenja relaksacije, mozemo uvesti nelinearne uvjete inte-
gralnosti oblika z,, ,(1 — z,,,) = 0 i metodama nelinearnog programiranja pronaéi (ne nuzno optimalno)

rjesenje.[7] Takav pristup, zajedno s jakom relaksacijom, daje dobre eksperimentalne rezultate.
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5 Posebni slucajevi sparivanja

U nekim posebnim slu¢ajevima, problem pronalaska optimalnog sparivanja je moguce efikasno rijesiti

pomocu dinamickog programiranja, o ¢emu govore sljedeée dvije propozicije.

Propozicija 5.1. Neka su Gy = (V1,E1) i Go = (Va, E3) stabla, Vi = {u1,...,un}, u1 < ... < ty, Vo

{v1, s 0}, V1 < oo < Oy G w : Vi X Vo — ZT teZinska funkcija. Optimalno sparivanje grafova Gy i Go

moguce je tada izracunati uw O(nm) i vrijedi:

6(G17 GQ) =

max < §

w(uy,v1) + 0(7(uz2), 7(v2))
(T(u2), G2)
6(G1,7(v2))

Vil 1 [Va] # 1

=1

ixéz%w(ul,v) 141
Vol =1

max w(u, v1) V2|

Propozicija 5.2. Neka su G1 = (V1, E1), Ga = (Va, E3) stabla, Vi = {uq, ..., un}, u1 < ... < tp, 12 € 7(G2)

iw: Vi x Vo — Z% teZinska funkcija. Optimalno sparivanje grafova Gy i Go moguée je tada izracunati u

O(nm) i vrijedi:?

0(G1,Gs2) =

max

max

w(uy,re) + max §(7(ug), 7(k))
kec(ra)

kreg%iﬁ(Gm(k))

6(7(u2), G2)

kglc%é)(s(GhT(k))

w(uy,r2)

k
pu(or)

Vil # 1 [Va] #1
Vil =1
Vo[ =1

Teorem 3.1 govori da je problem neuredene edit udaljenosti stabala poseban slu¢aj optimalnog sparivanja.

S obzirom da za problem uredene edit udaljenosti postoji O(n?m?) algoritam,[1][5] postavlja se prirodno

pitanje je li neuredena edit udaljenost stabala jednaka najmanjoj medu uredenim edit udaljenostima uredenih

stabala koje dobijemo permutirajuéi djecu nekih vrhova stabala koje usporedujemo. Odgovor je ne. Shasha

et al.[6] su pronasli protuprimjer. Medutim, postoje polinomni algoritmi za rjeSavanje tog problema ukoliko

je, primjerice, broj razgranatih vrhova konstantan. Tada problem mozemo svesti na prethodna dva slucaja

na sljedeéi nacin:

Teorem 5.1. [19] Neka su Fy = (V1,Ey1) i Fy = (Va,E2) Sume s t; odnosno ty razgranatih vrhova i

w: Vi x Vo — Z7 tefinska funkcija. Optimalno sparivanje grafova Gi i Go moguée je tada izracunati u

O(n3t+t2)Y § yrijedi:

0(F1, F) = max max

w’(u, v) = max

6(F1 \ ﬂ-(u)7 FQ)
ve{ver(Fy):3b(v)} 6(F17 F2 \ W(U))
o(r(F),r(Fz),w)

max &(m(u) UT(s),7(v))

max
we{uer(Fy):3b(u)}

s€c(b(u))
max o(7(u), UT(s
. 3(r(w),(0) U(s)

?max f(x) := 0
z€D
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6 Implementacija

C++ implementaciju algoritama moguce je pronaéi na https://github.com/krofna/dagmatch. Imple-
mentacija koristi ¢injenicu da je neke od najskupljih operacija poput algoritma 2 moguce paralelizirati te je
stoga prakticna na modernim racunalima.

Slika 1 prikazuje rezultate pokretanja implementacije algoritama za sparivanje na paru stabala (lijevo) i
paru usmjerenih aciklickih grafova (desno) koji se pojavljuju u primjeni. Plave, zelene i crvene isprekidane
crte predstavljaju redom tezine optimalnog frakcionalnog rjeSenja s uvjetima kompatibilnosti parova, tezine
frakcionalnog rjeSenja s jacim uvjetima iz poglavlja 4.1 i tezine cjelobrojnog pohlepnog rjesenja dobivenog
pomocu algoritma 3. Plavi i zeleni stupci predstavljaju cjelobrojna rjesenja pronadena metodom neline-
arne optimizacije koriste¢i pronadeno frakcionalno rjesenje kao pocetnu aproksimaciju. Vidimo da je na
tim primjerima optimalno frakcionalno rjeSenje s uvjetima kompatibilnosti parova beskorisno kao pocetna
aproksimacija za nelinearni rjeSava¢ koji u tom slucaju pronalazi losija rjesenja od pohlepnog algoritma dok
je frakcionalno rjeSenje s ja¢im uvjetima dovoljno dobra pocetna aproksimacija u svrhu pronalaska boljeg

cjelobrojnog rjesenja.

Slika 1: Rezultati implementacije

1750 1 __

777777 - -- ---- strong - -- ---- strong
---- greedy ---- greedy
5000 - ---- pairwise 1500 1 ---- pairwise

4000 4 1250

1000 -
750

500 -

pairwise strong pairwise strong

14


https://github.com/krofna/dagmatch

Literatura

[1]

[6]

[7]

[15]

[16]

Akutsu, Tatsuya. (2010). Tree Edit Distance Problems: Algorithms and Applications to Bioinformatics.
IEICE Transactions. 93-D. 208-218.

Bille, P. (2005). A survey on tree edit distance and related problems. Theoretical Computer Science,

337(1-3), 217239

Zhang, K., Jiang, T. (1994). Some MAX SNP-hard results concerning unordered labeled trees. Infor-
mation Processing Letters, 49(5), 249-254

Zhang, K., Statman, R., Shasha, D. (1992). On the editing distance between unordered labeled trees.
Information Processing Letters, 42(3), 133-139.

Zhang, K., Shasha, D. (1989). Simple Fast Algorithms for the Editing Distance between Trees and
Related Problems. STAM Journal on Computing, 18(6), 1245-1262.

Shasha, D., Wang, J. T.-L., Kaizhong Zhang, Shih, F. Y. (1994). Exact and approximate algorithms
for unordered tree matching. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, 24(4), 668-678.

V. Hoan Do, M. Blazevié¢, P. Monteagudo, L. Borozan, K. Elbassioni, S. Laue, F. Rojas Ringeling, D.
Matijevié¢, S. Canzar, Dynamic pseudo-time warping of complex single-cell trajectories, 23nd Annual
International Conference on Research in Computational Molecular Biology, The George Washington

University, 2019, 294-297

Bocker S., Canzar S., Klau G.W. (2013) The Generalized Robinson-Foulds Metric. In: Darling A.,
Stoye J. (eds) Algorithms in Bioinformatics. WABI 2013. Lecture Notes in Computer Science, vol 8126.
Springer, Berlin, Heidelberg

L.R. Ford and D.R. Fulkerson, Flows in Networks, Princeton Univ. Press, Princeton NJ., 1962.

Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, and James B. Orlin. 1993. Network Flows: Theory, Algorit-
hms, and Applications. Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, NJ, USA.

Kramer, M., Dutkowski, J., Yu, M., Bafna, V., Ideker, T. (2014). Inferring gene ontologies from pairwise
similarity data. Bioinformatics, 30(12), i34-i42.

A. Schrijver, Combinatorial Optimization — Polyhedra and Efficiency, Springer, Berlin, 2003.

Frank, A. (1999). Finding Minimum Generators of Path Systems. Journal of Combinatorial Theory,
Series B, 75(2), 237-244.

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford Stein. 2009. Introduction to
Algorithms, Third Edition (3rd ed.). The MIT Press.

Robinson, D. F., Foulds, L. R. (1981). Comparison of phylogenetic trees. Mathematical Biosciences,
53(1-2), 131-147.

Bogdanowicz, Damian, and Krzysztof Giaro. On a matching distance between rooted phylogenetic trees,

International Journal of Applied Mathematics and Computer Science 23, 3: 669-684

15



[17] Alexander Schrijver. 1986. Theory of Linear and Integer Programming. John Wiley Sons, Inc., New
York, NY, USA.

[18] Bogdanowicz, D., Giaro, K., Wrébel, B. (2012). TreeCmp: Comparison of Trees in Polynomial Time.
Evolutionary Bioinformatics, 8, EBO.S9657.

[19] Halld6rsson, M. M., Tanaka, K. (1996). Approximation and special cases of common subtrees and

editing distance. Lecture Notes in Computer Science, 75-84.

[20] Hattori M., Okuno Y., Goto S., Kanehisa M. Heuristics for chemical compound matching. Genome

Inform 2003, 14:144-153.

[21] Zager, L. A., Verghese, G. C. (2008). Graph similarity scoring and matching. Applied Mathematics
Letters, 21(1), 86-94.

[22] Vijay V. Vazirani. 2001. Approximation algorithms. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,.

16



	Uvod
	Osnovni pojmovi
	Grafovi
	Mreže
	Sparivanja
	Šume

	Sparivanje usmjerenih aciklickih grafova
	Sparivanje kao problem cjelobrojnog programiranja
	Relaksacija cjelobrojnog programa
	Dobivanje cjelobrojnog rješenja

	Posebni slucajevi sparivanja
	Implementacija

