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1 Uvod

Znacajnim napretkom tehnologije povecan je i interes za hiperkockama. Na-
ime, sve je viSe superracunala koja pri radu koriste vise procesora, Sto znaci
i moguénost paralelnog izvrSavanja veceg broja zadataka. Svaki procesor
obavlja odredene zadatke i komunicira sa svojom internom memorijom, ali i s
ostalim procesorima i njihovim memorijama. Radi brze komunikacije, proce-
sori su najcesée povezani u obliku hiperkocke (vrhovi predstavljaju procesore
zajedno s lokalnim memorijama, a bridovi komunikacijske kanale). Pozeljno
je da gubitak vremena u komunikaciji izmedu procesora i pristupu podacima
bude sto je moguce manji, gdje su od velike vaznosti visoka povezanost i mali
dijametar hiperkocke. Takoder, visoka povezanost i regularnost osiguravaju
normalan rad ostalih procesora u slucaju da dode do kvara na jednom ili vise
njih. Nadalje, zbog moguénosti definiranja hiperkocke rekurzivno Kartezi-
jevim produktom potpunog grafa s dva vrha i hiperkocke manje dimenzije,
hiperkocka podrzava algoritam rekurzivnog rasclanjivanja problema na dva
ili vise manjih problema, sve dok ne postanu jednostavni toliko da ih se
moze direktno rijesiti. Vezano za procesore, to znaci da se jedan veliki pro-
blem moze podijeliti na nekoliko razli¢itih jednostavnih potproblema koje ¢e
izvrsavati razliciti procesori. Takoder, ovakav nacin podjele problema ili za-
dataka mozemo promatrati u okviru podkocki koje ¢e biti opisane u radu, na
nac¢in da nekoliko procesora (ovisi koliko vrhova ima podkocka koju proma-
tramo) zajednicki obavlja neki manji problem, odnosno zadatak. Vrlo vazno
svojstvo je i moguénost smjestenja velikog broja grafova na hiperkocku, pose-
bice mreza raznih dimenzija i stabala, koje ¢e biti objasnjeno u posljednjem
poglavlju, a znaci da se algoritmi prilagodeni racunalima takve strukture
mogu lako implementirati u hiperkocki. Na pocetku rada navedeni su neki
osnovni pojmovi iz teorije grafova, kao i precizna definicija hiperkocke. Na-
dalje, opisana su najpoznatija i najkorisnija svojstva hiperkocki, a na samom
kraju rada opisan je problem smjestenja odredenih grafova na hiperkocku.



2 Osnovni pojmovi teorije grafova

U ovom odjeljku definirat ¢emo neke osnovne pojmove iz podrucja teorije gra-
fova te ¢emo navesti neke tvrdnje koje ¢e za svrhu imati lakse razumijevanje
rada. Krenut ¢emo s definicijom grafa.

Definicija 2.1. Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G), ¢¢) nepraznog
skupa V(G) vrhova od G, skupa bridova E(G) koji je disjunktan s V(G)
te funkcije incidencije ¢ koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par
vrhova od G.

Neki brid moze spajati vrh sa samim sobom. U tom slu¢aju govorimo
o petlji. Takoder, neka dva razlicita vrha mogu biti spojena s vise bri-
dova. Tada govorimo o wisestrukim bridovima. Grafovi koji sadrze i petlje
i viSestruke bridove nazivaju se pseudografovi, a oni koji ne sadrze petlje ni
viSestruke bridove zovu se jednostavni grafovi. U ovome radu bavit ¢emo se
grafovima koji ¢e uglavnom biti jednostavni.

Definicija 2.2. Setnja u grafu G je netrivijalan konacan niz
W = Vp€1V1€9...€LVk,

¢iji su clanovi naizmjence vrhovi v; i bridovi e;, tako da su krajevi od e;
vrhovi v;_1 i v; za svako i, 1 <7 < k.

Duljina Setnje je broj bridova koji se u njoj pojavljuju. Duljina Setnje
W iz prethodne definicije jednaka je k. Setnja je zatvorena ako poéinje i
zavrSava u istom vrhu. Ako su svi bridovi u Setnji W medusobno razlic¢iti,
onda je W staza. Put Py je Setnja duljine k u kojoj su svi vrhovi i bridovi
medusobno razliciti. Zatvorenu Setnju duljine k£ u kojoj su svi vrhovi osim
pocetnog i krajnjeg medusobno razliciti, zovemo ciklus i oznacavamo s Cy.
Duljina najkraceg ciklusa u grafu G zove se struk grafa i oznacava se s g(G).
Udaljenost dg(u,v) dvaju vrhova u i v u grafu G je duljina najkracéeg (u, v)-
puta u G. Dijametar grafa G, u oznaci diam(G), je najveca udaljenost medu
vrhovima grafa GG, odnosno duljina puta najveée duljine u G.
Ako je bridu e pridruzen par vrhova u,v, onda kazemo da je vrh u ( v ),
incidentan bridu e. U jednostavnom grafu stupanj dg(v) vrha v grafa G
definiramo kao broj bridova incidentnih s v, a za vrhove u i v kazemo da su
susjedni. Izolirani vrh je vrh ¢iji je stupanj nula, tj. ne postoji brid s kojim
je incidentan.

Definicija 2.3. Graf G je povezan ako dg(u,v) < oo Yu,v € V(G). U
suprotnom kazemo da je G nepovezan.
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Slika 1: Primjer nepovezanog multigrafa G

Na slici 1 prikazan je nepovezan multigraf G sa skupom vrhova V(G)
{v1,...,v19, U0} 1 skupom bridova F(G) = {e, ..., e31, e32}. Primijetimo da
G nije povezan jer sadrzi izolirane vrhove vig 1 v99. Nadalje, "latice” koje
vidimo na slici su ciklusi C5. Navedimo primjere Setnje, puta i ciklusa u G:

W5 = vae1v1es5v4€6v1€1107€17010,
Py =vservie11v7€990013€2901 7,

Cy =v7€16V10€1707.

U nastavku ¢emo se navesti neke vrste grafova koje ¢emo koristiti u radu.
Jednostavan povezan graf koji ne sadrzi cikluse naziva se stablo. Korijensko
stablo je stablo u kojem je jedan vrh istaknut kao pocetni i zove se korijen.
Binarno stablo je usmjereno korijensko stablo! u kojemu za svaki vrh postoje
najvise dva brida kojima je taj vrh pocetni. Visina stabla je broj bridova na
putu od korijena do najdubljeg lista 2. Oznaka za binarno stablo visine h je
T

Za graf kazemo da je k—partitan ako mu se skup vrhova moze particionirati
u k > 1 skupova tako da nijedan brid nema oba kraja u istoj particiji.
Jednostavan graf u kojem je svaki par vrhova spojen bridom zove se potpun
graf. Potpun graf s n vrhova oznac¢avamo s K,,.

Potpun k—partitan graf je jednostavan k—partitan graf s najveéim brojem
bridova.

!Usmjereni graf je onaj u kojemu svaki brid ima smjer, odnosno jedan kraj brida je
pocetni vrh, a drugi kraj je krajnji vrh.

2List je vrh stupnja jedan. Dubina nekog vrha je broj bridova na putu od tog vrha do
korijena



Graf je k—regularan ako mu je stupanj svakog vrha jednak k. Graf je re-
gularan ako je k-regularan za neko k. Svaki potpun graf s m vrhova je
(n — 1)—regularan graf. Kubicni graf je 3-regularan graf. Na slici 2 pri-
kazan je potpun 3—partitan graf K3 pri ¢emu su istom bojom obojeni
vrhovi koji pripadaju istoj particiji. U sredini se nalazi binarno stablo T§2)
s 11 vrhova medu kojima je 6 listova. Plavi vrh je korijenski, a visina stabla
je 3. Posljednji graf na slici je kubiéni graf.

\
N

Kia2a TE" J-regularan graf
Slika 2: Neki specijalni grafovi

Definicija 2.4. Graf H je podgraf od G i pisemo H C G, ako je V(H) C
V(G), E(H) C E(G), a funkcija ¥y je restrikcija od ¢ na E(H).

Ako je H podgraf od G i H # (G, onda je H pravi podgraf od G u oznaci
H C G. Podgraf grafa G zove se razapinjujuéi podgraf od GG ako ima jednak
broj vrhova kao i G. Podgrafove od G mozemo dobiti uklanjanjem nekih
vrhova ili bridova iz G. Pritom treba naglasiti da uklanjanje vrha iz grafa za
posljedicu ima uklanjanje svih bridova incidentnih tome vrhu.
Neka je V! C V(G), V' # (. Podgraf H od G ¢iji je skup vrhova V' i za koji
vrijedi

Vu,v e V(H), wv € E(H) < uw € E(GQ)

zove se inducirani podgraf od G i oznacava se s G[V'].

Posebni tipovi induciranih podgrafova nekog grafa su klike. Klika u grafu
G je svaki podgraf od G koji je potpun, drugim rijecima svaki podgraf od GG
u kojem su svaka dva vrha spojena bridom.

Svakom grafu mozemo particionirati skup vrhova V na skupove V1, V5, ...,
V,, tako da su dva vrha u,v € V povezana u GG ako i samo ako postoji neki i €
{1,...,n} takav da vrijedi u,v € V;. Inducirani podgrafovi G[V1],...,G[V,]
zovu se komponente povezanosti grafa GG. To su ujedno i maksimalni pove-
zani podgrafovi tog grafa.



Spomenimo jo$ neke vazne definicije vezane uz povezanost grafa. Za graf
G kazemo da je k-povezan ako je podgraf dobiven uklanjanjem manje od k
vrhova iz G povezan graf. Primjerice, kubi¢ni graf na slici 2 je 3-povezan.
Vrsna povezanost grafa G je najmanji broj vrhova koje je potrebno ukloniti
iz G da bi on postao nepovezan ili trivijalan®. Vrénu povezanost grafa G
oznacavamo s k(G). Uotimo da za graf G na slici 1 vrijedi x(G) = 0 s ob-
zirom da je G nepovezan. Ako bismo zanemarili izolirane vrhove i oznacili
novi graf s G’; onda bi vrijedilo k(G’) = 1, jer bi izbacivanjem vrha v; graf
postao nepovezan.

Bridna povezanost grafa G je najmanji broj bridova koje je potrebno uk-
loniti iz G kako bi on postao nepovezan ili trivijalan (oznaka £'(G)). Na
primjeru grafa K o3 (slika 2) mozemo vidjeti kako ¢e uklanjanjem svih bri-
dova incidentnim s jednim vrhom iz zelene particije graf postati nepovezan,

tj. K(G) = 3.

3Trivijalan graf je graf s toéno jednim vrhom i niti jednim bridom.



3 Hiperkocka

U podru¢ju geometrije, hiperkocku smatramo n—dimenzionalnim analogo-
nom kvadrata (n = 2), odnosno kocke (n = 3). Radi se, dakle, o visedimenzi-
onalnom objektu kojeg je tesko zamisliti u 4 ili viSe dimenzija s obzirom da
zivimo u trodimenzionalnom (3D) prostoru. Znamo da u 2D prostoru kroz
jednu tocku mozemo povuéi najvise dva medusobno okomita pravca. U 3D
prostoru mozemo odabrati neku tocku O i kroz nju provudci tri medusobno
okomita pravca. Svaka naSa pozicija moze se odrediti pomocu tri koordinate
koje obi¢no oznacavamo s x, y i 2, tj. pozicija je uredena trojka brojeva
(x,y,2), pri cemu je pozicija tocke O uredena trojka (0,0,0). Pokusajmo
si sada zamisliti da u prostoru u kojem smo kroz jednu tocku povukli tri
medusobno okomita pravca x, y i z istom tockom provucemo i ¢etvrti pravac
w okomit na ova tri. U ovakvom prostoru, svaku nasu poziciju mogli bi-
smo odrediti uredenom ¢etvorkom brojeva (z,y, z,w) i to bi bio 4D prostor.
Sli¢no bismo definirali proizvoljan nD prostor.

Pokusajmo sada objasniti strukturu hiperkocke u proizovljnom nD pros-
toru, n > 0. U 0D prostoru hiperkocka je jedinstvena tocka. U 1D prostoru,
hiperkocka je segment. U ravnini, dakle u 2D prostoru, to ¢e biti kvadrat,
odnosno povrsina omedena s ¢etiri 1D hiperkocki, tj. sukladnih segmenata.
U 3D prostoru imat ¢emo kocku, volumen omeden sa Sest kvadrata, odnosno
2D hiperkocki od kojih je svaka preko cetiri 1D hiperkocki spojena s ¢etiri
druga kvadrata. U 4D prostoru hiperkocku ¢emo zvati jos i teserakt (prije-
vod sa starogrckog jezika: ”cetiri zrake”) koja je tijelo sastavljeno od osam
3D hiperkocki, od kojih svaka pomocu svojih Sest kvadratnih stranica dodi-
ruje po Sest drugih 3D hiperkocki. Mozemo reéi da se teserakt odnosi prema
kocki kao kocka prema kvadratima, odnosno kao kvadrati prema segmentima.
Ova pojasnjenja sluze za shvac¢anje nD hiperkocke n > 1 kao objekta sastav-
ljenih od hiperkocki nizih dimenzija.

U ovome radu govorit ¢emo o grafu hiperkocke kao 1 — skeletonu hi-
perkocke. 1—skeleton nekog n—dimenzionalnog objekta je topoloski graf tog
objekta, tj. reprezentacija tog objekta u ravnini tako da su mu vrhovi pred-
stavljeni tockama ravnine, a bridovi Jordanovim lukovima koji spajaju pa-
rove tih tocaka. Na ovaj na¢in smo se iz geometrije i geometrijskog shvacanja
hiperkocke pomakli u podrucje teorije grafova.

U nastavku rada graf hiperkocke ¢emo radi jednostavnosti zvati n—dime-
nzionalnom hiperkockom, odnosno krac¢e n-kockom i oznacavat ¢emo jus Q,,
n > 0.

Na slici 3 za n > 2, sivom i plavom bojom su oznacene (n — 1)—kocke
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Slika 3: Hiperkocke @, zan =1,...,5

@n—1 koje se pojavljuju u @, kao njeni podgrafovi, a crnom bojom oznaceni
su bridovi koji spajaju te dvije kopije. Iz ovakvog prikaza je jasno da se @),
n > 1 sastoji od dvije kopije (n — 1)-kocki, pri ¢emu je svaki vrh jedne kopije
spojen bridom sa odgovaraju¢im vrhom iz druge kopije.

Prije nego formalno definiramo n—kocku, potrebno je uvesti odredene
oznake 1 pojmove. Neka je e;, ¢ € N jedini¢ni vektor u Z§ s jedinicom na
i-toj koordinati. Za u = (uy,ug,...,u,), v = (v1,09,...,0,) € ZY%, broj
dy(u,v) oznacava Hammingovu udaljenost vektora u i v, a predstavlja broj
koordinata u kojima se ta dva vektora razlikuju:

dp(u,v) = {i € Nju; 7 v}, (1)
Slijedi definicija n—kocke.

Definicija 3.1. N-dimenzionalna hiperkocka (), je neusmjeren graf sa sku-
pom vrhova V(Q,) = Zj = {0,1}" i skupom bridova E(Q,) = {uv|lu ® v =
e; zanekii € {1,...,n}} = {wv|dy(u,v) = 1}, gdje je ® oznaka za zbrajanje
u Zg.

Dakle, dva vrha u @),, su susjedna ako se odgovarajuce n—torke razlikuju
u tocno jednoj koordinati. Sljedeca slika ilustrira ovakav nacin oznacavanja
vrhova na hiperkockama @3 i Q.
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Slika 4: Grafovi Q3 (lijevo) i Q4 (desno) s oznacenim vrhovima



N —kocku mozemo definirati i pomoc¢u Kartezijevog produkta grafova.

Kartezijev produkt GOH grafova G 1 H je graf sa skupom vrhova V(G) x
V(H), pri ¢emu su dva vrha (u,u’) i (v,v’) susjedna u GOH ako i samo ako
vrijedi

u=wv1iu jesusjed s v')ili (' =" 1iu je susjed s v).
J

Sada N-dimenzionalnu hiperkocku @,,, n > 1, mozemo definirati rekur-
zivno pomocu Kartezijevog produkta dva grafa kako slijedi:

Ql = K27
Q2 - KQDQh

Qn = KQDQn—l-



4 Elementarna svojstva hiperkocke

4.1 Broj vrhova i bridova, regularnost

S obzirom da je svaki vrh n—kocke @), uredena n—torka nula i jedinica, broj
vrhova u @),, jednak je broju svih takvih n—torki. Dakle, na svaku od n pozi-
cija mozemo staviti 0 ili 1 pa imamo 2 nac¢ina za izbor broja na jednoj poziciji.
Kako imamo ukupno n pozicija, prema principu produkta, imamo ukupno
2™ nacina za izbor broja na svih n—pozicija pa dobivamo |V (Q,)| = 2™.
Za brojanje bridova koristit ¢emo vrlo jednostavnu i jednu od najosnovnijih
tvrdnji iz podrucja teorije grafova koja kaze da je suma stupnjeva svih vrhova
u nekom grafu jednaka dvostrukom broju bridova.
Proizvoljan vrh u @), susjed je svim vrhovima koji se od njega razlikuju
u toc¢no jednoj koordinati. To znaci da mu je jedan susjed vrh koji se od
njega razlikuje u prvoj koordinati, drugi susjed se razlikuje od njega u dru-
goj koordinati,..., n—ti susjed se od njega razlikuje u posljednjoj n—toj
koordinati. Slijedi da je stupanj svakog vrha u @), jednak n, odnosno @, je
n—regularan graf. Dakle, niz stupnjeva u @, je (n,n,...,n) pa je
lew 1
[E(Qn)| =5 ) n=-n2"=n2""",

Y 2
=1

4.2 Vrsna i bridna povezanost

Pojam vrsne i bridne povezanosti grafa definirali smo u odjeljku 2 pa ¢emo
ovaj pododjeljak odmah zapoceti s vaznom tvrdnjom koja povezanost grafa
dovodi u vezu s najmanjim stupnjem grafa. Najmanji stupanj grafa G je
§(G) = min{dg(v)| v € V(G)}.

Teorem 4.1. [Whitney] Za proizvoljan graf G vrijedi:
k(G) < K(G) <4(G). (2)

Dokaz teorema 4.1 nalazi se u [22]. Iz njega je jasno da velika povezanost
grafova zahtijeva i velik najmanji stupanj, ali obrat ne vrijedi. S obzirom da
smo pokazali da je @, n—regularan graf, vrijedi §(Q,) = n pa imamo:

K(Qn) < K'(Qn) < n. (3)
Vrijedi puno jaca tvrdnja [22]:
Teorem 4.2. Za hiperkocku Q,, vrijedi
k(Qn) = K (Qn) = n. (4)
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Dokaz. Dokazat ¢emo da je k(Q,) = n. Time je dokaz teorema zavrsen
jer kombiniranjem ove tvrdnje s Whitneyevim teoremom odmah slijedi i
K'(Qn) = n. Ako iz @, uklonimo n susjeda nekog proizvoljno odabranog
vrha v, dobit ¢emo graf u kojemu je v izoliran vrh, tj. graf koji je nepovezan.
Stoga odmah znamo da vrijedi k(Q,) < n. Ostaje pokazati k(Q,) > n. To
¢emo uéiniti tako da pokazemo da je svaki separacijski skup* S grafa Q,
kardinalnosti najmanje n. Koristit ¢emo indukciju po n.

Baza indukcije: n € {0,1}. Zan <1, @, je potpun graf s (n+ 1) vrhova pa
je k(Qn) = n.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za (Q),_1 n > 2, tj.
K(Qn) =n — 1.

Korak indukcije: Dokazimo tvrdnju za @Q,. Koristit ¢emo strukturu hiper-
kocke @, kao grafa nastalog od dvije kopije (n — 1)-kocki Q} ;i Q% ;| s
dodatnim bridovima koji spajaju svaki vrh iz Q}_; s odgovaraju¢im vrhom
u Q2 _, kao sto je vidljivo na slici 3. Neka je S separacijski skup u @,,. Neka
su grafovi QL | — Si Q% | — S povezani. Tada vrijedi |QL N S| <n—1
i Q2 ,NS|<n—1. No, zbog |S| < n zakljutujemo da je u svakoj kopiji
(n — 1)—kocke najmanje 2, a najvise n — 2 vrhova iz S. Graf @Q,, — S ostat e
povezan osim ako S ne sadrzi barem jedan kraj (vrh) svakog od bridova koji
spajaju QL | 1 Q% ;. Takav slucaj zahtijeva |S| > 2”71 a lako se provjeri da
za n > 2 vrijedi nejednakost 2”71 > n. Zakljucujemo |S| > n. Ako pretpos-
tavimo da npr. Q. ; — S nije povezan, onda prema pretpostavci indukcije
znamo da S sadrzi najmanje n — 1 vrhova koji su u QL ;. Ako S ne sadrzi
vrhove iz Q?_,, onda je Q> _, — S povezan i svi vrhovi grafa Q. ; — S imaju
susjedne vrhove u Q? | — S, §to znaci da je @, — S povezan graf. Prema
tome, S mora sadrzavati i vrhove iz Q2 | pa mora vrijediti |S| > n, $to je i
trebalo dokazati. O

4.3 Bipartitnost, kromatski i bridno kromatski broj

U odjeljku 2 smo definirali k-partitan graf. Ukoliko je k = 2, za takav graf
kazemo jos da je i bipartitan. Dakle, to je graf ¢iji se skup vrhova moze
particionirati u dva podskupa tako da svaki brid ima krajeve koji se nalaze
u razli¢itim particijama.

Pokazat ¢emo da je ), bipartitan graf. Za proizvoljan vrh iz ),, ¢emo reéi da
je paran (neparan) ako je suma njegovih koordinata paran (neparan) broj.
Svojstvo bipartitnosti grafa (),, mozemo pokazati na nekoliko nacina. Naj-
jednostavniji nacin je onaj koji ne koristi nikakve pomoc¢ne tvrdnje, tj. treba

4Separacijski skup ili vréni rez grafa G je podskup S C V(G) takav da je G — S
nepovezan graf. Ukoliko je |S| = k, govorimo o k-vrsnom rezu.
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samo "na pametan nacin” biparticionirati skup V(Q,). To mozemo tako
da u jedan skup biparticije stavimo sve parne, a u drugi skup sve neparne
vrhove. U tom slu¢aju neée biti susjednih vrhova iste parnosti jer bi to po-
drazumijevalo spajanje bridom neka dva vrha koji se razlikuju u vise od jedne
koordinate. Primijetimo da su skupovi ovakve biparticije jednakobrojni, tj.
u (), imamo polovicu parnih i polovicu neparnih vrhova.

Bipartitnost hiperkocke mozemo pokazati i koriste¢i tvrdnju koja pove-
zuje bipartitnost grafa s egzistencijom neparnih ciklusa u njemu.

Teorem 4.3. Graf G je bipartitan ako i samo ako ne sadrzZi cikluse neparnih
duljina.

Dokaz teorema moze se pronadi u [9].

Treba, dakle, pokazati da @), ne sadrzi cikluse neparne duljine. Pretpos-
tavimo suprotno i neka je C' ciklus neparne duljine u @,. Napravit ¢emo
obilazak tog ciklusa tako da krenemo iz parnog vrha. Svaki susjed parnog
vrha mora biti neparan vrh jer se jedino u tom sluc¢aju vrhovi mogu razli-
kovati u to¢no jednoj koordinati. Stoga ¢emo iz parnog vrha bridom do¢i u
neki neparan vrh. Sli¢no, svaki susjed neparnog vrha mora biti paran vrh pa
¢emo obilazeéi C' naizmjeni¢no posjecivati parne i neparne vrhove. S obzirom
da je C' neparne duljine, pri zavrSetku obilaska do¢i ¢emo u situaciju da smo
posjetili redom ili dva parna ili dva neparna vrha, odnosno, postojat ¢e brid
izmedu dva vrha iste parnosti. No, to je nemoguce jer vrhovi u @), mogu biti
spojeni bridom ako i samo ako se razlikuju u jednoj koordinati. Stoga u @,
nema neparnih ciklusa pa je @), bipartitan graf.

Spomenimo jos§ i problem bojenja vrhova i bridova hiperkocke. Opéenito,
problem bojenja nekog grafa odnosi se na postupak dodjeljivanja boja ele-
mentima grafa uz odredena ogranicenja. Prilikom bojenja vrhova grafa sva-
kom vrhu potrebno je pridruziti jednu boju pazeéi pritom da susjedni vrhovi
nisu obojeni istom bojom. Ako smo na takav nac¢in uspjeli obojiti sve vrhove
nekog grafa GG koristec¢i k boja, onda kazemo da je G k—obojiv. Minimalan
broj k za koji je graf G' k-obojiv zove se kromatski broj grafa GG i oznacava
s x(G). Slican problem odnosi se na bojenje bridova grafa. Treba paziti
da susjedni bridovi, tj. bridovi incidentni s istim vrhom nisu obojeni istom
bojom. Ako smo za takvo bojenje bridova od G koristili £ boja, onda kazemo
da je G k—bridno obojiv. Najmanji takav k zovemo bridno kromatski broj
ili kromatski indeks od G i oznacavamo ga s x'(G).

S obzirom da jedino prazan graf® ima kromatski broj jednak jedan, za
svaki graf G s najmanje dva brida vrijedi x(G) > 2. Iz svojstva bipartit-
nosti hiperkocke @,, lako je ustanoviti da vrijedi x(Q,) = 2. Dovoljno je sve

SPrazan graf je graf koji nema niti jedan brid.
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vrhove jednog skupa biparticije obojiti jednom bojom, a preostale vrhove
nekom drugom bojom.

Odrediti bridno kromatski broj od @), nije tako jednostavno. Tu treba ko-
ristiti Konigov teorem ¢iji se dokaz moze pogledati u [9].

Teorem 4.4. [Konig] Za bipartitan graf G vrijedi x'(G) = A(G), pri éemu
je A(G) maksimalan stupanj vrha u grafu.

S obzirom da je @, n—regularan graf, to je A(Q,) =n paje X' (@) = n.

4.4 Dijametar i Wienerov indeks

U ovom pododjeljku bavit ¢emo se udaljenostima medu vrhovima u @),,. Di-
jametar nekog grafa definirali smo u odjeljku 2 kao najve¢u udaljenost medu
vrhovima. Opcenito, udaljenost izmedu neka dva vrha n—kocke jednaka je
broju koordinata u kojima se odgovaraju¢e n—torke razlikuju. To se lako
moze dokazati matematickom indukcijom po n. Ako izdvojimo neki vrh u
@», njemu najudaljeniji vrh bit ¢e onaj koji se od njega razlikuje u svim ko-
ordinatama. Primjerice, ako uzmemo vrh (0, ...,0), onda postoji put duljine
n do vrha (1,...,1):

(0,0,...,0) = (1,0,...,0) = (1,1,...,0) — --- — (1,1,...,1,1).

Od svih najkra¢ih puteva izmedu vrhova u @),,, ovakav put ima najvecéu du-
ljinu pa zaklju¢ujemo da vrijedi diam(Q,) = n.

U nastavku ¢emo odrediti ukupnu udaljenost vrhova u n—kocki. U lite-
raturi se ta veliCina jos zove Wienerov indeks i oznacava se s W(G):

WG = Y do(uv).

{uv}CV(G)

Za racunanje Wienerova indeksa opet ¢emo se koristiti ¢injenicom da
(), moZzemo rastaviti na dvije disjunktne (n — 1)—dimenzionalne hiperkocke
QL |, 1Q? | koje su spojene s dodatnih 2"~ bridova. Neka su v} € V(QL )
i v} € V(Q?_,) susjedi, sto znaci da se razlikuju u tocno jednoj koordinati.
Oznac¢imo ukupnu udaljenost vrhova v} do svih vrhova grafa @, s

2" —1

di(Qn) =Y (v}, i=1,...,2"".

J=1
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Prema prethodnoj oznaci, udaljenost vrha v} do svih vrhova u Q! , jednaka
je d;(Qn-1). Nadalje, udaljenost v} do bilo kojeg vrha v? iznosi d(v7, vi)+1, s
obzirom da se vektori pridruzeni vrhovima v; i vjz- moraju razlikovati u tocno
d(v},v7) + 1 koordinata. Ukupna udaljenost v} do svih 2"~ vrhova u Q; _;

1Znosi
on-— 1

3 (d(W?0?) 1) = dH Q) + 27

=1
Iz prethodnog rezultata slijedi da je d}(Q,) = 2d}(Q,_1) + 2", odakle
indukcijom slijedi d}(Q,,) = n2"1. Sada je

-
> dH(Qn) =2"d}(Qn) = 2W(Qn),
=1

jer sumacijom racunamo udaljenost izmedu svaka dva vrha dva puta. Slijedi
da je Wienerov indeks n—dimenzionalne hiperkocke jednak [13]

W(Q,) = n2*""2

4.5 Hamiltonov i Eulerov graf

Ranije smo utvrdili da je n-dimenzionalna hiperkocka bipartitan graf pa ne
sadrzi neparne cikluse. S obzirom da je jos i jednostavan graf, za n > 2
struk ¢(@,) ne moze biti manji od cetiri. Zakljucujemo ¢(Q,) = 4, a ovo
je ocito jer je Qo = (4, a za n > 3 sve hiperkocke @), sadrze ()2 kao in-
ducirani podgraf. Kako naci najdulji ciklus u @, Pokazat ¢emo da u @,
postoji ciklus koji sadrzi sve njegove vrhove. Opcenito, ciklus u grafu koji
sadrzi sve njegove vrhove zove se Hamiltonov ciklus. Graf koji sadrzi takav
ciklus zove se Hamiltonov graf, a posebno je zanimljivo baviti se problemom
egzistencije Hamiltonovih ciklusa u grafu jer do danas nema rezultata koji bi
karakterizirao Hamiltonove grafove.

Teorem 4.5. Za n > 2 hiperkocka @),, 7¢ Hamitlonov graf.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n > 2. Za n = 2 vrijedi QYo = Cy
paje Qo Hamiltonov graf. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za @),, i pokazimo
da vrijedi za Q1. Oznacimo s Q! i @Q? disjunktne n—dimenzionalne hiper-
kocke sadrzane u @,,11. Prema pretpostavci indukcije, one su Hamiltonovi

grafovi. Neka je vy, ..., v9n Hamiltonov ciklus u QL a wy, ..., we. Hamil-
tonov ciklus u Q2 i neka su oznake vrhova obaju ciklusa takve da vrijedi
viw; € B(Qny1), 1 =1,...,2" 1 Lako je sada konstruirati Hamiltonov cik-
lus u Qpi1:

V1y...,VUgn, Won,Won_1,...W].
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S obzirom da imamo brid v;w;, dobili smo Hamiltonov ciklus u @, 1. O

Spomenimo jos i Eulerove grafove. Fulerov graf je graf u kojemu postoji
zatvorena staza koja prolazi svakim bridom tocno jednom. Eulerovi grafovi
su davno karakterizirani:

Teorem 4.6. Povezan graf je Eulerov ako © samo ako su mu svi vrhovi parnog
stupnja.

Dokaz teorema moze se pronaci u [9]. Sada je jasno da je @, Eulerov graf
samo za parne n.

4.5.1 Broj Hamiltonovih ciklusa

Za dva Hamiltonova ciklusa kazemo da su razliciti ako postoji barem jedan
brid koji se pojavljuje u jednom, ali ne i u drugom ciklusu. Oznacimo s h,,
broj razli¢itih Hamiltonovih ciklusa u hiperkocki @),,. Za n < 3, h,, mozemo
dobiti direktnim prebrojavanjem. O¢cito vrijedi ho = 1, a za ()3 prebrojava-
njem dobijemo hs = 6 i to su sljededi ciklusi:

[y )

Slika 5: Razlic¢iti Hamiltonovi ciklusi u (3

™

/ hat

Prebrojavanje razlicitih Hamiltonovih ciklusa za n > 4 je vrlo slozen problem
pa ¢emo navesti samo gornje i donje granice broja h,. Rezultati su preuzeti
iz [10].

Lema 4.7. Neka T, oznacava broj razlicitih Hamaltonovih ciklusa koji prolaze
danim bridom iz Q,. Tada vrijedi

Dokaz. Primijetimo da T, ne ovisi o izboru brida. Ukupan broj bridova u @),
je n2"~! pa je ukupan broj Hamiltonovih ciklusa, brojeéi i njihove kratnosti,
jednak n2"1T,,. Kako svaki Hamiltonov ciklus sadrzi 2" bridova, slijedi

n2n =T, _nT,

hy, = .
2" 2
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Kao i ranije, Q,, promatramo kao dvije disjunktne (n — 1)-kocke Q! | i
2 | &iji su odgovarajuéi vrhovi spojeni dodatnim bridovima. Pretpostavimo
sada da neki Hamiltonov ciklus u Q! | prolazi nekim unaprijed odabranim
bridom. Takvih ciklusa ima 7,,. Takoder pretpostavimo da neki Hamiltonov
ciklus u Q?_, prolazi bridom koji odgovara odabranom bridu iz Q! ;. Ako
umjesto ta dva brida, uzmemo dva brida koji ne pripadaju QL , i Q% ,, a
Ciji su krajevi identi¢ni krajevima ovih ranije odabranih bridova, dobit ¢emo
novi Hamiltonov ciklus u (),,. S obzirom da pocetni brid mozemo izabrati na
(n — 1)2"72 nagina, slijedi:

By > (n—1)2"2T2 .

212
n—1

Koriste¢i lemu 4.7, dobivamo T2 ; = ?nlil)g, iz. cega slijedi

2nh?
hy > —2L
n—1
Dobivena nejednakost je rekurzivna relacija koja uz poznate pocetne uvjete
h2:11h3:6daje:
2462 2° 2162
> (5)

Konacno, za h,, n > 4 dobivamo

O (nt1—i)2 1 g2

h,, > — :
H?:1 (n — Z')2%1

Uz odredene manipulacije koje se mogu pogledati u [10], donju granicu (6)
mozemo znacajno poboljsati. Naime, za n > 5 vrijedi:

(6)

92" 2 2-n) 1 34427

Da bismo pronasli gornju granicu za h,, koristit ¢emo svojstvo parnosti
i neparnosti vrhova hiperkocke (),, koje smo objasnili jo§ u potpoglavlju 4.3
prilikom dokaza bipartitnosti hiperkocke. Jasno je da svaki brid u @,, spaja
neparan vrh s parnim. Bridovi u proizvoljno odabranom Hamiltonovom cik-
lusu mogu biti odredeni pomocu parova bridova koji su incidenti sa svakim
parnim vrhom. Za svaki od ukupno 2"~! parnih vrhova postoji (g) mogucih
parova bridova incidentnih s njim. Za svaki Hamiltonov ciklus, izbor pa-
rova bridova za sve osim jednog parnog vrha jedinstveno odreduje dva brida
incidentna s preostalim parnim vrhom. Stoga vrijedi:

h,, >
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4.6 Bipancikliénost hiperkocke

Jos jedno zanimljivo svojstvo hiperkocke jest bipanciklicnost. Najprije ¢emo
navesti definiciju panciklicnog grafa.

Definicija 4.1. Za graf G s n vrhova kazemo da je panciklican ako sadrzi
cikluse Cj za sve [ = g(G), ..., n.

S obzirom da bipartitni grafovi ne sadrze neparne cikluse, za njih ne
vrijedi svojstvo pancikli¢cnosti. Stoga je uveden pojam bipancikli¢nosti.

Definicija 4.2. Za graf GG s n vrhova kazemo da je bipanciklican ako sadrzi
sve parne cikluse (7, ¢(G) <1 < n.

Teorem 4.8. Za n > 2 hiperkocka Q,, je bipanciklican graf.

Dokaz. Treba pokazati da n-kocka (), sadrzi cikluse duljine 4,6,8,...,2".
Za pocetak, oznacimo s QL ;i Q> _, dvije disjunktne (n — 1)-dimenzionalne
hiperkocke sadrzane u @,,. Prema teoremu 4.5 hiperkocka Q! ;| sadrzi Ha-
miltonov ciklus pa onda i Hamiltonov put (dovoljno je ukloniti jedan brid
iz Hamiltonova ciklusa da bi se dobio Hamiltonov put) P, = ujusg. . . Ugn-1.
S P, oznac¢imo kopiju Hamiltonova puta P, u Q% |, P, = v1vy...Vgn-1. Za
k > 2 ciklus duljine 2k mozemo konstruirati tako da uzmemo prvih k vrhova
puta P,, ui, us, ..., u; i odgovarajuci dio puta P,, odnosno vy, vy, ..., v te ih
spojimo bridovima tako da dobijemo ciklus ujus ... ugvgvg_1 ... v1ug. Slika
6 ilustrira konstrukciju ciklusa na primjeru )3. Deblji sivo oznaceni bri-
dovi pripadaju ciklusu ujususvzveviuy dobivenom od putova ujusus i v1v2v3.
Sliéno mozemo konstruirati Cy (ujugvaviuy) i Cy (U ugustigvgv3v901uq). O

iy 1 By @
E [ I 1

1 T T oy,

Slika 6: Ciklus Cs u Q3
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4.7 SavrsSeno sparivanje
Objasnimo najprije pojam sparivanja u grafu.

Definicija 4.3. Podskup M skupa bridova E(G) grafa G zovemo sparivanje
u G ako je svaki vrh iz V(@) incidentan s najvise jednim bridom iz M.
Sparivanje M u grafu G je najvete ako u G ne postoji sparivanje koje ima
veéi broj bridova od M.

Za vrh v € V(@) kazemo da je M-zasic¢en ako je kraj nekog brida iz M.
Sparivanje M je savrseno sparivanje u G ako je svaki vrh v € V(G) M-
zasi¢en. Uocimo kako je svako savrSeno sparivanje ujedno i najvece, dok
obrat opcenito ne vrijedi. U nastavku ¢emo navesti dva veoma poznata
rezultata koji se odnose na bipartitne grafove. Ovdje ¢emo ih samo iskazati,
dokazi se nalaze u [14].

Teorem 4.9. (P.Hall,1935.) Bipartitni graf G s biparticijom (X,Y) sadrzi
sparivanje koje zasiéuje svaki vrh u X ako v samo ako za svaki S C X vrijedi

IN(S) = |51,
pri éemu je N(S) CY skup svih vrhova koji su susjedi vrhovima iz S.

Ukoliko X i Y imaju jednak broj vrhova, onda je sparivanje iz teorema
4.9 ujedno i savrSeno sparivanje.

Korolar 4.9.1. (Frobenius, 1917.) Za k > 0, k-regularan bipartitan graf
ma savrseno sparivanje.

Teorem 4.10. Neka je G k-reqularan bipartitan graf s 2n vrhova. Tada
vrijedi

(G) >nl (&),
pri éemu ®(G) oznacava broj savrsenih sparivanja u G.

Teorem 4.11. Neka je G jednostavan k-reqularan bipartitan graf s 2n wvr-
hova. Tada vrijeds

o(G) < (kNE.

Dokazi teorema 4.10 i 4.11 mogu se pronaéi u [21].

S obzirom da je n-dimenzionalna hiperkocka @),, n-regularan i bipartitan graf,
to prema korolaru 4.9.1 ima savrSeno sparivanje. Prebrojavanje savrSenih
sparivanja u nekom grafu je vrlo tezak problem. Ne postoji algoritam koji
bi mogao izracunati taj broj u polinomnom vremenu. Mi ¢emo se pozvati
na teoreme 4.10 i 4.11 i predstaviti donju i gornju granicu broja savrsenih
sparivanja grafa @),. Vrijedi

@ ()" < B(Qn) < ()™
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4.8 Planarnost i genus

Za graf kazemo da je planaran ako se moze nacrtati u ravnini tako da mu se
bridovi sijeku samo u vrhovima. Za planaran graf kazemo da je ravninsk: ako
je smjesten u ravnini tako da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima. Takvo
smjestenje grafa u ravnini zovemo ravninsko smjestenje.

Ravninski graf GG dijeli ravninu na podrucja ¢ija se zatvorenja zovu strane
od GG. Dakle, strana grafa je dio ravnine koji je omeden vrhovima i bridovima
i u tom slucaju govorimo o incidentnosti strane s vrhovima i bridovima koji
ju omeduju. Rub strane ravninskog grafa cine oni bridovi i vrhovi koji su
incidentni s tom stranom. Ukoliko je graf povezan, tada je rub strane zatvo-
rena Setnja u kojoj je svaki rezni brid® prijeden dvaput. Duljina takve Setnje
zove se stupanj strane. Svaki planaran graf sadrzi tocno jednu neomedenu
stranu koja se zove vanjska strana. Na slici 7 oznacene su strane hiperkocki
@1, Q2 1 Q3 slovima f;,;2 <1¢ <6, pri cemu je s f; oznac¢ena vanjska strana.

Slijede rezultati koji su vazni za zakljuc¢ivanje o planarnosti grafa @),.
Njihovi dokazi nalaze se u [9], a baziraju se na pojmu Fulerove karakteristike
X koja se za graf G s ¢(G) strana (ovdje strana ovisi o vrsti plohe na koju je
graf smjeSten bez presijecanja bridova) ra¢una po formuli:

V(G = [E(G)] + 6(G) = x(G). (8)

Teorem 4.12. (Eulerova formula) Neka je G povezan planaran graf s n
vrhova, m bridova i f strana. Tada vrijedi

n—m+ f=2.

Korolar 4.12.1. Ako je G povezan planaran jednostavan graf sn > 3 vrhova
i m bridova, vrijedim < 3n—6. Ako G ne sadrzi trokute, tada je m < 2n—4.

Uzimajuci u obzir navedene rezultate, nije tesko zakljuciti da je graf @,
planaran samo za n < 3 (vidi sliku 7).
Ukoliko bi npr. @4 bio planaran, onda bi prema korolaru 4.12.1, uzevsi u
obzir da ()4 ne sadrzi trokute, vrijedilo |E(Q4)| < 2|V (Q4)| — 4, a to ne moze
biti jer 32 £ 2 x 16 — 4. Sli¢no zakljuéujemo i o neplanaranosti grafa @, za
n > 4.
Osim u ravninu, grafove mozemo smjestiti na razlicite plohe, orijentabilne
ili neorijentabilne. Za orijentabilne plohe vrijedi formula (8), pri ¢emu je
X(G) =2 —2¢(G), a ¢(G) je broj strana grafa smjestenog na tu plohu.

6Rezni brid grafa je brid ¢ijim se uklanjanjem povecéava broj komponenti povezanosti
grafa.
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fu

Slika 7: Ravninsko smjestenje hiperkocke @,, 1 < n < 3 s oznacenim stra-
nama.

Definicija 4.4. Najmanji prirodan broj n za koji se graf G moze smjestiti
na sferu s n rucki tako da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima zove se
genus grafa i oznacava s g(G).

Za graf koji se moze smjestiti na sferu s n rucki kazemo jos i da je S,
smjestiv. Na primjer, planarni grafovi su Sy smjestivi jer se mogu smjestiti
na sferu bez presijecanja bridova. Zakljucujemo da vrijedi ¢(@,) = 0 za
n < 3. Za odredivanje genusa hiperkocki @Q,,, n > 4 u [5] je iskazan i dokazan
sljededi teorem.

Teorem 4.13. Za n > 2, genus grafa ), dan je formulom:

9(Q,) = (n —4)2"3 + 1.

Dokaz. Kako je @), povezan graf koji ne sadrzi trokute, vrijedi da je stupanj
svake strane, pri smjestanju (), na odgovarajuéu plohu, najmanje 4. Kako je
svaki brid incidentan s dvije strane, vrijedi nejednakost 2| E(Q,)| > 46(Q,),
odnosno ¢(Q,,) < 3|E(Q,)|. Koristeci Eulerovu formulu |V (Q,)|—|E(Q»)|+
d(Qn) =2 —2¢g(Q,), dobivamo sljedece:

Potrebno je jos dokazati obrnutu nejednakost kako bi dokaz bio kompletan.
U tu svrhu koristimo propoziciju koja je iskazana i dokazana u [5], a glasi

Propozicija 4.14. Hiperkocka @, se mozZe smjestiti na orijentabilnu plohu
genusa (n — 4)2"73 + 1 tako da svaki ciklus duljine 4 ¢iji se vrhovi razlikuju
samo u prvoj i u zadnjoj koordinati ¢ini jednu stranu grafa.

S obzirom da je ovo jaca tvrdnja od one koju trebamo dokazati, gotovi
smo s dokazom o genusu hiperkocke @),,. O]

Prethodna definicija podrazumijevala je genus orijentabilne plohe, ali pos-
toji i pojam genusa neorijentabilne plohe, primjerice Kleineove boce, a koji
se oznacava s §. Takav genus se definira kao najmanji cijeli broj n za koji je
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graf smjestiv na neorijentabilnu plohu koja ima n presjeka. Neorijentabilni
genus hiperkocke ), naden je davne 1978. godine [16]. Mi ¢emo ga ovdje
navesti bez dokaza.

Teorem 4.15. Za svakin > 1 vrijedi:

1, n<3

g(Qn):{ 342" 2(n—4), n=4,5
242" 2(n—4), n>6.
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5 Podgrafovi hiperkocke

Razna svojstva kocke (),, navedena u odjeljku 4 impliciraju postojanje raznih
specijalnih podgrafova.

Korolar 5.0.1. [25] Za n > 1, hiperkocka Q,, sadrzi 1—regularan razapi-
njujuci podgraf.

Dokaz. Zan =1 () je put s dva vrha pa tvrdnja vrijedi. Za n > 2 tvrdnja
slijedi iz korolara 4.9.1 prema kojem (),, ima savrseno sparivanje. Primijetimo
da je savrseno sparivanje 1—regularan razapinjujuc¢i podgraf od @,,. m

Korolar 5.0.2. [25] Hiperkocka Q,,, za n > 2 sadrzi 2—reqularan 2—povezan
razapinjujuci podgraf.

Dokaz. U pododjeljku 4.5 pokazali smo da za n > 2 hiperkocka @, sadrzi
Hamiltonov ciklus, Sto je upravo 2—regularan i 2—povezan razapinjujuéi pod-
graf. O]

Teorem 5.1. Neka je n > 3. Tada za svaki k € N, 3 < k < n, hiperkocka
Q. sadrzi razapinjujuci k—reqularan, k—povezan i bipanciklican podgraf.

Dokaz se moze pronaéi u [25], a temelji se na tvrdnji da svaka hiperkocka
sadrzi kvadratnu mrezu kao razapinjuju¢i podgraf i da je svaka kvadratna
mreza netrivijalne dimenzije bipanciklican graf. S obzirom da se svaka hi-
perkocka @, moze prikazati kao @), = Q,0Q,_n, 1 < m < n —1, to je
razapinjuju¢i podgraf od @), definiran kao Kartezijev produkt @), i Hamil-
tonova ciklusa u @),,_,, bipanciklican jer sadrzi kvadratnu mrezu Pom[1Pyn-m
kao razapinjujuci podgraf.

Od induciranih podgrafova hiperkocke posebno su zanimljivi put i ciklus.
Problem odredivanja najduljih induciranih puteva u hiperkocki @, u lite-
raturi je poznat kao The snake in the box problem, a problem odredivanja
najduljih induciranih ciklusa u @, poznat je kao The coil in the box pro-
blem. Za sada su takve duljine poznate jedino za n < 8 i dane su u tablici
1. Izracunate su koriStenjem racunala. Duljina najduljeg induciranog puta
u @, oznacena je sa s,, a duljina najduljeg induciranog ciklusa s c¢,. Davne
1970. godine [13] pronadene su donje i gornje granica za ¢,, n > 6:

7(2") 1 2" — 12
—— <, <2" — . 9
in—1)="= Tn(n — 1)2 + 2 ©)
Otada se mnogi znanstvenici bave ovim problemom, a uglavnom su uspjeli

nac¢i neke specijalne donje granice za s, i ¢,, 9 < n < 21. Za n > 21 nadena
je opéa donja granica za ¢, [3] :

77
¢, > —2".

256
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Tablica 1: Poznate duljine s, i ¢, u grafu hiperkocke @),

Jos jedna vrsta podgrafova od @), koje ¢emo promatrati su oni podgrafovi
koji su i sami hiperkocke, a zvat ¢emo ih podkocke. Posebno ¢e nas zanimati
ukupan broj podkocki dimenzije r < n u grafu n-dimezionalne hiperkocke.
Koristedi se istim nac¢inom oznacavanja vrhova kao u @,, skup vrhova r-
dimenzionalne podkocke ), mozemo dobiti tako da n — r koordinata fiksi-
ramo, a preostalih 7 bit ¢e sve moguce kombinacije nula i jedinica. Bridovi
se nasljeduju iz Q,,.

Neka je 0 < r < n. Poznavajuéi osnove kombinatorike, nije tesko zakljuciti
da r koordinata mozemo odabrati na (’:) nacina, a za fiksiranje preostalih
n — r imamo 2"~ " nacina. Zaklju¢ujemo da ukupan broj r-dimenzionalnih

podkocki od @), iznosi
n _
( >2n ,
r

Sada je jasno da je ukupan broj svih hiperkocki sadrzanih u @),, jednak

En: (Z) T — 3n,

r=0

Primjerice, ako zelimo nac¢i neku dvodimenzionalnu podkocku od @4, onda
najprije trebamo odabrati dvije koordinate koje ¢e biti promjenjive i oznaciti
ih npr. s *. Neka su to prve dvije koordinate. Preostale dvije fiksiramo tako
da budu jednake 0. Tada je skup vrhova podkocke Q4

V(Q) = {(*7*7070) ’ k€ {07 1}}7

a bridovi su naslijedeni iz ()4. Takva podkocka od @4 prikazana je na slici 8.
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Slika 8: Podkocka ()5 sadrzana u Q4
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6 Spektar hiperkocke

Vaznu ulogu u proucavanju grafova i njihovih svojstava imaju i matrice koje
im mozemo pridruziti. Njih je jako puno i uglavnom imaju vrlo specijalnu
strukturu. Od posebne je vaznosti poznavati sve ili neke svojstvene vrijed-
nosti tih matrica jer se pomocu njih mogu donijeti zakljucci o strukturi danog
grafa. Mi ¢emo se ovdje baviti matricom susjedstva jer je to osnovna matrica
koja se moze pridruziti nekom grafu. Zanimat ¢e nas spektar te matrice, od-
nosno skup svih njenih svojstvenih vrijednosti zajedno s kratnostima. Navest
¢emo neke osnovne definicije, a vise o ovoj temi moze se procitati u [7].

Definicija 6.1. Matrica susjedstva grafa G' s n vrhova je kvadratna n x n
matrica A = A(G) = [ai;], gdje je a;; broj bridova izmedu vrhova v; i vj, za
,7=1,...,n.

Uoc¢imo da ¢e u slucaju jednostavnog grafa elementi matrice susjedstva
biti jedinice ili nule, ovisno o tome jesu li dva vrha susjedna ili nisu. S obzirom
da graf hiperkocke ne sadrzi petlje, na glavnoj dijagonali bit ¢e nule. Takoder,
primijetimo i da ¢e zbroj elemenata u i—tom retku biti jednak stupnju vrha
vi, t=1,...,n.

Definicija 6.2. Neka je A kvadratna n x n matrica. Polinom stupnja n dan
s pa(A) = det(N — A), zove se karakteristicni polinom matrice A, pri cemu
je I jedini¢na matrica’ reda n.

Svojstvene vrijednosti matrice A su korijeni karakteristicne jednadzbe
det(AI — A) = 0, a broj pojavljivanja odredene svojstvene vrijednosti kao
korijena jednadzbe je njena algebarska kratnost.

Odredimo spektar hiperkocke @),,. Najprije je potrebno odrediti matricu su-
sjedstva grafa @,. Hiperkocka @ ima 2! = 2 vrha pa je njoj pridruZena
matrica susjedstva reda 2 i izgleda ovako:

A=} gl

Ako pogledamo matricu susjedstva hiperkocke ()5, onda je jasno da njenom
podjelom na blokove 2 x 2 dobivamo matrice susjedstva od ()1 na glavnoj
dijagonali, dok su na sporednoj jedini¢ne matrice reda 2:

0110
|t oo 1] C[AQ)]| 1
A@) =11 ¢ 0 1]~ _[ ]lA(Ql)}

0110

"Identiteta ili jedini¢na matrica je kvadratna matrica kojoj su elementi na glavnoj
dijagonali jedinice, a svi ostali elementi jednaki su nuli
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Za hiperkocku ()3 matrica susjedstva je oblika:

01101000 01101000
10010100 100 1/0100
10010010 100 1/0010
01100001 0110/0001

A(Q3)_10000110_10000110_
01001001 0100[1001
00101001 00101001
00010110 [000T1/0110]

{A<@2>l}
I [AQ)

Dakle, matrica susjedstva grafa Q3 je reda 23 = 8, a promatrana kao blok
matrica reda 2 na glavnoj dijagonali sadrzi matrice susjedstva grafa ()9, a na
sporednoj jediniéne matrice reda 22 = 4. Matrica susjedstva hiperkocke Q4 je
reda 2* = 16, a moze se prikazati kao blok matrica reda 2 s matricama A(Q3)
na glavnoj i jediniénim reda 2% = 8 na sporednoj dijagonali. Induktivno
zakljucujemo kako se A(Q),) moze dobiti rekurzivno iz A(Q,_1), tj.

a@) = [ A%l |,

pri ¢emu je I reda 2771
Svojstvene vrijednosti odredujemo kao korijene karakteristi¢ne jednadzbe

det(AM — A) =0, pa za Q)1 vrijedi

det(AIQ—A(Ql)):det([é ﬂ—[g éD:‘ _? _)1\‘:/\2—1:0,

iz cega slijedi A = 1 pa su svojstvene vrijednosti od A(Q;) jednake A o = =+1.
Za () dobivamo

A -1 -1 0

1 A 0 -1

L == 20+2) =0
0 —1 —1 A

pa su svojstvene vrijednosti od A(Q2) 0,2 i —2 s kratnostima redom 2,1, 1.
Istim principom se dobivaju i svojstvene vrijednosti matrica susjedstva gra-
fova (Y3, 4, Q5 1 one su navedene u tablici 2.
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n 1 2 3 1 5
) 1] 202311342024 5-3-1,1,35
kratnosti | 1,1 | 1,2,1 | 1,3,3,1 | 1,4,6,4,1 | 1,5,10,10,5,1

Tablica 2: Svojstvene vrijednosti i pripadne kratnosti matrice susjedstva n-
kocke zan <5

Teorem 6.1. Za n > 1 hiperkocka Q, ima n + 1 razlicitih svojstvenih vri-
jednosti

—n,—n+2,—n+4,-n+6,... n—6,n—4n—2.n

s kratnostima redom (7)), (1),.... ("), (0)-

Dokaz. Prema [13], spektar Kartezijevog produkta dva grafa je suma njiho-
vih spektara. Drugim rijec¢ima, ako su Ai, Ao, ..., A\, svojstvene vrijednosti
matrice susjedstva grafa G, a iy, fia, ..., ity SVojstvene vrijednosti matrice su-
sjedstva grafa H, njihovi spektri su dani s S(G) = {A1, Ae, ..., \u}, S(H) =
{p1, 2, -y i }, a spektar Kartezijevog produkta S(GOH) = S(G)+S(H) =
{)\z + ,Uj}, 1= 1, ey N j = 1, o, m.

Zbog Kz = Q1, S(Kz) = S(Q1) = {~1,1} = {(=1)", 10}, pri cemu \®
oznacava svojstvenu vrijednost A kratnosti k. Nadalje,

S(Q?) :S(QIDK2> - {_1_ 171_17_1+171+1} = {_2707072} -
{(-2),08), 200}

S(Q3) = S(Q0K,) = {-2-1,0-1,0-1,2—1,-241,0+1,0+1,241} =
{-3,-1,-1,1,-1,1,1,3} = {(-=3)W, (=1)® 13) 31}

n

S(@Qn) = {(=n) ) (—n 420D, (= 2) (2 Dy
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7 Grupa automorfizama od (@),

U nastavku ¢emo odrediti red grupe automorfizama hiperkocke, a potom
navesti jo§ neka svojstva hiperkocke usko vezana za automorfizme.

Definicija 7.1. Automorfizam jednostavnog grafa G je bijekcija f : V(G) —
V(G) takva da za svaka dva vrha u,v € V(G) vrijedi uv € E(G) ako i samo
ako f(u)f(v) € E(Q).

Svi automorfizmi od G ¢ine grupu Aut(G) koja je podgrupa simetri¢ne grupe
Sim(V(G)), odnosno Aut(G) je podgrupa grupe permutacija od V(G).
Promatramo djelovanje grupe G na skup V(G):

e Orbita elementa z € V(G) je skup Gz = {9z, g € G}.
e Stabilizator elementa = € V(G) je skup G, = {g € G, gx = x}.

Stabilizator svakog elementa je podgrupa grupe G. Iz [24] je poznato da za
G = Aut(Q,,) vrijedi |G| = n! i |Gz| = |V(Qn)], $to je kljutno u dokazivanju
reda grupe Aut(Q),).

Teorem 7.1. (O stabilizatoru i orbiti) Neka grupa G djeluje na skup V.
Tada za svaki x € V' vrijedi:

|G| = |Gal - |Ga|.

Dokaz ovog teorema se moze pogledati u [4]. Sljedeéi korolar slijedi direktno
iz prethodnih rezultata.

Korolar 7.1.1. [24] |[Aut(Q,)| = n!2". O
Pojmovi usko vezani uz grupu automorfizama su tranzitivnost po vrhovima,
tranzitivnost po bridovima te simetri¢nost grafa.

Jednostavan graf G sa skupom vrhova V(G) i skupom bridova E(G) je:

e simetrican ako Yu,v,w, z € V(G) tako da wv,wz € E(G)3g € Aut(G)
tako da g(u) =wig(v) = 2.
(Opisno, graf je simetrican ako se bilo koji par susjednih vrhova nekim
automorfizmom moze preslikati u bilo koji drugi par susjednih vrhova.)

e tranzitivan po vrhovima ako
Vu,v € V(G) g € Aut(G) tako da g(u) = v.

(Opisno, graf je tranzitivan po vrhovima ako se bilo koji njegov vrh
moze preslikati nekim automorfizmom u bilo koji drugi vrh.)
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e tranzitivan po bridovima ako
Yuv,wz € E(G) 3g € Aut(G) tako da g(uv) = wz.

(Opisno, graf je tranzitivan po bridovima ako se bilo koji njegov brid
moze preslikati nekim automorfizmom u bilo koji drugi brid.)

Napomenimo da djelovanje nekog automorfizma na brid shva¢amo kao nje-
govo djelovanje na vrhove-krajeve tog brida.

Teorem koji slijedi daje jos jedno vazno svojstvo hiperkocke @), iz kojeg
onda slijede jos tri svojstva.

Teorem 7.2. Za Q,, n > 1 vrijedi: Yu,v,w,z € V(Q,) takvi da dg, (u,v) =
do, (w,2) 3g € Aut(Q,) takvi da g(u) = w i g(v) = 2.

Svojstvo navedeno u teoremu 7.2 zove se tranzitivnost po udaljenosti [24].
Ono povla¢i svojstvo simetri¢nosti, a svojstvo simetricnosti dalje povlaci
tranzitivnost po vrhovima i tranzitivnost po bridovima pa hiperkocka @,
ima sva navedena svojstva.
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8 Nezavisni i dominacijski skupovi, pokrivaci

Nezavisnost i dominacija u grafu su usko vezani pojmovi. Dva vrha ili dva
brida u grafu su nezavisni ako nisu susjedni, a mozemo reé¢i da vrh ili brid
dominira nad vrhovima ili bridovima s kojima je incidentan. U ovom odjeljku
¢emo definirati nezavisne i dominacijske skupove vrhova i bridova u grafu, a
onda vidjeti kakvi su ti skupovi u hiperkocki @,,.

Definicija 8.1. Podskup S C V(@) je nezavisan ako u njemu nikoja dva
vrha nisu susjedna.

Odmabh je jasno da su prazan skup i podskup koji sadrzi samo jedan vrh
najjednostavniji primjeri nezavisnih skupova. Analogno se definira nezavi-
san skup bridova u grafu. Njega ¢ine neki bridovi koji nisu susjedni, odnosno
nisu incidentni s istim vrhom. Elemente nezavisnog skupa vrhova (bridova)
zovemo nezavisnim vrhovima (bridovima).

Kardinalnost najveceg nezavisnog skupa vrhova zove se vrsna nezavisnost i
oznacava s (3,(G). Bridnu nezavisnost oznacavamo s f,(G). Dakle,

Bu(G) = max{|S| : S nezavisan skup vrhova od G},
By(G) = max{|B| : B nezavisan skup bridova od G}.

Uoc¢imo da je nezavisan skup bridova u G ujedno i sparivanje u G pa je 3,(G)
kardinalnost najveceg sparivanja u G.

Definicija 8.2. Za podskup D C V(G) kazemo da je dominacijski skup grafa
G ako je svaki vrh koji nije u D susjed najmanje jednom vrhu iz D.

Broj vrhova u najmanjem dominacijskom skupu od GG zove se dominacijski
broj od G. Na slici 9 prikazan je potpun bipartitan graf poznat pod nazi-
vom zvijezda. Primjeri nezavisnih skupova u ovom grafu su {vs, vy, vg, vs},
{vs, v, v7,v8}, najvedi je {v; : i =2,3,...,9}. Jedini dominacijski skup je

{1}

Osim dominacije medu vrhovima, postoje jos tri vrste dominacije: do-
minacija izmedu bridova, dominacija vrhova nad bridovima te bridova nad
vrhovima. Za proizvoljan G = (V, E) oznacimo s «,(G) najmanji broj vr-
hova koji dominiraju cijelim skupom V(G). Nadalje, neka je a;(G) najmanji
broj bridova koji dominiraju cijelim skupom bridova od G, a,,(G) najmanji
broj vrhova koji dominiraju nad E(G) i ap,(G) najmanji broj bridova koji
dominiraju nad V(G).
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Slika 9: Zvijezda K g

Definicija 8.3. Vrsni pokriva¢ K C V(G) grafa G je skup vrhova za koji
vrijedi da je svaki brid iz GG incidentan s barem jednim vrhom iz K.

Definicija 8.4. Bridni pokriva¢ L C FE(G) je skup bridova grafa G za koji
vrijedi da je svaki vrh iz GG incidentan s barem jednim bridom iz L.

Bridni pokriva¢ postoji samo za grafove koji nemaju izoliranih vrhova. Pri-
mijetimo kako je a,,(G) kardinalni broj najmanjeg vrsnog pokrivaca grafa
G, a oy (G) kardinalni broj najmanjeg bridnog pokrivaca grafa G, tj. vrijedi

aup(G) = min{|K| : K vrsni pokriva¢ od G},
apy(G) = min{|L| : L bridni pokriva¢ od G}.
Teorem 8.1. [11] Za graf G = (V, E) vrijedi sljedece:
S je nezavisan skup u G < V' \ S vrsni pokrivaé od G.

Dokaz. = Pretpostavimo da je S nezavisan skup od G i neka je e = ujus
proizvoljan brid u G. Slijedi da samo jedan od vrhova wu; i uy moze biti
sadrzan u S, a onda drugi vrh mora biti u V' \ S. S obzirom da to vrijedi za
bilo koji brid, zaklju¢ujemo da je V' \ S vr$ni pokrivac.

< Neka je V'\ S vrsni pokrivac¢ od G i neka uy, us € S. Ako bi postojao brid
u S koji bi spajao ta dva vrha, onda on ne bi bio incidentan niti s jednim
vrhom u V'\ S pa V'\ S ne bi bio vr$ni pokriva¢. Dakle, takav brid ne moze
postojati pa zaklju¢ujemo da je S nezavisan skup. O

Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 8.2. (Gallai [11]) Neka je G = (V, E) graf bez izoliranih vrhova.
Tada vrijeds

aw(G) + Bo(G) = V] = Bo(G) + an(G).
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Dokaz se nalazi u [11].

Ako primijenimo Gallaijev teorem na graf (),,, dobivamo:

avb(@n) + 5v(Qn) =2"= Bb(@n) + abv(Qn)~

Teorem 8.3. (Kdnig-Egervary, 1931.) U bipartitnom grafu G broj bridova
najveceg sparivanja jednak je broju vrhova najmanjeq vrsnog pokrivaca.

Dokaz se moze pogledati u [6].

Kako je @, bipartitan graf, primjenom prethodnog teorema slijedi
aw(Qn) = Bo(Qn), aonda i B,(Qn) = ap,(Q). Slijedi teorem.

Teorem 8.4. a,,(Q,) = 2" 1.

Dokaz. Promotrimo @,, kao uniju dvije (n — 1)-dimenzionalne hiperkocke.
Najprije svakoj od njih odredimo najmanji vrsni pokriva¢, a onda spojimo
bridovima odgovaraju¢e vrhove da dobijemo @), ali pazimo da svaki takav
brid bude incidentan sa samo jednim vrhom iz vrsnog pokrivaca. Primjerice,
na slici 6 plavo obojeni vrhovi pripadaju najmanjem vrsnom pokrivac¢u od
Q3. Za Q4 pogledati sliku 4 desno: u lijevoj podhiperkocki ()3 vrhovi naj-
manjeg vrsnog pokrivaca su {0001,0111,0100,0010}, a u desnoj su to vrhovi
{1011,1101, 1110, 1000}, $to ukupno daje 8 = 2*~! vrhova.

Gornja razmatranja impliciraju da najmanji vr$ni pokriva¢ ne moze biti veci
od 2771 tj. vrijedi auw(Q,) < 27!, Kako bismo pokazali da vrijedi jedna-
kost iskoristimo elementarno svojstvo grafa J,,. Znamo da je @),, n-regularan,
odnosno da je svaki vrh incidentan s n bridova, a s obzirom da u @),, postoji
n2"~! bridova, za vrsni pokriva¢ potrebno je najmanje 2"~! vrhova. O]

Koristenjem Gallaijevog teorema i teorema 8.4, dobivamo:

avb<Qn) - BU(QYL) - Bb<Qn) - abv(Qn) = 2" 1

Brojevi a, (@) 1 ap(Q,) jos uvijek nisu poznati, ali su nadene neke donje i
gornje granice. Za n = 1,2, 3,4 trazene brojeve je lako odrediti: a,(Q1) = 1,
a,(Q2) = 2, 2, (Q3) = 21 ) (Qu) = 4, te ap(Q1) = 1, a(Q2) = 2, ay(Q3) = 3
i ay(Q4) = 6. Na slici 10 prikazane su hiperkocke @,, n = 1,...,4, pri
¢emu plavo obojeni vrhovi i bridovi predstavljaju vrhove iz ., (Q,,), odnosno
bridove iz o, (Qy,).

Sada ¢emo navesti teorem o donjim i gornjim granicama broja a,(Q,,). Dokaz
se nalazi u [15].
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/ \
Slika 10: Najmanji dominacijski i bridno dominacijski skupovi od @, n =
1,2,3,4

Teorem 8.5. Neka jen > 1. Tada

2’I'L
n+1
]

< a,(Qn) < 2" (10)

Zan = 2% — 1, donja i gornja granica se

pri éemu h = |loga(n+1)].
n—k

podudaraju pa je a,(Qn) = 2
U [13] su poznate donje i gornje granice za o,(Q,). Za n > 3 vrijedi

n2™

T (@) < 3-2"73, (11)

Definicija dominacije moze se prosiriti na proizvoljne podskupove Vi, V, C
V(G). Kazemo da V; dominira V5 ako za svaki vrh y € V, postoji x € V)
koji dominira y. Dominacijski broj tada predstavlja najve¢i red D—particije
i oznacen je s d(G). D—particija oznacava particiju skupa V(G) ¢ije su klase
dominacijski skupovi u G. Dominacijski broj mozemo definirati i pomocu
specijalnog bojenja grafa tako da proizvoljan vrh obojimo jednom bojom, a
za sve ostale boje postoji susjed tog vrha koji je obojen tom bojom. Domi-
nacijski broj grafa definiran je kao najvec¢i broj boja koje smo upotrijebili u
ovakvom bojenju. U [23] se nalazi dokaz sljedeéeg teorema.

Teorem 8.6. Neka je k pozitivan cijeli broj. Tada je dominacijski broj za
Qorx_1 1 Qo jednak i iznosi

d(Q2k71> = d(sz) =2k,
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9 Smjestenje grafova na hiperkocku

Problem smjestenja grafova odnosi se na pronalazenje preslikavanja izmedu
dva grafa koje cuva odredena topoloska svojstva. Postoji nekoliko tipova
smjestenja grafova na hiperkocku, a ovdje ¢emo razmotriti izomorfno i izome-
trijsko. Ovakvi problemi imaju veliku primjenu u teoriji kodiranja, prijenosu
podataka i lingvistici.

9.1 Izomorfno smjesStenje

Definirajmo izomorfizam medu grafovima G i H.

Definicija 9.1. Grafovi G i H su izomorfni ako postoje bijekcije f : V(G) —
V(H)1ig: E(G) — E(H) koje cuvaju incidenciju, tj. vrh v je incidentan s
bridom e u G ako i samo ako je f(v) incidentan s g(e) u H. Pisemo G = H.
Uredeni par (f, g) zove se izomorfizam s G u H.

Definicija 9.2. Graf M je izomorfno smjestiv na GG ako postoji izomorfizam
f:M — H, pri cemu H C G.

Drugim rije¢ima, izomorfno smjestenje je funkcija f : V(M) — V(G) koja
cuva susjednost: ako su dva vrha susjedna u M, njihove slike ¢e biti susjedni
vrhovi u G.

Definicija 9.3. Za graf kazemo da je kubni ako ga je moguce izomorfno
smjestiti na graf ),, za neki n € N.

S obzirom da je hiperkocka bipartitan graf, a kubni graf je izomorfan s
podgrafom hiperkocke, onda i on mora biti bipartitan. Treba napomenuti da
obrat ne vrijedi, postoje grafovi koji su bipartitni, ali nisu kubni. Primjer
takvog grafa je potpun bipartitan graf K,3;. Kubni graf ne treba poistovje-
titi s kubicnim grafom: kubicni graf je 3—regularan. Primjer grafa koji je
kubi¢ni, ali nije kubni je Petersenov graf. Na slici 11 lijevo nalazi se pot-
pun bipartitan graf u kojem jednoj particiji pripadaju tamnoplavi vrhovi, a
drugoj svijetloplavi. Desno na slici nalazi se Petersenov graf. Niti jedan od
ta dva grafa nije kubni graf, tj. nije ga moguce izomorfno smjestiti na graf
hiperkocke. Primijetimo da su 3-regularan graf sa slike 2 i Petersenov graf
izomorfni grafovi, iako na prvi pogled to tako ne izgleda.

Definicija 9.4. Kubna dimenzija grafa G, u oznaci dim.(G), je najmanji n
za koji je G izomorfno smjestiv u Q.
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Slika 11: Primjeri grafova koji nisu kubni

Za proizvoljan povezan kubni graf G s n vrhova vrijedi
[logon] < dim.(G) <n—1, (12)

pri cemu se donja granica postize za put F,, a gornja za zvijezdu K ,_;.
Nadalje, za kubni graf s n vrhova sa svojstvom da je najmanji stupanj svakog
vrha 2 vrijedi

2(n—1)

di <
im.(G) < 3

(13)

Prethodna dva rezultata nalaze se u [18].

U nastavku slijedi karakterizacija kubnih grafova i neki vazni rezultati,
a potom nekoliko primjera ovakvih grafova, kao i najmanja dimenzija hiper-
kocke na koju ih je moguce smjestiti.

Definicija 9.5. Graf G je kritican ako je x(G—v) < x(G) za svakiv € V(QG).
Ako je G kritican i k—kromatski, onda kazemo da je k—kritican i vrijedi

X(G —v) < k, za svaki v € V(G).

Uoc¢imo da je u prethodnoj definiciji G — v pravi podgraf od G dobiven
uklanjanjem jednog vrha iz G. Bitna karakteristika kriti¢nih grafova je po-
vezanost. Svaki kritican graf je povezan, jer bi u suprotnom postojala neka
komponenta povezanosti koja bi imala isti kromatski broj kao c¢itav graf.
Kritiéni grafovi su u uskoj vezi s kubnim grafovima. O tome govori sljedeci
teorem [12].

Teorem 9.1. Graf G je kubni ako i samo ako ne sadrzi kritican podgraf.

Dakle, ako pronademo kritican podgraf u G, mozemo zakljuciti da graf nije
kubni. Na primjer, ciklusi neparne duljine su kriti¢ni pa ne mogu biti kubni.
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Prema [19], jo$ jedna u¢inkovita metoda ispitivanja je li graf kubni je
takozvano c—bojenje.

Definicija 9.6. Bridno bojenje povezanog grafa G zove se c-bojenje ako su
zadovoljeni sljedeci uvjeti:

i. na svakom putu u G postoji boja koja se pojavi neparan broj puta,
ii. u svakom ciklusu od G svaka se boja pojavi paran broj puta.

Prema (i) bridovi proizvoljnog puta P, u G bit ¢ée obojeni razli¢itim bo-
jama. Dakle, u G nec¢e biti susjednih bridova obojenim istom bojom pa za-
kljucujemo da je c—bojenje ujedno i pravilno bridno bojenje grafa. Sljedeca
dva teorema dokazana su u [19].

Teorem 9.2. Povezan graf G je kubni ako i samo ako dopusta c—bojenje.

Teorem 9.3. Neka je G konacan povezan kubni graf. Tada je dim.(G) naj-
mangi broj boja potrebnih za c—bojenje u G.

U [19] su dokazana jos neka vazna svojstva kubnih grafova, a ticu se
nekih binarnih operacija nad kubnim grafovima. Navest ¢emo rezultat o
Kartezijevom produktu.

Teorem 9.4. Neka su G i Gy konacéni povezani kubni grafovi. Tada je
dlmc<G1DG2) = dlmc(Gl) + dZmC(GQ)

U nastavku ¢emo navesti neke od najvaznijih kubnih grafova, kao i naj-
manje dimenzije hiperkocke u koju ih je moguce smjestiti:

e Svaki put je kubni graf.

Put P,.; smjestiv je u ,. Ovo je lako vidjeti jer put ne sadrzi kritican
podgraf. Stovise, put je smjestiv i u hiperkocku puno manje dimenzije (vidi
sliku 12). Pretpostavimo da je P,, smjestiv u @,,. Tada vrijedi m < 2" jer je
broj vrhova hiperkocke jednak 2". Ako nejednakost logaritmiramo po bazi
2, dobijemo logym < n. S obzirom da je n cijeli broj, uzimamo n > [log,m].
Primijetimo da je n upravo dim.(P,,) pa imamo dim.(P,,) > [log,m|. Da
bi vrijedila jednakost, morao bi postojati put u @, koji sadrzi sve vrhove
od @,. Takav put je onda Hamiltonov, a njegovo postojanje dokazano je u
poglavlju 4. Zaklju¢ujemo da vrijedi

dim.(P,,) = [logom].
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Slika 12: Smjestenje puta P u Q3

e Parni ciklusi Cy, su kubni grafovi.

Parni ciklusi su bipartitni i ne sadrze kritican podgraf. S druge strane, svaki
neparan ciklus je kritican, stoga ne moze biti kubni. Na slican nacin kao
za put, izracunat ¢emo dim.(Cy). Ranije smo pokazali da je hiperkocka
@, bipanciklican graf za n > 2, odnosno da sadrzi cikluse parnih duljina
2k, V4 < k < 2" Prema tome, sadrzi i razapinjujudéi ciklus duljine 2" i
vrijedi 2k = 2™. Logaritmiranjem slijedi log,(2k) = n, tj.

dim.(Cor) = [log,(2k)].

Na isti nacin kao na slici 12, mozemo smjestiti ciklus Cg na ()3, s razlikom u
jednom bridu koji spaja krajnji vrh s poc¢etnim.

e Svako stablo je kubni graf.

Ova tvrdnja dokazana je u [19]. S obzirom da su put P, i zvijezda Kj,_;
takoder stabla, donja i gornja granica za dim.(7") slijedi iz nejednadzbe (12).
Za stablo T' s n vrhova vrijedi

[logan]| < dim.(T) <n —1.
Sljededi rezultat odnosi se na binarno stablo [2].
Teorem 9.5. Za binarno stablo T,Ez) visine h vrijedi dimc(T,ﬁQ)) =h+2.

Pokazimo da binarno stablo T3(2) dopusta c—bojenje i pokazimo nacin na
koji moze biti smjesteno na hiperkocku. Prema teoremu 9.5, dim.(T: 352)) =
34 2 =5 pa ¢e stablo biti smjesteno na Q5.
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Slika 13: C'—bojenje binarnog stabla visine 3 (lijevo) i smjestenje istog na
Q5 (desno)

e Za t > 2 t—dimenzionalna mreza Gy, pn,, .n, = Pn,0F,,0---0F,, je
kubni graf jer je kartezijev produkt kona¢nih putova, koji su takoder
kubni.

Prema teoremu 9.4, kubna dimenzija mreze jednaka je zbroju dimenzija pu-
teva koje sadrzi. Na primjer, za dvodimenzionalnu mrezu G4 vrijedi:

dimc(G374> = dzmc(P3DP4) = dsz(Pg) + dsz(P4) = [10g23] + [10g24—| = 4.

Dobili smo da je najmanja hiperkocka na koju je moguce smjestiti ovakvu
mrezu (J4, a na slici 14 je vidljivo da dopusta c—bojenje, odnosno da je kubni
graf te je prikazan i nacin na koji ju mozemo smjestiti na 4.

I

L L s

Slika 14: C'—bojenje grafa G54 (lijevo) i smjestenje na @4 (desno)
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9.2 Izometrijsko smjestenje

[zometrijsko smjestenje slicno je izomorfnom, ali ne ¢uva susjednost nego
udaljenost vrhova.

Definicija 9.7. Izometrijsko smjestenje grafa M na graf G je funkcija
fi: V(M) — V(G) takva da Vu,v € V(M) vrijedi dp(u, v) = dg(u, v).

Graf M mozemo izometrijski smjestiti na G ako i samo ako M C G i
postoji funkcija izometrijskog smjestenja. Bitno je napomenuti da nije svaki
kubni graf izometrijski smjestiv na hiperkocku. Primjer se nalazi na slici
15. Radi se o bipartitnom grafu, pri ¢emu istoj particiji pripadaju vrhovi
iste boje. Svi vrhovi oznaceni su uredenom petorkom nula i jedinica tako da
se susjedni vrhovi razlikuju u to¢no jednoj koordinati. Uocimo da u ovom
slucaju udaljenost nije sacuvana jer ako pogledamo krajnji lijevi (00000) i
krajnji desni vrh (10000), koji se razlikuju u jednom elementu petorke, u
hiperkocki bi trebali biti susjedi, a stvarna udaljenost izmedu njih iznosi 3.

L4 LY

(EHEER L1}
- »

*
LY LHHH}
{1 144 o
ol
UMM}
L0

» 1{HMN}
{HHH

Slika 15: Kubni graf koji nije izometrijski smjestiv na hiperkocku

Grafove koji dopustaju izometrijsko smjestenje na graf hiperkocke zvat
¢emo parcijalnim kockama.

Definicija 9.8. Podgraf H od G je izometrican ako vrijedi
dp(u,v) = dg(u,v) Vu,v e V(H).

Graf G koji je izomorfan s nekim izometricnim podgrafom od @), za neki
n, zovemo parcijalna kocka. Za takav graf postoji izometrijsko smjestenje G
u Q. Najmanji takav n oznac¢imo s dim;(G). U nastavku ¢emo se baviti
karakterizacijom parcijalnih kocki, tj. grafova koje je moguce izometrijski
smjestiti na graf hiperkocke. Trebat ¢e nam pojam konveksnosti nekog pod-
skupa vrhova grafa.
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Podskup S skupa vrhova je konveksan ako sadrzi najkrac¢i put izmedu svaka
dva vrha koja su u njemu sadrzana.

Neka je G = (V(G), E(G)) bipartitan graf i e = uv brid u G. Definirajmo
dvije particije od V(@) na sljedeéi nacin:

Vo (G) ={z € V;d(z,u) < d(z,v)} i Voo (G) = {x € V;d(z,v) < d(z,u)}

i uvedimo refleksivnu i simetricnu relaciju © na skupu bridova grafa G.
Pigemo e® f ako f spaja vrhove iz V,,(G) s vrhovima iz V,,(G).

Sljedeéi teorem dokazan u [24] daje karakterizaciju izometrijski smjestivih
grafova u hiperkocku.

Teorem 9.6. Neka je G povezan graf sa skupom vrhova V(G) i skupom
bridova E(G). Sljedece turdnje su ekvivalentne:

i. G je izometrijski smjestiv u Q,, za nekin,
ii. G je bipartitan i Vi (G), Vou(G) su konveksni skupovi Vuv € V(G),
iii. G je bipartitan i © je tranzitivna (a onda i relacija ekvivalencije).
Teorem 9.7. Za povezan graf G sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
i. G je parcijalna kocka,

ii. G je bipartitan i d(xz,u) = d(y,v) i d(z,v) = d(y,u) za bilo koji ab € E
i xy,uv € Fyp, pri cemu je Fy := {uv € E; u € Vv € Vi }.

Dokaz ¢emo izostaviti, moze se pronaéi u [20]. Navedimo neke primjere gra-
fova koji su parcijalne kocke.

e Svaka hiperkocka @), za m < n je izometrijski smjestiva na @Q,,.

Ovo je ocito jer se svaka hiperkocka (),, moze prikazati pomocu dvije kopije
hiperkocke ),,_1, Ciji su odgovarajuci vrhovi spojeni bridovima.

e Svako stablo je parcijalna kocka.

Ovo se lako pokaze. Uzmimo stablo s n vrhova i ozna¢imo njegovih n — 1
bridova s ey, es, ..., en_1. Zelimo pokazati da je stablo parcijalna kocka, tj.
da ga za neki n mozemo smjestiti na (), tako da udaljenost izmedu vrhova
ostane sacuvana. U tu svrhu, ozna¢imo sve vrhove (n — 1)-torkama nula i
jedinica na nacin da korijenski vrh sadrzi sve nule, a svaki drugi vrh sadrzi
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jedinice na mjestima ¢ ukoliko se bridovi e; nalaze na putu od korijenskog
vrha do njega. Na ovaj nacin dobit ¢emo graf koji se moze smjestiti na @,
jer je na isti nac¢in ureden, tj. tako da se svaki par susjednih vrhova razlikuje
u tocno jednoj koordinati. Takoder, ostat ¢e sacuvana udaljenost vrhova jer
¢e se vrhovi spojeni bridom razlikovati u jednoj koordinati. Primjerice, ako
put izmedu neka dva vrha sadrzi 3 brida, (n — 1)-torke tih vrhova razlikovat
¢e se u tocno 3 koordinate.

e Kartezijev produkt parcijalnih kocki je parcijalna kocka [19].

Za t > 2, t—dimenzionalna mreza Gy, n, ., = Pp,0F,,0---0F,, je parci-
jalna kocka jer je kartezijev produkt konacnih putova, koji su takoder par-
cijalne kocke. Za puteve je jasno da se mogu izometrijski smjestiti na hi-
perkocku, uz isti na¢in oznacavanja vrhova kao Sto je definirano za stabla.
Dakle, mozemo zakljuciti i dim;(P,) =n — 1.

Sljedece §to nas zanima je dim;(G), odnosno, koji je najmanji prirodan broj
n za koji se graf G moze izometrijski smjestiti na hiperkocku @,,. U nastavku
slijedi nekoliko rezultata o ovom problemu, koji su razmatrani u [20].

Teorem 9.8. Neka je G = (V, E) parcijalna kocka. Tada je
dim;(G) = |E/©),
gdje je E/O skup klasa ekvivalencije od ©.

Dokaz. E/© mozemo promatrati kao familiju razli¢itih skupova F,. Ako je
G konacan, mozemo ga promatrati kao izometrican podgraf grafa @,,. Tada
su prema teoremu 9.7 bridovi iz svih F};, paralelni bridovi u ),,, Sto dokazuje
tvrdnju. O

Sljededi rezultat odnosi se na izometrijsko smjestenje Kartezijevog pro-
dukta dva grafa na Q,.

Teorem 9.9. Za n > 2, neka je G = G1UG,0---0G,, Kartezijev produkt
konacnih parcijalnih kocki G;,1i = 1,...,n. Vrijedi sljedece:

dim;(G) = > ¢, dim;(G;).

Dokaz se nalazi u [20].
Navedimo dim; za neke specijalne grafove.

e Za stablo T' s n vrhova vrijedi
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e Za ciklus parne duljine C5,, n > 2 imamo

e Za t—dimenzionalnu mrezu Gy, n,
teoremu 9.9 vrijedi

n = Po,0F,,0---0UF,,, prema

,,,,,

----- nt):(nl—1)+(n2—1)+“‘+(”t—1):Z?=1”i—t-
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Sazetak

Hiperkocka je graf od velikog znacaja u brojnim podruc¢jima znanosti jer se
koristi kao struktura velikog broja superracunala prilagodenih radu s ogrom-
nom kolicinom podataka i rjeSsavanju i najkompliciranijih problema. Ovaj
graf je n-povezan, n-regularan s relativno malim dijametrom. Detaljno su
opisana vazna svojstva kao bipartitnost, postojanje savrSenog sparivanja,
specijalni podgrafovi i ostalo. Objasnjena je matrica susjedstva hiperkocke
koja se pohranjuje u rac¢unala umjesto samog grafa radi jednostavnosti, ako
se radi o grafu s jako velikim brojem vrhova. Takoder, prikazan je nacin
smjestanja odredenih grafova na hiperkocku.

Kljuéne rijeci: hiperkocka, spektar grafa, automorfizmi, problem smjestenja
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Hypercube graph

Summary. The hypercube is an important graph in many fields of sci-
ence because it is used as the structure of a large number of supercomputers
adapted to work with huge amount of data and solve the most complica-
ted problems. This graph is n-connected, n-regular with a relatively short
diameter. Important properties such as bipartiteness, egzistence of perfect
matchings and special subgraphs and more are described in detail. The
adjacency matrix of a hypercube, which is beacuse of simplicity stored in
computers instead of the graph itself, is explained for simplicity. Also, it is
shown how to embed certain graphs on a hypercube.

Keywords: hypercube, regularity, connectivity, embedding problem
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Diplomski studij financijske matematike i statistike na Odjelu za matematiku
u Osijeku. Tijekom studija radila sam brojne poslove od kojih bih istaknula
posao agenta u sluzbi za korisnike Hrvatskog Telekoma, obavljanje adminis-
trativnih poslova u Dukat d.d., rad kao asistent u nastavi za ucenike s po-
sebnim obrazovnim potrebama u Osnovnoj skoli ”Vladimir Nazor”, Dakovo
te obavljanje stru¢ne prakse u Erste banci u Pakovu. U slobodno vrijeme
bavim se slikanjem, sviranjem gitare, a od nedavno pohadam i satove klavira
u glazbenoj skoli ” Arija” u Dakovu.
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