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Sazetak

U ovom radu proucavat ¢emo neke primjene obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda u
geometriji, fizici, biologiji te ekonomiji. Navest ¢emo razli¢ite primjere problema koje ¢emo
modelirati pomocu diferencijalnih jednadzbi. Za rjeSavanje takvih problema klju¢na su dva
koraka. Prvi korak je postavljanje jednadzbe koja opisuje vezu medu velicinama koje se
pojavljuju u tom problemu i zatim njihovo rjeSavanje pomoc¢u metoda matematicke analize.
Na samom pocetku definirat ¢emo neke tipove obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koje ¢emo

koristiti u primjerima prilikom rjeSavanja samih jednadzbi.

Kljucne rijeci: diferencijalne jednadzbe, rjeSenje, modeliranje

Abstract

In this paper, we will study some applications of ordinary first - order differential equations
in geometry, physics, biology, and economics. We will aducce different examples of problems
that we will model using differential equations. Two steps are crucial to solving such pro-
blems.The first step is to set up an equation that describes the relationship between the
quantities that appear in that problem and then solve them using the method of mathe-
matical analysis. At the very beginning, we will define some types of ordinary differential

equations that we will use in the examples when solving the equations themselves.

Keywords: differential equations, solution, modeling
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Uvod

Diferencijalna jednadzba je matematicka jednadzba koja povezuje neku funkciju y (tj.
r — y(x)) i neke njene derivacije. Diferencijalna jednadzba je obi¢na ako joj nepoznata
funkcija ovisi samo o jednoj varijabli te opisuje vezu izmedu te funkcije i njenih derivacija.
Ove jednadzbe su od velike vaznosti u prirodnim i tehnickim znanostima. Prirodni zakon
moze se shvatiti kao nuzna veza izmedu sadasnjeg stanja jedne pojave i stanja neposredno
nakon toga. Takav zakon prikazujemo diferencijalnom jednadzbom, tj. veza fizikalnih veli-
¢ina i njihovih promjena u prostoru i vremenu dana je diferencijalnom jednadzbom. Veéina
diferencijalnih jednadzbi znatno je sloZenija i teze se rjeSava.

Primjeri:

1. Diferencijalna jednadzba y”(z) + siny(x) = 0 pojavljuje se kod proucavanja gibanja
njihala.

2. y"(t) + ay/(t) + by(t) = ¢ coswt pojavljuje se kod proucavanja elektrickih krugova.

3. ¥"(x) + zy(x) = 0 pojavljuje se kod astronomskih istrazivanja i na mnogim drugim

mjestima.

Samo rjesavanje diferencijalnih jednadzbi zauzima paznju znanstvenika od pocetka razvoja
diferencijalnog racuna do danas. Diferencijalne jednadzbe prvog reda uspjesno je rjesavao
Svicarski matematicar Jacob Bernoulli (1655.-1705.). Jednu vaznu i vrlo opéenitu metodu za
rjesavanje diferencijalnih jednadzbi uveo je francuski matematicar Joseph Lagrange (1736.-
1813.).

Jacob Bernoulli (1655. - 1705.)



1 Osnovne definicije i neki tipovi obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi

Diferencijalnom jednadzbom zovemo jednadzbu koja sadrzi derivacije ili diferencijale nepoz-
nate funkcije.

Ako nepoznata funkcija ovisi o jednom argumentu, diferencijalna jednadzba zove se obi¢na,
a ako ovisi od nekoliko argumenata pa sadrzi parcijalne derivacije te nepoznate funkcije,
tada se jednadzba zove parcijalna diferencijalna jednadzba. Red diferencijalne jednadzbe je
red najvise derivacije koju diferencijalna jednadzba sadrzi.

U ovom radu primjeri ¢e sadrzavati samo obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda koje
imaju oblik:

F(%y;?f)ia

gdje je x argument, a y trazena funkcija.

Diferencijalna jednadzba se ¢esto svodi na oblik:

P(z,y)dz+Q(z,y)dy=0.

U tom slu¢aju moZemo za nepoznatu funkciju uzeti y (kao funkciju od ), ali i x (kao funkciju
od y).

Funkcija koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu zove se rjesenje ili integral diferencijalne
jednadzbe.

Rjesenje ili integral diferencijalne jednadzbe zove se opéim ako sadrzi toliko neovisnih kons-
tanti po volji koliki je red diferencijalne jednadzbe. Stoga slijedi da opce rjesenje dif. jed-
nadzbe n-tog reda uvijek sadrzi n neovisnih konstanti C, Cy, ..., C,,.

Geometrijski svakom partikularnom integralu diferencijalne jednadzbe odgovara njegova gra-
ficka predodzba, tj. graf u obliku ravninske krivulje koja se zove integralna krivulja te jed-
nadzbe. Za odredivanje jedne posebne krivulje familije koja odgovara uvjetima konkretnog
zadatka potrebno je u opcée rjeSenje uvrstiti pocetne uvjete, a ti uvjeti su tocke x = xg,y = yo
(koordinate jedne tocke za diferenc. jedn. prvog reda) kojom ta krivulja prolazi.

Rjesenje diferencijalne jednadzbe koje se ne moze dobiti iz opéeg rjesenja ni za kakvu vri-

jednost konstante C zove se singularno rjesenje.



1.1 Diferencijalne jednadZbe sa separiranim varijablama

Diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama su one kod kojih su varijable x i y
separirane tj. daju se odvojiti. U tom slucaju zadana diferencijalna jednadzba se svodi na
sljedeéi oblik:

f(x)dz=F(y)dy

Rjesenje te jednadzbe dobivamo tako da integriramo obje njene strane:

/f(x)da::/F(y)dy—l—C

Pretpostavka za postojanje rjeSenja tih integrala jest neprekidnost funkcija f i F'. Znamo da
nam u tom slucaju Peanov teorem garantira lokalnu rjesivost problema, dok nam jedinstve-
nost rjeSenja daje Lipschitzovost funkcije f i postojanje parcijalne derivacije druge varijable
neprekidne u svakoj tocki. Moguénost integriranja obje strane jednadzbe lezi u tome Sto se
varijable x i y mogu razdvojiti - separirati.

Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi ovog tipa obi¢no se svodi na nekoliko koraka:

d
1. derivaciju y’ napiSemo u obliku d—y
x

2. rijesimo se nazivnika

3. diferencijalna jednadzba se podijeli takvim izrazom da se varijable separiraju

4. diferencijalna jednadzba se integrira zasebno po svakoj od separiranih varijabli.

1.2 Homogene diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba oblika y’=f(x,y) zove se homogena, ako f(x,y) moZzemo prikazati

kao funkciju omjera varijabli x i y, tj. kao gp(%), pa jednadzba prima oblik:

I=e(2)

Iz toga slijedi da zbroj eksponenata od x i y u svakom c¢lanu homogene diferencijalne jed-
nadzbe oblika P(x,y)dx + Q(x,y)dy=0 mora biti isti.
Rjesavajuéi homogenu diferencijalnu jednadzbu svodimo ju na jednadzbe sa separiranim
varijablama i to pomocu supstitucije:

v_ 2=y=1xz1

X / /
Yy =x2' 4+ 2



2 Primjene diferencijalnih jednadzbi u geometriji

Sama diferencijalna jednadzba prvog reda ima svoje geometrijsko znacenje. Iz diferenci-
jalne jednadzbe prvog reda 3y’ = f(x,y) neposredno slijedi da svakoj tocki ravnine diferenci-
jalna jednadzba dodjeljuje tangens smjera 3y’ =tga u toj tocki, tj. odreduje polje smjerova u
ravnini.

Primjer 2.1. Odredimo diferencijalnu jednadzbu familije parabola y = Ca? te skup tocaka

u kojima sve parabole 1z te familije imaju koeficijent smjera tangente jednak 1.

/

g /
/

Slika uz primjer 2.1

Eliminacijom parametra C iz
y=02> i vy =220
dobiva se diferencijalna jednadzba zadane familije parabola:
2y —xy' = 0.

Preostaje odrediti skup tocaka u kojima sve parabole iz te familije imaju koeficijent smjera
tangente jednak 1. Iz sustava:

y=Cz* i 1=2C

x
zakljucujemo da je to pravac y = 5 Dakle, za svaki C parabola y = Cz? u tocki presjeka s

x
pravcem y = 5 ima koeficijent smjera tangente jednak 1.



Primjer 2.2. Odredimo sve krivulje sa svojstvom da je u bilo kojoj tocki tih krivulja

radijus vektor r jednak duljini odsjecka normale izmedu krivulje i osi x.

Radijus vektor krivulje u nekoj tocki T(x,y) je

r=|0T[ = /a* +y?
dok je duljina odsjecka normale od tocke T do sjeciSta s x-osi

N =yy/1+y2.

Slika uz primjer 2.2

Kako je prema uvjetu zadatka r=N, slijedi

Va2 =y1+y7 .

Kvadriranjem izraza dobivamo

4yt =y (1+y?)
22 442 = 2 + 2y

y2y? = 12



V)

5 X

1/—?

y’:jzg.
Y

Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu sa separiranim varijablama. Sada promatramo

x
dva slucaja: v = — iy = ——.
Y

1. slucaj: Ako je i/ = E, tada imamo:
)

Kao rjesenje smo dobili familiju jednakostrani¢nih hiperbola.

2. slucaj: Ako je y = —E, tada imamo:
Yy
dy oz
dr vy
ydy = —xdzx,
/xdac = —/ydy
22 y?
T —_Z 40
2 2 *
2+t =C

U ovom drugom slucaju kao rjesenje dobivamo familiju kruznica sa sredistem u ishodistu.

3 Primjene diferencijalnih jednadzbi u fizici i biologiji

Diferencijalne jednadzbe omoguéuju matematicki zapis zakona koji odreduju fizikalne fe-
nomene u prirodi kao S8to su npr. za Newtonov zakon hladenja, Drugi Newtonov zakon za
opis gibanja u polju sile, raspad atoma, zagrijavanje i hladenje tijela, istjecanje fluida i sl.
Navest ¢emo neke primjere kroz koje ¢emo vidjeti Siroku primjenu ovih jednadzbi u fizikal-

nim zakonima.

Primjer 3.1. Tocka mase m giba se pravocrtno pod djelovanjem sile F' koja je propor-
cionalna vremenu t i obrnuto proporcionalna brzini gibanja v. Odredimo ovisnost izmedu

brzine v i vremena t ako je tocka zapocela gibanje iz stanja mirovanja.



Prema drugom Newtonovu zakonu je:
dv

Fem®
™

d
gdje je d_:f) akceleracija gibanja, pa prema uvjetu zadatka imamo

d t
m—v = k—|vdt .
dt v
Trazeno rjesenje dobivamo rjeSavanjem ove diferencijalne jednadZzbe sa separiranim varija-
blama
mudv = ktdt,
m/vdv:k/tdt,
2 2
v t
m—=k—+C.
2 2
Opce rjesenje danog problema je:
2 t2
—=k—+C
m 5 5 +
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta v =0 1 ¢ = 0 dobivamo C=0, pa je
k
v =4/—t.
m

Primjer 3.2. Okrugla plocica rotira u tekucini. Djelovanje trenja na plocicu usporava rota-
ciju i to proporcionalno kutnoj brzinit w okretaja. Izrazimo kutnu brzinu kao funkciju vremena
ovisnu o t ako je poznato da se za 25 sekundi od pocetka gibanja kutna brzina smangila od
100 na 50 okretaja u sekunds.

Oznacimo li s w(t) kutnu brzinu u trenutku ¢ (odnosno broj okretaja plo¢ice u sekundi

w
u trenutku ¢), tada ¢e E biti promjena kutne brzine u trenutku ¢. Prema uvjetu zadatka
dobivamo:
dw
— = —kw
dt
gdje je k koeficijent proporcionalnosti, dok je predznak minus pokazatelj da je funkcija w(t)

d
padajuca, pa je d < 0. Dobili smo diferencijalnu jednadzbu sa separiranim varijablama

dt
L fa
w

koju rjesavamo na sljedeé¢i nacin:
In|w| = =kt + In|C|,

w
I ‘—‘:—kt,
"o

w = Ce



Uvrstavanjem w = 100 i ¢=0 dobivamo C' = 100, pa je
w = 100e~*. (1)
Koeficijent proporcionalnosti k ¢emo odrediti iz drugog uvijeta w = 50 i t = 25:

50 = 100e~2%*,
1 = 2e %k,

pa slijedi da je

[n2

Uvrstavanjem u (1) dobivamo:
w(t) — 1006(—0.04ln2)t

i to je trazena kutna brzina izrazena kao funkcija ovisna o t.

Primjer 3.3. Newtonow zakon hladenja glasi:"Promjena temperature objekta u nekom tre-
nutku proporcionalna je razlici temperature objekta u tom trenutku i temperature okoline.”
Koristeéi ovaj zakon rijesite sljedeci problem: U hotelskoj sobi temperature 20 °C policija je
u pono¢ otkrila tijelo Zrtve. Temperatura tijela bila je 26 °C, a 2h kasnije 24 °C . Kada se
otprilike dogodio zlocin?

Oznac¢imo: T(t)-temperatura objekta u trenutku ¢

Tox-temperatura okoline .

dT

i k(Topjerta — Tox) Newtonov zakon u matematickom zapisu
Torx = 20°C , k-konstanta proporcionalnosti

7(0) = 26°C

T(2) = 24°C

Zanima nas trenutak t kada je T(t)=36.5°C .

dT

— = k(T = 20)/dt/ : (T = 20) 0

dr
=k [ dt
/T—20 / ’
In|T =20 =kt+c,ceR

T —20=ceM, c#£0
T(t)=20+ce, ceR

T(0) = 26°C
26 = 20 + ¢ = ¢—6
T(2) = 24°C

24 = 20 + 6e*



2 = 3e* /In

k= —0.2027 .

Uvrstavanjem &k u T(t) dobivamo:

T(t) = 20 + 602027

36.5 = 20 + 602027

t=—4.98

t 219 :00 h. (Stoga, zlo¢in se dogodio oko 19:00 sati.)

e Modeli rasta populacije (primjena u biologiji)

Malthusov model populacije glasi:"Brzina rasta populacije u trenutku ¢ proporcionalna je
broju jedinki u tom trenutku."

Jednadzba modela glasi:

gdje je
t-vrijeme,
P(t)-broj jedinki u trenutku ¢,

k-koeficijent proporcionalnosti.

Rijesimo gornju diferencijalnu jednadzbu:

dP
— =k [ dt
pohf

In|P|=kt+C,= P =CeM.

C je konstanta koju mozemo odrediti ako znamo pocetnu populaciju P(0) = F,. Tada iz

P(0) = Ce® = C, pa je rjeSenje modela populacije dano formulom:
P(t) = Pgekt.

Primjer 3.4. Stanovnistvo gradica raste proporcionalno postojecem broju stanovnika. Ako
se nakon 2 godine broj stanovnika udvostrucio, a nakon 3 godine broji 20 000 stanovnika,

1zracuna) pocetni broj stanovnika.

Ozna¢imo sa N(t) broj stanovnika u vremenu ¢ i pocetni broj stanovnika sa Ny. Nasa

diferencijalna jednadzba ima oblik:

dN
— kN = 0, koja ima rjeSenje: N(t) = ceft .

Za pocetne uvjete: t=0, N(0) = Ny = Ny = cef® = ¢ = N, pa je N(t) = Nyert.
Nakon 2 godine populacija se udvostrucuje: t = 2, N(2) = 2Ny = 2Ny = Noe*
In2=2k Ine = k = 1In2 = 0.3465 = k ~ 0.3465 .



Dakle, nasa diferencijalna jednadzba ima oblik:
N(t) — N060.3465t .

Broj stanovnika nakon 3 godine iznosi 20 000, tj. za t = 3 imamo N (3) = 20000.
Stoga, dobivamo 20000 = Nye? 3465 odnosno: 20000 = Nyel0397 = 2.8284 Ny = N, = 7071.

Gradi¢ je na pocetku promatranja imao Ny = 7071 stanovnika.

4 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

Mnogi ekonomski problemi mogu se formulirati kao ekonomsko-matematicki model i za-
tim rjesavati adekvatnim matematickim metodama. Jedan od moguéih pristupa jest onaj
koji se primjenjuje u okviru matematicke ekonomije. Pritom se rjesavaju odgovarajuce dife-
rencijalne jednadzbe.

Primjer 4.1. Stedisa je orocio 5000kn uz kamatnu stopu koja se racuna kontinuirano, sa
8.5% wu prvih 4 godine 1 9.25% za naredne 3 godine. Izracunaj koliko ée biti na racunu, nakon

7 godina.

U pocetku je bilo 5000kn = N(0) = 5000 i za prve 4 godine k=0.085.

Naga diferencijalna jednadzba ima oblik: T 0.085N = 0, cije je rjeSenje:
N(t) = cet® = ce® 50 < t < 4).

Za pocetne uvjete: t = 0 = 5000 = ce?%% = ¢ = ¢ = 5000, N(t) = 5000085,
Nakon 4 godine na racunu je za t=4, N(4) = 5000e* %05 = 7024.74kn.

Vrijednost 7024.74kn je pocetni uvjet za drugi dio zadatka:
U pocetku je bilo 7024.74kn = N(0) = 7024.74 i za naredne 3 godine je k = 0.0925.

Nasa diferencijalna jednadzba ima oblik:

av 0.0925N =0
dt

koja ima rjeSenje:
N(t) = ceft = %0925 (() < t < 3) = Stoga, dobivamo: za t=0,
7024.74 = ce® 0% = ¢ = ¢ = 7024.74, pa je N(t) = 7024.74e%99%5 za t € [0, 3].

Nakon naredne 3 godine na racunu je: N (3) = 7024.74e%%9%53 = 9271.44kn .
Stoga, nakon 7 godina na racunu ¢e biti 9271.44kn.
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