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Sazetak

U ovom radu proucavat ¢emo neke operacije s matricama. Navest ¢emo svojstva operacija
i primjene. Osim poznatijih operacija kao Sto su zbrajanje matrica, mnozenje skalarom te
standardno mnozenje matrica, razlikujemo jos neke vrste mnozenja: Kroneckerov produkt,
Hadamard-Schurov te Khatri-Raov produkt. Upoznat ¢emo se i sa pojmom i svojstvima vek-
torizacije te matricnih derivacija.

Kljuéne rijeci: Kroneckerov produkt, vektorizacija, Hadamard-Schurov produkt, Khatri-Raov
produkt, matri¢ne derivacije, svojstvene vrijednosti

Abstract

In this paper we will study some operations on matrices. We will state properties and usefulness.
Exept for known operations like addition, scalar multiplication and standard multiplication, we
distinguish some other operations: Kronecker product, Hadamard- Schur product and Khatri-
Rao product. We will introduce the vec operation and matrix derivatives and state some of
theirs properties.

Key words: Kronecker product, the vec operation, Hadamard-Schur product, Khatri-Rao
product, matrix derivatives, eigenvalues
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1 Uvod

Tema ovog rada su operacije s matricama. Matrica tipa (m,n) s koeficijentima iz polja F je
preslikavanje A : {1,2,...,m} x{1,2,...,n} — F. Obic¢no se djelovanje takve funkcije zapisuje
tablicno, u m redaka i n stupaca. Za danu matricu A koeficijent u i-tom retku i j-tom stupcu
uobicajno oznacavamo s (A);; ili jednostavnije a;;, Dakle, takvu matricu zapisujemo u obliku:

a1 a12 P A1p

21 A22 ... dgp
A=

Am1 Am2 ... Amn

Skup svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F oznacavamo s M, (F).
Ako matrica ima jednak broja stupaca i redaka, to jest ako je m = n, takvu matricu zovemo
kvadratnom, a skup svih kvadratnih matrica reda m oznac¢avamo sa M,(F'). U ovom radu
navest ¢emo osnovne operacije s matricama: zbrajanje, mnozenje matrice skalarom i klasi¢no
mnozenje te njihova svojstva . Uz klasitno mnozenje pokazat ¢emo neka slozenija mnozenja i
njihovu primjenu u rac¢unanju. Produkti koje ¢emo promatrati su:

e Kroneckerov produkt
e Hadamard-Schurov produkt
e Khatri-Raov produkt

Takoder ¢emo pokazati vezu izmedu produkata i svojstvenih vrijednosti matrica. Osim pro-
dukata, koristan nam je i postupak vektorizacije koji olakSava rjeSavanje sustava matri¢nih
jednadzbi te nam olakSava i razumijevanje Kroneckerovog produkta. Za kraj, upoznat ¢emo se
i sa pojmom matri¢nih derivacija. Pokazat ¢emo svojstva tih derivacija, njihovu primjenu te
veze matricnih derivacija sa ostalim produktima.

Svi teoremi i dokazi u ovom radu pisani su prema [5]



2 Standardne operacije s matricama

Dokaze teorema u ovom poglavlju mozemo pronadi u [1]
Osnovna matematicka operacija s kojom se prvom susre¢emo je zbrajanje. Prema tome, krenimo
s opisom takve operacije nad matricama. Ova operacija zahtjeva da imamo matrice istog tipa.

Definicija 2.1. Neka su A = [a;;] © B = [b;;] matrice s m redaka i n stupaca. Zbroj matrica A
1 B definiramo kao:

ayy ... Gip bii ... bin ain +bu ... ap +biy

asy ... QAon le c bgn as1 + b21 c. Qon + bgn
+ 1 . .= ) )

Am1 -+ Qmnp bml . bmn A1 + bml cee Qmp + bmn

Navedimo osnovna svojstva zbrajanja matrica.
Teorem 2.2. Neka su A,B i C matrice istog tipa. Za zbrajanje matrica vrijedi sljedece:
e komutativnost: A+ B =B+ A;
e asocijativnost: A+ (B+C)=(A+B)+C;
e postojanje neutralnog elementa (nulmatrica): A+0=0+ A= A;
e postojanje suprotnog elementa: A+ (—A) =—-A+ A=0.

Definicija 2.3. UmnozZak matrice A = [a;;] skalarom « je matrica oblika:

aiy ce A1n a1y Ce (7051

as1 ... QAon (6707} N Aoy
al . .| =

Am1 .- Qmp aAm1 ... OQmn

Zbrajanje i mnozenje su dvije binarne operacije, no mnozenje matrica je operacija u kojoj ni
faktori ni umnozak nisu matrice istog tipa. Matrice koje mozemo mnoziti su ulancane matrice.
Matrice A i B su ulancane ako je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice B.

Definicija 2.4. Neka su A = [a;;] € My, @ B = [b;j] € M, ulancane matrice. Tada je produkt
AB definiran kao:

AB = [Cij] € Mms
pri cemu je
Cij = Zaikbkj,Vi = 1,2,...,m,Vj = 1,2,...,8.
k=1
Koeficijent ¢;; je umnozak i-tog retka od A i j-tog stupca od B pa je jasno zaSto matrice

moraju biti ulanc¢ane. Primjetimo kako komutativnost mnozenja matrica opéenito ne vrijedi.
Navedimo u teoremu osnovna svojstva matricnog mnozenja.



Teorem 2.5. Ukoliko su navedeni produkti definirani, vrijedi sljedece:
1. ABB+C)=AB+ AC;
2. (A+ B)C = AC + BC;
3. (aA)B = A(aB) = a(AB);
4. (AB)C = A(BC);
5. TA=A Al = A.

3 Kroneckerov produkt

Kroneckerov produkt definira se za dvije matrice proizvoljnog tipa.

Definicija 3.1. Neka je A = [a;;] matrica tipa mxn te B = [b;;] matrica tipa pxq. Kroneckerov
produkt matrica A i B oznacavamo i definiramo na sljedeci nacin:

_(lllB CllgB Ce alnB_
ang CLQQB Ce (ZQnB
A®B=| ! S
| a1 B ameB ... Gy B

Opcenito je Kroneckerov produkt matrica tipa mp x ng. Primjetimo kako jednakost AR B =
B ® A opcenito ne vrijedi bas kao i kod standardnog produkta matrica. U sljede¢em teoremu
navest ¢emo neka svojstva Kroneckerovog produkta.

Teorem 3.2. 1. Kroneckerov produkt je asocijativna operacija. Odnosno, za matrice A, B, C

vrijedi: (A B)@ C = A® (B® ()

2. Neka su A, B, C matrice takve da su B i C istog tipa. Tada vrijedi:
AR (B+C)=A®B+A®C.

3. Ako je a skalar i A bilo koja matrica, tada je: a ® A =aA=A®«
( a smatramo matricom reda 1).

4. Ako su A, B, C'i D takve matrice da su A i C te B i D ulancane, onda je:
(A® B)(C® D) =AC ® BD.

Ako su A i B bilo koje dvije matrice. Vrijedi: (A ® B)T = AT @ BT.
Ako su A i B bilo koje dvije matrice. Vrijedi: (A® B)* = A* ® B*.

Neka su A i B kvadratne matrice ne nuzno istog reda. Vrijedi: tr(A® B) = [tr(A)][tr(B)].

o RS &

Neka su A i B regularne matrice ne nuzno istog reda. Vrijedi (A® B)™' = A=~ @ B!,

3



Dokaze ovih svojstava mozemo pronaéi u [5]. Navedimo jos neka zanimljiva svojstva Kro-
neckerovog produkta.

Teorem 3.3. 1. Ako su A i B nenegativno definitne matrice, tada je i AR B takoder nene-
gativno definitna.

2. Ako je A matrica reda m te B matrica reda n tada je:

det(A ® B) = [det(A)]"[det(B)]™.

3. Neka su A © B dvije ne nuzno kvadratne matrice, tada je:

r(A® B) = [r(A)]lr(B)].

3.1 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori Kroneckerovog pro-
dukta

Takoder mozemo promatrati vezu svojstvenih vrijednosti Kroneckerovog produkta i matrica
koje ¢ine produkt.

Teorem 3.4. Neka su A i B kvadratne matrice sa svojstvenim vrijednostima Ay, . .., Ay, odnosno
M1y . Tada su Ny, za i = 1,...,m te j = 1,...,n , svojstvene vrijednosti pripadnog
Kroneckerovog produkta.

Dokaz. Ako je X svojstvena vrijednost od A te x odgovarajuéi svojstveni vektor i u svojstvena
vrijednost od B te y odgovarajuéi svojstveni vektor, lako se pokaze da je Ay svojstvena vrijed-
nost od A ® B sa svojstvenim vektorom z ® y. Tvrdnja je sadrzana u sljedeé¢oj jednakosti:

(A®B)(r®y) = (Az) @ (By) = (A7) ® (1y) = \(z @ ).

Dokazimo tvrdnju pozivajuéi se na teorem o dekompoziciji matrica: Postoje unitarne matrice U
reda m te V reda n takve da je UAU* = A; 1 VBV* = Ay, gdje su Ay i Ay gornjetrokutaste a
elementi na njihovim dijagonalama su svojstvene vrijednosti od A odnosno B. Sada promotrimo
jednakost:

UV)A@B)(UaV) = U V) (A B)(U*®V*) = (UAU*) @ (VBV*) = A, ® A,

U®V jeunitarna, a A; ® A, gornjetrokutasta matrica. Dijagonalni elementi od A; ® Ay sadrze

svojstvene vrijednosti od A ® B ¢ime je tvrdnja dokazana.
O

Promotrimo i sto se dogada sa svojstvenim vektorima.

Teorem 3.5. Neka je x svojstveni vektor koji odgovara nekoj svojstvenoj vrijednosti matrice
A te y svojstveni vektor koji odgovara nekoj svojstvenoj vrijednosti matrice B. Tada je x ® y
svogstveni vektor matrice A @ B

Dokaz ovog teorema ukljucen je u dokaz prethodnog teorema.
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3.2 Primjena Kroneckerovog produkta

Neka je dana linearna jednadzba:
AX =B (3.1)

gdje je A matrica tipa m X n i B matrica tipa m X p te X nepoznata matrica tipa n x p. Za
primjer uzmimo A, B, X € M, :

11 a2 1 T2 bii bio
= 3.2
le Gzz} L’ 3 1’4] {521 b22] (3:2)

Postoje dva nacina kako mozemo zapisati jednadzbu (3.2). Jedan je:

ann a2 0O 0 T bi;
az1 az 0 0 €3 b12

= 3.3
0 0 an a2 X2 bay ( )
0 0 a1 agn Ty bao

Neka je 27 = (21,19, 23,24) 1 b7 = (b11, bo1, b2, bo). Sustav (3.3) moZemo zapisati u sljedeéem
obliku:
(Io ® A)x = b. (3.4)

Drugi na¢in zapisivanja jednadzbe (3.2) je:

ar 0 app O T b1
0 a1 0 ap T2 b12

= 3.5
a0 axp O x3 bay ( )
0 a9 0 a9 Tyq b22

Neka je y?' = (w1, 22,23, 74) i ¢&' = (b1y, bo1, 12, byo). Sustav 3.5 mozemo zapisati u sljede¢em
obliku:
(A® L)y =c. (3.6)

Vratimo se na opéeniti slu¢aj i jednadzbu (3.1), x je vektor stupac tipa np x 1 dobiven iz matrice
X slaganjem redova jedan po jedan te b takoder vektor stupac tipa mp x 1 dobiven iz B na isti
nacin kao i x. Sada sustav (3.1) zapisujemo

(A® L)z =1 (3.7)

Pretpostavimo li da je m = n, odnosno da je A kvadratna matrica. Tada sustav (3.7) ima
jedinstveno rjesenje ako je A regularna matrica.



4 Vektorizacija

Pomoéu neke matrice mozemo napravit vektor stupac koji sadrzi sve elemente matrice A. Pos-
tupak mozemo provesti na dva nacina. Prvi nacin je da slozimo sve elemente redaka matrice A
po redu, pocevsi od prvog. Drugi nacin je slaganje stupaca. Ovaj nacin je vise koristen u praksi
pa ¢emo ga i opisati.

Definicija 4.1. Neka je A = [a;;] matrica tipa m X n i neka je a; i-ti stupac matrice A,
1=1,2,...,n. Tada sa vec A oznacavamo vektor stupac tipa mn X 1 definiran kao:
ay
vec A=
Qp,

Sada sustav oblika AX = B gdje su: A € M,,,, X € M,, te B € M,,, s mozemo zapisati
na sljedeci nacin:
(I, ® A)vec X = vec B. (4.1)

4.1 Vektorizacija
Navedimo sad nekoliko svojstva vektorizacije i napomena vezanih uz postupak.
Napomena 4.2. Vektorizaciju moZemo provesti za sve matrice a ne nuzno kvadratne.

Napomena 4.3. Ako za neke dvije matrice vrijedi vec A = vec B to ne znaci da je A = B.
Pogledagmo sljedeci dvije matrice:

7
A 19 B:[z 8 121

5 4 7 5

Q0 =~ DO

Njihova vektorizacija je istog oblika:

2
4
8
vec A=vec B=
7
12
- 5 —
Teorem 4.4. 1. Ako su x iy dva vektor stupca, ne nuzno istog tipa, onda je

vec a:yT =y
2. Ako su A i B dvije matrice istog reda, onda je

tr(ATB) = [vec A]Tvec B).



3. Ako su A i B dvije matrice istog reda, onda je
vec A+ B = vec A+ vec B.

4. Ako su A, B,C' tri matrice takve da produkt ABC' ima smisla, onda je
vec ABC = (CT @ A)vec B.

5. Ako je A € My, @ B € M,,, onda je

vec AB = (BT ® I,,,)vec A = (I, ® A)vec B.

Dokaz. Tvrdnje 1.,2.,3. lako se provjere pa pokazimo tvrdnju 4.

Neka su A = [a;;] € My, B = [b;j] € M,, i C = [¢;j] € M,,. Neka su by, b, ..., b, stupci
matrice B te e, e, ..., e, stupci jedini¢ne matrice [,. Matricu B mozemo zapisati na sljedeci
nacin.

p
B =BI,=(b1,by,....by)(e1,e2,.. ., ¢,)" = bse].

Imamo sljedece:

vec(ABC) = vec(A(Z

Jj=1 Jj=1

vec(Ab, eTC

M@

p

= Z vec((Abj)CTej)T) = Z(CT€j> ® (Abj)

j=1

7=1

p p
:ZCT®A<€j®bJ>:(CT®A>Z€]®[)J

j=1

Jj=1

=(CT® A) Z vec(bje;‘r) =(CT® A)vec(z b]eT)

= (CT ® A)vecB

Tvrdnja 5. slijedi iz 4. ako primjetimo da AB mozemo zapisati kao AB = I,,AB = ABI,,.
O

5 Hadamard-Schurov produkt

Definicija 5.1. Neka su A = [a;;] i B = [b;;] dvije matrice istog tipa. Hadamard-Schurov
produkt matrica A i B je matrica istog tipa ¢iji je (i,7)-ti element oblika a;;b;;.

Hadamard-Schurov produkt, radi jednostavnosti, piSemo HS produkt i oznacavamo ga A- B.
Cesto se u literaturi ovakvo mnozenje naziva entry-wise produkt. Navedimo osnovna svojstva
ovakvog mnozenja. Kako je HS produkt definiran samo za matrice istog reda, tvrdnje iz sljedeceg
teorema vrijede za takve matrice.



5.1 Svojstva Hadamar-Schurovog produkta

Teorem 5.2. 1. HS mnoZenje je komutativno:
A-B=B-A.
2. HS mnoZenje je asocijativno:
A-(B-C)=(A-B)-C.

.(A+B)-(C+D)=A-C+A-D+B-C+B-D.

3

4. A-0=0 gdje je O nul-matrica istog tipa.

5. A-J = A gdje je J matrica istog tipa c¢iji su svi elementi 1.
6

. Ako je m =n,A = (a;;), Iy, jedinicna matrica:
A1, = diag(ay1,ass, . . ., Gmm)-

7. (A-B)T = AT . BT.

8. Ako je A = (a;j) takva da je a;; # 0 ¢ B = (1/a;;), onda je A- B = J (B je tada HS
multiplikationi inverz od A).

Teorem 5.3 (Schurov teorem). Ako su A i B dvije nenegativno definitne matrice istog reda,
onda je A - B takoder nenegativno definitna. Ako su A © B pozitivno definitne, tada je takva i
A-B

Schurov teorem mozemo dokazati na nekoliko nacina. Jedan od njih dan je u [5]. Takoder,
vrijedi i obrat teorema: Ako je A nenegativno definitna matrica, mozemo ju zapisati kao HS
produkt dvije nenegativno definitne matrice. Isto vrijedi i za pozitivno definitne matrice.
Idudéi teorem iskazuje vezu izmedu ranga matrica i HS produkta matrica.

Teorem 5.4. Neka su A i B dvije matrice tipa m X n. Tada je:
r(A-B) < [r(A)][r(B)].

Navedimo jedan jednostavan primjer kojim ¢emo ilustrirati prethodni teorem.

Primjer 5.5. A = A-B=

0 0
0 0
113_
11

S O O
— o O O

11 1 010
11 0101
00 1010
0 0 01 01

S O =
O = O

Primjetimo da vrijedi: r(A) =r(B) =2 ter(A- B) =4.



5.2 HS produkt i definitnost matrica

Teorem 5.6. Ako je A pozitivno definitna matrica te B nenegativno definitna matrica sa r
nenul elemenata na dijagonali, tada je:

r(A-B)=r.
Ovaj teorem omogucava nam joS neke zanimljive rezultate. Vrijede sljedeci rezultati:

1. Ako je A pozitivno definitna i B nenegativno definitna matrica sa dijagonalnim elementima
razlicitim od nule, tada je A - B nenegativno definitna.

2. Ako je A porzitivno definitna matrica i B negativno definitna matrica, onda je A - B
negativno definitna matrica.

3. Moguce je da matrica A - B bude punog ranga iako to nisu matrice A i B.

Navedimo primjer za posljednju tvrdnju.

2 11 2 11 4 1 1

Primjer 5.7. A=|1 1 1| B=|1 1 0|l A-B= |1 1 0| Matrice A ¢ B su ranga 2, ali
1 11 1 0 1 1 01

matrica A - B je ranga 3.

Teorem 5.8 (Fejerov teorem). Neka je A = (a;;) matrica reda n. Matrica A je nenegativno
definitna ako i samo ako je tr(A- B) < 0 za sve nenegativno definitne matrice B reda n.

5.3 HS i svojstvene vrijednosti

Pogledajmo sada vezu HS produkta i svojstvenih vrijednosti. Za bilo koju hermitsku matricu
A reda m neka su A\ (A) > Ag(A) > -+ > A\ (A) svojstvene vrijednosti matrice A poredane od
najveée prema najmanjoj.

Teorem 5.9. Neka su A i B dvije nenegativno definitne matrice reda m. Neka su by i b, najveci
1 nagmangi dijagonalni element matrice B. Tada je:

bm)\m S )\7(14 . B) S bl)\laj = 1,2, .o, .
Uz ovaj teorem vezemo i slican korolar.

Korolar 5.10. Ako su A i B dvije nenegativno definitne matrice reda m, onda za sve j vrijedi:

An(A)Am(B) < /\j(A - B) < M(A)M(B)

6 Khatri-Raov produkt

Definicija 6.1. Neka je A matrica tipa p X n @ B matrica tipa m X n. Neka je a; i-ti stupac
matrice A te b;i -ti stupac matrice B, i = 1,2, ..., n. Khatri-Raov produkt A® B je blok-matrica
tipa pm X n oblika:

A®B = (a1 @bilag @byl ... |a, @ by,|) (6.1)

9



6.1 Veza Khatri-Raovog produkta sa Kroneckerovim i HS produk-
tom

Teorem 6.2. Neka su: A, B,C, D cetiri matrice tipova: p X n,m X n,m X p,n x m. Tada je:

(C®D)(A® B) = (CA) ® (DB).

Dokaz. Neka je «; i-ti stupac matrice A te [; i-ti stupac matrice B, i = 1,2,...,n. Tada je i-ti
stupac matrice CA Cay, a matrice DB Df;. Prema tome, i-ti stupac matrice (CA) ® (DB) je
Ca; @ DB; = (C ® D)(o; ® ;) Sto je zapravo i-ti stupac matrice (C' @ D)(A ® B). O

Teorem 6.3. Neka su A i B dvije nenegativno definitne matrice reda n. Neka su A = T'TT 4
B = QTQ Gramovi prikazi matrica A i B, za neke I' reda v x n i Q reda s x n. Tada su HS
umnozak 1 Khatri-Raov umnoZak povezani na sljedeci nacin:

A-B=Tod)"Ton).

Dokaz. Neka su aq, ao, ..., «a, stupci matrice I' i 1, s, ..., 8, stupci matrice Q. Ako su A =
(aij) 1 B = (bij) onda vrijedi: a;; = al'a; i by = Bi’B; Vi, j. (i,7)-ti element matrice (I' ®
O © Q) je dan kao: (o ® Bi)(a; @ B) = af a; ® BB = (o] a;)(B] B)) = aiby; sto je
zapravo (i, 7)-ti element HS produkta. O]

Korolar 6.4. Uz prepostavke teorema 6.3 donosimo sljedeéi zakljucak. Ako matrica dobivena
kao HS produkt A - B nije punog ranga, onda postoji nenul dijagonalna matrica A takva da je
rAQT = 0.

Dokaz. Prema teoremu 6.3 mozemo pisati: A- B = (I' ® Q)T(I' ® Q). Kako matrica A - B nije
punog ranga, postoji nenul vektor z takav da je (A - B)z = 0. Iz ovoga slijedi: (I' ® Q) = 0.
Neka je T = (745),Q = (wij) i 27 = (z1,22,...,2,). Neka je A = diag(xy,22,...,x,) Sada iz
(I'® Q) = 0 slijedi:

T1YiWi1 + TaYiewjo + ¢+ TpYinWin = 0

zal<i<ril<j<s. Ovoje ekvivalentno jednakosti TAQT = 0. O

7 Matricéne derivacije

Neka je f funkcija realnih varijabli, z;;,7 = 1,2,...,mij = 1,2,...,n. Pretpostavimo da su ove
varijable elementi matrice X = (z;;) tipa m X n. Pretpostavimo da je f parcijalno derivabilna
po svakoj varijabli.

Definicija 7.1. Matricna derivacija Of/0X od f s obzirom na X je matrica tipa m X n dana
kao:

of _ (. Of

X — (6931';' > :
Napomena 7.2. Ako je n=1, X je vektor stupac sa elementima: x1,xs,...,T,,. Odgovarajuca
derivacija Of /0 se naziva vektor derivacija funkcije f s obzirom na x.
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Op¢enito, pretpostavimo da je F' = (f;;) matricna funkcija matri¢ne varijable X. To znaci
da je svaki element f;; funkcija realnih varijabli iz X. Definirajmo sada derivaciju takve matrice.

Definicija 7.3. Neka je F matrica tipa p X q © X matrica tipa m X n. Pretpostavimo da svak:
element od F ima parcijalne derivacije svih varijabli iz X. Matricna derivacija OF /00X s obzirom

na X je definirana kao matrica
oF  (0fy
o - < ) X) | (7.1)

Napomena 7.4. Matrica (7.1) je tipa pm X qn sastavljena od pq blokova. Svaki blok matrice
je tipa m X n.

Pretpostavimo sada da je matri¢cna funkcija identiteta, to jest F(X) = X, ili f;;(X) = z;; za
sve i, 5. Kada bi zeljeli koristiti matricu parcijalnih derivacija za razvijanje Jacobijeve matrice
transformacija, ovakav nacin derivacije nije dobro definiran.

Neka je npr. X tipa 2 x 3 i F(X) = X. Tada je 9f/0X = ((vecly) @ I3)T, sto je tipa 4 x 9.
Jasno je kako je matrica 0f/0X ranga 1. Jakobijan matrica transformacije F(X) = X je I,.
Derivacija 0F/0X nije ni priblizna Jakobijanu. Kako bi poboljsali standardnu definiciju 7.1
definirajmo ju na sljede¢i nacin:
*OF  OQveclF
0X  O(vecX)T’

Ovako definirana matrica je tipa pg x mn. Opisimo postupak dobivanja nove matrice parcijalnih
derivacija:

Potrebno je sloziti varijable u X stupac po stupac u jedan vektor, dobiveni vektor transponirati.
Zatim je potrebno posloziti elemente iz F' stupac po stupac u jedan vektor, a zatim parcijalno
derivirati svaki element s obzirom na (vecX)?.

Primjetimo kako je tip od vecF pq x 1 i (vecX)T tipa 1 x mn. Prema tome, tip matrice 7.2 je
pq X mn.

(7.2)

Primjer 7.5. Matrica F tipa 2 x 4 1 X tipa 3 X 2 nam daju sljedecu matricu deriwacija:

[0fun  Ofu Ofuu Ofu  Ofu  Ofu]
LOx11  Oxp1  Ozz1  Owiz  Owaz  Oxs2

*OF
0X

zapravo elementi matrice 2£

Primjetimo kako su elementi matrice 5% -

7.1 Svojstva matricnih derivacija

Navedimo prvo novu definiciju koja nam je korisna u dobivanju nekih formula vezanih za deri-
viranje matrica.
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Definicija 7.6. Neka je f skalarna funkcija matricne varijabe X tipa m x n. Neka je Y kons-
tantna matrica tipa m X n. Pretpostavimo da je f diferencijabilna, to jest postoje sve parcijalne
derivacije 1 one su neprekidne. Tada postoji usmjerena derivacija funkcije f u smjeru Y i defi-
nirana je kao:
I f(X +1tY) — f(X)
im

t—o00 t

=tr(Y"

] (73)

Teorem 7.7. Neka su f i g dvije diferencijabilne funkcije realne matricne varijable X. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

ofg _ 0 of

1 3% = fox T 9%
of/9) _ 10f

2. X —Eﬁ__zﬁag%o

Fokusirajmo se sada na derivacije vektora. Sve funkcije f su funkcije realne varijable defini-
rane na vektorskom prostoru R™.

Teorem 7.8. 1. Ako je f(x) = a’x za neki konstantni vektor a € R™, onda je % = a.

2. Ako je f(x) = 2Tz, onda]e = 2z.

3. Ako je f(x) = 2T Az za neku konstantnu matricu A reda m sa realnim elementima, onda
je gi = (A+ A7)z,

4. Ako je f(z) = zT Az za neku konstantnu simetriénu matricu A reda m x m sa realnim
elementima, onda je % = 2Ax.

7.2 Primjena matri¢nih derivacija

Neka je A simetricna matrica i B pozitivno definitna matrica sa realnim elementima. Neka je
f(z) = 2T Az i g(x) = 27 Bx, x € R™. Zelimo odrediti stacionarne tocke funkcije f(x)/g(z), z €
R™\{0}. Koristedi teorem 7.8 imamo sljedecu jednakost:

8(£9/39) = zTB:E T AT — QQ%BA:;:Q Br = 0.
Sto vodi do jednadzbe:
(A= AB)x =0

ako uzmemo u obzir da je A = zT Az/x” Bz. Nenul rjeSenje jednadzbe ¢e postojati ako je
determinanta |A — AB| = 0.

Pogledajmo sada vezu s matri¢nim derivacijama. Funkcija f je realna funkcija matri¢ne varijable
X reda m. Neka je M, (ns) skup svih nesingularnih matrica reda m sa realnim elementima kojeg
oznacavamo. Ovaj skup je otvoren podskup skupa svih matrica reda m. Za domenu ove funkcije
promatrat ¢emo skup {X € M,,(ns) : |X| > 0} na kojem je dobro definirana diferencijabilnost
funkcije determinante, | X| matrice X.

Teorem 7.9. 1. Ako je f(X) = |X|, X € M,,(ns), onda je 0f/0X = | X|(X~HT.
2. Ako je f(X) = log|X]|,|X]| > 0, onda je g—)}; = (XHT.
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3. Ako je f(X) = |X|",|X]| > 0, onda je Of /OX = r|X|"|(X~1)T].

Obratimo paznju na simetri¢ne matrice. Prostor M,,(s) svih simetri¢nih matrica reda m je
m(m+1)/2-dimenzionalan vektorski prostor. Pogledajmo podskup M,,(s, ns) svih nesingularnih
matrica u M,,(s). Na ovom otvorenom skupu, determinanta je definirana.

Primjer 7.10. Neka je X € My(s,ns)

X — {5511 56'12}

Ti2 T22
sa determinantom 11X — w%z # 0.
x| _ %)1(\ %ﬁq _ | T22 —2x19 —9 T2 —Ti12| | T22 0 _
9 k] o] —2r12  Tnn —Ti2 T 0 zn
Ox12 Oz
| X|[2X 7! — diag(X 1))
Navedimo jos neke korisne rezultate:
Teorem 7.11. 1. Ako je f(X) = |X|, X € M,,(s,ns), onda je
7% = [X|[2X 7" — diag(X )]
e )
2. Ako je f(X) = log| X|, X € M,(s,ns),|X| >0, onda je
AL = [2X7! — diag(X7Y)).

3. Ako je f(X) = |X[|", X € M,,(s,ns),|X| > 0, onda je

af = 7| X[ [2X 7 — diag(X 7).

7.3 Veza matri¢nih derivacija s ostalim produktima

Na pocetku ovog poglavlja, parcijalne matri¢ne derivacije zapisali smo kao:

*OF _ _Queck

0X d(vecX)T "

lako su elementi matrice *0F/0X zapravo elementi matrice 0F/0X u drugacijem poretku,
ponekad je korisno racunati s *0F/9X. To i radimo u sljedeéem teoremu.

Teorem 7.12. 1. Neka je F(X) = AX za neku A konstantnu matricu reda p x m i X tipa
m x n. Tada je

*OF __

2. Neka je F(X) = XB za neku B konstantnu matricu tipa n X q © X tipa m x n. Tada je

*8F BT ® I
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. Neka je F(X) = AXB za neke A i B konstantne matrice tipa pxm inxq i X tipa m xXn.
Tada je

*OF _
= =BT®A

. Neka je F(X) = AXTB za neke A i B konstantne matrice tipa p x n i m x q i X tipa
m x n. Tada je

o = (A®BT)P,

gdje je P matrica permutacija koja vektor vec(X) prevodi u vec(XT), to jest vec(XT) =
Puvec(X).

. Neka su U(X) i V(X) matricne funkcije matricne varijable X i neka je U(X) tipa p X q,
V(X) tipa q x r te X tipa m x n. Tada je

LUXWVX)=V(X)RL)"2UX)+ (I U(X));2V(X).

. Neka je F(X) = XTAX za neku A konstantnu matricu reda m i X tipa m X n. Tada je

DE = (XTAT @ I,)P + (I, ® XTA).

. Neka je F(X) = AX7'B za neke A i B konstantne matrice tipa p x m im x q i X reda
m, nesingularna. Tada je

PE = (X'B)" @ (AX ).

. Neka su U(X) i Z(X) matricne funkcije matricne varijable X i neka je U(-)tipapxq,
Z(yredalteXtipamxn. Neka je f(X) = Z(X)U(X). Tada je

O = vec(U (X)) 229 4 7(x)20X).
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