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Sazetak

U ovom radu razmatramo problem pribliznog lociranja podrucja u Gausso-
voj ravnini unutar kojeg lezi spektar kompleksne kvadratne matrice. Za
poznavanje spektra kvadratne matrice potrebno je odrediti njene svojstvene
vrijednosti, a sam postupak njihovog odredivanja opisan je u prvom poglav-
lju. Za matrice veceg reda rac¢unanje svojstvenih vrijednosti moze biti vrlo
zahtjevno. U nekim primjenama dovoljno je spektar samo priblizno locirati.
Gersgorinov poznati teorem govori o tome kako sve svojstvene vrijednosti
kvadratne matrice leze u krugovima, zvanim Gersgorinovi krugovi, oko dija-
gonalnih elemenata. Za neke specijalne slucajeve, moguce je iskoristiti danu
strukturu i odrediti jos i manje krugove koji sadrze svojstvene vrijednosti od
onih iz opéenitog Gersgorinovog rezultata. Tvrdnje su potkrijepljene primje-
rima koji vjerno prikazuju sadrzaj Gersgorinovih teorema.

Kljuéne rijeci: kvadratna kompleksna matrica, svojstvena vrijednost,
spektar matrice, lociranje spektra, Gersgorinov krug, Gersgorinov teorem

Abstract

In this paper, we consider the problem of determining a subset of the com-
plex plane which contains all eigenvalues of the given complex matrix.To
know the spectrum of a square matrix, it is necessary to determine its eige-
nvalues, and the procedure for their determination is described in the first
chapter. For higher order matrices, the calculation of eigenvalues can be very
demanding. In some applications, it is sufficient to locate the spectrum only
approximately. Gershgorin’s well-known theorem states that all eigenvalues
of a square matrix lie in disks, called Gershgorin disks, around the diago-
nal elements. For some special cases, it is possible to use a given structure
and determine even smaller circles that contain eigenvalues than those from
the general Gershgorin result. The claims are supported by examples that
faithfully illustrate the content of Gershgorin’s theorems.

Key words: square complex matrix, eigenvalue, spectrum of a matrix,
spectrum location, Gershgorin’s disk, Gershgorin’s theorem
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1 Uvod s motivacijom

U ovom radu bavit ¢emo se svojstvenim vrijednostima i njihovim locira-
njam pomocéu Gersgorinovih krugova. Na samom pocetku, u prvom poglavlju
doticemo se definicije svojstvenih vrijednosti, te njihova problema koji ima
veliko teorijsko znacenje i vrlo Siroku primjenu. Vidjet ¢emo kako, kod kva-
dratnih matrica, upravo svojstvene vrijednosti predstavljaju najvazniji po-
datak o njima, koji nam dalje koristi u rjesavanju problema. Ako je matrica
dijagonalna ili trokutasta, svojstvene vrijednosti su dijagonalni elementi. Za
ostale tipove matrica, svojstvene vrijednosti potrebno je racunati. Na pri-
mjer, ovaj problem svojstvenih vrijednosti od velike je vaznosti u rjesavanju
diferencijalnih jednadzbi i analiziranju modela rasta populacije. Nadalje,
uvodimo pojam svojstvenog vektora te postupka njegovog izracunavanja.
Njegovi primjenu mozemo pronaci u raznim podrucjima znanosti poput fizike,
sociologije, ekonomije i statistike. Nakon §to smo definirali pojam svojstvene
vrijednosti i svojstveng vektora, slijedi definiranje karakteristicnog polinoma
koji je kljucan pri izracunavanju svojstvene vrijednosti i svojstvenog vek-
tora. Postupak racunanja svojstvenih vrijednosti nije uvijek jednostvan, cak
StoviSe moze biti vrlo zahtjevan, posebno kod matrica koje su veéeg reda.
Ovisno o tome sto pojedini zadatak zahtijeva od nas, za njegovo rjeSavanje
ponekad je dovoljno samo priblizno locirati svojstvene vrijednosti. Kako
smo veé¢ naveli, svojstvene vrijednosti dijagonalne matrice vrlo je lako loci-
rati i one su neprekidne funkcije, pa je prirodno pitati se moze li nam bilo
koja od njih reé¢i nesto korisno o svojstvenim vrijednostima matrice koja
je gotovo dijagonalna, u smislu da medu njenim dijagonalnim elementima
na neki na¢in dominira glavni dijagonalni element. Takve matrice najcesce
susre¢emo u racunanju velikih sustava homogenih jednadzbi. U drugom po-
glavlju opisujemo jednostavne kriterije koji su dovoljni kako bi osigurali da
svojstvene vrijednosti dane matrice budu uklju¢ene u skupove poput zadane
poluravnine, kruga ili zraka. O tim skupovima nam govore Gersgorinovi te-
oremi (ime dobili po ruskom matematicaru Semjonu Aranovié¢u Gersgorinu).
Teoremi predstavljaju temeljni rezultat u lociranju svojstvenih vrijednosti
kvadratne matrice. Oni nam govore da sesve svojstvene vrijednosti nalaze
u krugovima oko dijagonalnih elemenata, drugim rije¢ima za danu n X n
kompleksnu matricu jednostavne aritmeticke operacije nad elementima ma-
trice daju n kruznica u kompleksnoj ravnini ¢ija unija sadrzi sve svojstvene
vrijednosti spomenute matrice. Naime, kada je matrica nenegativna i ima
visestruku svojstvenu vrijednost, tada ta svojstvena vrijednost lezi na kru-



govima manjeg radijusa oko dijagonalnog elementa. Danas se Gersgorinovi
teoremi koriste kao dobro poznata tehnika za rijesavanje problema u Linear-
noj algebri i jos uvijek se spominju u razli¢itimistrazivackim podrucjima, cak
i nakon dugo vremena a to nam upravo pokazuje veli¢inu njihove vaznosti.

2 Svojstvene vrijednosti matrica

Matricu A € M,, mozZemo smatrati linearnom transformacijom iz C" u C",
A x — Ax, takoder ovo mozemo promatrati kao niz brojeva. Medusobni
odnos ova dva koncepta od A i ono $to nam niz brojeva govori o linearnoj
transformaciji je srediSnja tema matri¢ne analize. Temeljni koncept u ma-
tricnoj analizi je skup svojstvenih vrijednosti kvadratne matirce. Algebarska
definicija vrijednosti A matrice A kao skalara za kojeg je, s nekim vektorom
x razlicitim od nul-vektora, ispunjeno Ax = Az povlaéi algebarsku karak-
terizaciju svojstvenih vrijednosti kao nultocaka odredenog polinoma. Kako
(A—X)x =01z # 0 povlace da (A — AI) ima netrivijalnu jezgru, tj. da
je ona singularna, odmah je det(A — A\I) = 0. Iz definicije determinante je
odmah jasno da je det(AI — A) polinom stupnja n u varijabli A,

A —ap —Q12 ce —Q1n—1 —Q1n
—a21 A — ag ce —Q2n—1 —Q2n
det(N— A) = det ; :
—An-1,1 A— Ap—1n—-1 —Qpn—-1n
—Ap1 —An,n—1 A— Ann

= \" —trag(A)N""1 4 - 4 (=1)"det(A)

Definicija 2.1. Neka je A € C"*". Ako skalar \ i nenul vektor x zadovo-
ljavaju jednadzbu
r=M,x €eC" x A0, A eC (2.1)

tada se \ maziva svojstvena vrijednost matrice A, a x se naziva svojstveni
vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A matrice A.

Skalar A i vektor z u predhodnoj definiciji javljaju se uvijek u paru.

Treba primjetiti da svojstveni vektor z iz navedene definicije nikako nije
jedinstven: ako je x svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A
onda je ax svojstveni vektor pridruzen istoj svojstvenoj vrijednosti i to za
svaki skalar o # 0.

Ponekad struktura matrice olaksava izracunavnaje karakteristicnog poli-
noma matrice. To je slucaj kod dijagonalnih ili trokutastih matrica.



Primjer 2.1. Neka je D = diag(dy, . ..,d,) dijagonalna matrica. Objasnimo
zasto su bazni vektori e;,1 = 1,...,n svojstveni vektori od D, te s kojom je
svojstvenom vrijednosti povezan pojedini svojstveni vektor.

Znamo da su svojstvene vrijednosti dijagonalnih matrica smjestene na
dijagonali. Ukoliko bazne vektore e; wvrstimo u jednadzbu 2.1 iz definicije
2.1, slijedi da skalari d; 1 bazni vektori e; zadovoljavaju danu jednadzbu. S
toga, zakljucujemo da su bazni vektori upravo svojestveni vektori dijagonalne
matrice D, te da parovi (d;,e;), za svaki i = 1,...,n ¢éine par svojstvena
vrigednost-svojstveni vektor.

Definicija 2.2. Skup svih svojstvenih vrijednosti A € C matrice A € C*™"
naziva se spektar od A i oznacava se sa o(A).

Jednadzbu iz Definicije 2.1 mozemo zapisati u obliku Az — Az = (A —
A)x = 0, kao homogeni sustav linearnih jednadzbi. Ako taj sustav ima
netrivijalno rijesenje, tada je A svojstvena vrijednost od A, a matrica A\l — A
je singularna. Suprotno, ako je A € C i A\ — A singularna, onda postoji
nenul-vektor z takav da je (Al — A)x = 0, pa je Az = Az, tj. A iz ¢ine par
svojstvena vrijednost-svojstveni vektor od A.

Definicija 2.3. Za A € C™"*" svojstveni ili karakteristicni polinom je defini-
ran s

ka(\) = det(AI — A) (2.2)

Teorem 2.4. Skalar \y € C je svojstvena vrijednost matrice A ako i samo

ako je ka(Ao) =0

Dokaz. X\ je svojstvena vrijednost matrice A ako i samo ako postoji x # 0
takav da je (A— Al )z = 0. To je ekvivalentno uvjetu da je A— AI singularna,
sto je opet ekvivalentno ¢injenici da je det(A — \gl) = 0. ]

Primjer 2.2. Promotrimo matricu

7T =2
[T 2] e

Karakteristicni polinom pripadne matrice A je

T—A =2

det(A—)\I):‘ 4 1-)

‘:(7—)\)(1—)\)+15:>\2—8>\+15.



Svojstvene vrijednosti su nultocke karakteristicnog polinom matrice pa rjesavamo
jednadzbu
A —8A+15=0

te dobivamo svojstvene wvrijednosti \y = 3 i Ay = 5. Iz wvjeta Ax = Az
racunamo svojstvene vektore za pripadne svojstvene vrigednosti. Svojstveni
vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A\ = 3 je

w-[1]

Nadalje, za svojstvenu vrijednost Ao = 5 pripadni svojstveni vektor je

w1

Kako polinom stupnja n ima opcenito n nultocaka, zaklju¢ujemo da ce i
matrica reda n imati n svojstvenih vrijednosti.

Teorem 2.5. Matrica A € C"*™ ima n svojstvenih vrijednosti koje su opcenito
kompleksni brojevi i koje brojimo kao nultocke A1, Aa, ..., A\, karakteristicnog
polinoma ka(\), zajedno sa kratnostima. Vrijedi formula

det(\] — A) = f[(x —\) (2.3)

i=1
Specijalno je
trag(A) = Z Ai, det(A) = H i (2.4)
i=1 i=1

Dokaz. Na pocetku ovog poglavlja diskutirali smo da za karakteristiéni poli-
nom vrijedi

det(\ — A) = \" — trag(A)N"' + ...+ (—1)"det(A).

Kako smo karakteristi¢ni polinom zapisali kao polinom n-tog stupnja u vari-
jabli A\] a iz pretpostavke teorema i, Ao,..., A, su nultocke karakteristicnog
polinoma, mozemo pisati

n

det(\ — A) = TJ(A =M.

=1



Specijalno, za A = 0 dobijemo det(A H A;. Preostaje jos dokazati da je
trag matrice A jednak sumi svojstvenih VrljeanStl te matrice. Iz
Ea(A)=A=A1)-...- (A= Ap)

mnozenjem dobijemo izraz —(A\; + ... + \,) koji stoji uz A\"7!. Kako je
izraz uz \"~! iz jednakosti s pocetka dokaza jednak —trag(A) slijedi da je

trag(A) = A\ + ...+ A, odnosno trag(A) = Z Ai- O
Definicija 2.6. Neka je \ svojstvena vrijednost od A i neka je o njena

kratnost kao nultocke karakteristicnog polinoma ka. Tada je o algebarska
kratnost od \.

Korolar 2.7. Neka je A € C"™", sa svojstvenim vrijednostima A1, g, ..., Ap.
Iz predhodnog Teorema odmah slijedi:

o Slicne matrice A i S~YAS imaju isti karakteristicni polinom pa i iste
svojstvene vrijednosti

o Matrice A i AT zma]u 1ste svoystvene vrijednosti. Svojstvene vrijednosti
matrica A i A* su X, Ag, ..., An

e Ako je A regularna, onda su sve \; # 0 i svojstvene vrijednoti od A~
sul/A, 1/, oo, 1/,

Definicija 2.8. Neka je A € C™*™. Spektralni radijus matrice A je

p(A) = maz{|\| : X € o(A)}. (2.5)



3 Lociranje svojstvenih vrijednosti pomocéu
Gersgorinovih krugova

Ponekad je dovoljno samo priblizno locirati svojstvene vrijednosti matrice.
Na primjer, za zakljucak da je matrica regularna, dovoljno je na neki nacin
zakljuciti da nula nije u njenom spektru. U nekoj drugoj situaciji moze biti
vazna npr. Cinjenica da su sve svojstvene vrijednosti po modulu manje od
jedan ili da su sve u lijevoj otvorenoj kompleksnoj poluravnini tj. sa strogo
negativnim realnim dijelovima.

U ovom poglavlju opisujemo jednostavne kriterije koji su dovoljni da osi-
guraju svojstvenim vrijednostima dane matrice uklju¢enost u skupove poput
zadane poluravnine, diska ili zraka.

Definicija 3.1 (SDD matrica). KaZemo da je matirca A € C"*" strogo
dijagonalno dominantna (SDD matrica) ako je | Ayl > Z|Aij| 2a

JFi
ij=1, ..., n

Primjer 3.1. Neka je dana matrica

6 —1 2 2
1 5 -1 2
A=11 4 -8 5
-1 0 0 3

Lako se vidi da svaki red zadovoljava nejednakost |A;;| > Z|Az~j|

J#i
redl 6] > |—=1 + |2 + |2
red2 5] > |—=1] + |—-1 + |2
red3 |—=8 > |1  + |1 + 5]
redd |13 > |—=1 + 0] + |0

Teorem 3.2 (Nesingularnost SDD matrice). SDD matrice su uvijek ne sin-
gularne.

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A SDD i singularna, tada postoji u € C™*
takav da je Au = b pri ¢emu je b nulvektor, dok je u razli¢it od nulvektora.



All A12 Aln (75}

A21 AQQ Agn (%)
. o . u= | b=

=TI

A pum
Anl An2 e Ann un

U vektoru u postoji "dominantan element” na mjestu 7, pri ¢emu je nje-
gova apsolutna vrijednost veca ili jednaka od apsolutne vrijednosti bilo kojeg
drugog elementa vektora u. Nazovimo tu maksimalnu vrijednost «. Svaki
element u u ne moze biti . Ukoliko je to slucaj, tada red ¢ — ¢z redak ma-
trice A pomnozen s u nije 0, 0 iz b, koji je potreban kako bi b bio nulvektor.
Pretpostavimo da su apsolutne vrijednosti elemenata vektora u jednake «,
t].

| ua] =[us| = -+ =| up| = o

Pogledamo li -tu komponent jednakosti Au = b
Aﬂul + AiQUJQ + ...+ Amun =0

uvrsStavanjem pretpostavke da su sve komponente vektora u po apsolutnoj
vrijednosti jednake o dobijemo da je

+Aqjo £ Apat ... £ Aya=0.
Djeljenjem prethodne jednakosti brojem a dobivamo
+Ap+Ap+... £ A,=0
Sto ekvivalentno mozemo zapisati kao
|[Aa| =| Ae| + ...+ | Ainl.

Prethodna jednakost je u kontradikeiji s pretpostavkom da je matrica A SDD,
dakle svaki u,, ne moze biti a.

n
Kako bi by bio jednak 0 onda ZAuUi = 0. Zbog |Ay1| > ZMU" tada u;
i=1 i
ne moze biti a.Ako u; ne moze biti « $to je onda s us? Iz istog razloga uq
ne moze biti a zbog dimenzije A; u retku 1 od A, us ne moze biti a zbog
dimenzije A; u retku 2 matrice A. Ta se logika nastvalja od us sve do u,,.
Kao rezultat, niti jedan element u © ne moze biti maksimalan element, a svi

7



elementi u u ne mogu butu maksimalni elementi.Stoga ne postoji vektor u
koji bismo moglistvoriti takav da Au = 0. Ako ne postoji v osim nul-vektora
koji se moze stvoriti takao da je Au = 0, tada A nije singularna sto je u
kontradikciji s naSom pretpostvakom. O

Znajud¢i da matrica A nije singularna pod uvjetom da je SDD sada mozemo
iskazati i dokazati GerSgorinov teorem.

Teorem 3.3 (Gersgorinov teorem 1). Svaka svojstvena vrijednost matrice
A € C™™ zadovoljava |\ — Ay| < Z|Aij|’ iel,...,n.

JFi
Dokaz. Pretpostavimo da je A svojstvena vrijednost matrice A. Matrica
A — A je SDD ako je |A\] — A| > Z\Am za svaki i. Ako Teorem 3.3 nije

J#i
zadovoljen, onda je A\I — A SDD. Ako je ona SDD, tada je nesingularna
po Teoremu 3.2 i kao rezultat toga A nije svojstvena vrijednost. Ako je A
svojstvena vrijednost tada mora vrijediti Teorem 3.3 [

Analizirajuéi ovaj teorem vidimo da svaka svojstvena vrijednost matrice
A mora biti na nekoj udaljenosti d od A;; za neke i. Budud¢i da su opcéenito
svojstvene vrijednosti kompleksni brojevi mozemo vizualizirati svojstvenu
vrijednost kao tocku u kompleksnoj ravnini, pri ¢emu ona mora biti unutar
udaljenosti d od A;; za neke i. To nas dovodi do sljedece definicije

Definicija 3.4 (Gersgorinovi krugovi). Neka je d; = Z|Aij| . Tada skup
J#

D; ={z € C: |z - Ay| < d;} nazivamo i-ti Gersgorinov krug matrice A.

Radijus kruga je d; © smjesten je u kompleksnoj ravnini.

Primjer 3.2. Neka je dana matrica
1 2
A= [ 1 -1 } '

Svojstvene vrijednosti dane matrice su \/g, —V/3. Iz redova matrice A
dobivamo krug radijusa 2 sa sredistem u (1,0) i krug radijusa 1 sa sredistem u
(-1,0). Ucrtavanjem oba kruga i svojstvenih vrijednosti u kompleksnu ravninu
dobivamo:



Slika 3.1

Iz Definicije 3.4 vidimo da za matricu A postoji n krugova u kompleksnoj
ravnini, svaki sa srediStem u jednoj od dijagonalnih vrijednosti matrice A. 1z
Teorema 3.3 znamo da svaka svojstvena vrijednost mora biti unutar jednog od
tih krugova, no to nam ne govori da svaki krug sadrzi svojstvenu vrijednost.

Primjer 3.3. Neka je dana matrica
1 -1
A= {2 ! ]
Svojstvene vrijednosti matrice su i, —i. Iz redova matrice A dobivamo
krug radijusa 1 sa sredistem u (1,0) i krug radijusa 2 sa sredistem u (-1,0).

Ucrtavanjem oba kruga i svojstvenih vrijednosti u kompleksnu ravninu dobi-
vamo:



Slika 3.2

Jasno je vidljivo da se sve svojstvene vrijednosti nalaze u krugu radijusa
2, a niti jedna se ne nalazi v krugu radijusa 1.

Teorem 3.5 (GerSgorin u odnosu na stupce). Svaka svojstvena vrijednost
matrice A mora leZati u Gersgorinovom krugu koji odgovara stupcima od A.

Dokaz. Teorem 3.3 i rezultirajuca Definicija 3.4 daju nam Gersgorinove kru-
gove koji odgovaraju redovima matrice A, gdje je A matrica ¢ije svojstvene
vrijednosti trazimo. Ako transponiramo matricu A tada redovi matrice A
postaju stupci matrice AT. Znamo da matrice A i AT imaju iste svojstvene
vrijednosti, dodatno matrica AT mora zadovoljavati Teorem 3.3. Uzimajuéi
u obzir sve to, dobivamo skup svojstvenih vrijednosti koje suiu Aiu A7T.
Buduéi da redovi od AT odgovaraju stupcima od A, svojstvene vrijednosti
padaju unutar Gersgorinovih krugova koji odgovaraju stupcima matrice A
zbog toga §to AT zadovoljava Teorem 3.3. O

krugova.
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Teorem 3.6 (GerSgorinovi teorem 2). Svojstvene vrijednosti matrice A na-
laze se u uniji Gersgorinovih krugova

G(A) = O{z eC:lz— Ayl <dj} (3.1)

Nadalje, ako unija k odn krugova iz G(A) tvori skup Gi(A) koji je disjunktan
s preostalim n — k krugova, tada Gy(A) sadrzi toéno k svojstvenih vrijednosti
matrice A.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [1]

Primjer 3.4. Promatrajmo matricu

5 0 0 -1
1 0 —1 1
A= 15 1 -2 1
1 1 3 -3

Svojstvene vrijednosti matrice A su priblizno 5.17, —4.15, —1.38, 1 0.35. Iz
retka matrice A dobivamo krug polumgjera 1 sa sredistem (5,0), krug radijusa
3 sa sredistem u (0,0), krug radijusa 3.5 sa sredistem u (-2,0) i krug radi-
Jusa 5 sa sredistem u (-3,0). Ucrtavanjem dobivenih krugova i svojstvenih
vrigednosti u kompleksnu ravninu dobivamo:

11



Slika 3.3

Kao sto mozZemo vidjeti postoji grupa G1 sastoji se od jednog kruga sa
sredistem u (5,0) @ unutar te grupe postoji jedna svojstvena vrijednost. U
vecoj grupt, G2 nalaze se cetiri kruga i unutar te grupe postoje cetiri svoj-
stvene vrijednosti.

Teorem 3.7 (Realni disjunktni Gersgorinovi krugovi). Ako matrica A ima
disjunktan Gersgorinov krug, P, stvoren iz reda sa realnim dijagonalnim ele-
mentima, tada je svojstvena vrijednost unutar kruga P realna.

Dokaz. Pretpostavimo da je A € C™™ i X njezina svojstvena vrijednost
koja se nalazi unutar kruga P stvorenog iz reda koji ima realan dijagonalni
element. Neka je P disjunktan Gersgorinov krug. Ako je A = x + iy, gdje su
x,y razli¢iti od nule i relani brojevi, tada je druga svojstvena vrijednost od
A A\ = x —1y. Bududi da je A; jednako udaljen od sredista kruga kao i A,
proizlazi da je A; u krugu P. Medutim, to znaci da postoje dvije svojstvene
vrijednosti unutar izoliranog Gersgorinovog kruga P s obzirom da je njegovo
srediste na realnoj osi. To je u kontradikciji s Teoremom 3.6 i stoga mora
vrijediti Teorem 3.7. O]
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