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Uvod

Svrha ovog rada je proucavati strukturu posebne vrste linearnih operatora na kona¢nodimen-
zionalnom unitarnom prostoru. Sastoji se od nekoliko poglavlja kroz koja ¢emo se upoznati
s normalnim operatorima te nekim njihovim specijalnim slu¢ajevima. Rad je organiziran na
sljedec¢i nacin.

Na pocetku rada ¢emo definirati i objasniti neke osnovne pojmove. Kako bismo mogli
definirati normalne operatore u drugom poglavlju ¢éemo uvesti pojam hermitski adjungiranog
operatora te ¢emo navesti i dokazati neka njegova svojstva. U tre¢em poglavlju upoznajemo
se s pojmom unitarne dijagonalizacije te prelazimo na samu definiciju normalnih operatora i
navodimo neka svojstva koja oni posjeduju. Na kraju poglavlja upoznajemo se sa nekim spe-
cijalnim sluc¢ajevima ovih operatora. U ¢etvrtom poglavlju dokazujemo Strukturni teorem za
normalne operatore na kona¢nodiomenzionalnom prostoru, posebno za kompleksni i posebno
za realni slucaj. Na kraju poglavlja formuliramo njegovu matri¢nu verziju. U petom poglav-
lju se bavimo ortogonalnim projekcijama i dokazujemo njihovu karakterizaciju. U Sestom
poglavlju promatrat ¢emo dekompoziciju jedinice te dajemo uvijet da je ona ortogonalna
ako su svi projektori ortogonalni. Nadalje, pogledat ¢emo vezu izmedu rastava prostora V'
na ortogonalnu direktnu sumu i ortogonalne dekompozicije jedinice. U zadnjem dijelu rada
upoznajemo se sa spektralnom dekompozicijom te ¢emo navesti i dokazati Spektralni teorem
za normalne operatore.



1. Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju definiramo osnovne pojmove koje ¢emo koristiti u radu.

Definicija 1.1. Neka je V wvektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt na V je
preslikavange (.,.) : V x V. — F koje ima sljedeca svojstva:

1. {x,z) >0,V eV,

2. (z,2) =0 < =0,

3. (x1 + xa,y) = (x1,y) + (22, y), Va1, 29,y €V,
4. {az,y) = alx,y), YVa e F, Vr,y € V,

5. (x,y) = (y,z), Ve,y € V.
Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran prostor.

Definicija 1.2. Neka je V unitaran prostor. KaZe se da su vektori x iy iz V medusobno
okomiti ili ortogonalni (oznaka: L y) ako je

(x,y) = 0.
Konacan skup vektora {ey, ..., e;} je ortogonalan ako je e; L e;, Vi # j. Skup {e1,...,ex}
je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je |le;]| =1, Vi=1,... k.

Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan. Ortonormiran skup koji je baza
od V' zove se ortonormirana baza od X.

Ako su V' i W vektorski prostori, svako preslikavanje A : V' — W zove se operator.

Definicija 1.3. Neka su V i W wvektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje A :
V' — W zove se linearan operator ako vrijedi A(ax + fy) = aAx + fAy, Yo,y € V,
Vo, € F.

Skup svih linearnih operatora sa V' u W oznacavamo sa L(V, W), a skup svih linearnih
operatora sa V u V sa L(V).

Definicija 1.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i A € L(V'). Kaze se da je skalar
Ao € F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor x € V., x # 0, takav da je
Az = Noz. Skup svih svojstvenih vrijesdnosti operatora A naziva se spektar (operatora A)
i oznacava sa o(A).

Definicija 1.5. Neka je A:V — W linearan operator. Potprostori

ImA=AV)={Av:veV} <W

KerA=A7({0})={z eV :Az =0} <V

zovu se slika, odnosno jezgra operatora A. Kad su Vi W konacnodimenzionalni, rang i defekt
operatora A definiraju se kao brojevi



r(A) = dim(ImA),

odnosno
d(A) = dim(KerA).

Definicija 1.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem ® 1. Vektorski prostor L(V, ®) zove
se dualni prostor prostora V, a njegovi elementi, linearni operatori s V u ®, nazivaju se
linearni funkcionali.

Teorem 1.1 (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala). Neka je V konacnodimenzionalan
unitaran prostor nad poljem ®. Za svaki f € L(V,®) postoji jedinstveni y € V tako da je
f(z) = (z,y), Vo € V. Nadalje, [ly|| = || f|-

Definicija 1.7. Neka je V wvektorski prostor. KazZemo da je V direktna suma familije
F ={S; :i € K} potprostora * od V ako se svaki vektor v € V moZe na jedinstven nacin
zapisati kao konacna suma vektora potprostora iz F. Odnosno, ako je Vv € V

Vv=uUp + -+ Uy

za u; € S; @ nadalje, ako je
V=W + -+ Wy

gdje je w; € S;, onda jem =n i w; =u;, Vi =1,...,n. Ako je F = {S1,...,S,} konacna
familija, pisemo
V=5& -85,

Definicija 1.8. Neka je V unitaran prostor i M potprostor od V. Ortogonalni komple-
ment potprostora M je M+ = {x € V : (z,y) = 0,Vy € M}.

Definicija 1.9. Neka je V unitaran prostor i neka su Sy, ..., S, potprostori od V. KaZemo
da je V ortogonalna direktna suma od Sy, ..., S,, u zapisu

S=51008,
ako vrijedi:
1.V=S® DS,
2.5, LS, zat#7j.
Teorem 1.2. Neka je V unitaran prostor. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne.
1.V=S0oT,
2.V=SeTiT =S,
3. V=SeTiTCS.

'Polje @ je vektorski prostor nad samim sobom dimenzije 1.
2Potprostor vektorskog prostora V je podskup M C V koji je i sam vektorski prostor nad istim poljem s
obzirom na iste operacije.



Pod pojmom polinom podrazumijevamo izraze oblika

P=og+a1 X+ F+a, 1 X" T+, X" gdiesu g, ai,...,o, € K.

Polinom P zove se normiran, ako je P # 0, tj. m = degP > 0, i ako je a,, = 1.

Definicija 1.10. Neka je Flz| skup svih polinoma u jednoj varijabli s koeficijentima iz F.
KazZemo da je polinom P € Flz| ireducibilan polinom, ako je deg P > 0 i ako ne postoje
nekonstantni polinomi A i B takvi da je P = AB.

Definicija 1.11. Ako je V lijevi (desni) R-modul, W C V' se zove podmodul ako je W
modul s obzirom na iste operacije, tj W je podgrupa

vyweW —= v—weW
1 vrijeds
aceR, veW = aveW.

Definicija 1.12. Podmodul generiran podskupom S podmodula M je skup svih linearnih
kombinacija elemenata iz S:

(SYy={rv +-+ryv, :m € Rv; € S;n>1}.

Ako je 7 € L(V), na V necemo gledati samo kao na vektorski prostor nad poljem I, nego
i kao na modul nad F[z| pri ¢emu je mnoZenje skalarom definirano sa p(z)v = p(7)(v). Pisat
¢emo V, da naglasimo ovisnost o 7.

Teorem 1.3. Podskup S C V' je podmodul od V. ako i samo ako je S T-inavrijantan pot-
prostor od V.

Definicija 1.13. Neka je 7 € L(V). Jedinstveni normirani red od V, naziva se minimalni
polinom za 7 i oznacava se s m,(x).



2. Hermitski adjungiran operator

U svrhu definiranja normalnih operatora uvest ¢emo pojam hermitski adjungiranog opera-
tora. Tokom cijelog poglavlja pretpostavit ¢emo da su svi vektorski prostori kona¢nodimen-
zionalni.

Teorem 2.1. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori nad poljem F i neka
je T € L(V,W). Tada postoji jedinstvena funkcija 7 : W — V definirana izrazom

(r(v), w) = (v, 7"(w))

za svakiv € V iw € W. QOuako definirana funkcija nalazi se uw L(W, V') i zove se hermitski
adjungiran operator operatora T.

Dokaz: Fiksirajmo w € W i promotrimo preslikavanje 6, : V' — F definirano s

Ocito smo dobili linearan funkcional na V' i zato prema Rieszovom teoremu o reprezentaciji
postoji jedinstveni vektor x € V' takav da je

O (v) = (v, )

za svaki v € V. Stoga, ako je 7*(w) = x onda je

(r(v), w) = (v, 7"(w))

za svaki v € V. Preostaje nam pokazati da je 7* linearno. Uzmimo A\, Ay € F i wy,wy € W,
te proizvoljan v € V. Jasno je da vrijedi

(v, T (Awy + Aws)) = (T(v), \jwy + Agwy)

A (T (v), wi) + Ao (T (v), w2)
(v, 77 (w1)) + Ao (v, 7 (w))
= (v, 7" (wy) + AT (w2)).

Ako ovaj posljednji izraz oduzmemo od pocetnog, dobivenu jednakost mozemo zapisati kao

<’U, T*<>\1'LU1 + )\211]2) — )\1T*(wl) + )\27'*(102» =0.

Kako ova jednakost vrijedi za svaki vektor v € V| posebno vrijedi i za
v = T*(Alwl + /\2’11]2) — )\1’7'*<w1) + /\QT*(U)Q),
a tada definicija skalarnog produkta povlaci
T*()\lwl + )\2’[1)2) — )\17'*(11)1) + )\27'*(w2) = O

Dakle, 7% € L(W, V). O



Prema prethodnom teoremu, svaki operator na konacnodimenzionalnom unitarnom pros-
toru posjeduje hermitski adjungiran operator. Ponekad se taj operator krac¢e naziva adjungi-
rani operator. Obicno se smatra da radimo nad poljem kompleksnih brojeva i tada umjesto
adjungirani operator mozemo reci i hermitski konjugirani operator.

U sljede¢em teoremu navesti ¢emo i dokazati nekoliko osnovnih svojstava.

Teorem 2.2. Neka su V' i W konacnodimenzionalni unitarni prostori nad poljem F. Za
svaki o, € LI(V,W) i A € F vrijede sljedeca svojstva:

1. (o+1) =0*+71%,

2. (A\7)* = A7,

3. T =T,

4. Ako je V. =W onda je (o7)* = 7" 0*.
Dokaz:

1. Neka su x i y proizvoljni vektori iz V', odnosno W. Tada je

(0 +7)(x),y) = (2, (0 +7)(y) = (x,0(y) + 7(y)) = (z,0(y)) + (z,7(y))
= (0" (x),y) + (77(x),y) = (0" + 7")(2), ).

Slijedi (o + 7)*(z) = (¢* + 77)(x) te je stoga
(c+7) =0"+71"
2. Neka su z i y proizvoljni vektori iz V', odnosno W. Tada je
(@, (A7) (y)) = Ar(2),y) = Mr(2),y) = Mz, 7°(y)) = (2, A7"())-
Slijedi (A7)*(y) = A7*(y) te je stoga
(A7) = A"

3. Kako je 7 € L(W,V) znamo da je njegov adjungirani operator (7*)* : V. — W
definiran. Neka je x proizvoljan vektor iz V. Tada je

za svaki y € W. Slijedi (7%)*(x) = 7(x) te je stoga
()" =T.
4. Neka su z i y proizvoljni vektori iz V. Tada je

(o7(2),y) = (r(x), 07 (y)) = (x, 770" (y)).

Kako je adjungirani operator operatora o7 jedinstven i kako prethodna jednakost po-
kazuje da svojstvo tog operatora ima operator 7*¢*, to mora biti

(o) =T1"0".



Povezimo sada jezgru i sliku linearnog operatora i njegovog adjungiranog operatora.

Teorem 2.3. Neka su V' i W konacnodimenzionalni unitarni prostori nad poljem F i neka
jeT € LV,W). Tada

1. Ker(t*) = Im(7)*,

Im(t*) = Ker(1)*,

T je injekcija ako i samo ako je 7" surjekcija,
T je surjekcija ako i samo ako je T* injekcija,
Ker(t*1) = Ker(7),

Ker(rm*) = Ker(1),

Im(r*7) = Im(77"),

ST S N e R

Im(r7*) = Im(T).

Dokaz: Vidjeti [5, str. 229]. O
2.1 Matrica hermitski adjungiranog operatora

Neka je A = a;; € Myy,un(F) proizvoljna matrica. Za matricu B = f;; € M« za koju
vrijedi 3;; = @;; kazemo da je hermitski adjungirana matrici A i oznacavamo s A*. Tada je

A* = (o).

Neka su V' i W unitarni vektorski prostori te neka su b = (by,...,b,) ic= (c1,...,¢m)
redom ortonormirane baze za njih. Svakom linearnom operatoru A € L(V, W) mozemo
pridruziti matricu u paru baza b i c. Kako je A* € £(W, V) imamo matri¢ni zapis operatora
A* u paru baza b i ¢. Mozemo pisati:

A*cy = Briby + Barba + - + Braby,
A*cy = [roby + Pazby + - - + Buaby,

A*cm = Blmbl + BZme + -+ Bnmbn

te na taj nacin operatoru A* pridruzujemo matricu

Bll 612 s Blm
ﬁnl Bn2 cee Bnm



Kako su b i ¢ ortonormirane baze, za o;; iz matri¢nog zapisa linearnog operatora A u paru
baza (c, b) vrijedi:

Q5 = aij<ci7 Ci>
= (a;ci, ¢i)
= (a1jc1 + gCo + - - + QG G)
= (Abj,¢;), i=1,...,m, j=1,..., n.

Analogno za f3;; imamo
51] = <A*Cj,bl'>, izl,..., n, jzl,..., m.
Slijedi,
Bij = <A*Cj7 bz> = <Cj, Abl> = <Abz, Cj) = Tﬁ, 2217 .o, n, j:]_, .., M.
Time smo dokazali sljede¢u propoziciju.

Propozicija 2.1. U paru ortonormiranih baza b i c, matrica [A*], . operatora A* je hermitski
adjungirana matrici [A)ep, tj. vrijedi

(A = [AlLs-



3. Normalni operatori

3.1 Unitarna dijagonalizacija

Neki linearni operatori 7 € L(V') imaju svojstvo da postoji neka baza prostora V' u kojoj je
matric¢ni zapis operatora 7 dijagonalna matrica. Takve operatore ¢emo zvati dijagonalizabilni
operatori. Linearni operator 7 € £(V') na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' je
dijagonalizabilan ako i samo ako V' ima bazu koja se sastoji iskljuc¢ivo od svojstvenih vektora
operatora 7, odnosno vektorski prostor V' se moze zapisati kao direktna suma svojstvenih
potprostora operatora 7

V=e\ @ -Dey,.

Svaki svojstveni potprostor ¢, ima ortonormiranu bazu, ali unija ovih baza ne mora biti
ortonormirana.

Definicija 3.1. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je T € L(V).
Ako postoji ortonormirana baza o za V za koju je [], dijagonalna matrica, kaZemo da je T
unitarno dijagonalizabilan za kompleksan V te ortogonalno dijagonalizabilan za realan V.

Radi jednostavnosti u izlaganju koristit ¢emo termin unitarno dijagonalizabilan za oba
slucaja. Vidimo da su sljedec¢e tvrdnje ekvivalentne:

1. 7 je unitarno dijagonalizabilan.

2. Postoji ortonormirana baza za V' koja se sastoji isklju¢ivo od svojstvenih vektora ope-
ratora 7.

3. V se moze zapisati kao ortogonalna direktna suma svojstvenih potprostora operatora
T
V=ey ©-Oey,.

Pogledajmo sada karakterizaciju ovakvih operatora. Pretpostavimo da je 7 unitarno dija-
gonalizabilan operator i da je o ortonormirana baza koja se sastoji isklju¢ivo od svojstvenih
vektora operatora 7. Tada je matrica [7], dijagonalna matrica

(7], = diag(N\iy, -+, A,
te je
[7*], = diag(Niy, - - -5 Ay, )-
Ocito [7], 1 [7*], komutiraju te stoga 7 i 7" takoder komutiraju. Dakle,
7T =TT

Obrat vrijedi za slucaj kompleksnog vektorskog prostora, odnosno ako 7 i 7% komutiraju,
onda je 7 unitarno dijagonalizabilan operator.



3.2 Definicija normalnih operatora

Definicija 3.2. Neka je T linearan operator na unitarnom prostoru V. KaZemo da je ope-
rator T mormalan ako vrijedi
7T =TT

U sljedec¢em teoremu ¢emo vidjeti neka lijepa svojstva koja posjeduju normalni operatori.

Teorem 3.1. Neka je N skup svih normalnih operatora na konacnodimenzionalnom unitar-
nom prostoru V. Tada N zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Zatvorenost na linearne kombinacije

r,selF, ooreN=ro+streN.

2. Zatvorenost na mnozZenje pod pretpostavkom komutativnosti

o,teN, oc'r=10"=07€N.

3. Zatvorenost na invertibilnost

reN, 7 invertibilan= 1! e N.

4. Zatvorenost na polinome

TeN=p(r)eN zasvaki p(z) e Flz].

Stovise, ako je T € N tada je

T(v) =04 7%(v) = 0.

™) =0< 7(v) = 0.

Minimalni polinom operatora T je produkt razlicitih ireducibilnih normiranih polinoma.

7(v) = M & 7 (v) = .

© > NS @

Neka su S i T podmoduli od V. ¢iji su redovi relativno prosti. Tada je S L T'.

10. Ako su X i p razlicite svojstvene vrijednosti od T, onda je ey L €.

Dokaz: Vidjeti [5, str. 235]. O

Prije nego raspravimo strukturu normalnih operatora definirat ¢emo neke specijalne slu-
cajeve normalnih operatora koji ¢e imati vaznu ulogu u teoriji.

Definicija 3.3. Neka je V unitaran vektorski prostor i neka je T € L(V).

1. 7 je samoadjungiran (takoder se jos naziva hermitski u kompleksnom slucaju i simetri-
can u realnom slucaju), ako je
TN=T.

10



2. T nazivamo antihermitski v kompleksnom slucaju i antisimetrican u realnom slucaju,
ako je

3. T nazivamo unitaran u kompleksnom slucaju i ortogonalan u realnom slucaju, ako je T
invertibilan i

Ukoliko zamijenimo operator 7 nekom matricom A dobivamo matri¢ni zapis ovih defini-
cija.
S obzirom da vrijedi

za neku ortonormiranu bazu o prostora V', ako je 7 normalan tada je

*

[Tlol7]5 = [Tlo[T"]o = [777]0 = [777]o = [T"]o[T]o = [T]5[ 710

Sto implicira da je matrica [], operatora 7 normalna. Vrijedi i obrat. StoviSe, mozemo reéi
da je operator 7 normalan ako i samo ako je njegov matri¢ni zapis u ortonormiranoj bazi o
normalna matrica.

3.3 Samoadjungirani operatori

Definicija adjungiranog operatora implicira da je operator 7 na konac¢nodimenzionalnom
unitarnom prostoru V' samoadjungiran ako i samo ako je

(T, w) = (v, Tw)
za svaki v, w € V. Razmotrimo neka svojstva samoadjungiranih operatora.

Teorem 3.2. Neka je H skup svih samoadjungiranih operatora na konacnodimenzionalnom
unitarnom prostoru V. Tada H zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Zatvorenost na zbrajanje
o, TEH=0c+T1€H.

2. Zatvorenost na mnoZenje realnim skalarom

reR, 7eH=rrecH.

3. Zatvorenost na mnoZenje pod pretpostavkom komutativnosti

o,TEH, or=70=0TEH.

4. Zatvorenost na invertibilnost

T EeH, T invertibilan= 7' € H.

11



5. Zatvorenost na realne polinome

TEH=p(T)EH zasvaki p(z) € Rlz].

Dokaz: Vidjeti [5, str. 239]. O

Pokazimo sada da ako je normalan operator samoadjungiran onda su njegove kompleksne
svojstvene vrijednosti realne. Ovo nam sugerira da je analogija skupa realnih brojeva skup
samoadjungiranih operatora. Prvo ¢emo vidjeti kako se ova analogija odrazava na ponasanje

od (7f, f).

Teorem 3.3. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je T € L(V'). Tada
je T samoadjungiran operator ako i samo ako je

(rf,f) R

za svaki f € V.

Dokaz: Neka je f € V. Tada je

(T =L DN =00 =) =05 = L) =0 =71 1)

Ako je (Tf, f) € R za svaki f € V, onda je lijeva strana prethodne jednakosti jednaka 0,
odnosno ((7 — 7*)f, f) = 0 za svaki f € V. To implicira da je 7 — 7* = 0. Dakle, 7 je
samoadjungiran operator.

Obratno, ako je 7 samoadjungiran operator, onda je desna strana gornje jednakosti jed-
naka 0, odnosno (7f, f) = (7f, f) za svaki f € V. To implicira da je (7f, f) € R za svaki
fev. O

Teorem 3.4. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je 7 € L(V). Ako
je T samoadjungiran operator onda su mu sve kompleksne svojstvene vrijednosti realne.

Dokaz: Ako je T hermitski operator, odnosno F = C, i 7(v) = Av tada je
Ao, v) = (1(v),v)

realan prema Teoremu 3.3 pa A mora biti realan. Ukoliko je 7 simetrican operator, odnosno
F = R, moramo biti oprezni. Ako je A kompleksni korijen ne slijedi da je 7(v) = Av za
neki v € Vv # 0. Medutim, mozemo postupiti na sljede¢i nac¢in. Neka je 7 reprezentiran
matricom A s obzirom na neku bazu prostora V. Tada je karakteristicni polinom opera-
tora 7 jednak karakteristicnom polinomu matrice A. A je realna simetri¢na matrica, ali se
moze smatrati kompleksnom hermitskom matricom koja ima realne vrijednosti. Kao takva
reprezentira hermitski linearni operator na kompleksnom prostoru C” te su stoga svi korijeni
karakteristicnog polinoma realni. Ali karakteristicni polinom matrice A je isti, bez obzira
gledali na A kao na realnu ili kompleksnu matricu, te stoga slijedi tvrdnja. 0
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3.4 Unitarni operatori

Unitaran operator je normalan operator koji preslikava ortonormiranu bazu u ortonormiranu
bazu. Primijetimo da je operator 7 unitaran ako i samo ako je

(r(v),w) = (v, 77" (w))
za svaki v,w € V.

Teorem 3.5. Neka je U skup unitarnih operatora na konacnodimenzionalnom unitarnom
prostoru V. Tada U zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Zatvorenost na skalarno mnoZenje kompleksnim brojevima norme 1

reC, |rl=1 1 teU=rTelU.

2. Zatvorenost na mnozZenje
o,TEU=0T EU.

3. Zatvorenost na inverze
reU=1tel.

4. T je unitaran ako i samo ako ortonormiranu bazu preslikava u ortonormiranu bazu.

5. Ako je T unitaran, onda svojstvena vrijednost od T ima apsolutnu vrijednost 1.

Dokaz: Vidjeti [5, str. 241]. O
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4. Struktura normalnih operatora

Pogledajmo sada strukturu normalnog operatora 7 na konac¢nodimenzionalnom unitarnom
prostoru.
Prema Teoremu 3.1 minimalni polinom operatora 7 ima oblik

me(z) = pi(z) - - pn(2)

pri ¢emu su p; razli¢iti normirani ireducibilni polinomi. Ako je F = C, onda je svaki p;(x)
linearan.
To implicira da je 7 dijagonalizabilan i

V:‘C:)q@”'@EAk
gdje su Ay, ..., A\ razli¢ite svojstvene vrijednosti operatora 7. Teorem 3.1 nam takoder govori
ako je \; # \j, onda je €y, L €y;, pa imamo

V=e)y ©-Oey,.
To je ekvivalentno tvrdnji da V' ima ortonormiranu bazu svojstvenih vektora operatora 7.
Obrat takoder vrijedi. Doista, ako je B = (ui,...,u,) ortonormirana baza svojstvenih
vektora od 7, onda je

(7w, ug) = (ui, Tug) = (wi, Ajug) = Ajdig = (N, ),

te je 7*u; = \ju;. Slijedi

TT*UZ‘ = )\1)\1161 = T*Tui
odnosno 7 je normalan. Time smo dokazali sljedeé¢i teorem.

Teorem 4.1 (Strukturni teorem za normalne operatore: kompleksni slucaj). Neka je V
konacnodimenzionalan kompleksan unitaran prostor. Tada je linearan operator T na V nor-
malan ako i samo ako V ima ortonormiranu bazu B koja se sastoji iskljucivo od svojstvenih
vektora operatora T, odnosno

Vi=en O -Oey,

pri cemu je {\1,..., A} spektar od T. Drugim rijecima, T je normalan ako i samo ako je
unitarno dijagonalizabilan.

Razmotrimo sada slucaj gdje je F = R. Primijetimo da je tada minimalni polinom
operatora 7 produkt razli¢itih realnih linearnih i realnih kvadratnih faktora

me(x) = (x —=r)--- (& = r)pa(2) - pal)

gdje su r; razliciti, a p;(x) razli¢iti realni ireducibilni kvadratni polinomi. Stoga po Teoremu
3.1 primarna dekompozicija od V, ima oblik

V,=6y, @ 0ey, OW1 @O W,
gdje je {\1...., \x} spektar operatora 7, a

14



W;={veV:p(r)v=0}

su 7 — invarijantni potprostori.

Dakle, mozemo se fokusirati na potprostor W = W; ® --- ® W, na kojem je 7 normalan

operator s minimalnim polinomom koji je produkt razlic¢itih ireducibilnih kvadratnih faktora.
Pogledajmo proces kompleksifikacije pomoc¢u kojega mozemo iskoristiti prethodni rezul-

tat iz kompleksnog slucaja. Ako je V realan vektorski prostor, onda je skup

VE={u+tvi:uveV}

kompleksan vektorski prostor sa istim operacijama zbrajanja i mnozenja skalarom kao u
polju C, odnosno

(u4vi)+ (x+yi) = (u+z)+ (v+y)i
(a+ bi)(u+vi) = (au+ bv) + (av + bu)i.

Preslikavanje cpx : V — VC definirano sa

cpx(v) = v + 01
je injektivna linearna transformacija vektorskog prostora V' na realan slucaj (V°)g prostora
Ve,
Ako je B={v; | j € I} baza za V nad poljem R, onda je

cpx(B) = {v; +0i : v; € B}

baza za vektorski prostor V¢ nad poljem C te je dim(V®) = dim(V).

Za proizvoljan operator 7 na V mozemo definirati linearan operator 7€

na VC sa

7% (u + vi) = 7(u) + 7(v)i.
Primijetimo da vrijedi

(o7)¢ = o“7C.

Takoder, ako je p(z) realni polinom, onda je

Za bilo koju bazu B od V' imamo da je

[T epx(8) = [7]5-

Stoga, ako realna matrica A reprezentira linearni operator 7 na V', onda matrica A takoder
reprezentira kompleksifikaciju od 7 na VC. Posebno, polinom c¢(x) = det(x] — A) je karak-
teristi¢ni polinom oba operatora 7 i 7C.

Ako je V vektorski prostor sa realnim skalarnim produktom, mozemo definirati skalarni

produkt na V¢ kao

(u+vi, x4+ yi) = (u,z) + (v,y) + ((v,2) — (u,y))i.
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Ovo je ista formula kao za obican skalarni produkt na kompleksnom vektorskom prostoru.
Slijedi, ako su u,x € V, onda je

(u®, 2% = (u, ).

Posebno, u L o u V ako i samo ako je u® L 2¢ u VC.
Pokazimo da vrijedi jednakost (7*)¢ = (7©)*. Naime,

(u+ vi, (7%)%(x 4+ yi)) = (u + vi, 7*(x
u, 7 (x)) +
(u), ) + (7(v),y) + (T(v), ) = (7(u), y)):

7(u) + 7(v)i, x + yi)

Clu + i),z + yi)
u+ vi, (79 (z + yi)).

)+ 7 (y)i))
{ )

v, T (y

(u

(u
= (u
= {
{
= (7
= {

Slijedi da je 7 normalan ako i samo ako je 7€ normalan.

Promotrimo sada normalni linearni operator 7 na realnom vektorskom prostoru V' i pret-
postavimo da je minimalni polinom m.(z) operatora 7 produkt razli¢itih ireducibilnih kva-
dratnih faktora

m-(z) = p1(z) - - pa()

Stoga m.(z) ima razlicite korijene koji su svi nerealni. Oznacimo ih sa

)\luxla ) )\duxd-

€ vigekratnik polinoma m.(x), gornji

S obzirom da je karakteristi¢ni polinom ¢(z) od 71 7
skalari su karakteristi¢ni korijeni od 7.

Kako je m,(z) realan, slijedi

me(7%) = [m-(7)]° = 0

pa je m.c(z) | m,(x). Medutim, svojstvene vrijednosti \;, \; operatora 7€ su korijeni poli-
noma m.c(z) pa je m,(x) | myc(x). Slijedi, m.c(x) = m,(x).

Bududéi da je m.c(x) produkt razlicitih linearnih faktora na polju C, zaklju¢ujemo da je
operator 7 dijagonalizabilan. Stoga se baza od VC sastoji od svojstvenih vektora operatora
7€, odnosno

V(C:eE)\l@EXl@"'@&)\d@éXd.

Kako je operator 7€ normalan, svojstveni prostori iz gornjeg izraza su ortogonalni s obzirom

na skalarni produkt prostora V.
Razmotrimo odredeni par svojstvenih vrijednosti A i A te potprostor ey ® ex. Pretpostavimo
da je A = a + bi te da je

O = (up + 1y .., Uy + Upt)

ortonormirana baza za €,. Tada za proizvoljni j = 1,...,m vrijedi
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TC(Uj + ;i) = (a + bi)(u; + v;i)
te je

7(uj) = auj — b,

7(vj) = bu;j + av;.
Slijedi,

7wy — vji) = 7(uy) — 7(v;)i

auj — bv; — (buj + avj)i
(@ — bi)(u; — vji)

= X(UJ — ’Uji).

Iz gornjih jednakosti vidimo da je u; — v;i svojstveni vektor operatora 7€

vrijednost A pa je

za svojstvenu

O = (ug — V1l . ., Uy, — Vi) C ex

Skup O je linearno nezavisan pa je dim(ex) > dim(ey). Analogno, dim(ey) > dim(ey). Iz
prethodne dvije nejednakosti slijedi da je dim(e,) = dim(ex) te je stoga skup O ortonormirana
baza za ey. Slijedi da je

ExOQex=U,0 -0 Up,

gdje je linearna ljuska U; = (u; + v;i,u; — v;i) dvodimenzionalna jer su svojstveni vektori
u; + vji 1 u; — v;e povezani sa razliCitim svojstvenim vrijednostima te su stoga linearno
nezavisni.

Stoga je VC ortogonalna direktna suma 7—invarijantnih dvodimenzionalnih potprostora

gdje je 2n = dim(V®) = dim(V'), svaki potprostor U; ima svojstvo da je

7(u;) = aju; — bjv;

7(v;) = bju; + a;v;

i skalari A = a;+ ;i pokrivaju sve razlicite svojstvene vrijednosti A, A, - -5 Ad, Ag operatora

€.

Spustimo se sada na V. Za svaki j = 1,...,n, neka je linearna ljuska S; = (u;,v;)
potprostor prostora V' razapet realnim i imaginarnim dijelovima svojstvenih vektora u; +v;i
i u; — v;i koji razapinju U;. Da bi vidjeli da je S; dvodimenzionalan promotrimo

S}C ={z+yi:z,yes;}
Bududi da je U; C S}C, imamo
2 = dim(U;) < dim(S;)® = dim(S;) < 2.
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Nadalje, uo¢imo da ako je x € S; i y € Sk, j # k, onda, s obzirom da je € € U; i y© € Uy,
vrijedi 2Ly pa i xLy. Dakle, S; LS.

Dakle, ako je B; = (u;, v;), onda su potprostori S; dvodimenzionalni, 7-invarijantni i u
paru ortogonalni, sa matricom

[7]s, = [Z‘y _abj] :

J

Slijedi, S1®---®S,, C V, ali bududi da obje strane imaju jednaku dimenziju imamo jednakost
V=506--05,.

Vrijedi i obrat. S obzirom da je [7]z,([7],)" = (a7 4 b?)I; jasno je da je [7]z, normalan
s obzirom na polje R. Slijedi, 7 je normalan s obzirom na polje R.
Time smo dokazali sljedec¢i teorem.

Teorem 4.2 (Strukturni teorem za normalne operatore: realni slucaj). Neka je V konacno-
dimenzionalan realan unitaran prostor. Linearan operator T na V je normalan ako i samo
ako je

V=600, 085,

gdje je {\1, ..., A} spektar od T i svaki S; je dvodimenzionalan T-invarijantan potprostor za
koji postoji baza B; = (u;,v;) tako da je

za a;,b; € R.
4.1 Matricni zapis

Mozemo formulirati matri¢ne verzije strukturnog teorema za normalne operatore.

Tedrém 4.3 (Strukturni teorem za normalne matrice).

1. Kompleksna matrica A je normalna ako i samo ako postoji unitarna matrica U za koju
je
UAU™ = diag(\1, ..., \p)

gdje je {\1,..., Ak} spektar operatora 7. Odnosno, matrica A je normalna ako i samo
ako je unitarno dijagonalizabilna.

2. Realna matrica A je realno normalna ako i samo ako postoji ortogonalna matrica O za
koju matrica OAO™! ima blok-dijagonalnu formu

1 g a; —bj @m —bm
OAO —dmg(/\w"’)"“[bj aj‘|’".,[bm amD'
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5. Ortogonalna projekcija

Neka je V = V; @ V5 rastav prostora V' na direktnu sumu potprostora V; i V5. Tada se svaki
v € V moze na jedinstven nacin napisati u obliku
UV = U1 + V2, 1)16‘/1, vg € V.

Preslikavanje P : V' — V definirano sa

P(U):P(U1+Ug):?)1

zovemo projekcijom na potprostor V; duz potprostora V5. Projekcija je linearno preslikavanje
jer za vy, u; € Vi, vy, us € Vo i skalare Ay, Ay imamo

P(A(v1 + v2) + Ao(ug + u2)) = P((Mvr + Aaur) + (Ao + Aauz))
= )\17)1 + )\gul
= )\1P(’U1 + Ug) + )\QP(ul + U,Q).
Primijetimo da je
P2<Ul + UQ) = P(Ul)
= ’Ul
= P(Ul + ?}2),

odnosno

P?*=P.
Za linearan operator P’ : V — V kazemo da je projektor ako je idempotentan, odnosno ako
je

P? =P
Dakle, projekcija je projektor. Vrijedi i obrat. Naime, iz P"? — P’ = 0 slijedi da minimalni
polinom mp/(X) dijeli polinom X (X — 1). Pretpostavimo da je
Tada je {1,0} spektar operatora P’ te imamo dekompoziciju prostora V' na svojstvene pot-
prostore

V=Vaelh

pri cemu su V) = Ker(P' — 1) # 01V, = KerP' # 0. Slijedi

Pv=Puvi+Puvy=1-0v1+0-v9=v,, v €V], vy€EV,.
To znaci da je projektor P’ projekcija na potprostor ImP’" duz potprostora KerP'.

Definicija 5.1. Neka je V = Vi ® V4 rastav prostora V na ortogonalnu sumu potprostora Vi
1 Vo, Vi L Vy. Tada projekciju P na Vi duZ Vo zovemo ortogonalnom projekcijom. Drugim
rijecima, projekcija P je ortogonalna projekcija ako je ImP 1 KerP.
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Iduc¢i teorem nam daje karakterizaciju ortogonalnih projekcija.

Teorem 5.1. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor. Sljedece tvrdnje su ekuvi-
valentne:

1. P je ortogonalna projekcija.
2. P je idempotentan i samoadjungiran operator.

3. P je idempotentan i ||P(v)| < [|v||, Yv € V.

Dokaz: Pokazimo prvo da su tvrdnje 1. i 2. ekvivalentne. Naime,

P=P < ImP=ImP"iKerP = KerP*
& ImP = (KerP)* i KerP = (ImP)*
< ImP 1L KerP.

Da bi pokazali da 1. povlac¢i 3. primijetimo da je v = P(v) + z, gdje je z € KerP. Buduéi
da je P(v) L z, imamo
lll* = 1P@)II° + [|[1* = [|P(v)]*.
Pretpostavimo sada da vrijedi tvrdnja 3. Znamo da je V' = ImP @& KerP te zZelimo pokazati
da je ta suma ortogonalna. Prema Teoremu 1.2 dovoljno je pokazati da je ImP C (KerP)*.
Neka je w € ImP. Kako je V = KerP ® (KerP)*, imamo w = z + y pri ¢emu je x € KerP
iy e (KerP)t. Slijedi
w = Pw = Px+ Py = Py.

Stoga je

(1 + lyl* = llwll* = [ Pyl* < llyll*.

Iz toga slijedi da je ||z|| = 0, dakle, x = 0. Prema tome, w = y € (KerP)! pa je
ImP C (KerP)*. O

Projektori P, i P su ortogonalni ako je PP, = 0. Tada je i P,P, = 0. Naime, u
prethodnom teoremu smo pokazali da su P; i P» hermitski operatori te stoga imamo
(PLPy)" = PP, =0.
Neka su ImP; i ImP; slike ortogonalnih projektora P, i P,. Promotrimo operator Py + Ps.
Prema Teoremu 3.2 taj operator je hermitski te vrijedi
(PL+ Py)? =P} 4 P2+ PP+ P,P, = P} + P2=P, + P,.
Dakle, P, + P, je ortogonalni projektor. Nadalje, za v; € ImP; i vo € ImP, vrijedi

(v1,v2) = (Pvy, Pyva) = (PaPivy,v3) =0

pa su potprostori ImP; i ImP, okomiti. Vrijedi i obrat, odnosno okomitim potprostorima
pripadaju okomiti projektori.
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Teorem 5.2. Neka je V unitaran prostor i neka su P, Py, ..., P, projektori od kojih je svaki
ortogonalan. Tada je P = P, +-- -+ P}, ortogonalna projekcija ako ¢ samo ako je P; 1. P; za
svaki i # 7.

Dokaz: Ako su P, ..., P, ortogonalne projekcije i ako je P, L P;, Vi # j, onda je
P,P; =0, Vi # j, te se jednostavno provjeri da je P> = P i P* = P. Dakle, P je ortogonalna
projekcija.

Obratno, pretpostavimo da je P ortogonalna projekcija i da je x € ImP; za neki fiksni .
Tada je P;(z) = x pa je

l¢l? > | P@)P = (P(e), P(@)) = (P(x),2)
= S (Bi(@),2) = S I PP
> P = =],

Sto implicira da je Pj(x) = 0 za j # i. Drugim rijec¢ima,
ImP; C KerP; = (ImP;)™.
Dakle,

0= (F;(v), Pi(w)) = (PP;(v), w)
za svaki v, w € V, §to pokazuje da je P,P; = 0, odnosno F; L P;. O
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6. Ortogonalna dekompozicija jedinice

Neka je

V=Viel,

P, projekcija na potprostor Vi duz potprostora V5 i P, projekcija na potprostor Vo duz
potprostora V;. Tada ocito vrijedi rastav

I=P+ P, PP=0P, ijec{l2}

kojeg zovemo dekompozicijom jedinice. Opéenito za rastav prostora na direktnu sumu pot-
prostora

V=WVie - -aVie -aV,

za svaki ¢ =1,...,s mozemo definirati projektor

P:V -V, Pv=PFP(vi+- - +v+- +v5) =0

Ocito vrijedi rastav

I=P+---+P,, PP =6;P zasve i,je{l, ... s}

kojeg takoder zovemo dekompozicija jedinice.
Obratno, svaka dekompozicija jedinice daje rastav prostora

V=WVi+---+V,, Vi=ImPF, wv=Iv=PFPv+- -+ Fw.
Primjenom relacija P, P; = ¢;; F; slijedi da je suma potprostora V; = I'mP; direktna. Naime,
svaki v; € V; je oblika v; = Pov = P;Pv = P, jer je P? = P; pa primjenom operatora P; na
vektor

O=v;,+--4+v;,+---+vs=Puv,+---+ Pv;+ -+ P,

iz P;P; = 0 za 1 # j dobivamo

OIHP1U1++RP1U1++RPSU5:R2U12UZ

Dakle, zbog medusobne ortogonalnosti projektora slijedi da je suma direktna. Ako su do-
datno projektori ortogonalni onda je direktna suma ortogonalna.

Definicija 6.1. Ako je P = P, + -+ P, = I dekompozicija jedinice i P; je ortogonalan za
svaki i, 1 =1,...,k, onda kaZemo da je P = P, + ---+ P, = I ortogonalna dekompozicija
jedinice.

Pogledajmo vezu izmedu rastava prostora V' na ortogonalnu direktnu sumu i ortogonalne

dekompozicije jedinice.
Neka je

V=Vol,

22



P, ortogonalna projekcija na potprostor V; duz potprostora Vs, a P, ortogonalna projekcija
na potprostor V5 duz potprostora V;. Tada ocito vrijedi rastav

2

I=P +P, P'=PF PP=dPF ijec{l?2}
kojeg zovemo ortogonalnom dekompozicijom jedinice. Opcenito za rastav prostora na orto-
gonalnu sumu potprostora
V:‘/l@...@v;.@...@]/;

za svaki i = 1,...,s mozemo definirati ortogonalnu projekciju

P:V =V, Pv=Pvi+ -+uv+-+v,) =u1.

Ocito vrijedi rastav

I=P+---+P, P'=P, PP =0;P zasve i,j€{l,... s}

(2

kojeg zovemo ortogonalna dekompozicija jedinice.
Obratno, svaka ortogonalna dekompozicija jedinice daje rastav prostora

V:‘/i@@‘/;, ‘/;:]m_P“ U:]U:P1v++PSU
Primjenom relacija P = P, i P,P; = 0;;F; slijedi da je suma potprostora V; = ImPF;

ortogonalna. Naime, svaki v; = V; je oblika v; = Piv = P;P,v = Pv; jer je Pf = P;, pa za
i # 7 imamo

(vi, v5) = (P, Pyjuj) = (v, P} Pyjuj) = (v, PiPjv;) = (vi, 0v;) = 0.
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7. Spektralni teorem

Neka je 7 proizvoljan linearan operator na V. Pretpostavimo da se 7 moze zapisati na
sljeded¢i nacin:
7':/\1P1++)\]gpk
pri ¢emu je Py + --- + P, = I dekompozicija jedinice i \; € F. Tada je
V=ImP, &---&ImP;.
Stovise, ako je v € ImP;, onda je v = P;(x) pa je

T(v) = (MPr+ - 4+ MB) Py(x) = X Py(z) = M.

Stoga je ImP; C e,. Vrijedi i drugi smjer. Naime, jednakost 7(v) = A\ju moZemo zapisati u
obliku

()\lpl—f—"'—i-/\kpk)(v):Aj(Pl—i-"'—FPk)U,

odnosno

(A= X)) Pr(v) + -+ (A — Aj) Pe(v) = 0.
Medutim, s obzirom da je (A\; — \;)P;(v) € ImP;, zakljuCujemo da je P;j(v) =0 za i # j pa
je
v= (P 4+ P)v=PjyelmpP.

Stoga je ImP; = €, i mozemo zakljuciti da je

VZ&Al@"'@‘gAm

odnosno 7 je dijagonalizabilan. Vrijedi i obratno. Naime, ako je V' direktna suma svojstvenih
potprostora operatora 7 i ako je P; projekcija na €, duz direktne sume drugih svojstvenih
potprostora onda je

P+ + P, =1

Medutim, za svaki v; € €), imamo

T(vi) = Avg = Ni(Pr+ -+ Pop = (M P+ -+ AP (vg)
pa je
T:>\1P1+"'+)\kpk.

Teorem 7.1. Linearni operator T € L(V) je dijagonalizabilan ako i samo ako se moZe
zapisati u obliku

gdje su X\; razliciti i P;+ - - -+ P, = I je dekompozicija jedinice. U tom slucaju, {\1,..., \x}
je spektar operatora T i projekcije P; zadovoljavaju
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ImP;, =€), i KerP; = @5,\3..
J#
Jednakost (1) nazivamo spektralna dekompozicija od .

Sada mozemo karakterizirati normalne operatore na kona¢nodimenzionalnom kompleks-
nom unitarnom prostoru koristeé¢i projekcije.

Teorem 7.2 (Spektralni teorem za normalne operatore). Neka je T operator na konacnodi-
menzionalnom kompleksnom unitarnom prostoru V. Sljedece turdnje su ekvivalentne:

1. 7 je normalan.

2. T je unitarno dijagonalizabilan, odnosno

V=eyO® - -Oey,.

3. T ima ortogonalnu spektralnu dekompoziciju
pri cemu su \; € C, a Py + ---+ P, = I je ortogonalna dekompozicija jedinice.

Stovise, ako T ima oblik (2), gdje su \; razliciti i Py razliciti od nula, onda su \; svojstvene
vrijednosti operatora T i ImP; je svojstveni potprostor za ;.

Dokaz: Vidjeli smo da su tvrdnje 1. i 2. ekvivalentne. Pretpostavimo da je operator 7
unitarno dijagonalizabilan. Neka je P; ortogonalna projekcija na ¢,,. Tada se svaki v € V
moze zapisati kao suma ortogonalnih svojstvenih vektora

V=14
pa je
T(v) = Ao+ A = (AP -4 AP (v).

Dakle, vrijedi tvrdnja 3. Obratno, ako vrijedi (2) imamo

V=ImP ®---®ImP,.

Medutim, Teorem 7.1 implicira da je ImPF; = ¢,, pa je operator 7 unitarno dijagonalizabilan.

O

Teorem 7.3 (Spektralni teorem za samoadjungirane operatore). Neka je T operator na
konacnodimenzionalnom realnom unitarnom prostoru V. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne.

1. 7 je samoadjungiran.

2. T je ortogonalno dijagonalizabilan, odnosno

V=ey0 - -0Oey,.
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3. T ima ortogonalnu spektralnu dekompoziciju
pri cemu su N\; € R, a Py + -+ P, = I je ortogonalna dekompozicija jedinice.

Stovige, ako T ima oblik (3), gdje su \; razliciti i P; razliciti od nula, onda su \; svojstvene
vrijednosti operatora T © ImP; je svojstveni potprostor za ;.

Dokaz: Vidjeti [5, str. 246]. O
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Sazetak

U ovom radu se bavimo pitanjem kada je operator na unitarnom prostoru V' dijagonaliza-
bilan. Prvo uvodimo pojam adjungiranog operatora te to koristimo da bi definirali normalne
operatore, a to su oni za koje operator i njegov adjungirani operator komutiraju. Zatim
dokazujemo Strukturni teorem za normalne operatore koji tvrdi da su normalni operatori
unitarno dijagonalizabilni s obzirom na ortonormiranu bazu i formuliramo njegov matri¢ni
zapis. Nadalje, definiramo ortogonalnu projekciju i dokazujemo njenu karakterizaciju. Po-
kazali smo da je dekompozicija jedinice ortogonalna ako su svi projektori ortogonalni te to
koristimo da definiramo spektralnu dekompoziciju normalnog operatora. U zadnjem dijelu
dolazimo do glavnog rezultata ovog rada, a to je Spektralni teorem.

Kljuéne rijeci: adjungirani operator, normalni operator, Strukturni teorem, ortogonalna
projekcija, ortogonalna dekompozicija jedinice, projektori, spektralna dekompozicija, Spek-
tralni teorem
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Summary

In this thesis we deal with the issue when an operator on an inner product space V is
diagonalizable. We first introduce the notion of the adjoint of an operator and use this to
define normal operators, which are those for which the operator and its adjoint commute
with each other. Then, there is the proof of the Structure theorem for normal operators
which states that normal operators are diagonal with respect to an orthonormal basis and
we formulate his the matrix version. Furthermore, we define orthogonal projection and prove
their characterization. It has been shown that if the projections are themselves orthogonal,
then the resolutions of identity is orthogonal. We use this to define spectral resolution of
normal operators. In the last part we come the main result of this thesis which is the Spectral
theorem.

Key words: the adjoint, normal operator, Structure theorem, orthogonal projection, ort-
hogonal resolutions of identity, projections, spectral resolution, Spectral theorem
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