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1 Uvod

U ovom radu upoznat ¢emo se s hipergeometrijskim funkcijama, odnosno funk-
cijama pomocu kojih mozemo prikazati odredene beskonacne, konvergentne redove
te koje spadaju u grupu specijalnih funkcija. Pojam hipergeometrijskog reda prvi
put koristi J. Wallis 1655. godine kao generalizaciju geometrijskog reda. Mnogi
matematicari 18. i 19. stoljeca kao sto su Euler, Gauss, Jacobi, Kummer, Fuchs, Ri-
emann, Schwarz i Klein svojevremeno su dali doprinos razvoju ovoga reda. Schwarz
je 1873. odredio vrijednosti parametara a, b, ¢ takozvane Gaussove hipergeometrij-
ske funkcije F'(a,b;c;z) i tako izveo njenu restrikciju na algebarsku funkciju. To je
rezultiralo rjesavanju hipergeometrijskih diferencijalnih jednadzbi i njenih primjena.
U drugom poglavlju bavit ¢emo se odredenim tipovima hipergeometrijskih funkcija.
Najpoznatija i najcesce koristena hipergeometrijska funkcija jeste Gaussova hiperge-
ometrijska funkcija i njen generalizirani oblik. Gaussova hipergeometrijska funkcija
igra znacajnu ulogu u matematickoj analizi i njenoj primjeni te u rjeSavanju mnogih
problema drugih srodnih znanosti. Vecina funkcija koje se javljaju u analizi posebni
su slucajevi hipergeometrijskih funkcija, a neke od primjera vidjet ¢emo u poglavlju
3.4. Gauss je medu prvima proucavao hipergeometrijsku funkciju dajuéi posebnu
paznju slucajevima u kojima se hipergeometrijske funkcije mogu sazeti u elemen-
tarne funkcije poput trigonometrijskih, eksponencijalne, logaritamske ili binomne.
Predstavljajuci svaku od ovih funkcija kao hipergeometrijsku funkeciju, mozemo pre-
poznati svojstva koja se primjenjuju na sve funkcije ove vrste. Jedan od znacajnih
prikaza Gaussove hipergeometrijske funkcije jeste Eulerova integralna reprezenta-
cija, odnosno integralni zapis Gaussove funkcije. Takav zapis ¢e nam omoguéiti
laksi razvoj hipergeometrijskih identiteta te dovesti do Gaussove sumacijske for-
mule. Pomocéu Gaussove sumacijske formule hipergeometrijsku funkciju mozemo
zapisati uz pomo¢ gama funkcija. Hipergeometrijska funkcija moze biti prikazana i
kao rjesenje diferencijalne jednadzbe, sto ¢emo vidjeti na primjeru kako Gaussove
funkcije tako i jos jednog u praksi bitnog specijalnog sluc¢aja hipergeometrijskih funk-
cija sto je takozvana Kummerova funkcija ili konfluentna hipergeometrijska funkcija.
U cetvrtom poglavlju proucit éemo neke hipergeometrijske funkcije s dvije varijable
kao sto su Appelove funkcije, Hornovi redovi, konfluentna funkcija s dvije varijable i
Kampé de Fériet funkcija. Pokazat ¢emo veze izmedu Appelovih funkcija, kao i veze
izmedu drugih bitnih, specijalnih funkcija s dvije varijable. Izrazit ¢emo Kampé
de Fériet funkciju uz pomo¢ generaliziranih hipergeometrijskih funkcija i vidjeti uz
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koje uvjete funkcija konvergira.



2 Osnovno o specijalnim funkcijama

Svijet oko nas se svakim danom sve viSe razvija i napreduje, a usporedno s
njim razvijaju se i prirodne i drustvene znanosti pa tako i matematika sa svojim
mnogobrojnim primjenama. Osvrnemo li se na primjenu matematike u problemima
fizike kao sto je na primjer protok elektromagnetske, akusti¢ne ili toplinske energije,
mozemo primijetiti da rjesenje fizikalnog problema s matematickog gledista, ovisi o
konfiguraciji fizickog sustava. Tako, na primjer, kod Sirenje topline u metalnoj sipci
razlikujemo Sipke pravokutnog, okruglog, elipticnog ili ¢ak slozenijeg presjeka, ravne
ili zakrivljene sto ukazuje da isti fizikalni problem matematicki opisujemo razli¢itim
diferencijalnim jednadzbama. Kako nam osnovne elementarne funkcije nisu dovoljne
za rjeSavanje problema, javlja se potreba za posebnim oblikom funkcija koje jednim
imenom zovemo specijalne funkcije.

Dakle, specijalne funkcije su rjesenja mnogih diferencijalnih jednadzbi kojima inter-
pretiramo promjene u fizikalnim i drugim sustavima. Osim rjesenja diferencijalnih
jednadzbi, neke od specijalnih funkcija predstavljaju odredene cesto koristene inte-
grale poput beta i gama funkcije te funkcija koje racunaju beskonacne konvergentne
redove kao sto su Riemannova zeta funkcija, hipergeometrijske funkcije, Besselove
funkcije. Vecina specijalnih funkcija moze se zapisati u oba oblika, odnosno u obliku
konvergentog reda te odredenog integrala te se najcesS¢e nazivaju po matematicarima
koji su ih proucavali i prvi put definirali.

Definirajmo neke od specijalnih funkcija koje ¢emo koristiti u ovom radu.

2.1 Gama funkcija

Gama funkciju, u oznaci I'; otkrio je Euler prilikom prosirenja domene faktori-
jela na realne brojeve. Euler nam takoder daje dvije glavne definicije gama funkcije.

Definicija 2.1.1. Gama funkcija je funkcija ' : Ry — Ry zadana formulom

(@) = / e 't ldt. (1)
0
Definicija 2.1.2. Za sve kompleksne brojeve x # 0, —1,—2, ... vrijedi:

Al
['(z) = lim ]
k—oo (.I’)k

gdjge je (x). Pochhammerov simbol, o kojem éemo wvise reéi u poglavlju 2.5.



Integriranjem gama funkcije (1) dobivamo:

M(a) = N2 D,

T

odnosno
zl(z) =T(x +1).

[terativnim postupkom takoder slijedi da za n € N vrijedi
I'(n)=(n-1)L

Lema 2.1.1. Za prirodan broj n i nenegativni realni broj a vrijedi

—1)In®
i (P D
n—oo I'(a+n)
4
2__

-

B N e e
q

Slika 1: Graf gama funkcije



2.2 Beta funkcija

Beta funkciju zovemo jos i Eulerov integral prve vrste.

Definicija 2.2.1. Beta funkcija je specijalna funkcija B : Ry x Ry — Ry zadana

formulom:
1
Blw.g)= / t*71(1 — t)¥"1dt, Re(z), Re(y) > 0. (3)
0

Beta funkcija je usko vezana uz gama funkciju, sto je pokazao Euler 1730. godine.

Naime, vrijedi

B{®,4) = (4)

2.3 Pochhammerov simbol

Pochhammerov simbol (a),, poznat je i kao rastuéi ili uzlazni faktorijel i defini-
rao ga je Leo August Pochhammer na sljedeéi nacin:

F(a+n):{1 ,za n=0, ae€C)\{0}, (5)

(a)n = I'(a) ala+1)---(a+n—1) ,za neN, aecC

pri ¢emu se podrazumjeva da je (0)g = 1.
Iz prethodne formule vidimo da je

(a)o = 1

(@h = a

(@ = ala+1)

(@), = ala+1)(a+2)---(a+n—1).

Pochhammerov simbol takoder zadovoljava

(—a)p=(-1)"(a—n+1),, neN,.



3  Hipergeometrijske funkcije

Skoro sve elementarne funkcije u matematici su ili hipergeometrijske ili se mogu
zapisati kao omjer hipergeometrijskih funkcija. Kazemo da je red Z cn hipergeome-
g G P(n

"1 racionalna funkcija u varijabli n, tj. = L, pri cemu su
€y Cn Q(n>

P(n) i Q(n) polinomi u varijabli n. Faktorizacijom polinoma u varijabli n dobivamo

trijski red ako je

Cabli (n+a)(n+ag) - (n+ap)z (6)
¢ (b)) (n+by)- - (n+b)(n+1)

Postoji moguénost da polinom nije normiran te se stoga moze pojaviti  u brojniku.
Faktor (n+ 1) moze se pojaviti u nazivniku prilikom faktorizacije, ali i ne mora. Za
proizvoljni indeks i € N, a; = 1 osigurava pojavljivanje faktora (n + 1) u brojniku.
Uz pomo¢ faktora (n + 1) u nazivniku mozemo uvesti n! u hipergeometrijski red.

Rekurzivno iz (6) vrijedi

= o8l )" o
(01)n(b2)n - - - (bg)nn!
pri éemu su (ai)n 1 (bj)n, ¢ = 1,2,...,p, j = 1,2,...,q Pochhammerovi simboli.

Pomocu dobivene rekurzije (7) dolazimo do konacnog oblika hipergeometrijskog reda

= — — (a1)n(a2)n - - (ap)nz"
nZ:OCn o nZ:O (01)n(b2)n - - - (bg)nn! ’

pomocu kojega definiramo hipergeometrijske funkcije.

3.1 Generalizirane hipergeometrijske funkcije

Definicija 3.1.1. Neka su (ai)y @ (bj)n, ¢ =1,2,...,p, 7 =1,2,...,q Pochhamme-
rovi simboli, p,q € N broj parametara te a;,b;,x € C takvi da b; #0,—-1,-2,... za
j=1,...,q . Tada je generalizirana hipergeometrijska funkcija definirana izrazom

o0

(a1)n(ag)y - - (ap)nx”
e,y by b, by ) = E .
qu(al? A A o :E) n=0 (bl)n(bZ)n i (bQ)nn'

Ispitajmo konvergenciju generalizirane hipergeometrijske funkcije D’Alembertovim

kriterijem, tj. zanima nas limes

. Cn-l—l
lim

n—o0

Cn



koji mozemo pojednostaviti na sljedec¢i nacin:
(a1 +n)(a2 +n) - -~ (ap + n)z|
(b1 + ) (b + 1) -~ (b + m)(n + 1)]
|z[nP(1 + [as|/n) - - - (1 + |ap| /n)
ntt (14 1/n)(14by/n) -~ (1+by/n)|

Cn-l—l

Cn

Iz prethodnog dobivamo nejednakost

Cnrt| o |2[PPTH 1+ |aa|/n) -~ (1 +ap|/n) (8)
cn | = [+ 1/n)(L+b/n)- - (L+bg/n)|
Pretpostavimo da je a; # 0,—1,—2... zai = 1,...,p (u suprotnom ne bi mogli

ispitati konvergenciju) te koristeéi D’Alembertov kriterij za konvergenciju reda iz
(8) slijedi:

Teorem 3.1.1. Generalizirana hipergeometrijska funkcija:
i) konvergira za svaki |z| < oo, ako je p < g,
i) konvergira za svaki |x| < 1, ako je p=q+1,
i) divergira za svaki v # 0, ako je p > q+ 1.
Dokaz:

cn+1

i) lim =0, ako je p < q,
n—oo

Cn

Cn+1
Cn

ii) ako je p=¢q+1, tada lim
n—oo

cn-i—l

iii) ako je p > ¢+ 1, tada je lim

n—oo

= Q.

Cn

Teorem 3.1.2. Neka je |z =1ip=q+1. Tada red

. - (al)n(a2)n T (aq+1>n$n
g = nZ:o (01)n(D2)n - - - (bg)nn!

e apsolutno konvergira ako je Re (> b, — > a;) > 0,

g+1Fg(ar,as,. .., aq41501, 0o, ..

e divergira ako je Re (D b, — Y a;) < —1.



Dokaz: Neka je

Usporedimo nas red

[ (a1)n - - - (agp1)na”
; (01)n - -+ (bg)un!

s konvergentnim redom

1
Z n1+6‘
=1
Kako je |z| = 1, dobivamo
(@) (g
= lim (a)n  (ags)n  (n— 1)ln" (- 1)Inbe (n- 1)+
noos | (n—1)lne (n — 1)l (b1)n (bo)n I e
[re)| .. [ v il
Hr(ai) n—oo | p2obi—>-ai—0 ’

jerje Re (> b — > a; —9) =25 — 0 > 0. Ovime smo dokazali da nas red apsolutno
konvergira za |x| = 1 ako je Re (> b; — > a;) > 0. U zadnjoj jednakosti koristili

smo jednakost (5) te Lemu 2.1.1.
Kako bi dokazali divergenciju neka je

= %Re (Zbi_ZaZ) < —1.

Slijededi iste korake kao za dokaz konvergencije, dobivamo da je

_ 11T (%)
[TT(a;)

1+6

o | @+ (@g12)a - 1

;
w50 | (b~ (bg)n -l &=

n—o00

n2bi—> ai—

:OO,

jer je Re(3"b; — > a; — ) =20 —§ £ —1, ¢ime smo dokazali da nas red divergira

za |z| =1 ako je Re(D b, — > a;) £ —1.

10

0J



3.2 Gaussova hipergeometrijska funcija

Razmotrimo sljedeéi fizikalni problem. Postoji plin ¢ije se ¢estice nasumicno
kre¢u unutar dvodimenzionalne resetke koja u sebi sadrzi odredeni broj ¢vorova s
nasumicnim brojem zamki. Unutar zida reSetke odredeni broj cestica se medusobno
veze dok se neke odbijaju. Na koji je nac¢in najbolje izracunati kako ¢e se Cestice
ponasSati unutar resetke, tj. koliko njih ¢e se medusobno povezati? Ovo je samo je-
dan od mnogih slu¢ajeva u fizici i matematici koji za svoje rjesenje koristi Gaussovu
hipergeometrijsku funkciju.

Uzimajuéi specijalne vrijednosti parametara p,q dolazimo do modificiranih oblika
hipergeometrijskih funkcija. Za fiksne parametre p =2 i ¢ = 1 dobivamo Gaussovu
hipergeometrijsku funkciju nazvanu po slavnom njemackom matematicaru Carlu
Friedrich Gaussu koji je uveo oznaku F' za ove specijalne funkcije te nam ostavio
brojne zanimljive teoreme i dokaze vezane uz njih. S nekima od njih ¢emo se upoz-

nati u ovom poglavlju.

Definicija 3.2.1. Neka su (a),, (b),, (¢), Pochhammerovi simboli, x € C te a,b,c
realni ili kompleksni brojevi. Tada je Gaussova hipergeometrijska funkcija definirana

1Zrazom

o F1(a,b;c;x) = Z%Z—?,c% 0,—1,—-2,....

Prema Teoremu 3.1.1. Gaussova hipergeometrijska funkcija definirana je za svaki
lz| < 1.
Neki specijalni oblici i svojstva Gaussove hipergeometrijske funkcije:

n=0

e Gaussova hipergeometrijska funkcija je simetri¢na s obzirom na parametre u
brojniku, tj.
2 F1(a, b5 ¢;2) = 9 F1(b, a5 ¢; ). (9)

e Za a = c iz Definicije 3.2.1 dobivamo

oFi(c,byz) = ZL(C): )
)

11



S obzirom na simetricnost Gaussove funkcije (9) uz pretpostavku da je b = ¢,

analogno dobivamo o F}(a, c;c; ) = 1 Fy(a; —; x).

e Kadajea=cib=1ilia=11b=c dobivamo

g, Iz em) =l ow) = me_n

~ () n!

uz prethodnu pretpostavku da je |z| < 1.
Ukoliko se sjetimo binomnog teorema koji daje razvoj v-te potencije izraza
(a+0b)”, gdje je v € N, mozemo uociti da je desna strana prethodne jednakosti
zapravo specijalni slucaj generaliziranog binomnog teorema gdje su potencije
opcenito kompleksni brojevi, v € C, no u prethodnom izrazu je ocito v = —1.
Ukoliko u Gaussovu funkciju umjesto parametra 1 stavimo proizvoljni cijeli
broj —n, n € N dobit ¢emo specijalni oblik binomnog teorema. Preciznije,
tada vrijedi N

JFi(=n,ci ) = 30 Oy

—  (c)r!
gdje je
(=n) = (=m)(=n+1)(=n+2) - (—ntr—1)
= (-D)'n(n—1)(n—-2)---(n—r+1)

iz Cega slijedi

- i n! T n
2Fi(—n, ¢ c7) = ;(—1) mﬂf =({1-z)"

Nadalje, moze se pokazati da za proizvoljan a € R vrijedi

Fofa =) =3 O gy (10)



e U slucaju da je jedan od parametara u brojniku negativan cijeli broj —n, za
n € N dobivamo konaé¢ni hipergeometrijski polinom sa (n 4+ 1) parametrom u

varijabli z, pa nemamo problema sa konvergencijom. Dakle:

" (=1kn! (b . n (b)
o Fi(—n,b;c;x) = Z En —)k)' k:(‘(i’;kmk = Z(—l)k <k> (C_>]]:mk

k=0 k=0

e Neka je sada jedan od brojnika negativan cijeli broj i x = 1. U tom slucaju

zakljucujemo da je o F} kona¢na suma, odnosno

Fi(-naic1) = o0 (1)

e Uslucaju kada jea = —mic= —m—n, pri ¢emu sun, m € Ny vrijedi sljedece:

o Ako je n =0, tada je a = ¢ ¢ime smo nas red sveli na geometrijski red

(b)nxn
n!

2 Fy(—m, b —m; @) = 1 Fy(b; —;2) = >

n=0

o Ako je n > 0, nas red oF;(—m,b; —m — n;z) reduciramo do kona¢nog
polinoma oblika

Fi(om, b —m —nia) = 3

m
k=0

<TZ> (b)k((m tn—k)

m+n)!

o Ako je sada m,n € N,k < m, tada w mozemo zapisati kao
(—m —n)g
m!

odakle slijedi, za b # 0, —1, ...

13



2F1(—m, b; —m —n; 33)

-Ee-at) ) - (-2

Kao rezulat uocimo da se nas red zavrsava kod m-tog stupnja, ali pocinje

ponovo kod (m 4+ n + 1) stupnja. Na primjer,
2 1 1 2
Fi(-2,1;-5; 1 —g? — g " B g,
2121 —5ja) =1+ got g —go — 5o —o +

Proucimo konvergenciju Gaussovog hipergeometrijskog reda.
Teorem 3.2.1. Neka je |x| = 1. Tada red o Fy(a,b; c; x)

e apsolutno konvergira ako je Re(c —a —b) > 0,

e divergira ako je Re(c —a —b) < —1.

Dokaz Teorema 3.2.1. jednak je dokazu Teorema 3.1.2. U
Euler nam je 1769. dao dokaz teorema danas poznatog kao Fulerova integralna re-
prezentacija. Integralni zapis Gaussove hipergeometrijske formule omoguéit ¢e nam

laksi razvoj transformacije te funkcije kao i drugih hipergeometrijskih identiteta.

Teorem 3.2.2 (Eulerova integralna reprezentacija). Neka je Re(c) > Re(b) > 0 ¢
|z| < 1. Tada je

oF1(a,b;c;x) = %/0 2711 — )11 — wt)odt. (12)

Dokaz: lzraz (1 — xt)~® mozemo raspisati na sljedeéi nacin (vidi (10))

(1-atye =y D0 (13)

n=0
Kako je |z| < 1, ako binomni zapis (13) uvrstimo u jednakost (12), sa desne strane

dobivamo

c_b > Z)'” ” / E-Lpy ey (14)

n:0

Dobiveni integral je beta integral (3) koji mozemo zapisati uz pomoé¢ gama funkcija
kao (vidi (4))

L(n+b)(c—0b)

'n+c¢)

(15)

14



Napokon, ako izraz (15) uvrstimo u (14) slijedi

[(¢) o= (@)al'(n +b)
F(b)z aT(n+c)

n=0
Kako je, prema definiciji Pochhammerova simbola (5)
L(b+n) ) i [(c) 1
_— n 1 =—
['(b) Lc+n) (o),

odmah uocavamo da je prethodni izraz jednak

Z (a)n(b)n x_n =5 Fi(a,b;c; ),

c~ (c)n n!

sto daje trazenu jednakost. O
Primjetimo da prethodna integralna reprezentacija, koja je jos poznata i kao Poc-
hhammerov integral, vrijedi za |z| < 1. No, ona se moze transformirati kako bi
dobili odgovarajuce integralne reprezentacije Gaussove hipergeometrijske funkcije i

za druge vrijednosti argumenta, preciznije, vrijedi

e uz supstituciju —s =t/(t — 1) dobivamo

F o0
oFi(a,b;c;1 —x) = (<) ) / $*7H1 4 8)*7°(1 + sz)~%ds,
0

INODINCE)
pri ¢emu je Re(c) > Re(b) > 01 |argz| < .
e Slicno, neka je t = 1/s, tada vrijedi

T, ¢V 1/

za sve 1 + Re(a) > Re(c) > Re(b) i |arg(x — 1)| < .

2F1(a, b;c1/x) =

t

e U slucaju kada je t = e™", imamo

r(b)?((?_ b) /ooo e (1= )1 - weT) et

za Re(c) > Re(b) > 0.

oFi(a,b;c;x) =
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Pogledajmo jo$ nekoliko supstitucija koje vrijede uz uvjet Re(c) > Re(b) > 0.

Ako je t = sin’t, tada

dt.

T I (sin )21 (cos £)26-2b-1
2F1(CL, b; C; :E) — (C) /2 (Sln ) (COS )
0

L')IC(c—b) (1 — zsin?t)e

Uzmimo sada ¢t = % cost — % Tada je

dt.

21—c T o [ i 2%h—1 1 ¢ c—9b
2F1(a, b x) = (C) ) / (Sln ) ( + cos )
0

LG)IT(c—0b (1— 1z + tzcost)e

Ako je t = 1/(cosh®t), tada je

oF1(a,b;c;x) = dt.

2I(c) * (cosh t)222¢+1 (sinh ¢)2e-2-1
I'(®)I'(c—10) /0 {(cosht)? — z}e

Sliéno, za t = 1/ (4 + 1 cosht) vrijedi

oF1(a,b;c;x) = dt.

B2 ey /°° (sinh EP2 2ot engh § — 1P o—8-1
L5 (c—1b) Jo (3 — 2+ Jcosht)*

Neka je t = tanh®t. Uz takvu supstituciju dobivamo

5 Fila, by @)=

2I'(c) = einhif P Leash )72
m/o {{cosh 1Y — o(smb 1y2}e

[z uvjeta apsolutne konvergencije, Gauss je izveo jednostavniji zapis hipergeometrij-

ske funkcije pomoéu gama funkcije koju danas zovemo Gaussova sumacijska formula.

Teorem 3.2.3 (Gaussova sumacijska formula). Uz uvjet Re(c —a — b) > 0 vrijedi

sljedeci identitet

1y N (@a(0)n _ T(e)T(c—a—b)
= Z (Qnn!  T(c—a)T(c—b)

Dokaz: U svrhu dokaza najprije treba dokazati jednakost

c—a)lc—0>b
oF1(a,byc; 1) = Mgﬂ(a,b;c‘i‘ T 1)
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AkojeAn:%iBn— ()(> tadaje

<><><>%{Ml

Uocimo da su nam desne strane u zadnje dvije jednakosti jednake iz cega slijedi

clc—a—>b)A,=(c—a)(c—0)B, +c(nA, — (n+1)A,11)

te - &
c(c—a—Db) ZA" (c—a)(c—D>) ZB —c(N+1)A41.
n=0 n=0

Za N — oo, slijedi (N +1)Ayy1 ~ 1/N7%% — 0, jer je Re(c —a — b) > 0, $to smo
dokazali u Teoremu 3.2.2. Ponavljanjem postupka n puta dobivamo

I'(c—a)l'(c—0)
[(e)l'(c—a—0)

T(c+n—a)l(c+n—0)
IF(c+n)l'(c+n—a—0)

sl Byeg 1] = oFy(a,b;c+mn; ).
Uocimo da desna strana — 1 kada n — oo. Ovime smo dokazali nas teorem za
sve Re(c —a — b) > 0. Iz Eulerove integralne reprezentacije kada pustimo z — 1
dobivamo

T 1

oFi(a,b;c;1) = __Digl / e ) S
L(0)T(c—b) Jo

I(e)l'(c—a—0)
I'(c—a)l'(c—10)’

za Re(c) > Re(b) > 01 Re(c —a —b) > 0, pri cemu kao $to smo se iznad uvjerili,
uvjet Re(c) > Re(b) > 0 mozemo izostaviti. O
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3.3 Konfluentna hipergeometrijska funkcija

Matematicar Ernst Eduard Kummer proucavao je konfluentnu hipergeometrij-
sku funkciju te 1836. godine objavljuje svoj rad o istoj za koju se od tada cesto
koristi i naziv Kummerova funkcija. Ova funkcija pronasla je svoju primjenu u
mnogim granama fizike. Problemi difuzije i sedimentacije, kao u primjeru odva-
janja izotopa i odredivanju molekularne tezine proteina u ultracentrifugi, rijeseni
su upotrebom ovih funkcija. Rjesenje jednadzbe za distribuciju brzine elektrona
u praznjenju plina visoke frekvencije moze se takoder izraziti u obliku Kummerove
funkcije, ¢ime je omoguceno predvidanje elektricnog polja proboja visoke frekvencije

za plinove.

Definicija 3.3.1. Neka jec #0,—1,—2,.... Tada je konfluentna hipergeometrijska

funkcija definirana s

o0 ’Il

1Fi(a;ez) = Zi , |zl < 0.

n=0
Kummerova funkcija w = 1 Fi(a; c; x) rjesenje je diferencijalne jednadzbe poznate i

po nazivu Kummerova jednadzba

d*w w
azw—l—(c—:v)%—aw—()
Kummerovu jednadzbu dobivamo iz hipergeometrijske jednadzbe
d*w d
(l—aj)ﬁ—k{c— (a+b+ )x}ﬁ —abw =0

tako da z zamjenimo sa x/b i na kraju pustimo b — oo. U slucaju da ¢ nije cijeli
broj, dobivamo dva nezavisna rjesenja Kummerove hipergeometrijske jednadzbe oko
z = 0 pri demu je:

e prvo rijesenje o F(a, b; ¢; x).

Uocimo ukoliko x zamjenimo sa x/b i pustimo b — oo dobivamo

blim s Fi(a, b;6,2/b) = 1Fy(a; € ).
—00
e drugo rijeSenje x'7¢ yFi(a+1—c,b+1—c¢;2 —c; 7).

Zamjenom z sa x/b te pogledajmo $to dobivamo u slucaju kada b — oo

lim 2 s F{a 4 1—ebtl—g2—gzh)=2"° iFila41—c2—cx)

b—oo
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Rjesenje Kummerove jednadzbe oko x = oo je
r ?9F(a,a+1—ca+1—b;1/x).
Ukoliko x zamjenimo sa x/b te pustimo b — oo dobit ¢emo
% 9Fy(a,a+1—¢;—; —1/x).

Predhodni red divergira te prema tome na ovaj nacin ne mozemo dokazati rjesenje
Kummerove jednadzbe. Stoga, zapisimo naSe rjesenje pomocu Fulerove integralne

reprezentacije:

7% 9F(a+1—ca;a+1—b;b/x)

- sy () e (i)

Ukoliko pustimo b — —o0, na desnoj strani imamo

—a o0 c—a—1 o0
x —tqa—1 ( t) 1 / —xtya—1 c—a—1
e 't 1+— dt = et (14 1) dt.
I(a) / v T(a) Jy

Prethodni integral konvergira za sve Re(a) > 01 Re(x) > 0.
U sluéaju da su Re(a) < 01 Re(x) < 0 vrijedi

1Fi(a;c;x) = L(e) /ZOO s S)F(_S)F(_x)sds, larg(—z)| < w/2.

" 2mil(a) J i [(c+s)
Teorem 3.3.1 (Prva Kummerova formula). Ako je ¢ #0,—1,—2, ..., tada vrijeds

1Fi(a;c;z) = €* 1 Fi(c— a;¢;—x).
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Dokaz: Dana formula slijedi iz jednakosti

e - (SE)(S )

n=0 n=0
e LG )
_ S Cnklak (0
n=0 k=0 (C)kk‘ n!
e (-1ra
= nZ:OQFl(_naa'u C,l) 7l
_ Sz aay
n=0 (C)nn' ’
gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili formulu (11). O

Teorem 3.3.2 (Druga Kummerova formula). Neka je 2a paran pozitivan cijeli broj

razlicit od nule. Tada vrijedi

11
& 1 Fila; 20 2x) = oF| — @+ =; 2% ).
2°4
Dokaz: Ako je ¢ — a = a, tada je ¢ = 2a, pa koriste¢i prvu Kummerovu formulu
3.3.1 imamo
1Fi(a;2a;z) = € 1F1(a; 2a; —x).
Takoder, moze se pokazati da je e=* 1 F(a; 2a; 2x) parna funkcija od x. Vise o samom
dokazu parnosti funkcije zainteresirani ¢itatelj moze pronaéi u knjizi [8] na strani

125.
Sada je

e " 1Fi(a;2a;22) = ii (a)k(—l)n_kafC‘k




Kako je lijeva strana prethodne jednakosti parna funkcija od z, uoc¢imo da za nene-

gativan cijeli broj k vrijedi

2F1(—2]€ - l,a; 2&,2) =)

te slijedi
o0 72k
e ¥ 1Fi(a;2a;2z) = ZgFl(—Zk,a; 2a; Q)m
k=0 '

Pronadimo sada diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljava funkcija e™* 1 Fi(a; 2a; 2x).
Pokazali smo da je w = 1 Fj(a; c; z) rjesenje diferencijalne jednadzbe
d?w

x@—l—(c—m)z—z—aw:(} (16)

Zamjenimo parametre u jednadzbi (16) tako da je ¢ = 2a, x = 2z i w = ¢*w. Tada
dobivamo diferencijalnu jednadzbu

d*w dw

¢ije barem jedno rjesenje mora biti w = e % F(a;2a;2zx). Zamjenimo sada u jed-

nadzbi (17) varijablu z varijablom o = ixz, ¢ime dobivamo
d*w 1\ dw
2
o= + <a—|—§>ada—aw—0. (18)

Dobivena jednadzba (18) je diferencijalna jednadzba funkcije oFi, Cije je rjeSenje
oblika

11, g 3 1,
WZAoFl(—;a‘i‘E%ll’)"‘B(x)z OFI(_;i_a;Zm ;
ali jednadzba (17) zadovoljava i wy = e™* 1Fj(a;2a;2x). Ukoliko uzmemo da je

konstanta A =11 B = 0 dobit éemo e ® | Fi(a;2a;2x) = oF} (—; a+ %; z};xz) ;
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3.4 Neki bitni specijalni slucajevi generalizirane
hipergeometrijske funkcije

Veé¢ smo spomenili da se mnoge elementarne funkcije mogu prikazati pomocu
generaliziranih hipergeometrijskih funkcija. Pogledajmo jos neke primjere. Jedne
od nama zanimljivih veza jesu veze izmedu trigonometrijskih i hipergeometrijskih

funkcija:

) i
sinx = a:-OF1<—; 1

1 — 2
cCoOsSTr = 0F1(-7§,Tx>

Dokazimo prvu jednakost:

Nl o
|
(o]
S?

n

2
= 3:5-7---(3+ (2n—2) 3 nl
— 3.5-7---(2n+1)-(1-2-3---m) 2
= 357 (2n+1)-2-4-6---(2n) = (2n + 1),
(20)
uvrstavanjem (20) u (19) slijedi
3 _1.2 00 (_l)nx2n+1
= 1< 94 ) ;0 Qny1y o0

U svrhu dokazivanja druge jednakosti, primjetimo da je




Bududi da je

1 1/1 1 1
) gl = (-1l =42)--|= — 1 2%l
@), - 3G ) - (Gem )

n

_ 1(1+2)(1—i—4)---(1+(2n—2))§—nn!
— 1 «BaBess [P—T)s{loT B mm)2®
= 1-3-5---(2n4+1)-2-4-6---(2n) = (2n)!,

(22)

kada uvrstimo (22) u (21) dobivamo

1 _1,2 e (_l)nx2n
0F1 <—, 57 —> = ZW = COST.

n=0

Na slican nacin moze se pokazati da vrijedi:

o Zasvaki 22 < 1,—m/2 <sin"'z < /2

L w13 o L7 18 o 135
Sin” £ =T - .22 =2 T
® 2M1\ 5o g 2.3792.4.5° T2.4.6-7

e Za svaki 22 < 1

i 3 z° z° .’L‘7
il 2
=gkl =.1: = — -7 — — -
tan " x Ty 1(2, g JJ) T 3 + 5 - —+

U slucaju kada su nam p,q = 0 dobivamo eksponencijalnu funkciju
oo .Tn .
oFo(— =) =) — =¢".

n!
n=0

Za kraj pogledajmo kako logaritam log(1+ x) mozemo zapisati pomoc¢u hipergeome-

trijske funkcije:

v B (L12-) = 2 DD gy
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Uoc¢imo da je

(L 1-2-3---n o w
2), 2-3-4---n(n+1) 14n’
pa slijedi
o0 (1)n h 0 P kants 72 3 4
—1)" g = —-1)" =r——4———---=log(l

odnosno vrijedi
log(1+z) =2-9F1(1,1;2; —x).
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4 Hipergeometrijske funkcije dvije varijable

Hipergeometrijske funkcije jedne varijable definirane od strane matematicara
19. stoljeca postizu ogroman uspjeh upravo zbog Sirine svoje primjene. No, ubr-
zanim razvojem znanosti i tehnike pokazalo se da hipergeometrijske funkcije jedne
varijable nisu uvijek dovoljne za opisivanje ¢estih, specijalnih matematickih i fizi-
kalnih pojava te se pojavila potreba za daljnjim istrazivanjem. To je dovelo do
hipergeometrijskih funkcija dvije i vise varijabli. Kronoloski gledano, jos krajem
19. stolje¢a (1880. godine) Appel objavljuje svoje 4 tzv. Appelove funkcije dviju
varijabli: Fy, Fy, F3, Fy. Pocetkom 20. stoljeca (1920.-1921.) Humbert zapisuje 7
konfluentnih hipergeometrijskih funksija s dvije varijable: ®1, @y, 3, Uy, Uy, =y, =s.
Sve njih objedinjuju Appel i Kampé de Fériet u monografiji iz 1926. godine.
Jakob Horn 1931. upotpunjuje spomenutu monografiju s jos svojih 10 funkcija:
G1,Ga,Gs, Hy, ..., H7 te zakljucuje da ih ukupno ima 34. Ovo poglavlje donosi kra-
tak pregled hipergeometrijskih funkcija s dvije varijable: Appelove funkcije, Hornovi
redovi, konfluentna hipergeometrijska funkcija s dvije varijable i Kampé de Fériet
funkcija te njihove medusobne odnose. Buduéi da hipergeometrijske funkcije vise
varijabli nisu prioritetna tema ovoga rada, ¢itatelj o njima moze procitati vise u

knjigama [2] 1 [4].

4.1 Appelove funkcije

Zelja za znanjem pokreée svijet. Ona nas gura da istrazujemo nove hipoteze
i pokusamo dokazati njihovu istinitost. Istrazivanje elementarnih cestica velic¢ine
atoma, gibanja tijela, otkivanje svemira samo su neke od zanimljivosti koje proucava
teorija relativnosti, kvantna mehanika, molekularna fizika. Kako bi dosli do konaénih
odgovora potrebne su nam slozenije matematicke funkcije kao sto su Appelove funk-
cije. Appelove funkcije su hipergeometrijske funkcije dviju varijabli ali i generali-
zacija Gaussove funkcije. Kako bi razumeli Appelove funkcije najprije promotrimo
produkt dvije Gaussove funkcije

oF1(a1,b1;¢1; )2 Fi(ag, ba; o y) = Z Z (al)mgif;”(bl)m(bQ)"xmyn

m=0 n=0 m(CQ)nm'n'

te pogledajmo kako izgleda zapis kada produkt jednog ili sva tri para (aj)m(az)n,
(01)m (b2)n, (¢1)m(c2)n zamjenimo sa (a)min, (0)min, (€)min- Na ovaj nacin, ovisno o

parovima koje mijenjamo, dobit ¢emo pet funkcija. Jedna kombinacija ¢ini Gaussovu
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funkciju 9F}, dok nam druge ¢etiri kombinacije daju potpuno nove funkcije koje

zovemo Appelove funkcije.

(i) Gaussova funkcija

= = amnbmnmmn
JFiabca+y) = ZZ()+()+ y

Fi(a,b,by;cz,y) = Zz(a)m+n(b)m(b1)nxmy”

= a)m b m ™
= Z %%Qlﬂ(a +m,bi;c+m;y),
m=0 m !

pri éemu su a, b, by, ¢, x, y realne ili kompleksne vrijednosti, ¢ # 0,—1,—2... i
max{|z], [y[} < 1.

(iii)

e m n b n
FQ(G,b,bl;C,cl;xay) = ZZ + 1) m y

pri éemusu a, b, by, ¢, ¢y, z, y realne ili kompleksne vrijednosti, ¢,c; # 0, —1,—2. ..
ilz|+ |yl < 1.
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SIS b . T T
FS(a’valababl;c;m7y) = ZZ (1) Z Y

€t m!n!

_ Z (a)(m( Jm @ 2F1(a1,b1,c+m Y),

pri éemu su a, b, by, ¢, x, y realne ili kompleksne vrijednosti, ¢ # 0,—1,—2... i
max{|z], [y[} < 1.

oo
Z m+n m+n fE y
m!n!

(@)m(0)m )
¢ (D

F4(a7b; ¢, Cl;m7y) =

M8iM8

2F1(a+m b+m;ci;y),
m!

3
Il

pri éemu su a, b, ¢, ¢y, z, y realne ili kompleksne vrijednosti, ¢,c; # 0, —1,—2. ..
i/ |z] + /]y < 1.

Sve cetiri Appelove funkcije mogu se svesti na Gaussovu funkciju o F} u slucaju kada
je y = 0, takoder prve tri tvore Gaussovu funkciju oF} u slucéaju kada je by = 0.

Pogledajmo jos neke zanimljive slucajeve vezane za Fy, Fy, Fj:
e Neka je y = z, tada vrijedi

Fl(aababl;c;mvx) = (1_x)c_a_b_b12F1(C—aac—b—bl;céx)
= oFi(a,b+bi;c; ).

e Ako je ¢ = b+ by, tada dobivamo
Fl(a’vb7 blab+ b17xvy> = (1 - y)_QQFl(CL?b;b—i_ b17 (.’L‘ - y)/(l - y))

27



e Ako je ¢ = b, tada vrijedi
F2(a)ba bla ba Cl;.I',y) = (1 - ‘T)_GQFl(aabl; Cl7y/(1 - .Z‘)) (23)

Kako je Gaussova funkcija simetricna, isti sluc¢aj imamo i kada je ¢; = b;.

e Vel smo pokazali da je

2 (@) (D)
Fi(a,b,by;c;z,y) = Z%gﬂ(@—i—ﬂ@ b;c+ m;y)
(@)m

= CL
= Z (C ( 2F1(Q+mbc+m y)

(24)

te uzimajudi u obzir svojstvo simetri¢nosti, iz jednakosti (23) i (24) dobivamo
Fl(av b7 b17 G, y)

= a'm m m —01
_ bz @ (1—y) "o Fi(a,b;cy/(y — 1))
0 m

- (1_ )bng(a,c—a,b,bl;c;x,y/(y—1)).

Iz prethodnog mozemo zakljuciti da svaka F) funkcija moze biti izrazena pomocu
funkcije F3, dok obrat ne vrijedi, osim u slucaju kada je ¢ = a+a;. Kako funkcija F}
tvori Gaussovu hipergeometriju funkciju kada je ¢ = b+ by, tada i F3 tvori Gaussovu
funkciju u slucaju kada je ¢ = a4+ a; = b+ by. Na slican nacin bilo koju funkciju Fy

mozemo zapisati pomocu funkcije F5 kada je ¢; = a.
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(1 - y>_b1F2(aa b7 bl;c,a;aj,y/ Yy—= 1))

= -9 X O s 1)
- Z(a()cm:f()ln)i 2 F1 (b, —m; a;y)

- Z_g Dm(Dn(c)m(1 +b1 —a—m),

= o sl — By Yl Y — WP AL — gy
:ZZ()( Jnts(b1)n(=1) (1-y)

=0 s—0 (Ds(D)n(@)nas(l—=by —a—n—s),

_ — (B)nts(@ — b1)s(b1)pz" (1 — y)"
N g;g; (1)s(D)n(c)nts
= Fi(b,a—by;cz,z(1 —y)).

Svi prethodni slucajevi vrijede za veoma male vrijednosti |z| i |y|.

4.2 Hornovi redovi

Njemacki matematicar Jakob Horn je 1931. upotpunio do tada poznatu listu
svih moguénosti koje se javljaju pri definiranju konvergentnih hipergeometrijskih
funkcija dviju varijabli. Time je zakljuc¢io da pored funkcija koje se mogu izraziti
pomocu jedne varijable ili koje su produkt istih, postoji ukupno 34 konvergetnih
hipergeometrijskih funkcija dviju varijabli. Cetiri od njih smo veé upoznali kao Ap-
pelove funkcije: Fy, Fy, F3, Fy. Deset funkcija G1,Gs, Gs, Hy, ..., H; definira Horn
pa po njemu dobivaju ime Hornove funkcije. U konacnici, javlja se 13 konvergent-
nih Hornovih funkcija koje dodatno objavljuje Borngésser 1933. Pogledajmo opéu
definiciju hipergeometrijskog reda koju nam je Horn dao.

Definicija 4.2.1. Red
2D Ama™y"
m=0 n=0

je hipergeometrijski red dviju varijabli ukoliko su

S ) @ 22— g, m)
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racionalne funkcije od m i n.

Zapisimo Hornovu definiciju 4.2.1 na sljedeé¢i nacin

:F(m,n) . :G(m,n)
flm,m) F(m,n)7 gm,n) G(m,n)

gdje su F,F, G,@ polinomi od m i n i stupnja redom p, p,q,q. Hornove funkcije
definiramo u slucaju kada vrijedi da je p = p = ¢ = ¢ = 2 i one su dane sljedeéim

lzrazima:
. Gi(a, B, Bri ) = gjo i;(a)wnw)n_m(ﬁl)m_n—f—?
. Gala,an, B, i, y) = ijogfo(a)m(al)n(mn_m(ﬁl)m_n—n:—T
. Gs(a, ag;2,y) = ;g(a)%—m(al)m—nx—nj T
. Hi(e, 8,7;6;2,y) = ;g} (a)m_ngg):w(v)n%%
) e Sreiny) Wi i (CloalBnlr)sB "
. Hj(e, B;7;2,y) :;EW%%
. HMM&mFéfQ%%%

Hs(a, Bivimy) =) ) e Pl B0

(Y)n m! n!



m

m:OnzO T

Hq(a, B,7v;0;,y) = ii Jam-n "(7)"$myn.
=0 n=

m! n!

Preostalih 20 funkcija ¢ini konfluentne hipergeometrijske funkcije za koje vrijedi

pSp=2,¢q=<§=2, pri cemu p, ¢ ne mogu biti u isto vrijeme 2.

4.3 Konfluentna hipergeometrijska funkcija s dvije varijable

Veé¢ spomenuti francuski matematicar Pierre Humbert je jos 20. godina 20.
stolje¢a definirao sedam konfluentnih hipergeometrijskih funkcija s dvije varijable
Dy, Dy, B3, Uy, Uy, =1, Z5. Pomocu konfluentnih hipergeometrijskih funkcija Hum-
bert generalizira Kummerovu hipergeometrijsku funkciju | 7 jedne varijable i kon-

fluentnu hipergeometrijsku funkciju ¢/} jedne varijable na sljede¢i nacin:

1(a, B y32,y) = ZZ m+n mfn; i'

m=0 n=0

= lim Fl(a76751;7;$7y/61)

Iﬂ1|—>00

= lim Fl(&,ﬁ,l/G;’y;!L',Gy),
€e—00

gdje je |z| < 1,[y| < oo.

¢2(67B1;7;$7y) = ZZ ml i'

m=0 n=0 m+n
= ‘1|l£>11 Fl( 76751;7;1./&7?//&)

= hmFl(l/Ea B?Bl; Y; €T, Gy),
e—0

gdje je || < o0, |y| < oco.
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O3(B;7;2,y) = YD il ﬁy—

pri cemu vrijedi |z| < oo, |y| < 0.

[ ]
— (@ Y1l B Yo T Y™
Uy (a, By, 11;2,y) = 227__7
e %y ==
m=0 n=0 (Vm(1)n m!nl
tako da je |z] < 1,]y| < oo.
[ ]
o0 (o] (O{)m+n Im yn
Voo, 13 2,y) = \Ymin T Y
2( e ) mZ:QnZ:O (V)m('ﬁ)n m! n!
u slucaju kada je |z| < oo, |y| < oc.
[ ]
= 2 (@) m(@)n(B)m T
:1(a7a17ﬁ;7;x7y)zzz —'—"
m=0 n=0 (7)m+n m: n!
uz uvijet |z| < 1,[y| < oo.
[ ]

Byl Bivimy) = > ) Lot x—y—

gdje je |z| < 1, |y| < oc.
Uocimo takoder da vrijedi
lim @, (8, 1/¢;7; 2, ey) = P3(B;7; 7, y),
lim Uy (o, 1/€7, 15 €2, y) = Wa(a;7,m; 7, 9),

lim 4 (v, /e, B;y; =, ey) = Ea(a, B;7y; 2, ).
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4.4 Kampé de Fériet funkcija

U ranijim poglavljima pokazali smo da poopéenjem Gaussove funkcije o F} tj.
povecanjem parametara u brojniku i nazivniku dobivamo Generaliziranu hiperge-
ometrijsku funkciju ,Fj. Na slican nacin Kampé de Fériet 1921. godine objedinjuje
Appelove funkcije te nam daje generalizirani oblik hipergeomerijskih funkcija dviju

varijabli koju nazivamo Kampé de Fériet funkcija:

piask Franin ((ap) + (0); (ci); (@) = (Bm); ()5 2, y)

Kampé de Fériet funkcija konvergira ako je
)pt+qg<l+m+1, p+k<l+n+1, max{|z|, |y} < oo,
i) p+qg=1l+m+1, p+k=Il+n+1i

2|7 + |y|7T <1, I<p
max{|z|,[y|} <1, > p.

Pogledajmo nekoliko primjera kako Kampé de Fériet funkcije mozemo izraziti u
obliku generaliziranih hipergeometrijskih funkcija:

® s F gl < or 10t —5 —3 By va 5yt —3—5%,0)
= bl i s 5505 0 <005 By T 1)
® DB el — * g e By P gine g Py — 5 51,---7@1;51,---,55;%1/)
= POy e o 5 G B oy Byl B Pl i 5 205 e B9 w0 50305
& misi Froplad, - - -, 0 : T30 Bl <o By 1 —) —;2,2)

= et 10y oy Oy T+ 0501020 3 B By
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L p:O;Oqul;l(ala LR 7ap L _;ﬁla R 76(] LT O';.Z',.I')
- p+2Fq+3(a1a-"7QP7A(2;T+U_1)§B17'"76¢]7T70’77—+O’_1;41')7

pri cemu je A(l; A) definiran kao

A A+1 Add—1

s ——=5 =LA 0w
l’ l Y 1 l ? R TR

Vise specijalnih slucajeva Kampé de Férietove funkcije, zainteresirani citatelj
moze pronaéi u knjizi [11].
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Sazetak

U ovom radu definirali smo op¢i oblik hipergeometrijske funkcije te se blize
upoznali s nekim specijalnim funkcijama kao Sto su generalizirane hipergeometrijske
funkcije, Gaussova hipergeometrijska funkcija i konfluentna hipergeometrijska funk-
cija. Iskazali smo i dokazali konvergenciju generalizirane i Gaussove hipergeometrij-
ske funkcije te integralnu reprezentaciju Gaussove funkcije. Pored generalizirane i
Gaussove funkcije za koju vrijedi da je p < ¢ + 1, proucili smo i hipergeometrijsku
funkciju za koju vrijedi da je p,q = 1. Takvu funkciju zovemo konfluentna hiperge-
ometrijska funkcija. Promotrili smo diferencijalnu jednadzbu cije je jedno rjesenje
konfluentna funkcija te pronasli ostala rjesenja. Pokazali smo da se mnoge elemen-
tarne funkcije mogu prikazati pomocu generaliziranih hipergeometrijskih funkcija.
Pored funkcija s jednom varijablom, definirali smo neke hipergeometrijske funkcije
s dvije varijable kao sto su Appelove funkcije, Hornovi redovi, konfluentna hiper-
geometrijska funkcija s dvije varijable te Kampé de Fériet funkcija. Pokazali smo
njihovu vezu sa generaliziranim hipergeometrijskim funkcijama te njihov medusobni

odnos.

Kljucne rijeci

Generalizirane hipergeometrijske funkcije, Gaussova hipergeometrijska funkcija,
konfluentna hipergeometrijska funkcija, Appelove funkcije, Hornovi redovi, konflu-
entna hipergeometrijska funkcija s dvije varijable, Kampé de Fériet funkcija.
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Hypergeometric function

Summary

In this thesis, we define the general form of hypergeometric functions and get
acquainted with some special functions such as Generalized hypergeometric func-
tions, Gauss hypergeometric function and confluent hypergeometric function. We
have stated and proved the convergence of the Generalized and Gaussian hyperge-
ometric function and integral representation of Gaussian function. In addition to
the Generalized and Gaussian function which is valid to be p < g+ 1, we also studied
the hypergeometric function which is valid to be p,q = 1. This function is called
confluent hypergeometric function. We observed the differential equation whose so-
lution is confluent function and found other solutions. We have shown that many
elementary functions can be represented by Generalized hypergeometric functions.
In addition to functions with one variable, we defined some Hypergeometric functi-
ons with two variables, such as Apple Series, Horn Series, confluent hypergeometric
functions with two variables and Kampé de Férie’s Series. We have shown their

connection with Generalized hypergeometric function and their interrelationship.

Keywords

Generalized hypergeometric functions, Gauss hypergeometric function, conflu-
ent hypergeometric function, Appell Series, Horn Series, confluent hypergeometric

series in two variables, Kampé de Fériet’s Series.
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Zivotopis

Rodena sam 7. ozujka 1995. godine u Vukovaru, gdje kao ucenik genera-
cije zavrsavam osnovnu skolu Dragutina Tadijanovi¢a i srednju skolu Prirodno-
matematicke Gimnazije Vukovar. Nakon toga upisujem Preddiplomski studij ma-
tematike na Odjelu za matematiku u Osijeku. Akademske godine 2015./2016., kao
redovan student druge godine preddiplomskog studija radim i kao ucitelj matema-
tike u Centru za socijalnu skrb u Vukovaru, gdje je djeci slabijeg socijalnog statusa
omogucena besplatna pomo¢ pri savladavanju gradiva iz matematike. 2016. go-
dine, na trec¢oj godini studija, odlazim na Erasmus studentsku razmjenu u Poljsku
gdje provodim jedan semestar slusaju¢i predavanja na engleskom i polazuéi ispite
na njihovom mati¢nom fakultetu ” Lublin University of Technology”. Takoder imam
priliku uciti i steéi certifikat o osnovnom znanju poljskog jezika. Prilikom povratka
s Erasmusa, na Odjelu za matematiku stjecem naziv prvostupnika matematike te
upisujem Diplomski studij - Financijska matematika i statistika. 2017. godine ra-
dim kao demonstrator na Odjelu drzeéi Predkolegij studentima prve godine Odjela
za matematiku. 2018. odlazim na drugu Erasmus studentsku razmjenu u Italiju,
gdje na Sveucilistu u Trentu provodim Sest mjeseci slusajué¢i predavanja i polazuci
ispite te ucedi talijanski jezik. Nakon povratka na maticni fakultet 2019. odradujem
stru¢nu praksu u ”Energetika naturalis d.o.0”, gdje imam priliku svoje znanje pri-
mijeniti prilikom analize poslovanja poduzeé¢a ENNA grupe. Iste te godine u ljeto
odlazim na jos jednu stru¢nu praksu, ali ovaj put u Chemnitz, Njemacka, gdje
sljedeca dva mjeseca usavrSsavam svoje vjestine programiranja u meni do tada no-
vom programskom jeziku ”Julia”. Sa struc¢ne prakse vracam se 1. rujna 2019.
godine i pocinjem raditi kao nastavnik matematike u osnovnoj skoli Dragutina Ta-
dijanovi¢a u Vukovaru gdje i danas radim. Pored fakultetskog obrazovanja, nakon
povratka s prvog Erasmusa pridruzujem se Erasmus Student Network u Osijeku
gdje sljedece 4 godine volontiram. Kroz volontiranje u ESN-u pruzam pomo¢ svim
dolaznim erasmusima u Osijek, brinem se o njihovim prijavama na fakultet, pred-
metima, smjestaju, zdravstvu i svemu sto je potrebno kako bi im olaksala boravak u
stranoj zemlji. Takoder pomazem svim domadim studentima koji zele oti¢i na raz-
mjenu kroz edukativne radionice pisanja motivacijskih pisama, zivotopisa i prijenosu
iskustva sa svoje razmjene. Kao volonter imala sam priliku putovati sirom Europe
radi razmjene iskustava i usavrsavanja svojih vjestina prezentiranja, organizacije,

govornistva, jezika i mnogih drugih.
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