Specijalni realni vektorski prostori

Dzigumovié, Paula

Master's thesis / Diplomski rad
2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:879498

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-26

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:879498
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:516
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:516
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:516

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Paula Dzigumovic¢

Specijalni realni vektorski prostori

Diplomski rad

Osijek, 2021.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Paula Dzigumovic¢

Specijalni realni vektorski prostori

Diplomski rad

Mentor: izv. prof. dr.sc. Dragana Jankov MasSirevié¢

Osijek, 2021.



Sadrzaj

Uvod

1

Vektorski prostori

1.1 Vektorski prostor R™ . . . . . . . . .. .. ...
1.2 Funkcije . . . . ..
1.3 Operatori . . . . . . . . . e

Motivacija
Unitaran prostor
Normiran prostor

Metricki prostor
5.1 Nizovi u metrickom prostoru . . . . . . . ... ... oL

Potpuni prostori
6.l DBanachov prostior « « « s s « @ % 55 v 6 95 5 5 % 85 6 ¢ § 8 5 6 30 8 5
6.2 Hilbertov prostor . . . . . . . . .. ... ...

Topoloski prostor
7.1 Baza topologije . . . . . . ...

Literatura

Sazetak

Summary

Zivotopis

11

16
20

23
23
26

29
31

33

35

35

36



Uvod

Vektorski prostor jedna je od najvaznijih struktura koju skupovi elemenata mogu
imati. Uz prikladno definirane operacije zbrajanja i mnozenja skalarom iz polja,
skup postaje vektorski prostor, no definiranjem dodatnih pojmova i navodenjem
tvrdnji koje ih povezuju, pojam vektorskog prostora moze se prosiriti do odredenih
specijalnih prostora. U tim prostorima mnogi matematicki pojmovi, kao Sto su
funkcije i operatori, zadovoljavaju svojstva koja imaju Siroku primjenu u raznim
podruc¢jima. U ovom radu definirat ¢emo nekoliko bitnih specijalnih vektorskih
prostora, iskazati i dokazati vazne tvrdnje koje vrijede u pojedinom prostoru te
opisati kako su ti prostori medusobno povezani i kako se trenutno promatrani prostor
moze naciniti koristeci svojstva prethodno promatranog prostora.

U poglavlju Vektorski prostori definirat ¢emo vektorski prostor te navesti R™ kao
primjer vektorskog prostora. U potpoglavljima Funkcije i Operatori definirat ¢emo
pojam funkcije, odnosno operatora te iskazati osnovna svojstva i tvrdnje koje ¢e biti
potrebne za dokazivanje vaznih tvrdnji o nasim specijalnim vektorskim prostorima.

Sljedece poglavlje, Motivacija, sadrzi graficki prikaz koji ilustrira veze medu pros-
torima koji ¢e se promatrati u ovom radu te objasnjava vaznost uvodenja specijalnih
vektorskih prostora.

Poglavlje Unitaran prostor navodi svojstva i definiciju skalarnog produkta i uni-
tarnog prostora, dok se u sljede¢em poglavlju naslovljenom Normiran prostor defi-
nira norma te se pojam unitarnog prostora prosiruje do pojma normiranog prostora.

U poglavlju Metricki prostor uvodi se definicija metrike i pojam metrickog pros-
tora, a u potpoglavlju Nizovi u metrickom prostoru navedene su osnovne tvrdnje o
nizovima u ovom prostoru koje su potrebne kako bi se u sljede¢em poglavlju, Potpuni
prostori, mogli definirati Banachov i Hilbertov prostor.

Zadnje poglavlje, Topoloski prostori, opisuje proSirenje pojma metrickog prostora
do topoloskog prostora preko otvorenih skupova, a u potpoglavlju Baza topologije
dokazana je upravo karakterizacija baze topologije.



1 Vektorski prostori

Neka je IF skup s barem dva elementa na kojem su zadane dvije binarne operacije;
zbrajanje, + : FxF — F, (A, u) = A+ u, i mnozenje, - : FxF = F, (A, u) — Ay,
takve da su (F,+) i (F\ {0},-) Abelove grupe, tj. da vrijede svojstva:

1. asocijativnost, tj. (A +u) +v =X+ (u+v), VA, u,v € F, odnosno (A\u)v =
A(uv), VA, p, v € F\ {0};

2. postojanje neutralnog elementa, tj. 30 € F tako daje 0+ X = X+ 0 = ),
VA €T, odnosno 31 e F\ {0} takodaje 1-A=X-1= X VA € F\ {0};

3. postojanje inverznog elementa, tj. VA € F 9\ € F takav da je
A+ XN = XN+ X =0, odnosno VA € F\ {0} IA~! € F\ {0} takav da je
IH =30 =l

4. komutativnost, tj. A+pu = pu+\, VA, u € F, odnosno Ay = p\, VA, u € F\ {0},

i neka je mnozenje distributivno u odnosu na zbrajanje, tj. vrijedi
AMp+v) =+ v, Y\ u,veF.

U tom slucaju skup F naziva se polje.

Neka je V neprazan skup. Definirajmo na V operacije zbrajanja, + : VxV — V|
(z,y) — z+y, i mnozenja elementima polja F, - : FxV — V, (A, z) — Az, tako da je
V komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanja (dakle, vrijedi asocijativnost,
postoji neutralni element za zbrajanje, kao i inverzni element te dodatno vrijedi
komutativnost zbrajanja u V). Neka takoder vrijedi distributivnost u odnosu na
zbrajanje u V' te distributivnost u odnosu na zbrajanje u F, kvaziasocijativnost
(Apw)z = Mux), VA, p € FiVze € V) ineka vrijedi svojstvo 1z = z, Vz € V. U tom
sluc¢aju (V, 4+, -) naziva se vektorski prostor nad poljem F.

Najcesce se promatraju vektorski prostori nad poljima R i C za koje tada kazemo
da su realni, odnosno kompleksni. U nastavku ovog rada promatrat ¢emo iskljucivo
realne vektorske prostore.

1.1 Vektorski prostor R"

R™ oznaka je za skup svih uredenih n-torki realnih brojeva,
R™ = {(x1,...,Zn): Z1,...,2, € R}.
Definirajmo sljedece operacije:
(i) +: R*XR" > R", (1,...,2n) + W1, Yn) = (X1 + Y1, -, Tn + Yn);
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Skup R" s prethodno definiranim operacijama ¢ini realan vektorski prostor, tj. vri-
jede sljedeca svojstva:

(V1) asocijativnost:
(z+y)+z=x+(y+2), Vr,y,z € R"
(V2) postojanje neutralnog elementa:
J0eR"takodaje04+x=2+0=2, VreR"
(V3) postojanje suprotnog elementa:
Vx € R® d2’ €e R" takav daje x + 2’ =2’ + z = 0;
(V4) komutativnost:
r+y=y+z, Vr,yeR"
(V5) distributivnost mnoZzenja u odnosu na zbrajanje u R:
A+p)-z=Xxz+p-z, Y\ uceRiVeeR"
(V6) distributivnost mnoZzenja u odnosu na zbrajanje u R™:
A(x+y)=A-xz+ Xy, YAeRiVeyeR"Y,
(V7) kvaziasocijativnost:
M) -z=X-(u-x), VA, pueRiVz eR"
(V8) netrivijalnost mnozenja:

1% =& YzeR”

1.2 Funkcije

U ovom potpoglavlju navest ¢emo osnovna svojstva funkcija, s naglaskom na realne
funkcije realne varijable, koja ¢e kasnije biti koristena prilikom dokazivanja vaznih
tvrdnji o specijalnim vektorskim prostorima.

Definicija 1.1. Neka su D i K neprazni skupovi. Postupak f koji svakom elementu
skupa D pridruzuje tocno jedan element skupa K naziva se funkcija ili preslikavanje
sa D u K. Pisemo f: D — K.



Funkcija f: R — R naziva se jos i realna funkcija realne varijable.
Definicija 1.2. Svaka funkcija x: N — R naziva se niz realnih brojeva.
Niz ¢emo oznacavati s (z), pri ¢emu je z k-ti ¢lan niza.

Definicija 1.3. Neka je (x) niz realnih brojeva. KazZemo da je taj niz konvergentan
ako postoji realan broj xo takav da Ve > 0 kg € N takav da je |z, —xo| < €, Yk > k.

Broj xq iz Definicije 1.3 naziva se limes niza. Osim limesa niza, definirat ¢emo i
limes funkcije u nekoj tocki.

Definicija 1.4. Neka je xg € [a,b] i f: D — R, pri ¢emu je D = [a,b] \ {z0}.
Kazemo da je L limes funkcije f u tocki x¢ i piSemo lim f(z) = L ako za svaki
T—x0

niz (vg) iz D, x # xo, koji konvergira prema xo niz funkcijskih vrijednosti (f(xy))
konvergira prema L.

Jos jedno vazno svojstvo funkcija jeste neprekidnost.

Definicija 1.5. KaZemo da je funkcija f: (a,b) — R neprekidna u tocki xo € (a,b)
ako ona ima limes u tocki xy koji je jednak f(xq), tj. ako je

lim f(z) = f(ao).

T—T

Funkcija je neprekidna na intervalu (a,b) ako je neprekidna u svakoj tocki tog inter-
vala.

1.3 Operatori

Od posebne vaznosti su funkcije koje elemente vektorskog prostora preslikavaju u
elemente vektorskog prostora (istog tog ili nekog drugog).

Definicija 1.6. Neka su 'V i W wvektorski prostori. Svako preslikavanje A: V. — W
naziva se operator.

Za operator A kazemo da je aditivan ako vrijedi
Alx +y) = A(z) + Ay), Vz,yeV.

Ako su V' i W vektorski prostori nad istim poljem F, kazemo da je operator A

homogen ako je
A(Az) = NA(z), YV eFivzeV.

Ako je operator A aditivan i homogen, tj.

Az + py) = MA(z) + pAly), Y\ peFivr,yeV,
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kazemo da je operator A linearan. Za linearne operatore umjesto A(z) piSemo Azx.
S L(V,W) oznacavat ¢emo skup svih linearnih operatora A: V' — W.

Na skupu L(V, W) mozemo definirati operacije zbrajanja i mnozenja skalarom
iz polja F. Neka su A, B € L(V,W). Zbroj operatora A i B definira se kao operator
A+ B:V — W zadan s

(A+ B)x=Az+ Bz, z€V.
Mnozenje operatora skalarom A € F definira se kao operator AA: V — W zadan s
(AM)z = A(Ax), z€V.

Tako definirani operatori su linearni te uz tako definirane operacije zbrajanja i mno-
zenja skalarom skup L(V, W) postaje vektorski prostor nad poljem F.



2 Motivacija

Realan vektorski prostor struktura je koja povezuje elemente promatranog skupa V'
i skupa realnih brojeva R. R™ primjer je jednog takvog prostora, jer zadovoljava
svojstva (V1)-(V8). Na takvom prostoru definirano je zbrajanje elemenata i mno-
zenje elemenata realnim brojevima, ali te nam operacije ne daju puno moguénosti
za promatranje svojstava medu elementima. Uredene n-torke realnih brojeva mo-
zemo graficki prikazati; npr. za n = 2 uredene parove mozemo prikazati kao tocke
u koordinatnom sustavu.

Slika 1: Tocke u koordinatnoj ravnini

Promatrajuéi Sliku 1, prirodno se postavlja pitanje je li mogucée definirati uda-
ljenost izmedu dvije tocke i je li smisleno definirati duljinu odredenog objekta. Ko-
riste¢i same operacije koje ¢ine vektorski prostor, to nije moguce, stoga je potrebno
definirati nova preslikavanja koja ¢e reprezentirati udaljenost dviju tocaka, duljinu
duzine ¢ije su krajnje tocke ishodiste koordinatnog sustava i proizvoljna tocka rav-
nine i sli¢no.

Definiranjem takvih preslikavanja obogacuje se struktura samog prostora, pa se
namece i promatranje svojstava odredenih matematickih pojmova unutar tih pros-
tora. Na primjer, hoce li i na koji na¢in djelovanje operatora na elemente vektorskog
prostora utjecati na njihovu strukturu.

Takoder, postavlja se pitanje imaju li podskupovi promatranog skupa V' svojstva
koja mogu obogatiti strukturu samog prostora. Na primjeru prostora R" moze se
promotriti postoji li smislen nacin za "stavljanje" uredenih n-torki u podskupove
skupa R™ pomocu kojih ¢e se mo¢i definirati nova struktura na tom prostoru.



Uvodenjem preslikavanja kao $to su skalarni produkt, norma i metrika te familije
skupova kao Sto je topologija, realan vektorski prostor moze se proSiriti do prostora
u kojima ¢e biti moguce odrediti spomenuta svojstva elemenata. Uvodenjem tih
pojmova dobit ¢e se, redom, unitaran prostor, normiran prostor, metricki prostor te
topoloski prostor. Ti prostori se tada, uvodenjem jo§ dodatnih pojmova i svojstava,
mogu podijeliti na neke specifi¢ne prostore. Tako npr. mozemo definirati Banachov
i Hilbertov prostor koji su dodatno potpuni.

Pokazat ¢e se da iz pojedinog prostora mozemo naciniti novu strukturu, odnosno
definirati preslikavanje uz koje ¢e se struktura prostora prosiriti. Na taj nacin ¢e se
vidjeti da je svaki unitaran prostor normiran, svaki normiran prostor metricki i svaki
metricki prostor topoloski. Takoder, svaki Hilbertov prostor je potpun i unitaran,
pa je i Banachov, jer je Banachov prostor potpun i normiran. Ovi odnosi prikazani
su na Slici 2.

RTL
Banachov prostor Hilbertov prostor
normiran prostor unitaran prostor

\ /

metricki prostor

topoloski prostor

Slika 2: Odnosi medu prostorima



3 Unitaran prostor

Definicija 3.1. Neka je X realan vektorski prostor. Preslikavanje (-]-) : X x X — R
sa sljedecim svojstvima:

(U1) (z|z) >0, Vz € X;
[(U2) lglz) =0 = w=0;
) = (ylz), Vz,y € X;

T
(U4) (Azly) = Xz|y), Ve,y € X i VA ER;
(U5) (x+ylz) = (z|z) + (yl2), Va,y,2 € X

naziva se skalarni produkt na X.
Ureden par (X, (-|-)) naziva se unitaran prostor.

U prostoru R™ skalarni produkt definiran je kao funkcija (-|-) : R* x R" — R,

<(I17 e 7xn)|(y17 £ T ayn» = inyi’

a naziva se jos i standardni ili euklidski skalarni produkt.

Napomena 1. Lako se pokaZe da je prethodno definirana funkcija skalarni produkt.
Zaista, ako je (x1,...,x,) € R™ proizvoljan, tada je

(1, ..., z0)|(21, ..., 2)) = Zgﬁ

Kako je kvadrat realnog broja uvijek nenegativan, vrijedi svojstvo (Ul). Tako defini-
rana funkcija zadovoljava i svojstvo (U2) jer suma n kvadrata realnih brojeva moZe
biti jednaka nula jedino u slucaju kada su svi kvadrati jednaki nula, odnosno ako je
2?2 =0,Vi € {1,...,n}, a obrat vrijedi jer je

(0,...,0)](0,...,0)) :Zo?:o.

Svojstvo (U3) je zadovoljeno zbog komutativnosti mnoZenja realnih brojeva.
Za proizvoline N € R i (x1,...,x,), (Y1,-.-,Yn) € R” je

AMz1y s o)W1y tn)Y = (Ax1, -0 AZ0) (Y1, - -5 Yn))

= 2": AT;Y;
=L
=1

— M)l ),



pa vrijedi svojstvo (UJ).
Za proizvoljine (xy, ..., Z), (Y1, Yn), (21, .., 2,) € R je

(1, ) + (Y1, -yl (21, 20)) = (T1+ Y1, Tn +HYn)| (21, - -+, 20)

n

= Z(xz Y+

i=1
n n

= E xizi+§ YiZi,
i=1 i=1

a kako je

inzi = iy « o vo B (B e s B} 4 Zyizi = (W - - - s U (B, = 5 B s

slijedi svojstvo (U5). O

Vektor € X moze se skalarno pomnoziti samim sobom ili vektorom y € X
razli¢itim od z. Drugim rije¢ima, za dana dva vektora x i y u unitarnom prostoru
mozemo racunati tri razli¢ita skalarna produkta, (z|z), (yly) i (z|y). Sada ¢emo
pokazati u kakvom su oni odnosu.

Teorem 3.1 (Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost). Neka je (X, (:|-)) unita-
ran prostor. Tada je

(z|y)|? < (z|z){y|y), Vz,y € X.

Jednakost vrigedi ako © samo ako su x iy linearno zavisni.

Dokaz. Ako je y = 0, tada je (yly) = 0. Zato je i (z|z)(y|ly) = 0. Takoder je i
(xz|y) = (x]|0) = 0. Dakle, lijeva i desna strana nejednakosti su jednake, pa za y = 0

vrijedi jednakost.

Neka je y 201 e = —~—. Tada je
(yly)

. )
<‘>_< (yly)

Zbog svojstva (Ul) je

wly) /| wly)

2 >= L yly) =1.

(x — (z|e)e|r — (z|e)e) >0

pa daljnjim sredivanjem dobivamo
0 < (z — (zle)el — (zle)e) = (z|z) — 2(ale)(elx) + [(zle)]” = (z|z) — [(z]e)|*.
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Dakle, vrijedi
(zle)|* < (z]z),

iz Cega slijedi trazena nejednakost.

Nadalje, pretpostavimo da je |(z|y)|* = (z|z)(y|y). Tada je

(& — {zle)ele — (zle)e) = 0,

pa zbog svojstva (U2) vrijedi z = (z|e)e, odnosno z = ky, pri ¢emu je k = <
Dakle, vektori x i y su linearno zavisni.

Obratno, ako je x = ky, uvrstavanjem u [(z|y)|* i (z|z)(y|y) dobije se trazena
jednakost. |
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4 Normiran prostor

Definicija 4.1. Neka je X realan vektorski prostor. Preslikavange || -|]: X — R sa
sljedecim svojstvima:

(N1) |lz]] 2 0, ¥ € X;

(N2) |lz]| =0 < z=0;

(N3) || Az|| = |A] - ||z]|, VA €R iVz € X;

(N4) (nejednakost trokuta) ||z + y|| < ||z|| + ||yl|, Yo,y € X

naziva se norma na X.
Ureden par (X, || - ||) naziva se normiran prostor.

Primjer 4.1. PokaZimo da je preslikavanje || - ||: X — R, ||z|| = /{(z|z) norma.
Treba provjeriti vrijede li za to preslikavanje svojstva (N1)-(N4). Svojstva (N1) i
(N2) direktno slijede primjenom svojstava (Ul) i (U2) skalarnog produkta.

Za proizvoljan A e R 1z € X je

Azl = v/ (Az|Az) = /A2(zlz) = [A] - ||]l,

pa vrijedi svojstvo (N3).
Svojstvo (N4) slijedi primjenom Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakosti:

|z 4+ ylI* = (x + ylz + y) = (z|z) + 2(z[y) + (yly)

< (z|z >+2l<x|y>|+<y|y>

< (zlz) + 24/ (z[z) (yly) + (yly)

||w||2+2||fv|| yll + llylI* = (]| + lyl])*. O

Napomena 2. Neka je X = R? i (z,y) proizvoljna tocka tog prostora. Norma
|| - || definirana pomoéu standardnog skalarnog produkta racuna duljinu duZine éije
su kragnje tocke ishodiste (0,0) i tocka (z,y) (vidjeti Sliku 3).

(x.)

(0,0)

Slika 3: Duzina s krajnjim toc¢kama (0,0) i (z,y)
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Duljina te duZine iznosi

I, 9)ll = V(@ 9l(z,y)) = Va2 + 32

Neka su x,y elementi normiranog prostora X. Jednakost
|z +ylI” + llz = ylI* = 2||=(]* + 2||yl|*

naziva se relacija paralelograma. Geometrijski, to znaci da je suma povrSina kva-
drata nad dijagonalama paralelograma jednaka sumi povrSina kvadrata nad svim
stranicama paralelograma (vidjeti Sliku 4). Kazemo da norma zadovoljava rela-
ciju paralelograma ako za svake dvije tocke promatranog prostora vrijedi relacija
paralelograma.

Slika 4: Pravilo paralelograma za zbroj vektora u ravnini

Teorem 4.1. Norma na realnom vektorskom prostoru X inducirana je nekim ska-
larnim produktom na X izrazom

||zl = v/ (z|z)
ako 1 samo ako zadovoljava relaciju paralelograma. U tom slucaju je
1
(ely) = 7 (lz+ ol = llz —yI) -
Dokaz. U Primjeru 4.1 pokazali smo da preslikavanje definirano danim izrazom

l|z|| = v/(z|z) zadovoljava svojstva (N1)-(N/) norme.

UvrStavanjem

llz+yll =vVi{z+ylz+y), ||lz—yl|l=vi{t—ylz—y)

u flz+yl* + |z — yl|* te
=[] = v {zl), Iyl = v/ (yly)

12



u 2||z||? + 2||y||?, dobiju se jednaki izrazi, pa vrijedi relacija paralelograma.
Obratno, neka norma zadovoljava relaciju paralelograma. Treba pokazati da je
preslikavanje dano s (z]y) = 1 (||z + y||* — ||z — y|[*) skalarni produkt, odnosno da
zadovoljava svojstva (Ul1)-(US5).
Svojstvo (U1) ispunjeno je jer je

(zlz) =

1
(le +2ll* = llz — 2[I*) = Zl[22I]* > 0.

AN

Kako je
(z]z) =0 <= [|22]? =0 <= ||22]| =0 <= 2 =0,

vrijedi svojstvo (U2).
Zbog jednakosti

(lz +oll* =1 =1 [le = 9lI*) = (=]y)

P

(ly +2ll* = lly — =II*) =

e

{ylz) =

zadovoljeno je i svojstvo (U3).
Prije nego §to dokazemo da je ispunjeno svojstvo (U4 ), pokazat ¢emo da vrijedi
svojstvo (U5). Uoc¢imo da je

1
(w+yl2e) = J(le+y+2ull’—llz+y—20])

1
= Jllz+uty+ull’ —lle—uty—ull +lle+u—(y+ )]
—llz —u =y —wlP)
1
7 Cllz +ull® +2lly +ul* = 2|z — ul* - 2lly — ul]*)
2 (ly +ull® = Ty = ulP?)

|

3 e+ ull? =l = wlf?) +2-
= 2(z|u) + 2(y|u).
Zay =01z = zslijedi (z|2u) = 2(z|u) + 2(0|u) = 2(z|u), pa je
2(z|u) + 2(ylu) = (z + y|2u) = 2(z + y|u),
iz ¢ega dijeljenjem s 2 slijedi svojstvo (U5).
Preostaje jos pokazati da vrijedi i svojstvo (U4), tj. da je (\x|y) = A (z|y), za

sve r,y € X izasvaki A € R.
Neka su z,y € X proizvoljni. Najprije ¢emo pokazati da svojstvo vrijedi za svaki
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A €N, zatim za A = —1 1 A =0 (iz ¢ega ¢e slijediti da vrijedi za svaki A € Z), onda
za svaki A € Q te ¢emo na kraju pokazati da vrijedi i za proizvoljan A € R.

Prilikom dokazivanja svojstva (U5), pokazali smo i da (U4) vrijedi za A = 2.
Pretpostavimo da je svojstvo (U4) zadovoljeno za A = n, tj. da je (nz|y) = n{z|y),
i pokazimo da vrijediiza A =n + 1:

((n+Dzly) = (nx + zly) = (nzly) + (zly) = n(zly) + (zly) = (n+ 1)(zy).

Ovime smo pokazali da svojstvo vrijedi za svaki A € N.

Za A = —1 slijedi:

1 1
(—aly) = 7 (I=z+ Il = 1=z —ulP) = =7 (e +yll” = llz = yIP") = —(aly).
Neka je m € N. Tada je
(=mazly) = —(mazly) = —m(z[y).

Takoder, vrijedi
(0-zly) = (Oly) =0=0-(z[y),

iz Cega slijedi tvrdnja i za svaki \ € Z.

Kako je
1
loh = (- s

dijeljenjem s m slijedi
1
<_g;
m

odnosno svojstvo vrijedi i za svaki A € Q.

Neka su f,g: R — R funkcije dane s

fQ) =XMzly), g(\) = Azly), =,y€eX.
Kako smo veé¢ dokazali da (U4) vrijedi za svaki A € Q, slijedi
fA) =g(), YAeQ.

Funkcija f je linearna, pa je i neprekidna, dok je funkcija g kompozicija neprekidnih
funkcija, pa je i ona neprekidna. Dakle, f i g su neprekidne funkcije realne varijable
koje se podudaraju u svim racionalnim brojevima, $§to znaci da se moraju podudarati
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i u svim realnim brojevima.
Sada je
Mzly) = (Azly), VAER,

odnosno vrijedi svojstvo (U/). |

Mozemo zakljuciti da nije svaka norma inducirana skalarnim produktom, ali
svaki skalarni produkt inducira neku normu. To znaci da se na svakom unitarnom
prostoru moze definirati norma uz koju taj prostor postaje normiran prostor.
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5 Metricki prostor

Definicija 5.1. Neka je X neprazan skup. Preslikavanje d: X x X — R sa sljede-
éim svojstvima:

(M1) d(z,y) >0, Vz,y € X;

(M2) d(z,y) =0 < z=y;

(M3) d(z,y) = d(y, z), Yo,y € X;

(M4) (nejednakost trokuta) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y), Vr,y,z € X

naziva se metrika na X.
Ureden par (X, d) naziva se metricki prostor.

Metrika se jos naziva i funkcija udaljenosti ili udaljenost.
Uo¢imo da svojstvo (M1) slijedi iz preostala tri svojstva. Zaista, neka su z,y
proizvoljni elementi iz X. Zbog (M2) je

d(z,z) =0,

a prema svojstvu (M/) je
d(z,z) < d(z,y) +d(y, ).
Iz svojstva (M3), d(x,y) = d(y, x), slijedi
0 =d(m, z) < 2d(z,g),

.

2d(z,y) > 0.
Dijeljenjem s 2 dobivamo svojstvo (M1).

Primjer 5.1. Neka je X normiran prostor. PokaZimo da je preslikavanje definirano
S
d(l’,y) = ||LL‘ - y”: T,y € X7

metrika, tj. da ispunjava svojstva (M1)-(MJ).

Zbog svojstva (N1) vrijedi ||z — y|| > 0, pa je svojstvo (M1) ispungjeno.

Zbog (N2) je ||z — y|| = 0 ako i samo ako je v —y =0, a to vrijedi ako i samo
ako je x =y. Dakle, zadovoljeno je svojstvo (M2).

Kako je (prema svojstou (N3)) ||z —y|| = || — (y —z)|| = | = 1| - ||y — z||, slijeds
svojstvo (M3).

Neka je z € X proizvoljna tocka. Tada je ||z —y|| = ||z — z + 2z — y|| te je zbog
(N4)

lz — 2+ 2z —yl|| <|lz — 2| + ||z = yll.

Dakle, ||z —y|| < ||z — z|| + ||z — yl|, pa je ispunjeno svojstvo (Mj4). ]
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Iz Primjera 5.1 mozemo zakljuciti da se na svakom normiranom prostoru moze
definirati metrika uz koju taj prostor postaje metricki prostor.
Svojstvo nejednakosti trokuta moze se prosiriti uzimajuci u obzir viSe tocaka.

Propozicija 5.1. U metrickom prostoru (X, d) vrijedi:
d(zy,x,) < d(zy,29) + d(9,23) + ... + d(Tp_1,Tn), YTi,...,2, € X.
Dokaz. Prema svojstvu (M4) vrijedi
d(xy, x,) < d(zq,22) + d(x2, Tp).
Primijenimo li svojstvo (M4) na d(xs, x,,), slijedi:
d(zy,x,) < d(xy,22) + d(2, ) < d(x1,22) + d(2o, 23) + d(23, 7).

Nastavimo li induktivno primjenjuju¢i svojstvo (M4), nakon n — 2 koraka slijedi
tvrdnja, odnosno

d(xy,z,) < d(zy,x9) + d(T9,23) + ... + d(Tp_1, Ty).
|
Propozicija 5.2. Za svake cetiri tocke xq,x9, 3,24 u metrickom prostoru (X, d)
vrijeds
d(.ﬁUl, .',Cg) — d(l’3, .Z'4) S d(acl, SE’3) + d(l’g, £U4).
Dokaz. 1z Propozicije 5.1 slijedi
d(l’l, .I'Q) S d(l’l, 1'3) + d(l‘g, 1'4) + d(l‘4, 1’2).

Zbog svojstva (M3) je d(x4,x2) = d(x2,x4), pa oduzimanjem d(z3,z4) s obje strane
nejednakosti slijedi tvrdnja, tj.

d(l’l, 1'2) — d(l’3, .’1,'4) S d(l’l, .Tg) + d(‘TQ, 1'4).
[ |

Geometrijski, u Propoziciji 5.2 tvrdi se da je razlika duljina dviju nasuprotnih
stranica c¢etverokuta manja ili jednaka zbroju duljina preostale dvije stranice.

Definicija 5.2. Neka je (X,d) metricki prostor, x € X prozvoljna tocka i r > 0.
Skup K(z,r) ={y € X: d(z,y) < r} naziva se otvorena kugla u X sa sredistem u
tocki x radijusa r.

Skup K(z,7) ={y € X: d(z,y) <} naziva se zatvorena kugla u X sa sredistem u
tocki x radijusa .

Skup S(z,r) = {y € X:d(x,y) = r} naziva se sfera u X sa sredistem u tocki x
radijusa r.
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Iz prethodne definicije mozemo uociti da proizvoljna zatvorena kugla sadrzi otvo-
renu kuglu i sferu s istim sredistem i radijusom.

Od posebne vaznosti su otvorene kugle, jer ¢emo pomocu njih kasnije moéi defi-
nirati skupove karakteristi¢ne za odredene prostore.

Primjer 5.2. Neka je X = R? x = (0,0) i r = 1. U nastavku éemo promotriti
kako izgledaju otvorene kugle u nekim specijalnim metrikama.

1. Neka je
di((1,22), (y1,%2)) = |ly1 — 21| + |y2 — 22|,

Tada je K(z,r) = {(y1,42) € R?: |y1| + |yo| < 1}. Graficki prikaz ovog skupa
prikazan je na Slici 5.

05

-0.5

Slika 5: Otvorena kugla uz metriku d;

2. Neka je

day((w1, 72), (1, ¥2)) = V(g1 — 21)% + (32 — 22)2.

Tada je K(z,7r) = {(y1,12) € R*: \/y? + y2 < 1}. Graficki prikaz ovog skupa
dan je Slikom 6.
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05

-05

Slika 6: Otvorena kugla uz metriku ds

3. Ako je
doo((1,72), (Y1, ¥2)) = max{|y1 — 21|, [y2 — 22|},

tada je K(z,7) = {(y1,92) € R%: max{|y|,|y2|} < 1}. Owaj skup graficki je
prikazan na Slici 7. O

05

-0.5

Slika 7: Otvorena kugla uz metriku d,
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5.1 Nizovi u metrickom prostoru

S pojmom niza realnih brojeva upoznali smo se u Definiciji 1.2 koju vrlo jednostavno
mozemo pro§iriti do definicije niza u proizvoljnom metri¢ckom prostoru X.

Definicija 5.3. Svako preslikavanje x: N — X, pri cemu je X proizvoljan metricki
prostor, naziva se niz u X.

Niz u R" je preslikavanje koje prirodnim brojevima pridruzuje vektore iz R™.
Drugim rije¢ima, svaka funkcija x: N — R” je niz u R". Kao $to je veé¢ receno
u poglavlju 1.2, umjesto x(k), vrijednosti niza pisat ¢emo u obliku xj, a sam niz
oznalavat ¢emo s (zy).

Kako bismo u sljede¢em poglavlju mogli definirati jo§ neke prostore, potrebno je
uvesti i pojam konvergentnog niza te Cauchyjevog niza u metrickom prostoru.

Definicija 5.4. Neka je (xy) niz u metrickom prostoru (X,d). KaZemo da taj niz
konvergira ukoliko Jx¢ € X takav da Ve > 0 Jky € N takav da je d(xy,xo) < €,
VEk > k.

Konvergencija niza prvenstveno ovisi o prostoru u kojem promatramo taj niz.
Dva niza koja su zadana istom formulom, ali u razli¢itim prostorima, ne moraju
istovremeno biti konvergentni. U Primjerima 5.3 i 5.4 ilustrirat ¢emo ovu ¢injenicu.

Primjer 5.3. Promotrimo niz x, = % + 1, k € N te dokazimo da je taj niz ko-

nvergentan u prostoru (R,|-|). Stovige, pokazat éemo da taj niz konvergira broju
Primigetimo da je

?

Nl

| T AP
T — xo| = |+ —1=|-|=
k 0 k’ kf

zbog k € N. Mora biti % < g, pa ako uzmemo ko > é, tada Ve > 0 dky € N takav da
je |z — 1| < e, Yk > ko. Dakle, niz je konvergentan. O

Primjer 5.4. Niz z; = £ +1, k € N, ne konvergira u prostoru ({0,1),|-|). Naime,
1z prethodnog primjera uocavamo kako je jedino smisleno za xy uzeti broj 1, no kako
1 ¢ (0,1), polazni niz ne moZe konvergirati u ovom prostoru. Dakle, u ovom slucaju
niz nije konvergentan. ]

Osim konvergentnih nizova, od interesa su nam i Cauchyjevi nizovi te ¢emo se u
nastavku i s njima upoznati.

Definicija 5.5. Neka je (xp) niz u metrickom prostoru (X,d). KazZemo da je taj
niz Cauchyjev ukoliko Ye > 0 Jky € N takav da je d(zp,,xr) < €, Ym, k > ky.

Teorem 5.1. Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.
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Dokaz. Neka niz (zj) u prostoru (X,d) konvergira toc¢ki zy € X. Treba pokazati
da je taj niz Cauchyjev, odnosno da Ve > 0 Jkg € N takav da je d(zg,x,,) < &,
Vk,m > k.

Neka je € > 0 proizvoljan. Kako (z) konvergira tocki z, vrijedi

d(l’k,l’o) L = Vk > ky.

N ™

Zato je Yk, m > k

d(xkaxm) ! d(«rk,xo) + d(l’o,ﬂ?m) < % -+ g = €.

Uoc¢imo kako obrat Teorema 5.1 ne vrijedi. Navest ¢emo primjer Cauchyjevog niza
koji nije konvergentan.

Primjer 5.5. PokaZimo da je niz x, = ++1, k € N Cauchyjev u prostoru ({0,1) , |]).
Bez smanjenja opéenitosti, neka je k < m, k,m € N. Tada je

1 1
|z — x| = |- +1———1
m

=

|
m

k

1] 1
k- m| k
Za ko > L, prema definiciji Cauchyjevog niza ovaj niz je Cauchyjev u ({0,1),|-]),

a ranije smo pokazali da taj niz nije konvergentan u ((0,1),]-]).

Dakle, opcenito, Cauchyjev niz ne mora biti konvergentan. Od posebne vaznosti
su Cauchyjevi nizovi koji su istovremeno i konvergentni. Moze se pokazati da ¢e u
R™ svaki Cauchyjev niz biti konvergentan. U tu svrhu definirat ¢emo omeden niz i
podniz niza te navesti nekoliko tvrdnji koje vrijede za njih.

Definicija 5.6. Niz (zx) u metrickom prostoru X je omeden ako postoje vo € X i
r >0 takvi da je {x): k € N} C K(xq,r).

Definicija 5.7. Neka je x: N — X niz u X ¢ neka jeu: N — N rastucéi niz prirodnih
brojeva. Tada kompoziciju x o u: N — X nazivamo podniz niza (zy) i oznacavamo

8 (L )

Teorem 5.2. Svaki Cauchyjev niz je omeden.

Dokaz. Neka je (z3) Cauchyjev niz. Prema definiciji Cauchyjevog niza, za ¢ = 1
postoji ko € N takav da je d(zy, zx,) < 1, Vk > ko. Oznacimo

M = max{1,d(z1, zx,), d(T2, Tky), - - -, A(Tpy_1, Thy) } + 1.

Tada su svi ¢lanovi niza (zy) sadrzani u K (zy,, M), pa je niz (z) omeden.
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Teorem 5.3. Svaki omeden niz v R™ ima konvergentan podniz.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po n.

Neka je n = 11 (x)) omeden niz u R. Kako je (zx) niz realnih brojeva, on ima
konvergentan podniz (vidjeti [12], str. 42. Propozicija 2.4.).

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n i pokazimo da vrijedi i za n + 1. Neka

je (zx) omeden niz u R™* xp = (z},..., 2% 27™). Prema pretpostavci indukcije
niz &), = (xy,...,z}) ima konvergentan podniz. Neka je to &, = (z,,,...,z} ).

Niz (z7™!) je omeden niz realnih brojeva, pa prema bazi indukcije ima konvergentan
podniz. Bez smanjenja opcenitosti, neka je to (z).
1 n xn—l—l

Prema tome, niz ., = (z,,,...,2y,, 7, ) je konvergentan podniz niza (v;). W

Teorem 5.4. Ako neki podniz Cauchyjevog niza konvergira nekoj tocki xy € X, tada
i cijeli miz konvergira prema xg.

Dokaz. Neka je (z,,) podniz Cauchyjevog niza (zy) te neka (z,,) konvergira prema
xo. Nadalje, neka je € > 0 proizvoljan. Kako je niz (z;) Cauchyjev, postoji k; € N
takav da je

g, By ) < %, VEk,m > k.

Kako je limj_, @y, = o, postoji ky € N takav da je
(@, , 7o) < % Vk > k.

Oznacimo ko := max{k;, ko }. Tada za svaki k > kg vrijede prethodne dvije nejedna-
kosti. Kako je ux > k, Vk € N, zbog nejednakosti trokuta je

E ]
d(xk’xo) < d(mlﬁwuk) + d(xukym()) < B il B =E.

Dakle, niz () konvergira prema . [

Sada mozemo pokazati da je u R™ svaki Cauchyjev niz konvergentan. Kako je
svaki konvergentan niz Cauchyjev, u R" Cauchyjevi nizovi i konvergentni nizovi su
ekvivalentni pojmovi.

Teorem 5.5. Niz u R" je Cauchyjev ako i samo ako je konvergentan.

Dokaz. Neka je (z1) proizvoljan Cauchyjev niz u R™. Prema Teoremu 5.2 (xy)
je i omeden, pa prema Teoremu 5.3 ima konvergentan podniz. Neka taj podniz
konvergira prema toc¢ki z,. Tada iz Teorema 5.4 slijedi da i niz (z}) konvergira
prema .

Obratno, neka je dan proizvoljan konvergentan niz u R". Prema Teoremu 5.1
taj niz je i Cauchyjev. |
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6 Potpuni prostori

U ovom poglavlju promatrat ¢emo metricke prostore u kojima je svaki Cauchyjev
niz konvergentan.

Definicija 6.1. KaZemo da je metricki prostor (X,d) potpun ukoliko svaki Cauc-
hyjev niz u njemu konvergira nekoj tocki iz X.

Iz definicije potpunog prostora i razmatranja iz potpoglavlja 5.1 slijedi da je R"

uz standardnu metriku potpun metricki prostor.

6.1 Banachov prostor

Definicija 6.2. Potpun normiran prostor naziva se Banachov prostor.

Definicija 6.3. Neka su X i Y normirani prostori i A € L(X,Y). KaZemo da je
operator A ogranicen ako postoji M > 0 takav da je ||Ax|| < M||z||, Vz € X.

S B(X,Y) oznacavamo skup svih ogranicenih linearnih operatora A: X — Y.
Neka je A € B(X,Y). Definirajmo

||Al] == sup{[|Az[|: = € X, ||z]| < 1} = sup{||Az||: z € X, ||a]] = 1}.
Iz definicije od || A|| slijedi da je
|| Az|| < ||4]| - ||z||, VA € B(X,Y)iVze X.
Dakle, ||A|| je najmanji medu svim realnim brojevima M > 0 takav da je
|Az|| < M||z||, Vz e X,
pa za svaki € > 0 postoji x € X, z # 0, takav da vrijedi
| Az|| = ([A]] = &)l]=]].

Teorem 6.1. Preslikavanje A — ||Al| je norma na vektorskom prostoru B(X,Y).
Ako je Y Banachov prostor, tada je i B(X,Y) Banachov prostor.

Dokaz. Najprije pokazimo da prethodno definirano preslikavanje zadovoljava svoj-
stva (N1)-(N4). 1z definicije broja || Al| slijede svojstva (N1) i (N2).
Kako je

[|AA|| = sup{|| Az||: z € X, ||z|| < 1}, VA E€R,
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vrijedi svojstvo (N3).
Neka su A, B € B(X,Y) proizvoljni. Tada za proizvoljan = € X vrijedi

I(A+ B)zl| = [[Az + Bzl
||Az[| + || Bz||

AL [l + 1B - ]|
(Al =+ [[BIDI]]]

VANRVAN

te je ispunjeno i svojstvo (N4).

Nadalje, pretpostavimo da je Y Banachov prostor te pokazimo da je i prostor
B(X,Y) Banachov. Neka je (Aj) Cauchyjev niz u B(X,Y) i € > 0 proizvoljan.
Prema definiciji Cauchyjevog niza, tada dk. € N takav da Vk,m > k. vrijedi

1Ak — Aml| <e.
Iz prethodnog slijedi da je Yk, m > k.

| Az — Amz|| < |||,

Sto znaci da je Vo € X niz (Axx) Cauchyjev u Y. Kako je Y potpun prostor, taj
niz konvergira u Y. Oznacimo

Axr = lim Agz, Vx e X.
k— o0

Time je definiran operator A € L(X,Y), jer za proizvoljne A\, y € R vrijedi

Az +py) = lim Ay (Az + py)
= lim (AAgz + pAry)
k—o0
= A lim Agzx + p lim Agy
k—o0 k—o0
= Mz + pAy.
Kako niz (Agz) konvergira prema Az € Y i kako Vk,m > k. vrijedi
|| Apr — Ap]] < ellz],
ako m — oo, slijedi da je za k > k.

| Arz — Az|| < el|z||, Yz € X.
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Dakle, za k > k. je operator A, — A ogranicen i linearan, tj. Ay — A € B(X,Y).
Zbog toga je i operator A = A, — (A — A) € B(X,Y). Sada Vk > k. slijedi

|Ax — Al <e,

tj. niz (Ay) konvergira u B(X,Y’). Dakle, normiran prostor B(X,Y") je potpun, pa
i Banachov.
|

U svrhu dokaza propozicije s kojom ¢emo zavrsiti ovo poglavlje, prisjetimo se da
je red ureden par nizova ((xy), (sx)), gdje je (sx) niz parcijalnih suma niza (zj), o
¢emu moZete procitati vise u [13]. Navedimo najprije pomo¢nu tvrdnju o Cauchyje-
vim nizovima ¢iji dokaz se nalazi u [10].

Teorem 6.2. Neka je X normiran prostor i (xy) Cauchyjev niz u X. Tada za svaki
niz (ex) u (0,00) postoji podniz (x,,) takav da vrijedi

||y = o || < B, YHEN.

Propozicija 6.1. Normiran prostor X je potpun ako i samo ako svaki apsolutno
konvergentan red u X konvergira.

Dokaz. Pretpostavimo da svaki apsolutno konvergentan red u X i konvergira. Neka
je (zy) Cauchyjev niz u X. Tada postoji podniz (z,, ) takav da je

1

U tom slucaju red Y7, [|#u,,, — 2u,|| konvergira, pa po pretpostavci konvergira
ired 7 (@, — Tu,), odnosno niz (s;) parcijalnih suma tog reda konvergira.
Oznac¢imo s = limy_,, S,. Parcijalne sume oblika su

k

Sk = Z(xui+1 - xuz) = Tupyy — Luy,

i=1
Sto znaci da niz (z,, ) konvergira i limy_,o0 2y, = 24, + 5 = x € X. Tada konvergira
i niz (zy) te vrijedi limy_,o, z; = x. Dakle, prostor X je potpun.

Obratno, neka je X Banachov prostor i red > 7 x) apsolutno konvergentan.

Nadalje, neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji m € N takav da je

o0
> llmll <,
k=m+1
pa za p > q > m vrijedi
P p o]
lsp = sall = || D @|| < D Nzl < > Nl <e
k=q+1 k=q+1 k=m+1

te je niz parcijalnih suma (sj) konvergentan. Dakle, red Y ;- | x; je konvergentan.
|
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6.2 Hilbertov prostor

Definicija 6.4. Potpun unitaran prostor naziva se Hilbertov prostor.

Kako skalarni produkt inducira normu, Hilbertov prostor poseban je slucaj Ba-
nachovog prostora. U nastavku ovog poglavlja navest ¢emo nekoliko svojstava Hil-
bertovog prostora. Za Hilbertov prostor koristit ¢emo oznaku H.

Za opisivanje odredenih svojstava Hilbertovog prostora potrebno je prvo uvesti
pojam ortogonalnosti. Opcenito, za x,y iz unitarnog prostora X kazemo da su
ortogonalni ako vrijedi (x|y) = 0 te piSemo x L y.

Teorem 6.3 (Pitagorin teorem). Neka su x1,...,v, € H, v; L xj za i # j. Tada

vrijeds:
n 2 n
2w =2 llaill”
i=1 i=1

Dokaz. Uocimo da je

n
)
1=1

Svi ¢lanovi sume na desnoj strani prethodne jednakosti za koje je 7 # j jednaki

su nula, pa je
>N lmlny= Y lwmled=3_ =P
i=1

i=1 j=1 =il

1=

i=1 j=1

iz Cega slijedi trazena jednakost. |

Za podskup {uq}aca skupa H, pri ¢emu je A proizvoljan skup indeksa, kazemo
da je ortonormiran ako je normiran, tj. ||ua|| =1, Ya € A, i ako je ortogonalan, tj.
Uqy L Ua, 28 07 F# Qo.

Teorem 6.4 (Besselova nejednakost). Neka je {uq}aca ortonormiran skup u Hil-
bertovom prostoru H. Tada za svaki x € H vrijedi

> Halua)” <l .
a€cA

Dokaz. Dovoljno je pokazati da elementi proizvoljnog kona¢nog skupa F' C A zado-
voljavaju trazenu nejednakost. Vrijedi:

0 < |lo— ) (zlua)ual’

Z<x’“a>ua> W

- ||x|12—2<w

2

Z<x|ua>ua

aeF
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Primjenom Pitagorinog teorema slijedi

0 < Izl =2 lelua)l® + ) l{elua)l?

acF ack
= [lell’ = > lzlua) P,
acF
iz ¢ega dobivamo trazenu nejednakost. |

Teorem 6.5. Neka je {uq}aca ortonormiran skup u Hilbertovom prostoru H. Slje-
dece tvrdnje su ekvivalentne:

1. Ako je (z|uy) =0 za svaki o € A, onda je x = 0.
2. ||z]]? = X pea | (@|ua) | za svaki z € H.

8. Za svakiz € H jex =" 4 (x|uq) ua, pri cemu suma sadrzi prebrojivo mnogo
nenul ¢lanova i konvergira neovisno o poretku clanova.

Dokaz. 1. = 3. Neka je z € H proizvoljan. Oznac¢imo s aq, s, ... one elemente
a € A za koje je (z|u,) # 0. Kao posljedica Besselove nejednakosti, takvih «; ima

prebrojivo mnogo te niz (Z |(m|ua]) ‘2) konvergira, pa prema Pitagorinom teoremu

vrijedi
m m
g (AL E :C|uaj ,
—k j=k

Sto konvergira prema 0 kada m,k — co. Dakle, niz (3 (z|ua,)us,) je Cauchyjev,
pa i konvergentan jer je H potpun. Ako ozna¢imo y = x — Y (¥|uqa,)us,, tada je
(ylua) =0, Va € A, pa je prema 1. y = 0.

3. = 2. Kada k — oo, vrijedi

llz]]* — Z [{@lua,)|* =

iz Cega slijedi tvrdnja.

k

=l

— 0

2. = 1. Akoje (z|u,) = 0, kako vrijedi jednakost iz tvrdnje 2., slijediz = 0. W

Ortonormiran skup sa svojstvima iz Teorema 6.5 naziva se ortonormirana baza
prostora H.
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Propozicija 6.2. Svaki Hilbertov prostor ima ortonormiranu bazu.

Dokaz. Prema Zornovoj lemi (vidjeti 7], str. 5.), familija ortonormiranih skupova
uredena inkluzijom ima maksimalni element, $to je ekvivalentno tvrdnji 7. Teorema
6.5. |

Primjer 6.1. R? uz standardni skalarni produkt je Hilbertov prostor. Ortonor-

mirana baza ovog prostora je skup {(1,0),(0,1)}. Skup je ocito ortonormiran, pa
pokazimo jos da je baza prostora.

Zaista, neka je x = (x1,35) € R? proizvoljan. Ako je ((xy,5)|(1,0)) = 0, mora
vrijediti x; = 0. Slicno, iz ((x1,22)](0,1)) = 0 slijedi zo = 0. Dakle, tada je x = 0.
Vrijedi jednakost

][ = 23 + 23 = [{(21, 22)|(L, 0))* + [{(z1, 22)I(0, 1))I.

Takoder, vrijedi i da je
z =x1(1,0) + 22(0,1) = (z|(1,0)) (1,0) 4+ (x](0,1)) (0, 1).

Dakle, skup {(1,0),(0,1)} je ortonormirana baza prostora R?. O]
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7 'Topoloski prostor

Definicija 7.1. Neka je X neprazan skup. Familija T C P(X) podskupova od X
sa svojstvima:

(T1) 0, X € T;
(T2) T je zatvorena na unije;
(T3) T je zatvorena na konacne presjeke

naziva se topologija na X.
Ureden par (X, T) naziva se topoloski prostor.

Elementi topologije nazivaju se otvoreni skupovi.

Neka je X proizvoljan metricki prostor. U poglavlju 5 upoznali smo se s pojmom
otvorene kugle u metri¢kom prostoru, a sada ¢emo pomoc¢u otvorenih kugli definirati
otvorene skupove u metrickom prostoru.

Definicija 7.2. KaZemo da je skup U C X u metrickom prostoru X otvoren ako
Ve € U Jr, > 0 takav da je K(x,r,) CU.

Drugim rije¢ima, skup u metrickom prostoru je otvoren ako se oko svake tocke
tog skupa moze opisati otvorena kugla koja ¢e u cjelosti biti sadrzana u polaznom
skupu. Prazan skup smatramo otvorenim po definiciji. Takoder, primijetimo da je
i skup X otvoren.

Primjer 7.1. Pokazimo da je otvorena kugla otvoren skup. Neka je (X,d) metricki
prostor 1 K(x,r) otvorena kugla u X. Neka jey € K(x,r). Treba pokazati da postoji
ry > 0 takav da je K(y,ry) C K(z,r). Oznacimo s d udaljenost tocke y do tocke
z, tj. d = d(z,y). Neka je ry = r —d i xo proizvoljna tocka iz K(y,ry). Zbog
nejednakosti trokuta vrijedi:

d(zg,z) < d(zo,y) +d(y,x) <ry+d=r—d+d=r.

Dakle, proizvoljna tocka kugle K(y,ry) ujedno je element i kugle K(x,r), §to znaci
da je i cijela kugla K(y,ry) sadrZana u K(z,r). Sada iz definicije otvorenog skupa
sligedi da je otvorena kugla otvoren skup. il

Navest ¢emo karakterizaciju otvorenih skupova u metrickom prostoru.

Teorem 7.1. Skup U u metrickom prostoru (X, d) je otvoren ako i samo ako se
moze prikazati kao unija otvorenih kugli.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup U otvoren. Prema definiciji otvorenog skupa,
Ve € U Jr, > 0 takav da je K(z,r,) C U. Promotrimo uniju svih takvih ku-
gli, U ey K(2,72). Kako je svaka od kugli K(x,7,) cijela sadrzana u U, to je
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U,ey K(z,7,) € U. No, kako je svaka tocka z € U sadrzana u barem jednoj
kugli iz |J, oy K(,75), to je U C U,y K(2,75). Dakle, vrijedi U = | J, ., K(z,75).

zelU zelU

Obratno, neka je U = (J,c4 K (%o, 7a), pri cemu je A skup indeksa. Neka je x € U
proizvoljna tocka skupa U. Treba pokazati da Jr, > 0 takav da je K(z,r,) C U.
Kako je v € U = |,y K(%a,74), to je = element barem jedne kugle iz unije
Upes K(2a,74). Neka je z € K(z4,74), za neki o € A. Neka je r, > 0 takav
da je r, < rq —d(z,z,) i neka je y € K(z,7,) proizvoljan. Tada, zbog svojstva
nejednakosti trokuta, vrijedi:

dy,ze) < d(y,z) + d(z,x0) < 1y +d(x,24) <Tq —d(x,24) + d(T,24) = Ta-
Dakle, y € K(q,74), §to znadi da je K(x,r,) C K(za,74) C U. [ |

Sada kada smo definirali otvorene skupove i naveli njihovu karakterizaciju u
metrickom prostoru, promotrimo familiju svih takvih skupova.

Teorem 7.2. Neka je T familija svih otvorenih skupova u metrickom prostoru
(X,d). Tada je T topologija na X.

Dokaz. Treba pokazati da za prethodno definiranu familiju 7 vrijede svojstva (T1)-
(T3).

Kako su () i X po definiciji otvoreni, vrijedi svojstvo (T1).

Neka je |J,c4 To unija svih elemenata iz 7. Prema Teoremu 7.1, svaki T, moze se
prikazati kao unija kugli, pa ¢e i skup |J,c 4 T biti unija kugli, $to je prema Teoremu
7.1 otvoren skup. Dakle, vrijedi svojstvo (T2).

Neka su Ti,...,T, € T i pokazimo da je i njihov presjek (., 7; takoder otvoren
skup. Neka je z € (), T;. Tada je z € T;, Vi € {1,...,n}. Kako su svi T; otvoreni,
Ary,...,r > 0 takvi da je K(z,r;) C T;. Neka je r = min{ry,...,r,}. Tada je
K(z,r) C K(z,r;) C T, paje K(z,r) C (., T;, odnosno vrijedi svojstvo (73). W

Dakle, pomoc¢u otvorenih skupova u metrickom prostoru moze se definirati to-
pologija uz koju taj prostor postaje topoloski prostor.
Osim otvorenih skupova, postoje i skupovi koje nazivamo zatvorenim skupovima.

Definicija 7.3. KaZemo da je skup A u topoloskom prostoru X zatvoren ako je
njegov komplement X \ A otvoren.

Primijetimo da nece svaki skup koji nije otvoren biti zatvoren. U prostoru R
otvoreni skupovi su otvoreni intervali, npr. interval (a,b), a,b € R, je otvoren.
Medutim, poluotvoreni interval [a, b) nije otvoren (jer se oko tocke a ne moze opisati
otvorena kugla koja bi bila podskup intervala [a, b)), ali taj interval nije niti zatvoren,
jer njegov komplement (—oo,a) U [b,00) nije otvoren. Dakle, postoje skupovi koji
nisu ni otvoreni ni zatvoreni. Medutim, postoje topoloski prostori u kojima su svi
otvoreni skupovi istovremeno i zatvoreni.
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Primjer 7.2. Neka je T = {0, X}. T ocito zadovoljava svojstva (T1)-(T3), pa je
T jedna topologija na X. Otvoreni skupovi su () i X, a njihovi komplementi, X i ()
redom, su zatvoreni skupovi. Dakle, svi otvoreni skupovi ujedno su t zatvoreni sku-
povi. Ovako definirana topologija najmanja je topologija na X @ naziva se trivijalna
topologija. O

Primjer 7.3. Neka je T = P(X). Kako su svi podskupovi od X elementi familije
T, T ocito zadovoljava svojstva (T1)-(T3), odnosno T je topologija na X. Takoder,
jer su svi podskupovi od X otvoreni, njihovi komplementi takoder su sadrzani u T,
pa su svi zatvoreni skupovi ujedno i otvoreni. QOuako definirana topologija T najveca
je topologija na X i naziva se diskretna topologija. il

7.1 Baza topologije

Umyjesto navodenja svih elemenata topologije, ponekad je jednostavnije navesti skup
pomocu kojeg se mogu odrediti svi elementi topologije. Takav skup naziva se baza
topologije. Intuitivno mozemo zakljuciti da ¢e takav skup zapravo biti podskup
polazne topologije koji zadovoljava odredena svojstva.

Definicija 7.4. Neka je T topologija na X. KazZemo da je familija B C T baza
topologije T ukoliko se svaki element iz T moZe prikazati kao unija elemenata iz B.

Dakle, baza topologije je familija koja je podskup te topologije i pomocu koje se
mogu prikazati svi elementi topologije.

Teorem 7.3. Neka je X neprazan skup i B familija podskupova od X. B je baza
neke topologije na X ako i samo ako vrijedi:

fo X=|J)gew B;
2. Ako su B1,By € B i x € By N By, tada postoji skup B € B takav da je

Jedinstvena topologija T kojoj je B baza tada je

T = {UB“ : BoeB, ac A, A skup indeksa}U{@}.

acA

Dokaz. Neka je B baza topologije 7. Kako je B familija podskupova od X, vrijedi
Uges B € X. Nadalje, kako je X € T i B je baza topologije 7, X se moZe prikazati
kao unija elemenata iz B, pa je X C |Jz.z B. Dakle, vrijedi prvo svojstvo.

Ako su Bi,Bs € B, jer je B baza topologije 7, vrijedi By,By € T, pa je
By N By € T (jer je topologija zatvorena na konacne presjeke). Kako je B baza
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topologije T, vrijedi By N By = |J,c4 Ba, pri ¢emu je B, € B. Stoga se proizvoljna
tocka x € By N By sigurno nalazi u barem jednom od skupova B,; neka je to bas
skup B,. Za B = B, vrijedi drugo svojstvo.

Obratno, treba pokazati da je tako definirana familija 7 topologija na X, tj. da
zadovoljava svojstva (T1)-(T3). Zbog prvog svojstva je X € T. Takoder, vrijedi
0 € T, pa je ispunjeno svojstvo (T1).

Svaki element familije 7 moZe se prikazati kao unija elemenata familije B, pa se
i unija elemenata iz 7 moze prikazati kao unija elemenata iz B. Svaki skup koji se
moZe prikazati kao unija elemenata iz B sadrzan je u T, pa vrijedi svojstvo (T2).

Kako bismo dokazali da je familija 7 zatvorena na konacne presjeke, dovoljno je
dokazati da je presjek dva elementa te familije takoder element te familije (tvrdnja
onda induktivno slijedi za proizvoljne kona¢ne presjeke). Neka su 77,7, € T i neka
je x € Ty N'Ty. Vrijedi:

T, =|JBi, T»=|JB;, B,B;jeB
iel jed

Tada Jip € 11 djy € J takvida je x € B;,NB;,. Prema drugom svojstvu navedenom
u ovom teoremu, 35S, € B takav da je v € S, C B;, N B, € By N By. Zato je
BN By € U,epnp, S © B1 N By, odnosno By N By moze se prikazati kao unija
elemenata iz B, pa je to element iz T, te vrijedi svojstvo (T'3). [
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Naslov: Specijalni realni vektorski prostori

Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se s pojmom realnog vektorskog prostora i nekim
specijalnim realnim vektorskim prostorima. Definirat ¢emo preslikavanja uz
koja realan vektorski prostor postaje unitaran, normiran i metricki te familiju
skupova uz koju on postaje topoloski prostor. Ilustrirat ¢emo nacin na koji
se unitaran prostor moze proSiriti do normiranog, normiran do metrickog i
metricki do topoloskog prostora. Takoder, upoznat ¢emo se s Banachovim i
Hilbertovim prostorom. Navest ¢emo primjere, svojstva i tvrdnje koje vrijede
u pojedinom prostoru.

Kljuéne rijeci: vektorski prostor, unitaran prostor, normiran prostor, metricki
prostor, topoloski prostor, Banachov prostor, Hilbertov prostor

Title: Special real vector spaces

Abstract

In this paper, we will get familiar with the term real vector space and some
special real vector spaces. We will define mappings that make a real vector
space into an inner product space, normed space and metric space, and a family
of sets that makes it into a topological space. We will illustrate the way in
which an inner product space can be extended to a normed space, normed to
a metric, and metric to a topological space. We will also get familiar with
Banach and Hilbert spaces. We will list examples, properties and statements
that are valid in each of the mentioned spaces.

Keywords: vector space, inner product space, normed space, metric space, topo-
logical space, Banach space, Hilbert space
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