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Uvod

Prije nego sto raspravimo rjesavanje problema, trebamo ispitati pojam samog ,,pro-
blema“. Problem je situacija s kojom se ucenik suocava, koja zahtijeva rjesavanje te za
koju ne mozemo odmah reéi rjesenje. To je definicija problema koja mijenja pojam , pro-
blemski zadatak“ koje nastavnici obraduju od ,,problema“ do vise ,,vjezbe“. Nastavnici

¢esto grupiraju probleme po vrstama te pokazuju na nastavi kako im se pribliziti.

Obicno se ucenicima pokaze jedan primjer a za ostale se kaze da su vrlo sli¢ni te da se
rjeSavaju na isti nacin ali s razli¢itim brojevima. To se odnosi na ”vjezbu” a ne na sam
problem jer prepoznavanje problema daje uc¢eniku put tj. metodu za pronalazak rjesenja.
Od ucenika se trazi vrlo malo razmisljanja o zadatku, a umjesto toga, oni se prisje¢aju
nastavnickog pristupa. Nazalost, ako specificna vrsta problema nije poducena na nastavi,

onda ucenici ostanu zbunjeni jer nisu naucili na nove i razlicite vrste zadataka.

Sada kada znamo Sto predstavlja problem, pogledajmo §to je rjesavanje problema.
Rjesavanje problema moze se shvatiti na nekoliko nacina. Kao prvo, rjesavanje problema
moze se smatrati kao tema nastave, kao nastavna jedinica u nastavnom planu i pro-
gramu matematike koja mora biti poducena na isti nacin kao mnozenje, dijeljenje itd.
Ne moze se nauciti lako, mora se naglasiti i pazljivo nauciti. Mozemo poducavati ma-
tematiku pomocu rjesavanja problema kao temeljnom niti da se ujedine svi pojmovi u
matematici. RjeSavanje problema pruza opravdanje za poducavanje vjestine aritmetike.
Rjesavanje problema mozemo shvatiti kao nacin razmisljanja. Ucenici ne mogu ocekivati
da ¢e nauciti rjesavati problemske zadatke bez preciznog struktuiranog procesa. Iako
neki ucenici intuitivno mogu biti dobri u pronalasku rjeSenja, ve¢ina ih mora nauciti kako
misliti, kako promisljati te kako rijesiti problem.

Nac¢in na koji ucenici pristupaju problemu varira od djeteta do djeteta. Medutim,
jedna stvar je jasna. Oni ¢e najcesce pristupiti problemu na temelju njihovih pozadina i
iskustava. To moze biti u rasponu od prepoznavanja slicnog problema koje su ve¢ vidjeli
na nastavi ili rjesavanje slicnih zadataka kao na satu. U veéini slucajeva, ucenici ne
rade nikakvo rjesavanje problema, niti promisljaju niti razmisljaju o zadatku. Ucenik
jednostavno opaza ili kopira vjestine naucene do sad u nastavi. Ako ne prepoznaju tip
problema, mogu ostati zbunjeni i nec¢e znati Sto treba napraviti. Ucenici moraju dobiti
odgovarajucu pozadinu, uputu i podrsku kako bi postali efikasni u rjeSavanju problema.
Moraju nauciti kako rijesiti probleme i uvjezbati, ponekad nedostiznu, vjestinu.

Nastavnici moraju biti svjesni da se razlicite strategije rjesavanja problema mogu koris-
titi za pruzanje elegantnog i u¢inkovitog rjesenja problema. Nastavnici ponekad nesvjesno
prenesu na ucenike da postoji jedan i samo jedan nac¢in da se rijesi neki problem. Isto tako,
nastavnici mogu obeshrabiti uc¢enike od pokusaja rjesavanja problema na drugaciji nacin
ili mogu pak inzistirati na jedinstvenoj strategiji. Ucenici moraju biti slobodni izraziti

svoje misljenje i svoj stav te probati ono Sto misle da je nacin na koji zZele rijesiti pro-



blem, pa c¢ak i ako taj pristup vodi u slijepu ulicu. Odgovor nije tako bitan kao postupak
rjeSavanja koji se koristi za dobivanje rjesenja.

U prvom poglavlju uvest ¢emo pregled rjesavanja problema, te ¢emo prouciti faktore
koji nam otezavaju rjeSavanje problema. Navest ¢emo nekoliko primjera za svaki faktor
te pojasniti ih. Nakon toga uvodimo korake Georga Polya kako bi pomogli ucenicima
rjeSavati probleme. Njih ¢emo takoder pojasniti. Drugo poglavlje bavi se samom te-
mom ovoga rada, strategijama rjeSavanja problemskih zadataka u kojemu ih navodimo 9

razlic¢itih te navodimo primjere svake od njih uz objasnjenje.



1 Pregled rjeSavanja problema

Dvije od najvaznijih vjestina koje ucenici trebaju su kriticko misljenje i rjesavanje
problema. Ucenici trebaju biti spremni primjeniti svoje znanje i traze prave informacije
u cilju rjeSavanja problema. Medutim, ova sposobnost nije urodena. Uc¢enici moraju
biti pouceni kako postaviti pitanje te moraju nauciti strategije koje ¢e im pomocu u
rjeSavanju problema Sto dovodi do vise pitanja, vise problema i vise rjeSenja. Djeca su
prirodno znatizeljna i ta znatizelja mora biti usmjerena i oblikovana tako da ucenici mogu
pristupiti i rijesiti probleme na kreativne i smislene nacine.

Prema americkom vije¢u nastavnika matematike (NTCM), ucenici bi trebali moci:

izgraditi nova matematicka znanja kroz rjesavanje problema,

rijesSiti probleme koje se javljaju u matematici i drugim kontekstima,

primjeniti i prilagoditi razine odgovarajuc¢ih strategija za rjeSavanje problema,

pratiti i razmisljati o procesu matematickog rjesavanja problema.

Nastavnici moraju biti spremni voditi nastavu matematike kroz razgovor, kroz is-
trazivanje i rjeSavanje problema. Drugim rije¢ima, rjeSavanje problema je na¢in poucavanja,
a ne predstavljanje zadataka s rije¢ima. Izlaganje ucenika samo sa tradicionalnim zada-
cima nije dovoljna. Na taj nacin im je dana nerealna poruka o nac¢inu kako ¢e matematika
posluziti u svijetu odraslih. Veéina problema s kojima se odrasli susre¢u zahtijevaju ma-
tematicko zakljucivanje i vjestine koje se ne rijeSavaju samo prevodenjem informacija u
matematicki zapis te izvrsavanjem matematickih operacija.

Da bi funkcionirali u slozenom drustvu koje se mijenja, potrebno je biti u mogucénosti
rijesiti Sirok niz problema. U stvarnom svijetu, problemi dolaze u raznim oblicima i
formama od kojih mnogi uklju¢uju matematicke koncepte i primjene. Cesto postoji vise
mogucih strategija kako bi se rijesio jedan problem. Ucenici trebaju iskoristiti sva sredstva
koje su razvili, kao Sto su znanje, iskustvo i intuicija. Nakon toga potrebno je analizi-
rati, predvidjeti, donositi odluke i procijeniti ishod njihovih rjesenja. Zbog ovih razloga,
izuzetno je vazno da ucenici pohadaju nastavu matematike koje ih priprema da postanu
ucinkoviti u pronalasku rjesenja.

Cesto se veéi naglasak stavlja na algoritamski postupak, poznato kao aritmetika jer
je vise povijesno priznata i cijenjena u drustvu. Aritmetika je u konacnici potrebna
za rjeSavanje mnogih problema, ali veé¢i naglasak treba staviti na to kako je koristena u
stvarnom zivotu a ne samo za racunanje. RjeSavanje problema je mnogo vise nego trazenje
rjesenja. To je, u biti, sposobnost da se kreativno pristupi i odrede informacije o problemu
te provede rjeSenje za taj problem.

Postoje mnoge situacije u uc¢ionici pomocu kojih se mogu ilustrirati problemi stvarnoga

zivota. Na primjer, prikupljanje novca za izlet, racunanje koliko je autobusa potrebno za



taj izlet, racunanje prosjeka ocjenaisl. To su vazni i relevantni na¢ini poduc¢avanja uc¢enika
strategijama rjesavanja problema. Osim toga, predstavljanje ucenicima neprirodne pro-
bleme je takoder korisno u izgradnji njihovih sposobnosti u rjesavanju problema, jer to
podupire njihovo razumijevanje specificne strategije rjesavanja problema. Vrlo je zah-
tjevno ali i iznimno vazno da nudimo motiviraju¢e probleme koje poticu djecju prirodnu

znatizelju, omogucujuci koristenje vjestina koje ¢e im trebati kasnije.

1.1 Faktori koji otezavaju rjesavanje problema

Dodatno, u strategijama rjesavanja problema, vazno je da djeca prepoznaju da sama
struktura moze predstavljati problem u problemu. Postoji sedam faktora koji ucenici

moraju biti u stanju prepoznati. Ti faktori su:
1. Pogresan redoslijed
2. Kljucne rijeci
3. Dodatni brojevi
4. Rijec¢ima skriveni brojevi
5. Brojevi koji se podrazumijevaju
6. Vise koraka
7. Tocan matematicki rjecnik

Ucenici moraju biti upoznati sa svakim od tih faktora, te im moramo dati vremena
da unutar problema otkriju te faktore. Prepoznavanjem prije pokusavanja rjesavanja
problema, ucenik je sposoban suociti se s problemom te ¢e manje biti zbunjen. Faktore
moraju nauciti, a popis bi trebao biti prikazan u razredu tako da ih svi ucenici mogu
vidjeti u bilo kojem trenutku.

U nastavku je navedeno sedam faktora koji otezavaju rjesavanje problema i neke pre-

poruke kod poucavanja ucenika.

1. Pogresni redoslijed

Redoslijed brojeva vazan je kada se radi o oduzimanju i dijeljenju brojeva. Najraniji
otezavajudi faktor ucenik susrece u poretku u kojem se brojevi pojavljuju u razli¢itim

problemima. Prikazimo to primjerima.

Razred: 6
Anin mladi brat tezi 17 kg, a njezin pas tezi 24 kg. Za koliko je pas tezi od njezinog
brata?

U ovom problemu ucenik ne samo da se bavi pogresnim redoslijedom, nego mora
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prepoznati da ovaj problem ukljucuje usporedbu oduzimanja. Uc¢enik pretpostavlja
da se radi o operaciji zbrajanja zbog redoslijeda brojeva i rijec¢i u zadatku. Umjesto
da prepoznaju potrebu za oduzimanjem, uc¢enik moze lako biti zaveden da je ovo
problem gdje se nesto povecava, a usporedba tezina postaje otezavajuci faktor za

ucenika.

Razred: 7

Nogometna ekipa je na treningu popila 9% litara vode. Spremmnik moZe sadrZavati 15
litara vode. Koliko vode je ostalo u spremmniku?

U ovom problemu, uceniku su dane informacije u suprotnom redoslijedu u kojemu
treba izracunati zadatak. Ucenik mora koristiti prvo veéi broj kako bi postavio

tocan problem kojeg treba rijesiti.

Pogresan redoslijed - savjet za nastavu: Neka ucenici prvo analiziraju pitanje,
tj. ono sto se trazi u zadatku. Moramo nauciti ucenike da napisu jednadzbu nakon
Sto shvate koji tip rjesavanja im je potreban.

. Kljucne rijeci

Kljucne rijeci se uc¢e u ranoj osnovnoj skoli. Ucenici koji ovise o ovoj strategiji lako
se mogu prevariti. Sljede¢i primjer daje dvije razlicite situacije koje ucenicima pred-
stavljaju problem koji uce rjesavati probleme s rijecima samo u potrazi za kljuénim
rijecima.

Razred: 3

Ivan je planirao silazak s vrha tornja spustajuéi se uzetom od 1000 metara. Toranj
se uzdize 865 metara ravno prema gore. Koliko Ivan ima viska uZeta?

U ovoj situaciji, ne postoji klju¢na rije¢ koja bi pomogla u¢eniku da prepozna ope-

raciju potrebnu za rjeSavanje ovog problema.

Razred: 5

Marko je platio Luki 20.75 kn za kombinaciju 13 nogometnih kartica i neke kosarkaske
kartice. Svaku nogometnu karticu je platio 1.25 kn a svaku kosarkasku 0.75 kn. Ko-
liko kartica je Marko sveukupno kupio?

U ovoj situaciji kljucna je rije¢ na rijeci sveukupno, Sto ne mora znaciti da je samo

rije¢ o zbrajanju, nego i o mnozenju i dijeljenju.

Kljuéne rijeci - savjet za nastavu: Pokazati kako kljuéne rijec¢i mogu biti varljive
i naglasiti vaznost Citanja cijelog problema prije rjesavanja. Najbolji savjet je da
su kljucne rijeci najkorisnije kada se pojavljuju neposredno prije upitnika. Takoder,
treba istaknuti kako neke klju¢ne rije¢i mogu imati vise od jedne operacije. Na
primjer, rije¢ sveukupno. U nizim razredima osnovne skole se uéci da je to zbrajanje,

a moze se koristiti i za mnozenje.



3. Dodatni brojevi

Problemi s previse brojeva mogu biti vrlo teski za ucenike. Nesigurni su prilikom

odabira pravih brojeva. U nastavku su prikazani primjeri ovog otezavajuceg faktora.

Razred: 6

Lea, Ana 1 Helena skupljaju klikere. Lea ima 152 klikera u svojoj kolekcigi, Ana ima
149 klikera, a Helena 126. Koliko klikera Lea ima vise od Ane?

U ovom problemu, postoje tri seta brojeva, ali jedan set nam nije potreban da bi se

problem rijesio.
Razred: 5

Alen se natjecao u skoku u dalj u kojem je dobio tri pokusaja. Na prvom skoku
postigao je rezultat od 3 metra i 8% centimetara. U drugom skoku, postigao je rezultat
od 3 metra 1 11% centimetara, a u poslijednjem 3 metra 1 84% centimetara. Za koliko

je bio dulji njegov najduzi skok od najkraceg?

Dodatni brojevi - savjet za nastavu: Nauciti ucenike da se bave ovim otezavaju¢im
faktorom tako da rasprave o brojevima i njihovim odnosima u prici. Treba raspraviti

o tome zasto dodatni broj ili brojeve treba eliminirati.

4. Rijec¢ima skriveni brojevi

Ucenici cesto traze kljucne rije¢i u problemu. Tako ne daju problemu puno paznje.
Pisanje jednog od tih brojeva u obliku rije¢i komplicira ovu strategiju. Pogledajmo

primjere.
Razred: 7

Tisucu gledatelja doslo je gledati planinara Davida. Ako je prosjecan gledatelj po-

trosio 20 kn za putovanje na planinu, koliko je novca potroseno na putovanje?
Razred: 7

Julia ima novéanicu od 100 kn za kupnju majice, a majicu koju je pronasla kosta
80 kn. Na blagagni joj je prodavac rekao da je ta majica na sniZenju dvadeset posto.

Koliko joj je ostatak novca blagajnik vratio?

Rijecima skriveni brojevi — savjet za nastavu: Naucite ucenike prvo da
pronadu broj skriven rijeCima. Kada ucenici nauce prepoznati takav broj, dajte
im da vjezbaju pronalazenje tih brojeva. Kada ih pronadu, neka istaknu tu rije¢ u
zadatku.



5. Brojevi koji se podrazumijevaju

Ovi problemi su ¢esto povezani s problemima koji sadrze jos jedan otezavajuéi faktor.
Problem ne bi mogao predstaviti dovoljno informacija ili jedan od nuznih brojeva
za rjeSavanje problema koji se podrazumijevaju u izrazu, kao sto je mjerenje pojma.

Pogledajmo primjere.
Razred: 5

Ani je potrebno mlijeko za kolac kojeg pece za prodaju. Otisla je u trgovinu i kupila
jednu litru mlijeka te je iskoristila jednu Salicu mlijeka za kolac. Koliko joj je mlijeka

ostalo nakon sto je napravila kolac?

U ovom problemu, uc¢enici mogu usporediti jednu Salicu sa jednom litrom i pretpos-
taviti da je potrosila cijelo mlijeko. Ovdje uc¢enik mora znati koliko Salica ima u
jednoj litri.
Razred: 5

Na satu biologije ucenict trebaju sagraditi vrt za leptire koji ima povrsinu od 157%

kvadratnih metara. Duljina podrucja je 5 kilometara. Kolika je Sirina podrucja?

Brojevi koji se podrazumijevaju — savjet za nastavu: Naucite ucenike da
traze rijeci koje se podrazumijevaju. Vjezbanjem neka naglase te rijeci i neka ih
pretvore u odgovarajuci kontekst brojeva. Takoder, neka provjere da li su ti brojevi

potrebni u zadatku ili su navedeni kao dodatna informacija.

6. VisSe koraka

Problemi s vise koraka su izuzetno teski za ucenike. Oni Ce ¢esto izvrsiti samo jedan
korak ili ¢e izvrsiti oba koraka ispravno, ali ¢e njihovi izra¢uni biti krivi ve¢ u prvom

koraku koji u konac¢nici daje neto¢no rjesenje.
Razred: 3

Goran je ubrao 24 jabuke ujutro v 30 poslijepodne. Njegova baka ima nekoliko vrecica
1 zamolila ga je da u svaku vrecicu stavi po 6 jabuka. Koliko vrecica Goran moZe

popuniti?

Nakon sto ucenik prepoznaje da se radi o problemu s vise koraka, mora odrediti
koje operacije je potrebno izvrsiti. U ovom problemu ucenik moze prvo zbrojiti sve
jabuke pa ih podijeliti u grupe po 6 jabuka ili ¢e podijeliti oba broja u grupe po Sest

i zbrojiti ta dva kolicnika. Obje strategije daju isti rezultat.
Razred: 7

Gospodin Jan kupio je 3 okvira za slike za 64.50 kn. Ako je pojedini okvir kostao 20

kn bez poreza, koliko poreza je platio za 3 okvira?
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Vise koraka — savjet za nastavu: Uvedite ovaj otezavajuéi faktor nakon Sto
savladaju sve druge faktore. Predstavite problem demonstracijom i pokazivanjem

uobicajenih koraka koje su potrebne za rjesavanje ovakvih tipova problema.

7. Tocan matematicki rjec¢nik

Koristeci totnu terminologiju povecavamo poteskoc¢e u problemu. Ucenici moraju
biti u stanju interpretirati matematicki rijecnik da razumiju situaciju. Takoder,
moraju biti u mogucnosti identificirati moguée jednadzbe povezane s pojmovima

kako bi rijesili problem. Pogledajmo primjere.
Razred: 7

Cetiri razreda skupljala su novac za dobrotvorne svrhe. 7. razred skupio je 320 kn, 8.
razred je skupio 180 kn, a 5. razred 165 kn. Kolika je srednja vrijednost prikupljenog

novca?
Razred: 8
Koliki je volumen sfere koja ima radijus od 8 metara?

Tocan matematicki rjecnik — savjet za nastavu: Utvrdite uobicajene mate-
maticke pojmove. Cesto se problemi s rije¢ima koriste za mjerne jedinice i geome-

trijske pojmove. Primjeri ovog faktora su za opseg, obujam i povrsina.

1.2 Poucavanje otezavajucih faktora
Svaki otezavaju¢i faktor treba poducavati odvojeno, a ucenici trebaju vremena za

otkrivanje tih faktora u zadacima. Sljedeéi postupak je nacin na koji to mozemo postiéi.

e Predstaviti otezavajuci faktor.

e Dati ucenicima nekoliko zadataka s rije¢ima, neke sa otezavajuc¢im faktorima a neke

bez njih.
e Postoje dvije opcije uvjezbavanja:

1. Neka ucenici pronadu sve zadatke s otezavaju¢im faktorima koje su naucili i
neka naznace dio u zadatku gdje je naveden taj faktor. To im pomaze da
usmjere pozornost na otezavajuéi faktor a ne nuzno na operaciju koju trebaju

1zracunati.

2. Neka ucenici rijese problem s otezavajué¢im faktorom samo nakon sto utvrde o

kojem se faktoru radi.

e Uvesti novi otezavajuéi faktor nakon sto savladaju trenutni faktor.



e Nakon sto se svaki novi otezavajuéi faktor uvede i ucenici uvjezbaju prepoznati ih
u problemu, onda su ucenici u moguénosti da obrade probleme koje sadrze vise od
jednog otezavajuceg faktora. Kada ucenici prepoznaju koji je otezavajuéi faktor u

zadatku, neka ga naznace i ispisu koji je faktor u pitanju.

e Za nastavak vjezbanja, kako ucenici ulaze u ucionicu, dajte im po jedan problem
na papiri¢u koji sadrzi otezavajuéi faktor. Neka ucenici oznace ili identificiraju o
kojem se otezavajucem faktoru radi u problemu i neka rijeSe problem. Ova vjezba

je dobra za motivaciju sata.

1.3 Proces rjeSsavanja problema

Kada u nastavi govorimo o rjesavanju problema, vazno je da ih predstavimo ucenicima
kao metodu pristupanja svih problema. Za mnoge ucenike je najtezi dio rjeSavanja pro-
blema pronaéi polaznu tocku. George Polya (1973) predlozio je cetiri koraka kako bi

pomogli djeci rijesiti problem:
1. Razumijevanje problema
2. Stvaranje plana
3. Provodenje osmisljenog plana

4. Osvrt na rjeSenje

Njegova metoda je sistematski pristup rjeSavanju problema koji pruza smjernice pomocéu

kojih se prolazi kroz proces rjeSavanja mnogih vrsta problema.

1. Razumijevanje problema

Razumijevanje problema ukljucuje tumacenje znacenja problema i na koja pitanja
treba odgovoriti da se rijesi problem. Ucenici trebaju temeljito razumjeti problem
kako bi mogli utvrditi koje je pitanje postavljeno kako bi rijesili problem te ga
ponoviti svojim rijeCima.

Kako to izgleda u razredu?

e Ucenici trebaju procitati problem pazljivo dok ne shvate sto se dogada u za-

datku i koje su informacije potrebne za rjesavanje problema.

tih rijeci.
e Ucenici trebaju pronad¢i i odbaciti nepotrebne informacije. Takoder trebaju

otkriti podatke koji nedostaju kako bi rijesili problem.



e Ucenici bi trebali postavljati pitanja kao Sto se trazi u zadatku? i Koje su

informacije bitne za rjesavanje problema?

e Dozvolite da ucenici raspravljaju o problemu s drugim ucenicima, jer ponav-

ljanjem problema njihovim rijecima je nuzno.

e Ako ucenici imaju poteskoca s ¢itanjem ili razumijevanjem problema, trebali

bi rasc¢laniti recenicu po recenicu.

Smijesno je odgovarati na pitanja na koje ne znate odgovor. To se ¢esto dogada,
u skoli i izvan skole ali nastavnici trebaju nastojati sprijeciti takve stvari na satu.
Ucenici trebaju razumjeti problem, i ne samo razumjeti nego i prizeljkivati rjeSenje.
Zadatak treba biti pomno odabran, ne pretezak i ne prelagan. Da bude prirodan i
zanimljiv.

Prije svega, verbalni iskaz problema treba biti razumljiv. Nastavnik moze pregledati
zadatke prije nego Sto ih zada na satu. Nakon Sto nastavnik prezentira zadatak,
treba zadati uc¢enicima da ponove zadatak, a oni bi trebali te¢no iskazati problem.
Ucenici bi trebali moéi istaknuti kljucne dijelove problema, tj, nepoznanicu, podatke
i uvjete. Ako nisu u mogucénosti to napraviti, onda ih nastavnik pitanjima treba
dovesti do tih podataka.

Ako postoji slika vezana za zadatak, ucenici bi trebali skicirati sliku i istaknuti
nepoznate dijelove. Nuzno je da uvedu prikladne oznake za sve objekte, posvetivsi
paznju na prikladan odabir znaka. Postoji pitanje koje mozemo iskoristiti s tim da

ne o¢ekujemo tocan odgovor nego pogadanje: Je li moguce zadovoljiti uvjet?

. Stvaranje plana

Stvaranje plana znac¢i da ucenik mora odabrati strategiju koja ¢e mu pomodi pri
rjeSavanju problema. U mnogim problemima postoji vise od jedne primjenjive stra-
tegije. Ucenik mora izabrati jednu koja ima smisla za njega te koja ¢e mu pomoci

oko rjesavanja problema.

Kako to izgleda u razredu?

e Ucenici bi trebali napraviti popis mogu¢ih nac¢ina rjesavanja problema.

e Ucenici bi trebali analizirati svoj popis te izabrati jednu strategiju za koju
smatraju da ¢e im pomoci rijesiti problem vrlo u¢inkovito.

e Ucenici bi trebali raspraviti s drugim uc¢enicima o mogué¢im nacinima rjeSavanja

problema ako imaju problema pri odabiru najbolje strategije.

Plan ¢esto imamo kada znamo (ili ako znamo barem skicu) koje racunske operacije,
racunanje ili konstrukciju trebamo koristiti da bi dobili nepoznanicu. Put od ra-

zumjevanja problema do stvaranja plana moze biti dug i vijugav. Zapravo, glavni
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zgoditak rjeSavanja problema je osmisliti plan. Ideja moze rasti postepeno ili moze
sinuti nakon nekoliko neuspjesnih pokusaja. Najbolje sto nastavnik moze ucinuti je
nametnuti neku ideju. Stovise, pitanja i prijedlozi tijekom rasprave mogu nametnuti
ideju. Da bi razumjeli ucenikovu poziciju, trebamo se prisjetiti kako je nama bilo

kada smo rjesavali takve probleme.

Znamo da je tesko dobiti ideju ako imamo malo znanja o temi, a nemogucée ako
nemamo nikakva saznanja. Dobre ideje su bazirane na prijasnja iskustva i prije
stecena znanja. Cisto prisje¢anje nije dovoljno za ideju, ali isto tako ne mozemo
imati dobru ideju bez prisjetanja nekih relevantnih ¢injenica. Materijali potrebni
za rjeSavanje matematickog problema su odredene relevantne stavke naseg nekada
stecenog znanja iz matematike kao ranije rjeSeni problemi ili ranije dokazani teoremi.

Stoga je cesto prikladno zapoceti rad pitanjem: Znate li neki srodan problem?

Poteskoca je u tome sto postoji previse problema koje su nekako povezani s nasim
trenutnim problemom, tj. da imaju nesto zajednicko. Kako mozemo odabrati jedan
ili viSe, koji su nam korisni? Postoji ideja koje stavlja prst na bitnu zajednicku
tocku. Pogledaj nepoznanicu! I pokusaj se sjetiti njemu slicnog problema koji ima
istu il slicnu nepoznanicu. Ako uspijemo u pronalasku nekada rijesenog problema

koji je usko povezan s nasim problemom, imamo srece.

. Provodenje osmisljenog plana

Provodenje plana znaci da se zapravo rijesi problem. Ucenicima treba osigurati jasnu
uputu o strategiji rjeSavanja problema koju oni mogu pratiti tijekom rjesavanja. Oni
trebaju raditi na svakom dijelu problema koristeci strategije koje su odabrali sve dok

ne pronadu rjesenje zadanog problema.

Kako to izgleda u razredu?

e Ucenici bi trebali organizirano zabiljeziti svoje korake rjesavanja problema tako
da mogu vidjeti svoj rad i odluciti da li strategija koju su odabrali daje potrebne

rezultate.

e Ako ucenik negdje zapne kod rjesavanja, mogu pregledati svoj rad kako bi bili

sigurni da nisu napravili bilo kakvu pogresku prilikom racunanja.

e Ako odabrana strategija nije dobra za zadani problem, ucenici bi se trebali vra-

titi na svoj popis strategija i odabrati drugaciji pristup za rjeSavanje problema.

Smisliti plan i osmisliti ideju za rjesavanje nije lako. Puno toga treba da bi us-
pjeli: stecena prijasnja znanja, dobre mentalne navike, koncentraciju i dobru srecu.

Provesti plan je puno lakse, ono sto trebamo jest samo strpljenje.
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Plan nam daje generalnu skicu, mi se trebamo uvjeriti da detalji stanu u nasu
skicu, te trebamo provjeriti detalje jedan po jedan, strpljivo, dok sve nejasnoce ne

razjasnimo. Glavna opasnost je da u¢enik zaboravi svoj plan sto se vrlo lako dogada.

Trebamo se uvjeriti u ispravnost koraka u nasem rasudivanju ”intuitivno” ili ”for-
malno”. Mozemo se koncentrirati na tocku u pitanju sve dok ne vidimo da nam
je sve jasno i razgovjetno te da nemamo sumnje da je korak ispravan. U nekim
slucajevima, nastavnik moze istaknuti razliku izmedu ”vidjeti” i "dokazati”: Da [

jasno vidite da je korak ispravan? Da li moZes dokazati da je korak ispravan?

. Osvrt na rjesSenje

Osvrt na rjesenje znaci da trebamo ispitati rjesenje dobivene odabranom strategijom
rjeSavanja problema. Ovaj korak u procesu rjesavanja problema potice ucenike da
razmisljaju o strategijama koje su izabrali te generalizirati problem kako bi bio

primjenjiv za buduée probleme.

Kako to izgleda u razredu?

e Ucenici moraju ponovno procitati problem i provjeriti da li rjeSenje zadovoljava

uvjete navedene u problemu te odgovoriti na pitanje na odgovaraju¢i nacin.

e Ucenici se sami moraju pitati pitanja kao Da li moje rjesenje ima smisla? i

Je li moje rjesenje logicno i razumno?

e Ucenici trebaju ilustrirati ili napisati svoje misaone procese, procjene i pristupe.
To ¢e im pomodi da vizualiziraju korake koje su uzeli za rjesavanje problema

te kod generalizacije svoga rada.

e Trebamo omoguditi u¢enicima priliku da rasprave s drugim ucenicima o rjesenjima

te kako su dosli do njih.

e Ucenici trebaju uzeti u obzir da li je moguce da rijese problem na jednostavniji

nacin.

Kada ucenici dobiju rjesenje problema i kada ga zapisu, ¢ak i oni dobri ucenici
spakiraju knjige u torbu i ¢ekaju kraj sata. Ako im dopustite, propustate bitan i
poucan dio posla. Osvrtom na izracunato rjeSenje mozete uévrstiti njihovo znanje
1 razviti sposobnost rjesavanja problema. Dobar nastavnik mora shvatiti i utisnuti
ucenicima stav da nema problema koji je u potpunosti iscrpljen. Uvijek ostaje nesto
za napraviti. S dovoljno znanja i vjestine, uvijek mozemo unaprijediti svako rjesenje,

i u svakom slucaju, poboljsati nase razumijevanje rjesenja.
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2 Strategije rjeSavanja problemskih zadataka

Problemski zadaci mogu se rijesiti primjenom razlicitih heuristickih strategija. Nastav-
nici trebaju ucenike upoznati s tim specificnim strategijama koje mogu primijeniti Polyn
pristup rjeSavanja problema. Sljede¢ih 9 strategija mogu se primjeniti na veliki izbor

rjeSavanja problemskih zadataka:
e Ispisivanje sustavnih listi
e Metoda pokusaja i promasaja
e Rjesavanje srodnog jednostavnijeg problema
e Metoda oponasanja i simulacije
e Metoda rjeSavanja unatrag
e Pronalazenje uzorka
e Logicko zakljucivanje
e Crtanje dijagrama
e Promjena fokusa

U narednim podnaslovima pruzit ¢emo osnovne informacije o svakoj strategiji, pos-
tupke za poducavanje svake strategije te modele problema i rjeSenja za razlicite uzraste

visih razreda osnovne skole.

2.1 Ispisivanje sustavnih listi

Ispisivanje sustavnih listi ili organiziranje podataka je vazan korak u analizi bilo kojeg
skupa podataka. Ponekad su podaci brojevi (kao sto se i o¢ekuje), a ponekad bi to mo-
glo biti vizualne prirode. Na primjer, trebamo razmotriti problem odredivanja najkraceg
puta od odredene tocke do odredista. Organizirali bi i ispisali rute prema neposrednoj
blizini te bi prema toj listi dobili znac¢ajan faktor u odabiru najbolje rute. Neki pro-
blemi u matematici predstavljaju veliku koli¢inu podataka. Nacin na koji se ti podaci
organiziraju moze uvrditi da li se problem moze rijesiti ili ne. Jedan nacin organiziranja
podataka u problemu je tablica. Na primjer, u mnogim problemima koji ukljucuju stra-
tegiju pogadanja rjeSenja, tablica pruza izvrstan nacin pra¢enja podataka i odredivanja
da li ¢e iduce pogadanje biti vece ili manje. Organizirana lista se ¢esto koristi umjesto
tablica a moze biti i malo manje formalna. Oba nacina obavljaju istu funkciju, to jest,
oni se koriste da pratimo podatke u problemu i vode ka putu prema svom rjesenju. U

nekim problemima, sama lista moze biti odgovor na pitanje u zadatku.
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2.1.1 Primjena ispisivanja sustavnih listi

Razmotrimo sljedec¢i problem:

David @ Lea sudjeluju v humanitarnom teniskom turniru. Prvi igrac koji je osvojio ili
dvija uzastopna meca ili ukupno tri meca osvaja susret. Na koliko nacina se moZe njihov
susret odigrati?

Rjesenje: Ovaj problem mozemo poceti rjeSavati ispisivanjem svih moguéih scenarija.
Pretpostavimo da je Lea osvojila prvi mec¢, drugi gubi i pobjeduje u treé¢em i cetvrtom
mecu. Isto tako, David moze pobijediti prvi me¢, drugi gubi i pobjeduje u trecem i
cetvrtom mecu itd. Ocito da imamo previse nacina da obuhvatimo sve. U pocetku se
¢ini da postoje previse razlicitih nac¢ina za racunanje. Medutim, organiziramo li podatke
na poman nacin ¢ineéi popis svih moguénosti. Prva polovica popisa sadrzi sve dobitne
situacije kada Lea osvaja prvi mec¢ a druga polovica popisa sadrzi sve pobjede kada David

osvaja prvi mec.

Lea - prvi me¢ David - prvi mec

LL DD
LDD DLL
LDLL DLDD
LDLDL DLDLD
LDLDD DLDLL

Dakle, postoji deset mogucih nacina na koje se turnir moze odigrati.

Ucenici ne moraju nuzno imati sposobnost ucinkovitog organiziranja podataka kao
nacin za rjeSavanje problema. Velika ve¢ina takvih uc¢enika u pocetku moze biti zbunjena
ali isto tako mogu biti zbunjena kada se suoc¢e s mnogim drugim problemima u ovom radu.
Ne znajuéi gdje i kako zapoceti zadatak, prije ¢e se odluciti na metodu pogadanja nego
na organiziranje liste ili tablice. Iako ih to moze dovesti do rjeSenja, nazalost nedosta-
tak sustavnog razmisljanja daje malo sigurnosti. Sposobnost da organiziraju podatke za
rjeSavanje problema je nesto Sto nastavnici trebaju poduciti a ucenici uvjezbati i nauciti.
Ovi problemi trebaju pruziti adekvatnu vjezbu. Ucenici moraju znati kako citati tablice,
kako prepoznati i interpretirati pravilnost i odnose, te kako izabrati tocan odgovor imajuéi
na vidu prirodu rjesavanja problema, sve dok je organiziranje podataka odgovarajuca teh-

nika za tocno rjesenje.

2.1.2 Primjeri

Primjer 1. (Razred: 6) Josipa ima 55 blokova koje treba sloziti u trokut u izlog trgovine.
Ona Zeli da na vrhu trokuta stoji jedan blok, red ispod njega dva bloka, pa onda tri bloka
1 tako dalje. Je li moguce napraviti trokut od svih 55 blokova, i ako je tako, koliko redova

ée trokut imati?
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Rjesenje: Pocnimo s vrhom naseg trokuta s jednim blokom te nastavljamo sve dok

ne iskoristimo svih 55 blokova. To se najbolje moze uciniti kreiranjem tablice za prac¢enje

obrnutog postavljanja blokova.

Broj retka Broj blokova u retku

Ukupan broj blokova

© 00 1 O Ot = W N o=

—_
o

1

© 00 J O Ut = W N

—_
e}

1

3

6
10
15
21
28
36
45
95

Iz tablice vidimo da ¢emo u desetom retku iskoristiti svih 55 blokova.

Odgovor: Moguce je sloziti trokut od 55 blokova u 10 redaka.

Primjer 2. (Razred: 5) Prosinac je dvanaesti mjesec u godini i ima dva zanimljiva

datuma, 12. prosinac i 24. prosinac jer su to visekratnici broja 12. Koliko dana wu

neprijestupnoj godini su visekratnici od njegovog broja mjeseca?

Rjesenje: Za trazenje datuma koji su visekratnici od njegovog broja mjeseca mozemo

organizirati popis da bi imali bolji uvid u problem. Kako bi rijesili problem, potrebno je

navesti mjesec, njegov broj i onda datume koji su visekratnici tog broja.

Mjesec Redni broj mjeseca Visekratnici Ukupan broj visekratnika
Sijecan] 1 svi 31
Veljaca 2 parni datumi 14
Ozujak 3 3,6,9,12,15,18,21,24,27,30 10
Travanj 4 4,8,12,16, 20,24, 28 7
Svibanj 5 5, 10,15, 20, 25, 30 6
Lipanj 6 6,12, 18,24, 30 5
Srpanj 7 7,14,21,28 4
Kolovoz 8 8,16,24 3
Rujan 9 9,18,27 3
Listopad 10 10, 20, 30 3
Studeni 11 11,22 2
Prosinac 12 12,24 2
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Zbrajanjem ukupnog broja visekratnika za svaki mjesec dobit ¢emo nas odgovor.

Odgovor: Ima 90 dana koji su visekratnici od svog broja mjeseca.

Primjer 3. (Razred: 4) Sutra je prvi dan skole i Lana bira odjevnu kombinaciju. Ima
crne i zelene hlace, 3 bluze (crvenu, Sarenu i kariranu) te 2 veste (bez i bijelu). Koliko
razlicitih kombinacija moze napraviti ako pri tome koristi jedan par hlaca, jednu bluzu i

jednu vestu?

Rjesenje: Postoji mnogo mogucénosti. Sastavimo listu svih kombinacija koje Lana

moze odabrati. Pripazimo samo da lista bude organizirana tako da obuhvatimo sve

mogucénosti.
Hlace Bluza Vesta
Crne Crvena Bez
Crne Crvena Bijela
Crne Sarena Bez
Crne Sarena Bijela
Crne Karirana Bez
Crne Karirana Bijela
Zelene Crvena Bez
Zelene Crvena Bijela
Zelene Sarena Bez
Zelene Sarena Bijela
Zelene Karirana Bez
Zelene Karirana Bijela

Organizirana lista ukljucuje sve moguce odjevne kombinacije koje Lana moze odabrati
te nam daje drugaciji princip rjeSavanja problema iz kojeg ucenici mogu imati koristi. Oni
iz ove liste mogu vidjeti da postoje tri moguénosti za odabrati bluzu, a dvije moguénosti
za izabrati vestu. To znaci da postoje 3 x 2 = 6 moguc¢ih kombinacija za crne hlace.
Bududi da postoje dvije vrste hlaca (crne i zelene), mozemo udvostruéiti broj kombina-

cija pa dobijemo 12.

Odgovor: Lana moze kombinirati odje¢u na 12 mogué¢ih nacina.
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2.2 Metoda pokusSaja i promasaja

Metodu pokusaja i promasaja koristimo u svakodnevnom zivotu i ¢esto nismo ni svjesni
toga. Na primjer, kada mijeSamo boje kako bi dobili onu odgovarajucu, pokusavamo i
mijeSsamo boju sve dok ne dobijemo zeljeni rezultat. Iako ova strategija ne zvuéi vrlo
matematicki, Cesto je koriStena metoda. Ova strategija je izuzetno snazna i vrlo ko-
risna. Ucenik pogada rezultat (i to mora biti inteligentan pogodak, a ne samo sluc¢ajan
ubod u problem), a zatim nastavlja testirati taj pogodak prema uvjetima problema. Ako
pogadanje nije to¢no, onda ucenik opet pogada. Svaki pogodak slijedi na temelju rezul-
tata dobivenih u prethodnim ispitivanjem. Ako je rezultat ispitivanja premalan, sljedeci
pogodak bi trebao biti malo veéi, odnosno ako je rezultat prevelik, sljedeé¢i pogodak bi
trebao biti manji. Obicno, tablica ili lista sluze za organiziranje podataka iz svakog uzas-
topnog pogotka i rezultata tog pogotka. Proces se nastavlja sve dok ucenik ne dode do

pogotka koji rjesava problem.

2.2.1 Primjena metode pokusaja i promasaja

Razmotrimo sljedec¢i problem:
Barbara rjesava test visestrukog izbora od 20 pitanja. Test je ocjenjen sa +5 ako je
odgovor tocan a sa —2 u slucaju netocénog odgovora te 0 ako je pitanje izostavljeno. Ona

je postigla 44 boda iako je izostavila neka pitanja. Koliko pitanja je Barbara izostavila?
Rjesenje: Ovaj problem mozemo rijesiti algebarski. Neka je

x = broj pitanja s tocnim odgovorom
y = broj pitanja s neto¢nim odgovorom

z = broj izostavljenih pitanja

Zatim, uvjeti zadatka bi dali

r+y+z2=20
or —2y+ 0z =44

Sada imamo dvije jednadzbe s tri nepoznanice. Takav sustav jednadzbi moze se rijesiti
strategijom Diophantove analize. Medutim, ona takoder ima jednostavno rjesenje pomocu
metode pokusSaja i promasaja. Ispitajmo broj pitanja na koje je Barbara odgovorila
tocno. Mora ih biti barem 10, jer ako je odgovorila na 9 ispravno, dobila bi 9 x 5 =45, i

oduzimanjem parnog broja, nikada ne bi mogla zavrsiti s 44 bodova.
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Tocno (+5) Netocno (-2) Izostavljeno Bodovi (44) Ukupan broj pitanja

8 Nemoguce 40 — 2x (broj pogresaka)

9 Nemoguce 0 45 — 2x (broj pogresaka)

10 3 7 44 20
11 Nemoguce

12 8 0 44 20
13 Nemoguce

14 13 0 44 21

Sa 10 toc¢nih rjesenja, Barbara bi imala 3 pogresna odgovora i rezultat od 44 boda.
Dakle, ona bi izostavila 7 pitanja. To je tocan odgovor, ali je li to jedini odgovor? Pretpos-
tavimo da je Barbara odgovorila na 11 pitanja toé¢no. Ne postoji nacin na koji je mogla
ostvariti 44 boda oduzimanjem parnog broja od 55. Dakle, 11 to¢nih odgovora je ne-
moguce. Pretpostavimo da je tocno odgovorila na 12 pitanja. 12 x5 =601 60 — 16 = 44,
Sto znaci da je imala 12 to¢nih, 8 netoc¢nih odgovora te ni jedno izostavljeno pitanje.
Medutim, to nam je u kontradikciji s uvjetom problema. Ako je Barbara odgovorila na
13 pitanja to¢no, nikako ne bi mogla ostvariti 44 boda kao i kod slucaja s 11 tocno odgo-
vorenih pitanja. Ako je, pak, na 14 pitanja odgovorila totno, mogla bi do¢i do 44 boda
ako bi imala 13 neto¢nih odgovora sto bi premasilo broj pitanja u testu. Nastavljajuci
ovim postupkom, vidimo da za 16 i 18 tocno odgovorena pitanja ne postoje rjesenja.
Dakle, rezultat od ’izostavljenih 7’ je jedino moguce rjesenje. Ovom metodom smo stigli
do odgovora na ucinkovit nacin sa sigurnos¢u u jedinstvenost rjesenja.

Kao sto smo veé¢ naglasili, vaznost ove strategije je da ucenik iznese niz pogadanja.
Postupak pocinje informiranim pogotkom. Ovaj korak je bitan i poc¢iva na ucenikovom
predznanju matematike te kako se problem mora kontekstualizirati. Na primjer, u nasem
navedenom problemu moramo razumjeti da negativan broj bodova moze biti posljedica
oduzimanja, te da su za ocjenu odredeni pravi ili krivi odgovori dobiveni mnozenjem. Iako
se sve to moze ¢initi oc¢igledno, u¢enicima nije ugodno kad su takvi problemi u pitanju i kao
posljedica njihovih nesporazuma ¢ine neuspjesna nagadanja. Velik dio njihove zbunjenosti
i frustracija moze biti od kratke diskusije odredenog problema s cijelim razredom prije
nego Sto ucenici zapocnu samostalno ili grupno rjesavati problem. Sa mladim ucenicima
bi mozda bilo dobro da se slazu u inicijalnom pogotku koje donese zajedno cijeli razred.

Sljededi korak nije od manje vaznosti. Zanimljivi matematicki problemi su oni u kojima
se rjesenje ne nadzire lako. Dakle, nase pocetno pretpostavljeno rjesenje ¢esto nije medu
odgovorima. U ovom sluc¢aju, ucenici trebaju promijeniti svoj pocetni pokusaj u odnosu

na isti. Na primjer, ako se pretpostavlja da rjesenje jednadzbe
25+x =35

iznosi 5, provjera pokazuje da je 25 + 5 = 30. Dakle, bolji bi pogodak bio 6 jer nam
daje 31. Naknadna pogadanja bi mogla biti 8 i 11, dajuéi sume 33 i 36 za redom. Ako smo
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zabiljezili ove pretpostavke i njihove posljedice, mozemo vidjeti da odgovor vjerojatno lezi
izmedu 8 i 11. Kao sto smo ve¢ rekli, ucenike treba poticati da bi njihova nagadanja i
njihove posljedice svrstali u neku organiziranu formu. Takvi zapisi bit ¢e od neprocjenjive

vrijednosti za naknadna pogadanja.

2.2.2 Primjeri

Primjer 4. (Razred: 6) Otac ima na raspolaganju 1600 kn koje treba podijeliti svojim
tima sinovima. Nagstariji é¢e dobiti 200 kn vise nego srednji sin. Srednji sin dobit ée 100

kn vise od najmladeg sina. Koliko je novca dobio svaki sin?

Rjesenje: Mozemo koristi metodu pokusaja i pogresaka. Napravimo tablicu kako bi

imali pregled svih nagadanja i njihova testiranja.

Broj pogadanja Najmladi sin Srednji sin Najstariji sin Ukupno

1 100kn 200kn 400kn 700kn (premalo)

2 200kn 300kn 500kn 1000kn (i dalje premalo)
3 300kn 400kn 600kn 1300kn (i dalje premalo)
4 400kn 500kn 700kn 1600kn (pogodak!)

Dobivamo odgovor iz tablice.

Odgovor: Najmladi sin dobit ¢e 400 kn, srednji 500 kn a najstariji 700 kn.

Primjer 5. (Razred: 6) Marija je ispekla 37 muffina za svoj tulum te ih je stavljala u
vrecice. Muffine od borovnice je stavljala po 5 u svaku vreéicu, a cokoladne muffine po 3.

Koliko je Marija ispekla svake vrste kolaca?

Rjesenje: Organizirat ¢emo nasa nagadanja u jednu tablicu. Stavit ¢emo muffine od

borovnice u grupe po 5 te mozemo vidjeti koliko ih je ostalo od njih 37.

Borovnica Ukupno Cokolada

5 37 32 (Ne. 32 nije djeljiv s 3)
10 37 27 (Da. 27 je djeljiv s 3)
15 37 22 (Ne. 22 nije djeljiv s 3)
20 37 17 (Ne. 17 nije djeljiv s 3)
25 37 12 (Da. 12 je djeljiv s 3)
30 37 7 (Ne. 7 nije djeljiv s 3)
35 37 2 (Ne. 2 nije djeljiv s 3)

Tablica nam prikazuje da viSe nema mogucnosti u kojima dobivamo sumu 37.

Odgovor: Mogucéa su dva odgovora. Ili je ispekla 10 muffina od borovnice i 27

¢okoladnih ili je ispekla 25 muffina od borovnice i 12 ¢okoladnih muffina.
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Primjer 6. (Razred: 5) Jedan zoloski vrt posjeduje dvije bebe pande. Zovu se Cezar i
Donat. Ukupno je 105 posjetioca zoloskog vrta glasovalo za svog favorita. Cezar je dobio

25 mangje glasova nego Donat. Koliko je glasova dobila svaka panda?

Rjesenje: Tablica ¢e nam pomoé¢i da imamo pregled svih pogadanja. Po¢nimo sa 50

glasova za Cezara te ¢emo izracunati 2% vise glasova za Donata.

Cezar Donat Ukupno glasova
50 125 175 (previse)
40 100 140 (i dalje previse)
30 75 105 (Dal)

Odgovor: Cezar je dobio 30 glasova, a Donat 75.

2.3 Rjesavanje srodnog jednostavnijeg problema

Trebalo bi biti ocito da se neki problem obitno moze rijesiti na viSse nacina. Je-
dan jednostavniji nacin da se problem bolje izvede i koji obi¢no daje dobre rezultate je
da promijenimo zadani problem u njemu ekvivalentni problem kojeg je lakse rijesiti, t;j.
pojednostavljivanje brojeva u zadanom problemu. To moze ucenicima dati uvid u to
kako rijesiti izvorni problem. U nekim slu¢ajevima, jednostavniji problem moze ukljuciti
samo jednostavnije brojeve, ali se moze pojednostaviti obzirom na jednostavniji slucaj
problema. Nakon Sto ucenici rijeSe jednostavniju verziju, mogu nastaviti na originalan

(mozda i slozeniji) problem.

2.3.1 Primjena metode rjeSavanja srodnog jednostavnijeg problema

Razmotrimo sljedec¢i problem:
Dyelitelyi broja 360 u sumi daju 1170. Koliki je zbroj svih reciprocnih djelitelja broja
3607

RjesSenje: Najocitije rjeSenje bi bilo pronaci sve djelitelje broja 360, uzeti njihove reci-

procne vrijednosti te ih zbrojiti. Djelitelji broja 360 su 1, 2,3,4,5,6,8,9,...,120, 1801 360.

. N . syl 101010111 1 11 1
Njihove reciprocne vrijednostisu 1, 5,3, 7,55 6550 97 - *» 1997 1867 360"

hov zajednicki nazivnik (na primjer, 360) te pretvorimo sve razlomke u njihove ekviva-

Zatim pronademo nji-

lentne razlomke te ih zbrojimo. Nazalost, vrlo je lako napraviti racunsku pogresku kao i
eventualno propustiti jedan ili vise djelitelja.

Ispitajmo jednostavniji ekvivalentni problem. Nadimo sumu recipro¢nih vrijednosti
djelitelja broja 12 i pogledajmo da li nam to pomaze. Djelitelji broja 12 su 1,2,3,4,6
i 12. Njihov zbroj je 1 +2 4+ 3+ 4+ 6 + 12 = 28. Pronadimo sada zbroj recipro¢nih

vrijednosti ovih faktora:
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1 1 1 1 1 1 12 6 4 3 2 1 28
TR R R TR TR TR TR DR URR TR D)

Dobili smo da je zbroj svih reciproc¢nih vrijednosti djelitelja broja 12 jednak zbroju
djeljitelja i da je nazivnik zapravo broj od kojeg smo uzeli sve djelitelje. Sada mozemo
rijesiti nas originalni problem.

Zbroj svih djelitelja broja 360 je 1170. Dakle, zbroj svih reciprocnih vrijednosti mora
biti 4.

Ovo je nesto vjestiji pristup rjesavanja problema. Ucenici moraju ispitati strukturu
problema i pokusati svesti problem na jednostavniji. Na primjer, to smo postigli gledaju¢i
na zbroj svih djelitelja broja 12, a ne 360. Ucenici ¢e tada eksperimentirati s onim Sto
opaze u strukturi problema. U prijasnjem primjeru, mozda zelimo provjeriti je li zbroj
recipro¢nih vrijednosti faktora 24 oc¢ekivan i umjesto generaliziranja rjesenja, potrebno je
generalizirati postupak rjesenja. Ucenici ¢e ovu metodu tesko nauciti. Oni ¢e, razumljivo,
pokusati koristiti pristup koji su pronasli u prethodnim metodama - mozda napraviti
tablicu ili pokusati pogoditi rjeSenje. U teoriji ¢e takvi pristupi dati odgovore na probleme
koje smo postavili, ali su vrlo dosadni. Moramo potaknuti uc¢enike na razmisljanje, traziti
alternativne i efektivne strategije. Nakon Sto ucenici osjete eleganciju i snagu matematike,

dobit ¢e i motivaciju za rad.

2.3.2 Primjeri

Primjer 7. (Razred: 7) Vliasnik zoloskog vrta ima nojeve i slonove u jednom dijelu
zoloskog vrta. Ukupan broj njthovih glava je 60 a nogu 180. Koliko svake vrste Zivotinga

ima?

Rjesenje: Mozemo smanjiti slozenost problema i raditi s jednostavnijim ali i ekviva-
lentnim skupom brojeva. Podijelimo sve brojeve sa 10. PokuSajmo rijesiti problem s 6
glava i 18 nogu. Ovdje ¢emo raditi s manjim brojevima pa ¢emo se onda vratiti na izvorni
problem.

Nojevi imaju po dvije noge a slonovi po 4. Napravimo crtez u kojem 0 predstavlja

glavu.

Sada, bilo da je u pitanju slon ili noj, ima najmanje dvije noge. Idemo oznaciti s ”//”

dvije noge kod svake glave.

0 0 0 0 0 0
// // // // // //

Ova racunica nam daje 12 nogu. Ostatak ide u paru na 3 glave.
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// // //
0 0 0 0 0 0

// // // // // //

Znaci, postoje 3 slona i 3 noja. Pomnozimo to sa 10 i pronasli smo odgovor na
nas$ pocetni problem. (Prisjetimo se da smo podijelili sve brojeve sa 10 da bi radili s
jednostavnijim brojevima)

Odgovor: Vlasnik ima 30 nojeva i isto toliko slonova.

Primjer 8. (Razred: 7) Upitali su Mariju kako bi pronasla tri uzastopna parna broja

¢ija je suma 60. Koji su to brojevi?

RjesSenje: Koristit ¢emo metodu rjesavanja srodnog jednostavnijeg problema. Pocet
¢emo s najmanjom parnom trojkom brojeva, pa ¢emo probati iducéu i tako sve dok ne

dodemo do necega Sto mozemo iskoristiti.

2444+6=12 Trojka pocinje s brojem 2 (sto je 1 x 2)
4+6+8=18 Trojka pocinje s brojem 4 (sto je 2 x 2)
6+8+10=24 Trojka pocinje s brojem 6 (Sto je 3 X 2)
8+ 10+ 12 =30 Trojka pocinje s brojem 8 (sto je 4 x 2)

Vidimo da se zbroj povecava za 6. Iznos ¢e biti 12, 18,24, 30, 36,42,48,54 1 60. Mi
zelimo devetu sumu, tj. kad je zbroj 60. Tri uzastupna parna broja daju sumu koja
pocinje s 9 x 2 ili 18. Mi ¢emo uzeti 18 + 20 4 22 = 60.

Odgovor: Tri uzastopna parna broja ¢iji je zbroj 60 su 18, 20 i 22.

Napomena za nastavu: Ucenici mogu nastaviti dodavati sljedove tiju uzastopnih
brojeva sve dok ne pronadu sve sume i dok ne dodu do zbroja 60. Takoder, mozemo
pokazati ucenicima da je zbroj tri uzastopna parna broja zapravo tri puta uvecan srednji
broj. Stoga, 60/3 = 20 $to je srednji broj te dobijemo preostala dva broja 18+20+422 = 60.

Primjer 9. (Razred: 7) Ako 3 kokosi nesu 4 jaja u 5 dana, koliko ée dana trebati 12

kokosi da snesu 48 jaja?

Rjesenje: Umjesto da razmotrimo ovaj primjer u cijelosti, mozemo ga rijesiti kao par
jednostavnijih problema. Ako 3 kokosi nesu 4 jaja u 5 dana (tj. 3 kokosi = 4 jaja u 5
dana), onda mnozenjem broja jaja i kokosi dobijemo: 12 kokosi nesu 16 jaja u isto 5 dana
(odnosno 12 kokosi = 16 jaja u 5 dana). Da bismo dobili 48 jaja, moramo pomnoziti 16

jaja s 3. Pomnozimo broj dana i broj jaja s 3 da bi dobili 12 kokosi da nesu 48 jaja u 15
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dana.
Odgovor: Bit ¢e potrebno 15 dana da kokoske snesu 48 jaja.

Napomena za nastavu: Problem ukljucuje neke algebarske manipulacije 'odnosa’.
3 kokosi = 4 jaja (u 5 dana), pomnozimo obje strane ”jednadzbe” sa 3 i dobijemo 12
kokosi = 16 jaja (u 5 dana). Na slican nac¢in sada imamo 16 jaja = 5 dana, pomnozimo

obje strane ”jednadzbe” sa 3 i dobijemo 48 jaja = 15 dana.

2.4 Metoda oponasanja i simulacije

Ova strategija je korisna u nizim razredima osnovne skole. Ovdje djeca preuzimaju
ulogu problema i izvode neke akcije. Takoder, mogu koristiti materijale kao Sto su zetoni,

¢epovi, itd. za simuliranje akcija u problemu. Krajnja simulacija je da se koriste brojevi.

2.4.1 Primjena metode oponasanja i simulacije

Problem procjene broja 7 kao omjer opsega kruznice i njegovg promjera se Cesto
razmatra u visim razredima osnovne sSkole. Jedno od rjesenja je mjerenje opsega i promjera
kruga, a zatim izracunati pribliznu vrijednost za w. Takva aproksimacija je, naravno,
ogranicena na preciznost instrumenata za mjerenje. Medutim, u teoriji pomoc¢u simulacije
mozemo izrac¢unati m za proizvoljan stupanj toc¢nosti.

Promotrimo krug radijusa 1. (Slika 1)

1 jedinica

1 jedinica
=
o
eaupal T

EE

0 05
1jedinica

Slika 1: Krug radijusa 1
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Povrsina kruga (7r?) prikazanog na slici je 7 (imajte na umu da su povrsine izrazene

u centimetrima kvadratnim). Osjenc¢ano podruéje (Cetvrtina kruga unutar kvadrata) ima

us
e . .. - .. . .. Lo
povrsinu 7. Dakle, omjer povrsine osjencanog dijela kruga i povrsine kvadrata je + = 7.

Ovo mozemo zapisati u obliku:

4 - (Povrsina osjencanog dijela)

T = :
Povrsina kvadrata

Da bi procijenili te povrsine, a time i taj omjer, mozemo izracunati povrsinu pomocu
milimetarskog papira. Ucenici mogu procjeniti povrsinu osjencanog dijela i usporediti ga
sa povrsinom kvadrata. Tocnost ¢e ovisiti o velic¢ini kruga u odnosu na veli¢inu malih
kvadrata na milimetarskom papiru.

Ucenici mogu koristiti i softiciraniji pristup, tj. realizaciju tocke (z,y) na krugu radi-
jusa jedan. Dobivamo z2+y? = 1. Sve tocke unutar kruga zadovoljavaju uvjet 22 4y% < 1.
Ako uzmemo relativno mali broj slucajno odabranih toc¢aka (x,y) od kojih je svaki ma-
nji od 1 kako bi bili sigurni da su i dalje u kvadratu, onda nam 22 + y? govori da li
je tocka unutar ili izvan cetvrtine kruga. U donjoj tablici su tri vrijednosti 22 + 12
naznacene sa zvjezdicom te se one nalaze izvan kruga, ostavljajuéi tako 17 tocaka unutar
kruga. Iz ovog malog skupa od 20 nasumicno odabranih tocaka mozemo aproksimirati
broj m &~ 53 = 3.4.

Ovakva apr0k51macija broja m temelji se na relativno malom uzorku tocaka, ali to ¢e

omoguditi uc¢enicima da simuliraju postupak koji moze dati solidan uvid u matematicki

koncept.
(z,y) 2 +y°
(0.75,0.64) 0.9721
(0.24,0.05) 0.0601
(0.63,0.18) 0.4293
(0.38,0.81) 0.8005
(0.25,0.59) 0.4106
(0.12,0.28) 0.0928
(0.36,0.59) 0.4777
(0.91,0.72) 1.34650%*
(0.86,0.04) 0.7412
(0.01,0.05) 0.0026
(0.26,0.95) 0.9701
(0.45,0.27) 0.2754
(0.74,0.07) 0.5525
(0.77,0.99) 1.57300%*
(0.45,0.65) 0.6250
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(0.77,0.53) 0.0293
(0.95,0.11) 0.9140
(0.29, 0.40) 0.2441
(0.79,0.14) 0.9050
(0.75,0.73) 1.09540*

Ova strategija simulacije je srodna onome §to u stvarnom svijetu oznacavamo kao
rjeSavanje problema. Ucenici poticu razvijanje matematickih vjestina za rjeSavanje pro-
blema u kontekstu situacije koje smatraju poznatim. Medutim, takvu povezanost ne
mozemo uzeti zdravo za gotovo kao sto i ucenici izrazavaju drugacija iskustva u ucionicu.
Prema tome, to je nedostatak za sve probleme u stvarnom zivotu za sto je potrebno vre-
mena da se nauci. Problemi u ovoj strategiji su odabrani tako da cesto postoji nekoliko
jednakih valjanih i uc¢inkovitih rjesenja. Ucenike bi trebali poticati da medusobno podi-
jele i rasprave o rjesenjima. Trebali bi ostvariti komunikaciju s individualnim ili grupnim
izlaganjima. U svakom slucaju, kao sto smo ve¢ i rekli, treba potaknuti kreativnost i ele-
ganciju, a istodobno zahtijevati da ucenici sustavno pristupe problemu. To nisu problemi
koji se rjesavaju teskim aritmetickim izracunom, nego kroz ostvarivanjem dobroga plana

i odabirom ucinkovite strategije.

2.4.2 Primjeri

Primjer 10. (Razred: 7) Uzmimo LEGO kockice za ovaj problem. Kockice predstavljaju
automobile u trajektu. Svaka kockica (automobil) ima onoliko broj ljudi koliko je i njezina

duzina. Dakle:

1 = Bijela kockica 2= Crvena 3 = Zelena 4 = Plava 5= Zuta

Imate jednu kockicu svake boje i duzine. PrikazZite kako moZete izgraditi trajekt duzine
od 1 do 15.

Rjesenje: Neki se trajekti mogu napraviti na vise nacina. Prikazani su samo neki.

1=B 6 = B+Z ili C4+P 11 = Z+P+C

2 =C 7=P+7Zili Z+C 12 = 7Z+P+7Z

3 =7 8 = Z+7ili P+Z+B 13 = Z+P+Z+B

4 =P 9=74P 14 = Z4+P+7Z+C
5=7 10 = Z+P+B 15 = Z+P+Z+C+B

Ucenike bi trebali poticati kako bi pronasli alternativne nacine za zastupanje razli¢itih

duzina. One ucenike koji su pronasli ovaj jednostavan nac¢in mozemo upitati na koliko se
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nacina svaki od tih duljina moze prikazati.

Odgovor: Prikazano u tablici.

Primjer 11. (Razred: 5) Markova majka kuéi je donijela list od 24 postanskih markica

(Slika 2). Marku su potrebne tri markice, pa je otkinuo tri povezane markice. Koliko je

mogucih razli¢itih skupova oblika od tri povezane markice?

e
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te

e dle o
e dle o

e e o

gl e
e e
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o

el

e

Slika 2: List od 24 markice

Rjesenje: Ucenike treba potaknuti da uzmu 3 plocice oblika kvadrata da bi simulirali

problem te da vide koliko razlicitih oblika mogu dobiti od 3 povezane markice (Slika 3).
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Slika 3: Razliciti oblici napravljeni od 3 markice
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Odgovor: Postoje 6 razlicitih skupova od 3 markice koje Marko moze otkinuti.

Napomena za nastavu: Upitajte ucenike kako znaju da su napravili sve moguce
razmjestaje od 3 markice. Trebali bi vidjeti da su razmjestili kvadrate na sve mogudce

nacine.

Primjer 12. (Razred: 6) Darko ima tri hrpe blokova s brojevima kao $to je prikazano
na Slici 4. On turdi da moze sloZiti brojeve tako da suma po blokovima bude jednaka,

pomicanjem samo jednog bloka. Kako Darko to mozZe uciniti?

3 & 9
2 5 8
1 4 7

Slika 4: Tri hrpe blokova s brojevima

Rjesenje: Uzmite 9 blokova i zalijepite komadi¢ papira na svaki te zapisite brojeve kao
na slici. Ucenici sada mogu fizicki premjestiti blokove da vide kada je suma po blokovima
jednaka. Malo logickog zakljuc¢ivanja moze pomo¢i. Buduéi da je zbroj svih 9 brojeva
45, a tu su i tri jednake hrpe, svaki stupac mora iznositi 45 <+ 3 = 15. Srednji stupac ve¢
ima zbroj 15, tako da moramo gledati druga dva stupca za premjestanje. Zbog toga Sto
suma u prvom stupcu iznosi 6, ocito je da blok mora doéi iz zadnjeg stupca. Zapravo,

pomicanjem blokova iz trec¢eg stupca jedan po jedan u prvi stupac otkrit ¢e tocan odgovor.

Odgovor: Darko ¢e pomaknuti blok s brojem 9 iz tre¢eg stupca u prvi da bi dobio u

svakom stupcu zbroj 15.
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2.5 Metoda rjesavanja unatrag

Ovu strategiju ucenici mogu tesko savladati. Vecinom su u matematici nauceni da
krenu rjesavati problem od pocetka korak po korak. Ova metoda ima suprotan red.
Ucenici pocinju od kraja problema i provode postupak unatrag da bi dobili uvjete na
pocetku. Matematicke se operacije invertiraju tj., mnozenje u problemu postaje dijeljenje
a zbrajanje postaje oduzimanje. Nakon $to pronademo rjeSenje problema, mozemo ga
provjeriti na nacin da krenemo od pocetka i provodimo ga do kraja.

Tako se postupak moze ¢initi neprirodan, cesto se koristi u svakodnevnom donoSenju
odluka. Na primjer, pronalazenje najboljeg puta do nepoznatog odredista na karti. Prvo
Sto pokusamo je pronaci odrediste tocke, a zatim se postupno vracati unatrag kroz mrezu
prometnice sve dok ne dodemo do poznatog okruzenja. Medutim, kada je rije¢ o mate-
matickoj primjeni ove tehnike, moramo potaknuti ucenike da ovu metodu svrstaju u svoje

nacine rjeSavanja problema.

2.5.1 Primjena metode rjeSavanja unatrag

Promotrimo sljedeéi problem:

Fva, Hrvoje i Antonio igraju odredenu igru. Igrac¢ koji izqubi rundu mora svakom
1gracu dati onoliko novca koliko je svaki od njih imao u to vrijeme. U prvoj rundi je Fva
izqubila i daje Hrvoju i Antoniu onoliko novca koliko je imao svaki. U drugoj rundi Hrvoje
gubi te daje Evi i Antoniu onoliko novca koliko svatko ima. Antonio gubi u trecoj rundi
te daje Evi i Hrvoju onoliko novca koliko ima svatko od njih. Odlucili su prestati igrati
1gru u onom trenutku kada je svatko imao 24 kn. Koliko je svatko od njih imao novca na

pocetku igre?

Rjesenje: Mozda ste poceli ovaj problem rjesavati postavljanjem sustava s tri jed-
nadzbe i tri nepoznanice. Moze li se to uciniti? Naravno da moze. Medutim, kako nas
problem zahtijeva puno oduzimanja i pojednostavljivanja izraza u zagradi, konacni skup

jednadzbi moze biti netoéan. Cak i ako se dobije tocan skup jednadzbi, moraju se rijesiti

istovremeno:
Runda Eva Hrvoje Antonio
Pocetak T Y z
1 rT—y—2z 2y 2z
2 20 — 2y — 2z 3y —xr — 2 4z
3 doy — 4y — 4z 6y — 2z — 2z Tz —x—y

To nas dovodi do sljedeceg sustava jednadzbi:

e —4y — 4z =24
—2x + 6y —2z =24
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—x—y+T7z=24

Rjesavanje ovog sustava nam daje z = 39, y = 21 i z = 12. Znaci, Eva je na pocetku
imala 39 kn, Hrvoje 21 kn, dok je Antonio imao 21 kn.

Kada problem navodi svoju situaciju na kraju price (”Svaki od njih je imao 24 kn”)
i kada se pitamo za pocetnu situaciju (”Koliko je svatko od njih imao novca na pocetku
igre?”) tada sigurno znamo da se radi o metodi rjeSsavanja unatrag.

Pogledajmo kako bi olaksali ovaj postupak. Pocinjemo s kraja, tj. kada je svatko od

njih imao 24 kn:

Eva Hrvoje Antonio
Kraj trec¢e runde 24 24 24
Kraj druge runde 12 12 48
Kraj prve runde 6 42 24
Pocetak 39 21 12

Kraj druge runde: Zbog toga $to je Antonio izgubio u tre¢oj rundi, Eva i Hrvoje
udvostrucuju ono sto su imali u drugoj rundi. Pa tako na kraju druge runde Eva i
Hrvoje imaju po 12 kn dok je Antonio imao 48 kn= 24 kn+12 kn+12 kn.

Kraj prve runde: Zbog toga sto je Hrvoje izgubio u drugoj rundi, Eva i Antonio
udvostrucuju ono sto su imali u prvoj rundi. Pa tako je na kraju prve runde Eva imala 6
kn, Antonio 24 kn, dok je Hrvoje imao 12 kn+6 kn+24 kn= 42 kn.

Pocetak: Zbog toga sto Eva gubi u prvoj rundi, Hrvoje i Antonio udvostrucuju ono $to
su imali na pocetku. Dakle, na pocetku, Hrvoje je imao 21 kn, Antonio 12 kn dok je Eva
imala 6 kn+21 kn+12 kn= 39 kn.

Dobili smo ista rjesenja kao sto smo postigli s algebarskim na¢inom rjeSavanja.

Kao sto smo ve¢ rekli, vazno je da pruzite sebi i ucenicima priliku da raspravite o
tome Sto ucenici misle o problemu prije nego Sto ga krenu oni sami rjesavati. To je temelj
za koristenje ove strategije. Ucenici moraju razumjeti strukturu problema da bi mogli
pratiti problem od kraja do pocetka. Konkretno, nakon sto odrede skup pocetnih uvjeta,
oni mogu provjeriti svoj odgovor.

Takva rasprava moze ukljuciti sva naucena znanja racunanja zadataka. Kao i uvi-
jek, ucenici bi trebali biti potaknuti da razgraduju svoje matematicke napore te traziti

elegantna i efikasna rjesenja.
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2.5.2 Primjeri

Primjer 13. (Razred: 5) Ivana, Jelena, Karlo i Leon skupljaju postanske markice te
su se prosli tjedan mijenjali. Nakon toga je Ivana imala 28 markica. Svojih 10 markica
je dala Jeleni, a Jelena je dobila jos 12 markica od Karla i 7 od Leona. Koliko je markica

Ivana imala na pocetku?

Rjesenje: Bududi da znamo s koliko je markica Ivana zavrsila (krajnje stanje) mozemo

doznati koliko je imala markica na pocetku (pocetno stanje) koristenjem metode rjesavanja

unatrag.
Ivana na kraju ima 28 markica. Imala je 28 markica.
Dobila je 7 od Leona. Prije toga je morala imati 21 markicu.
Dobila je 12 od Karla. Prije toga je morala imati 9.
Jeleni je dala 10 markica. Na pocetku je morala imati 19 markica.

Odgovor: Ivana je na pocetku imala 19 postanskih markica.

Primjer 14. (Razred: 5) Magka je prije odlaska na posao pripremila koSaricu Sljiva za
svoje tri kéeri. Prva se probudila najstarija kéi koja je pojela trec¢inu sljiva iz kosarice.
Druga se probudila srednja kéi 1, mislec¢i da se probudila prva, pojela tre¢inu Sljiva iz
kosarice. Zadnja se probudila najmlada kéi i, smatrajuci da se probudila prva, uzela je 1z
kosarice trecinu sljiva. Tada je u koSarici preostalo 8 sljiva. Koliko je sljiva majka stavila

u kosaricu?

RjesSenje: Rijesimo ovaj zadatak polazeéi od posljednjeg podatka. Najmlada je kéi
uzela iz koSarice trec¢inu sljiva i preostalo ih je 8. To znaci da je tih 8 §ljiva jednako
dvijema tre¢inama sljiva koje su bile u kosarici prije nego sto je sljive uzela najmlada kéi.
Odatle lako izra¢unamo da trec¢ina §ljiva iznosi 4, tj. da je u kosarici bilo 3 x 4 = 12 §ljiva
prije nego je najmlada kéi uzela svoj dio.

Srednja kéi pojela je tre¢inu §ljiva iz kosarice u kojoj je nakon toga preostalo 12 sljiva.
Dakle, srednja k¢i je u kosarici zatekla 3 - % = 18 §ljiva.

Na slican nac¢in promotrimo konacno i dogadaj koji se dogodio prvi. Najstarija je kéi
pojela treé¢inu §ljiva iz kosarice u kojoj je potom preostalo 18 sljiva. To znaci da 18 sljiva
odgovara dvijema tre¢inama ukupnoga broja Sljiva, tj. majka je pripremila koSaricu s

3.2 =27 sljiva.

Kada ucenik u visim razredima osnovne Skole savlada tehniku rjesavanja jednadzbi,

ovaj zadatak moze rijesiti i algebarski:

Oznacimo s z ukupan broj sljiva koje je majka ostavila u kosarici. Tada je najstarija

kéi pojela %x sljiva, a u koSarici je ostalo %x sljiva. Srednja kéi pojela je treé¢inu preostalih
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sljiva, tj. % . %x = %x sljiva. U kosarici je ostalo % . %x = g::: sljiva. Najmlada kéi pojela
je tre¢inu preostalih §ljiva, tj. % . gx = %x sljiva, a ostalo je % . gx = %x sljiva. Prema

uvjetu zadatka postavljamo jednadzbu:

8
2—71}—8

Rjesenje te jednadzbe je x = 27. Dakle, majka je u kosarici ostavila 27 §ljiva, tj. dobili

smo isto rjesenje kao Sto smo dobili rjeSavanjem metodom unatrag.

Odgovor: Majka je u kosarici ostavila 27 §ljiva.

Primjer 15. (Razred: 6) Radijski voditelj planira svoj subotnji program. U sat vremena,
mora odvojiti 5 minuta za vijesti, 4 minute za vrijeme, 3 minute za lokalne najave te 27
minuta za reklame. Ako svaka pjesma u prosjeku svira 3 minute, koliko pjesama on moZze

pustiti u svom subotnjem programu?

Rjesenje: Buduéi da znamo kraj problema (jedan sat) da bismo pronasli prijasnje

informacije moramo koristiti metodu unatrag.

Ukupno vrijeme 60 minuta
Vijesti —5 minuta
55 minuta
Vrijeme —4 minute
51 minuta
Lokalne najave —3 minute
48 minuta
Reklame —27 minuta
Pjesme 21 minuta

Zbog toga sto svaka pjesma u prosjeku svira 3 minute, on moze pustiti 21 -3 =7

pjesama.

Odgovor: Radijski voditelj moze pustiti 7 pjesama u jednome satu.
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2.6 Pronalazenje uzorka

Uzorci se javljaju u mnogim situacijama. Ucenici trebaju uvjezbati ispitivanje po-
dataka da pronadu da li uzorak postoji. Neki problemi ¢e navoditi da uzorak postoji u
slijedu brojeva a ucenik treba pronaci taj uzorak i/ili nastaviti slijed za nekoliko dodatnih
uvjeta. Ostali problemi mogu zahtijevati tablicu ili listu za organiziranje podataka da bi
uvidjeli nastajanje uzorka.

U svakodnevnom zivotu se ¢esto pozivamo na pronalazenje uzorka kako bi rijesili neki
problem, ali nikad nismo to uéinili izravno. Na primjer, trebamo pronaci odredenu adresu
u susjedstvu s kojom niste poznati. Ako ste u potrazi za Vukovarkom 270, prvo sto
utvrdite je s koje strane su parni odnosno neparni brojevi. Zatim gledamo u kojem su
oni poretku, uzlazno ili silazno. Ovaj problem ukljucuje pronalazenje uzorka pomocu
kojeg ¢emo doc¢i do cilja. Pronalazenje uzorka ponekad moze biti izazovno. Najbolji
nacin da ucenici nauce pronaci uzorak je da uvjezbaju pronalazenje uzorka u razli¢itim

problemskim situacijama.

2.6.1 Primjena pronalazenja uzorka

Promotrimo sljede¢i problem:

Imamo stroj koji radi samo na dane brojeve. Dakle, ako smo unijeli broj 3, stroj moze
raditi samo s brojem 3. Stroj koristi cetiri temeljne operacije (zbrajanje, oduzimanje,
mnoZenge i dijeljenje) ili same ili u kombinaciji. Evo prvih Sest izlaza za ulaze v =1 do
6:

Ulaz Izlaz

29
67
129
221

S Ot o W N

Kolika je vrijednost za ulaz x = 9¢

Rjesenje: Mozda bi zapoceli rijesiti ovaj problem s pogadanjem pravila po kojem stroj
radi. To je vrlo tezak i dugotrajan posao. Medutim, problem se moze rijesiti pomocu
strategije pronalaska uzorka zajedno s nekim obrazlozenjem kako bi se utvrdilo Sto stroj
zapravo radi kada mi unesemo neki broj. Njegov izlaz se ¢ini da je blizu kubnog unesenog

broja. Imamo:
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Ulaz Izlaz z3 Razlika (od x?)

1 1 0

2 9 8 41l (2 - 1)
3 29 27 121l (3-1)
4 67 64 43l (4 - 1)
5 129 125 4l (5 1)
6 221 216 +5ili (6 1)
T 23 +(z —1)

Medutim, buduéi da na$ izlaz moze sadrzavati samo broj ulaza, moramo izraziti z°

kao -z -, te (r — 1) kao (# — Z). Dakle, nase izlazno pravilo za neki ulaz z mora biti

z-xz-x+(x—2), parjeSenje naseg problema iznosi 9-9-9+(9—2) = 948 = 729+8 = 737.
Kako bi se ucinkovito iskoristili geometrijski i brojcani uzorci u rjeSavanju problema,

ucenici moraju:

1. Razumjeti svrhu i kontekst uzorka. Primjer: U navedenom problemu, treba razu-

mjeti da trazimo uzorak koji opisuje matematicki odnos izmedu ulaza i izlaza.

2. Utvrditi ponavljajuce elemente u uzorku. Primjer: U navedenom problemu, treba

primijetiti da su izlazne vrijednosti blizu kubne vrijednosti ulaza.

3. Progiriti uocen uzorak. Primjer: U navedenom problemu, pretpostaviti da ulaz x
daje izlaz 23 + (z — 1).

Ucenici moraju nauciti najprije uociti uzorak pa tek onda sustavno organizirati svoja
razmatranja. Mnogo toga se moze rijeSiti raspravom u razredu prije nego ucenici krenu
na rjesavanje problema. Opis nekih ucenika moze postaviti temelje za istrazivanje kako
se uzorak moze nastaviti. RjeSenja nekih ucenika nam mogu omoguciti uc¢inkovitost pro-
blema. Imajte na umu da uoc¢avanje i prosirenje mogu dati skicu za rjeSavanje problema.
Ucenici moraju i dalje koristiti svoja konceptualna shvacanja i racunske vjestine kako bi

stvorili rjeSenje.

2.6.2 Primjeri

Primjer 16. (Razred: 7,8) Pronadite sljedeca sva élana sljededeg niza 5,11,23,47, . ..

Rjesenje: Uzorak za svaki sljede¢i ¢lan u nizu je dvostruki prethodni s dodatkom

broja 1.
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O‘l

=5
25)+1=10+1=11
2(11)+1=224+1=23
2(23) +1 =46+ 1 =47
247)+1=944+1=095
2(95)+1=190+1 =191
(Algebarski, uzorak nam je formula 2n + 1, gdje je n prethodni ¢lan.)

Neki ucenici mogu prepoznati uzorak dodavanja brojeva 6, 12, 24 itd. Dakle, peti ¢lan
mozemo pronac¢i dodavanjem broja 48: 48 + 47 = 95. Idudi clan bi pronasli dodavanjem
broja 96: 96 + 95 = 191. Oba nacina pravilno rjesavaju problem.

Zapamtite, mnogi problemi u matematici imaju vise od jednog rjesenja. Dobro je da
pruzimo uc¢enicima alternativna rjesenja jer na taj nacin ucenici povecavaju svoju tecnost

u rjesavanju problema.

Primjer 17. (Razred: 5) Gospodin Marko dizajnira kvadratne bazene. Svaki bazen
mma kvadratni centar Sto predstavija povrsinu vode. On koristi sive plocice da prikaze
vodu. Oko kvadratnog bazena podstavlja granicu sa bijelim plocicama. Slika 5 prikazuje

tri nagmanja bazena koje on moZe dizajnirati:

(a) Bazen 1 (b) Bazen 2 (c) Bazen 3

Slika 5: Prikaz tri najmanje dizajniranih bazena

Koliko ée biti bijelih plocica ako imamo 25 sivih plocica u bazenu?

Rjesenje: Idemo organizirati podatke da vidimo da li ¢e se pojaviti uzorak.

Bazen Sive plocice Bijele plocice
1 1x1=1 8
2 2x2=4 12
3 3x3=9 16

Vidimo da svaki puta kada se broj sivih ploc¢ica povecava na sljedeé¢i kvadrat, broj

bijelih plocica se povecava za 4. Nastavimo tablicu.
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4 x4=16 20
OxXH=25 24

To nas dovodi do rjeSenja.
Neki ucenici mogu primjetiti da je broj bijelih plocica isti kao povrsina kvadrata od

sivih plocica u zbroju sa 4 plocice za svaki kut.

Odgovor: Postoje 24 bijelih ploc¢ica oko bazena sa 25 sivih plocica.

Primjer 18. (Razred: 8) David radi u umgjetnickoj galeriji. On dizajnira pokrice ve-
likog zida za klijenta. Cijela konstrukcija je sastavijena od 50 koncentricnih kvadrata
(kvadrata s jednakim centrom i paralelnim stranama). Slika 6 nam prikazuje prvih cetiri
kvadrata njegovog dizajna u kojem nam daje duzinu jedne strane svakog kvadrata u cen-
timentrima. David ée obertati rub svakog kvadrata vunom. Koliko centimetara vune mu

treba da naznaci svih 50 kvadrata?

=00~

Slika 6: Prva cetiri kvadrata Davidovog dizajna

RjesSenje: Istrazimo podatke i pogledajmo da li mozemo naéi uzorak koji nam moze
pomodi. Buduéi da kvadrat ima cetiri jednake strane, mozemo pronac¢i sumu jedne strane
svakog kvadrata a zatim pomnoziti s cetiri. Ovo ¢e nam omoguciti da koristimo manje
brojeve. Krenuvsi od najmanjeg kvadrata prema van, duljine strana ¢ini slijed od prvih 50
neparnih brojeva: 1,3,5,7,...,99. Moramo izracunati njihov zbroj: 14+3+5+74---4+99.

1=1

1+3=4
1+3+5=9
1+34+5+7=16
1+3+5+74+9=25

Primjetimo kako su svi iznosi zapravo kvadrati brojeva.

1=1=12

1+3=4=2?
1+3+5=9=3?
14+3454+7=16=4
1+3+5+74+9=25=5
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Koristeéi ovaj uzorak, zbroj svih 50 koncentriénih kvadrata bit ¢e 502, odnosno 2500.

Sada to pomnozimo sa 4 da bi dobili povrsinu te dolazimo do 10000 centimetara vune.

Takoder mozemo rijesiti ovaj problem s drugog gledista, tj. pomocu drugacijeg uzorka
(ili ako zelite, organiziranjem podataka). Moramo izrac¢unati zbroj 1+3+5+7+---+99.
Umjesto dodavanja brojeva u redoslijedu kako su ovdje napisani, uzmimo u obzir parci-
jalne sume: 1499 = 100, 3 + 97 = 100, 5+ 95 = 100, ..., 49 + 51 = 100. Ukupan iznos
ovih zbrojeva je 25 x 100 = 2500. Kao i prije, moramo ovaj izraz pomnoziti sa 4 da bismo
dobili 10000.

Odgovor: Davidu ¢e trebati 10000 centimetara vune da naznaci svih 50 kvadrata.

2.7 Logicko zakljucivanje

Iako rjesavanje bilo kojeg problema zahtijeva logicko zaklju¢ivanje, nekim problemima
je ovo primarna strategija za rjeSavanje. To moze biti u rasponu od jednostavne logike
do problema koji se sastoje od logickog lanca zakljuc¢ivanja. Jedan zakljucak dovodi do

drugog. Logicki proces nastavlja se sve dok se problem ne rijesi.

2.7.1 Primjena logickog zakljucivanja

Promotrimo sljedeci problem:

Rebeka, Sara, Tin, Una, Vesna ¢ Dino idu na veceru da proslave to sto su Vesna 1
Dino maturirali. Obrok svake osobe kostao je jednako. Vesni i Dini ¢e drustvo platiti
obroke ali svatko od slavljenika mora dati doprinos u cijeni jela drugog slavijenika. Koliko

je svaki od njih platio ako je ukupan racun bio 108.00 kn?
Rjesenje: Jedan od prvih nacina za rjesiti ovaj problem bi bio algebarski.
108 =+ 6 = 18 kn za jedan obrok

Neka 2x predstavlja kolicinu koju je svatko dao za Vesnu i Dina. Tada je

Rebeka je platila 18 kn+2z
Sara je platila 18 kn+42x
Tin je platio 18 kn+2x
Una je platila 18 kn+2x
Vesna je platila x

Dino je platio x
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Dakle,

72 kn+10x = 108 kn
10z = 36 kn
xz = 3.60 kn

Vesna i Dino su svoje obroke platili 3.60 kn dok su svi drugi platili 18 kn+2 x 3.60
kn= 25.20 kn.

Pokusajmo rijesiti ovaj problem koristeci logicko zakljucivanje. Znamo da je Vesna
platila % Dininog obroka ili % od 18kn je 3.60 kn. Istovremeno, Dino placa % Vesninog
obroka ili 3.60 kn, ukupno 7.20 kn. Ako oduzmemo 7.20 kn od ukupnog iznosa 108 kn,
dobit ¢emo jos 100.80 kn koje trebamo podijeliti na preostale cetiri osobe. Dijeljenjem
100.80 kn sa 4 dobivamo 25.20 kn po osobi tj. iznos koji su Rebeka, Sara, Tin i Una
platili. Vesna i Dino su platili po 3.60 kn.

Problemi koji ukljucuju logicko zakljucivanje cesto uklju¢uju znatnu koli¢inu podataka
koje se na prvi pogled ¢ine zbunjuju¢ima. Strategija rjeSenja, kao Sto je ve¢ receno, je
izvudéi logicke zakljucke iz danih podataka, tj. da iskoristimo zakljucak. Medutim, to
zahtijeva da ucenici nauce razumno i sustavno organizirati podatke. Ovo ukljucuje ucenje
kako analizirati tragove, na primjer, kako koristiti proces eliminacije, popise, Vennove
dijagrame ili tablice.

Takoder je vazno da ucenici u razredu raspravljaju o svojim misljenjima. Kada od
ucenika trazimo da rijeSe problem s logickim zaklju¢ivanjem, to nije samo skakanje s
jednog pojma na drugi, ono cesto zahtijeva citanje izmedu redaka. Na primjer, u nasem
problemu ne pise da je Vesna platila % Dininog obroka. Za veé¢inu ucenika ¢e ovo biti
novo iskustvo te ¢e morati raspraviti i istraziti niz problema da bi stekli ucinkovitost i

eleganciju koja logicko zakljuc¢ivanje dovodi do rjesavanja problema.

2.7.2 Primjeri

Primjer 19. (Razred: 7) Odredite vrijednosti za A, B, C i D ako su oni svi pozitivni

cigeli brojevi te vrijedi

Ax B=24
A+B=14
C x D =148
Ax D =192
BxC=6

Rjesenje: Iskoristit ¢emo logicko zakljuc¢ivanje zajedno sa znanjem aritmetike. Zbog

toga $to je A x B = 24, mozemo ispitati faktore broja 24. A i B mogu biti samo 11 24, 2
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i12,3181ili4i6. Nadalje, zbog A+ B = 14, A i B mogu biti samo 12 i 2. Primjetimo
da nam zadnja jednakost B x C' = 6 govori da B mora biti 2, a A mora biti 12. Nadalje,
ako je B = 2, C mora biti 3. Buduéi je C' x D = 48, D mora biti 16.

Strategija logickog zaklju¢ivanja mora biti koristena od strane ucenika u nac¢inu otvo-
renog razmisljanja, i sve dok ucenici mogu opravdati svoje korake logi¢no, ovi koraci bi

trebali biti prihvaceni. To moze biti lijepa grupna aktivnost.

Odgovor: A=12,B=2.C=31iD = 16.

Primjer 20. (Razred: 7) Nacrtaj dvije ravne linije kroz lice sata (Slika 7) tako da zbroj

brojeva u svakom odjeljku bude jednak.

Slika 7: Lice sata

Rjesenje: Malo logickog zakljuc¢ivanja moze pomod¢i. Ako nacrtamo dvije linije koje se
sijeku da dobijemo cetiri dijela, dobit ¢emo grupiranje malih brojeva medusobno odnosno
velikih brojeva medusobno. To ¢e biti neuravnotezeno odmah na pocetku.

Idemo ispitati problem logicno. Ako zbrojimo svih 12 brojeva na satu, dobivamo
14+24+3+4+54+464+74+84+9+10+ 11+ 12 =78. Zbog toga sto zbroj unutar svakog
dijela mora biti isti, podijelimo taj broj s 3, 78 <+ 3 = 26. To ¢ini posao laksim. Odgovor

je prikazan na Slici 8.

Slika 8: Podjela sata u tri dijela

38



Odgovor: Zbroj jednog dijela sata iznosi 11 + 12 + 1 4 2 = 26, zbroj drugog dijela
10 +9+ 3+ 4 = 26 te zbroj zadnjeg 8 + 7+ 6 + 5 = 26.

Primjer 21. (Razred: 5) Na dnu jezera nalaze se Salica, staklenka, cipela i stara guma.
Riba, Zaba, rak i zmija se nalaze u okolini tog smeca. Zmija ude u staklenku i zaspi. Rak

se uvukao u cipelu a riba ne Zeli biti u blizini gume. U koji predmet je osla svaka Zivotinja?

Rjesenje: Napravimo tablicu i popunimo tragove. Zapamtimo da ”"Da” u bilo kojem
stupcu zna¢i " X” ili "ne” na svim drugim stavkama u tom stupcu (gore i prema dolje) i
redu (horizontalno). Dakle, prvi trag nam govori da je zmija usla u staklenku. To znaci
"Da” u tom elementu tablice. Takoder znaci da nitko drugi ne moze biti u staklenci i
da zmija ne moze biti u nekom drugom predmetu. Dalje idemo na slican nacin, pomocu

tragova, jedan po jedan.

Salica Staklenka Cipela Guma
Riba Da X X X
Zaba X X X Da
Rak X X Da X
Zmija X Da X X

Tablica nam govori gdje se koja zivotinja sakrila.

Odgovor: Riba je otisla u salicu, zaba je u gumi, rak se nalazi u cipeli a zmija u

staklenci.

2.8 Crtanje dijagrama

Da bismo pokusali rijesiti geometrijski problem bez crtanja skice bi bilo nezamislivo.
Ipak skica moze biti veoma korisna i u rjeSavanju negeometrijskih problema. Zapravo,
postoje slucajevi kada je skica neophodna za rjesavanje negeometrijskih problema. Ipak,
odredivanje kada je problem bolje rijesiti uz pomoc¢ skice je nesto sto dolazi s iskustvom.
Prikazat ¢emo nekoliko ilustracija za usmjeravanje misli u tom smijeru. Pogledat ¢emo
neke probleme koje koriste skicu da razjasne situaciju ili da nam pomognu pri zakljucivanju

problema.

2.8.1 Primjena metode crtanja dijagrama

Pogledajmo sljedeci problem:
Ana drzi cetiri karte u ruci: asa, pik, asa srce, asa tref i asa karo. Ivan vuce dvije
karte iz Anine ruke bez gledanja. Kolika je vjerojatnost da je Ivan izvukao barem jednog

crnog asa?
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Napomena: Pik i karo su crne karte.

Rjesenje: Mozemo pretpostaviti da je vjerojatnost

Prvi izbor

As pik ——— 5

As srce ——— o

As karo —=—— o

As tref ——— °

2 1

Drugi izbor
As srece*
As karo*
As tref*
As pik*
As karo
As tref*
As pik*
As sree
As tref*
As pik*
As srce*

Medutim, ako ¢emo

napraviti skicu moguéih ishoda, vidjet éemo da ovo nije tocno. (Slika 9.)

————o As karo*

Slika 9: Sve moguce kombinacije izvlacenja karata, gdje * predstavlja uspjesnu kombina-
ciju

Nasa skica nam otkriva da postoji 12 mogucih ishoda, od kojih su 10 uspjesni (barem

10 :1: 5
i G

pazljive skice problema brzo otkriva tocan odgovor.

sto je drugacije od pretpostavke L. Izrada

jedan as je crni). Tocan odgovor je 5

Kao sto smo rekli, snaga u skici lezi u tome kako organizira i pojasnjava podatke. Pra-
vilno napravljena skica pruza smisleno objasnjenje strukture problema. Nekim ucenicima
u pocetku nece biti lako napraviti takve skice. U raspravi s ucenicima treba ilustrirati
kako se dijagrami i skice mogu ucinkovito koristiti za pracenje svih moguc¢ih dodagaja i
rezultata. Takva rasprava ¢e podrzati eksperimentiranje i istrazivanje uc¢enika da pronadu

vjestinu u koristenju ove strategije.

2.8.2 Primjeri

Primjer 22. (Razred: 5) PuZ se penje po stupu visokom 10 metara. Danju se popne 3

metra a nocu se spusti 2 metra. Koliko mu dana treba da se popne na vrh stupa?

Rjesenje: Pogledajmo skicu stupa (Slika 10) te pazljivo obiljezimo polozaj puza na
kraju svake noci. Na kraju svakog dana, puz ¢e napredovati za 1 metar. Dakle, na kraju
prvih 7 dana, popet ¢e se za 7 metara. Osmi dan ujutro ¢e se ponovno penjati za 3 metra

i tada Ce biti na vrhu stupa. Stoga, potrebno mu je 7% dana da se popne na vrh stupa.
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Slika 10: Stup po kojem se puz penje

Odgovor: Puz Ce se popeti na vrh stupa osmi dan.

Primjer 23. (Razred: 8) Jednoga dana 5 je ucenika pozurilo u red za rucak. Josip je
bio ispred Katarine a iza Lore. Lora je bila ispred Sare i iza Nikole. Sara je bila ispred

Josipa. Tko je bio zadnji u redu a tko prvi?

Rjesenje: Skicirat ¢emo si dijagram od situacije kako je opisano pa si tako mozemo
vizualizirati raspored ucenika. Poredat ¢emo imena u odredene pozicije prema uvjetima
navedenim u problemu. Problem ¢e se onda rijesiti kako postavljamo ucenike na odgova-

rajuce polozaje. Ovdje mozemo vidjeti kako je skiciranje dijagrama korisna strategija.

Prednji dio reda
Nikola

Lora

Sara

Josip

Katarina

Imamo informaciju da je Josip ispred Katarine a iza Lore pa ¢emo to zabiljeziti u
stupac. Znamo da je Lora ispred Sare i iza Nikole, te ih ubacujemo u stupac kako je
navedeno. Postupno gledajué¢i na tekst zadatka smo dosli do rjesenja naSeg problema.

Odgovor: Katarina se nalazila na kraju reda a Nikola na pocetku.

Primjer 24. (Razred: 8) Izlozba vozila na auto sajmu sastoji se od motocikala, kombija
1 automobila. Ukupno ima 18 vozila © 60 kotaca. Ako postoji cetiri automobila vise od

kombija, koliko je svaki od njih izloZen na sajmu?
Rjesenje: Skicirajmo prvo 18 vozila. (Slika 11)
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Slika 11: Skica 18 vozila

o O\ D

oo

Svako vozilo mora imati barem 2 kotaca, stoga dodajmo na svako vozilo dva kotaca.

(Slika 12)
P+~
YA A A
N A A
= Gup Gup ep
T eup

Slika 12: Skica 18 vozila sa dva kotaca

Iskoristili smo ukupno 36 kotaca. Preostaje nam jos 60 — 36 = 24. Oni dolaze u

parovima pa ¢emo ih rasporediti kao na Slici 13.

PP
=D ¢ub gup ¢mp

o o Jome Loy
PEREE
s Lo

Slika 13: Skica 18 vozila sa preostalim kotacima

Skica nam sada pokazuje da postoji 12 vozila sa 4 kotaca i 6 na dva kotaca. Vozila sa
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dva kotaca su motocikli. Zbog toga sto postoji 4 automobila vise od kombija, izlozeni su

8 automobila i 4 kombija.

Odgovor: Izlozena su 6 motocikla, 8 automobila i 4 kombija.

2.9 Promjena fokusa

Ponekad se problem moze rijesiti na ucinkovitiji i zanimljiviji nac¢in ako joj pristupimo
s razlic¢itog gledista. Umjesto da se problem rijesi na izravan i oc¢igledan nacin, drugaciji
pristup moze dati odgovor brze i uc¢inkovitije. Na taj nac¢in mogu se otkriti neke zanimljve
¢injenice. To ne znac¢i da je originalna ili o¢ita situacija netocna nego da je savrSeno
valjana. Medutim, ponekad ispitujuci problem iz drugog aspekta moze realizirati odlicna
matematicka diskusija. Vecina se matematickih problema moze rijesiti na razli¢ite nacine.
Neki nacini ¢e ocito biti elegantniji od drugih i to bi moglo biti predmet rasprave u razredu.
Trebali bi potaknuti ucenike da koriste svoju genijalnost a zatim da usporede rjesenja.
Mnogo bi vise stekli rjeSavanjem problema na vise na¢ina nego rjesavanje nekoliko primjera

svaki na samo jedan nacin.

2.9.1 Primjena metode promjene fokusa

Promotrimo sljede¢i problem:

ZaokruZujuci na dvije decimale, nadite vrijednost izraza
3.1416 x 2.7831 + 3.1415 x 12.27 — 5.0531 x 3.1416.

Rjesenje: Najcesca i najocitija metoda za rjeSavanje ovog problema je pronadi tri
odvojena umnoska, a zatim ih zbrojiti ili oduzeti ako je potrebno. Koristenjem kalkula-

tora, dobivamo

3.1416 x 2.7831 = 8.743387

3.1416 x 12.27 = 38.547432

5.0531 x 3.1416 = 15.874818

= 8.743387 + 38.547432 — 15.874818 = 31.416001 = 31.42

Uocite da se sve to moglo pazljivo organizirati i pratiti sa parcijalnim umnoscima.
Osim toga, ako smo koristili kalkulkator za rjeSavanje problema, moguée je da krivo
utipkamo znamenku a da nismo ni svjesni toga. Idemo ispitati ovaj problem s drugog
gledista. Imamo zajednicki faktor u svakom izrazu, broj 3.1416. Ako ga izlu¢imo iz

svakog izraza, dobivamo
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3.1416 x (2.7831 + 12.27 — 5.0531) = 3.1416 x 10
= 31.41600
= 3142

Dobili smo isto rjeSenje puno jednostavnijim nac¢inom. Primjetimo da ovo rjeSenje
ukljucuje uzorak, tj. prepoznavanje zajednickog faktora. Ovu vrstu uzorka je vrijedno
istaknuti.

Od ucenika ne trazimo da nadu samo rjesenje problema, nego da nadu ono najelegantnije i
najefikasnije. Svi mi imamo razlic¢ite ukuse. Iz tog razloga je vazno da se rjeSenja objasne,
ilustriraju i raspravljaju. Ucenici nisu svjesni da postoje ucinkoviti nacini rjesavanja

problema, a mnogi su dozivjeli zar prilikom pronalaska rjesenja slozenijeg problema.

2.9.2 Primjeri

Primjer 25. (Razred: 5) Toranj se sastoji od 4 bloka. Koliko tornjeva mozemo izgraditi

od blokova dviju razlic¢itih boja?

Rjesenje: Promotrimo ovaj problem iz drugog gledista. Neka su blokovi crvene i
zelene boje. Svaka boja moze biti ili koristena ili ne koristena u bilo kojem slucaju.
Prvi blok ima dvije moguénosti, crveni ili zeleni blok. Za drugi blok, postoje isto dvije
mogucnosti, crveni ili zeleni blok. Sli¢no tome, za svaki treéi i ¢etvrti blok postoje dvije
mogucnosti. Koriste¢i temeljni princip brojanja u matematici, to je zajedno 2 x 2 x 2 x 2

ili 16 moguc¢ih nacina za postavljanje blokova.

Odgovor: Postoji 16 mogucih nacina izrade tornja od 4 bloka s dvije razli¢ite boje

blokova.

Primjer 26. (Razred: 6) Koliko iznosi zbroj prvih 20 parnih brojeva?

Rjesenje: Neki ucenici mogu ispisati prvih 20 brojeva pa ih zbrojiti. PokuSajmo
dobiti rjesenje s drugacijeg gledista na zadatak. Mozemo primjetiti da sa parcijalnim

sumama dobijemo uzorak kojeg mozemo dopustiti ucenicima da otkriju.

2 =2 =1-2
2+4 =6 =23
24+4+6 =12 =34
2444648 =20 =4-5
2+4+6+8+4---+2n =n(n+1)
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Dakle, suma prvih 20 parnih brojeva je 20 - 21 = 420.

Odgovor: Suma prvih 20 parnih brojeva iznosi 420.

Primjer 27. (Razred: 8) Kvadrat EFGH formiran je spajanjem tocaka koje se nalaze
na kvadratu ABCD. |AF| = |BG| = |CH| = |DE| =4 em i |[FB| = |CG| = |DH| =

|[EA| = 3 c¢m. Koliko iznosi poursina osjencanog dijela slike?

D c
3
4
G
E
4
3
A B
4 F 3

Slika 14: Skica zadatka

Rjesenje: Neki ucenici mogu pokusati rijesiti ovaj zadatak tako da pronadu povrsinu
manjeg kvadrata te ga oduzeti od povrsine veceg kvadrata. Medutim, to zahtijeva poz-

navanje Pitagorinog poucka:

a?+ 0 =c2
FP+42=9+16=25
2 =25

c=95

Sada mozemo izracunati obje povrsine. PovrSina veceg kvadrata je 7 x 7 = 49, a
povrsina manjeg kvadrata iznosi 5 x 5 = 25. Oduzimanjem tih dviju povrsina dobivamo
trazenu povrsSinu naseg problema, tj. 49 — 25 = 24.

Promotrimo problem s drugacijeg gledista. Osjenc¢ano podrucje se sastoji od cetiri
sukladna pravokutna trokuta, svaki s katetama 3 i 4. Dakle, povrsina jednog trokuta

3x4

iznosi 5= = 6. Kako postoje 4 takva trokuta, vrijedi 4 x 6 = 24, te dobivamo povrsinu

osjencanog dijela.

Odgovor: Povrsina osjencanog dijela iznosi 24 centimetara kvadratnih.
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Zakljucak

Rjesavanje problema sastavni je dio matematike kao znanstvene discipline i Skolskog
predmeta. Ono je prihva¢eno od veéine nastavnika kao sastavni dio kurikuluma matema-
tike koji mora biti poucen zajedno sa aritmetickim vjestinama potrebnima za uspjeh u
skoli i u stvarnom zivotu. Zapravo, rjeSavanje problema daje razlog za poduku vjestine
aritmetike.

Ucenici trebaju razviti svoje kriticko misljenje te trebaju biti spremni primjeniti svoja
znanja u cilju rjeSavanja problema. Takoder, moramo ih poduciti strategijama koje ¢e
im pomodi za rjeSavanje problema te kako postaviti pitanja vezana za problem. Nastav-
nici trebaju biti spremni voditi nastavu kroz razgovor jer je rjeSavanje problema nacin
poducavanja i isto tako treba naglasiti da postoji vise mogucih strategija za rjesavanje
jednog problema.

Takoder, ucenike trebamo poduciti faktorima koji otezavaju rjeSavanje problema.
Kako se ve¢ s nekima susre¢u u nizim razredima osnovne Skole, trebalo bi ponoviti s
njima naucene otezavajuce faktore te uvesti novi otezavajuci faktor samo nakon sto sav-
ladavaju trenutni. Bitno je da se faktori poducavaju odvojeno te treba ucenicima dati
vremena za otkrivanje tih faktora u zadacima.

Kako je za mnoge ucenike najtezi dio rjesavanja problema pronaci polaznu tocku, tako
je bitno da im prikazemo cetiri koraka Georga Polya za rjeSavanje problema: razumijevanje
problema, stvaranje plana, provodenje osmisljenog plana te osvrt na rjesenje. Svaki korak
je bitan, od razumijevanja sto se trazi u zadatku do analiziranja da li rjeSenje zadovoljava
uvjetima problema. Kljucno je naglasiti raspravu u svakom koraku rjesavanja problema.
Bitno je da ucenici ponove problem svojim rijec¢ima, da prepricaju Sto se trazi u zadatku,
isto tako je bitno prilikom odabira najbolje strategije te prilikom rasprave o rjesenjima i
kako su dosli do njih. Popis koraka Georga Polya mozemo staviti negdje u ucionici kako
bi ih ucenici mogli vidjeti u svakom trenutku.

Nastavnici trebaju upoznati ucenike strategijama na koje mogu primjeniti Polyn pris-
tup rjesavanja problema. Pomocu tih strategija, na razlicite nacine mozemo doc¢i do
rjeSenja problema. Preko sustavnih listi ako se radi o nekom skupu podataka ili pogadanjem
doéi do rjesenja te sve pogotke organizirati u tablicu, rjeSavanjem srodnog jednostavnijeg
problema, pronalaskom nekog uzorka i slicno. Svaka strategija je dobra za odreden tip
zadatka. Najbitnije u strategijama je da zapravo rijesimo zadatak na neklasican nacin,
razmisljanjem i analiziranjem dobivenih rjesenja te na taj nacin razvijamo ucenikovo kre-
ativno razmisljanje i kriticko misljenje koje je vazno za svakodnevni zivot te Ce na taj

nacin dobiti motivaciju za daljnje proucavanje matematike.
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Sazetak

U ovom radu objasnjene su strategije rjeSavanja problemskih zadataka u matema-
tici koje nisu standardne za nastavu matematike. Ucenici bi trebali modéi izgraditi nova
matematicka znanja kroz rjeSavanje zadataka, primjeniti steceno znanje te razmisljati i
diskutirati o rjeSenjima. Postoje faktori koji otezavaju rjesavanje problema koje trebamo
prouciti i nauciti ucenike prepoznati ih. Sam proces rjeSavanja problema se bazira na
koracima Georga Polya koji daju smjernice pomoc¢u kojih mozemo rijesiti problem. Od
strategija za rjeSavanje problemskih zadataka ¢u spomenuti njih 9 u kojima ¢u opisati
svaku od njih te dati nekoliko primjera koje mozemo kao nastavnici koristi u nastavi.
Napomenut ¢u da se jedan problem moze rijesiti na vise nacina sto ¢u i istaknuti u ovome

radu.
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Title and summary

Problem-solving strategies. In this paper, I will explain the problem-solving stra-
tegies in mathematics that are not standard for the teaching mathematics. Students
should be able to build new mathematical knowledge through problem solving, to apply
their knowledge, think and discuss solutions. There are factors that make it difficult to
solve the problem that we should study and teach students to recognize them. Process of
solving problem is based on the steps of George Polya which provide guidelines by which
we can solve the problem. From all problem-solving strategies I will mention 9 of them in
which I will describe each of them and give few examples that can be used in teaching. I

will notice that one problem can be solved in several ways, which I will point out in this

paper.
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