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Uvod

U matematickoj analizi derivacija ozna¢ava brzinu promjene vrijednosti funkcije s obzirom
na promjenu varijable. Mnogi problemi u prirodnim, tehnickim i drustvenim znanostima
rjeSavaju se primjenom derivacija. Geometrijski se derivacija funkcije moze protumaciti kao
nagib tangente na graf funkcije. U ovom radu pobliZe ée biti opisan pojam derivacije funkcije
jedne varijable te primjene derivacija funkcije u geometriji. Rad se sastoji od tri poglavlja.

U prvom poglavlju bavimo se povijesnim razvojem diferencijalnog ra¢una, navest ¢emo naj-
vaznije matematicare i njihov doprinos razvoju diferencijalnog rac¢una. Na samom pocetku
potrebno je naglasiti da se diferencijalni racun razvijao pod pojmom infinitezimalni rac¢un,
koji je podrazumijevao diferencijalni i integralni ra¢un. Osnovni pojmovi infinitezimalnog
racuna bili su pojam derivacije, antiderivacije i pojam odredenog integrala. Pocetke infini-
tezimalnog racuna nalazimo ve¢ u antickoj Grckoj. Samo otkri¢e infinitezimalnog rac¢una
pripisuje se Isaacu Newtonu i Gottfriedu Wilhelmu Leibnizu, ali na razvoj diferencijalnog
racuna utjecali su i mnogi drugi poznati matematicari, poput Pierre de Fermata, brace Ber-
noulli, Leonharda Eulera te Augustina Louisa Cauchyja koji su svi predstavljeni u ovom
poglavlju. Takoder, ukratko je opisan i sukob izmedu Isaaca Newtona i Gottfrieda Wilhelma
Leibniza o prvenstvu u otkri¢u infinitezimalnog rac¢una.

U drugom poglavlju predstavljen je pojam derivacije funkcije i osnovni teoremi diferencijal-
nog racuna. Pojam derivacije funkcije uveli smo pomocu problema linearne aproksimacije,
a zatim dajemo definiciju derivacije funkcije u tocki te njezinu geometrijsku interpretaciju.
Takoder su navedena pravila za deriviranje funkcija, derivacije elementarnih funkcija, slozene
i inverzne funkcije. Uveden je pojam vektorske funkcije i njezine derivacije. Osnovni teoremi
diferencijalnog ra¢una dani su sljede¢im redoslijedom: Fermatov teorem, Rolleov teorem,
Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti, Cauchyjev teorem o srednjoj vrijednosti. Svaki
teorem je dokazan i geometrijski interpretiran.

Primjenom derivacije funkcije u geometriji bavimo se u tre¢em poglavlju. U ovom dijelu
predstavljena je lokalna teorija ravninskih, odnosno prostornih krivulja, gdje za definiranje
pojmova koristimo derivaciju funkcije kojom je krivulja zadana te opisujemo kako se odre-
duje tangenta na ravninsku krivulju. Potom definiramo zakrivljenosti i torziju prostornih
krivulja, te iskazujemo fundamentalni teorem za krivulje. Poglavlje zavrsavamo primjerima
optimizacijskih problema u geometriji, koji se rjesavaju primjenom derivacije.



1 Povijesni razvo]j diferencijalnog racuna

Infinitezimalni racun zajednicki je naziv za diferencijalni i integralni racun, a njegovi osnovni
pojmovi su pojam derivacije, antiderivacije i pojam odredenog integrala. Veé¢ u antickoj Gré-
koj mozemo pronaci pocetke infinitezimalnog ra¢una. Naime, Zenon iz Eleje je u 5. st. pr.
Kr. promatrao pitanja beskona¢no malih veli¢ina, a Eudoksova metoda ekshaustije, koja
potjece iz 4. st. pr. Kr., bila je vrlo precizan oblik integralnog ra¢una. U infinitezimalnom
rac¢unu razmatraju se dva problema: problem tangente (deriviranje - diferencijalni ra¢un) i
problem povrSine (integriranje - integralni rac¢un). Iako se njegovo otkric¢e pripisuje Isaacu
Newtonu i Gottfriedu Wilhelmu Leibnizu, sam put razvitka diferencijalnog ra¢una omogu-
¢ili su tijekom 17. stoljeca R. Descartes, B. F. Cavalieri, P. de Fermat, G. P. Roberval, E.
Torricelli, J. Wallis, I. Barrow, dok su tijekom 18. stolje¢u za to zasluzni J.Gregory, braca
Jacob i Johann Bernoulli, a potom L.Euler, J d’Alembert, J. L. Lagrange i P. S. Laplace. U
19. i 20. stoljeéu za razvoj diferencijalnog ra¢una i srodnih disciplina vazni su J. Fourier, C.
F. Gauss, A. Cauchy, C. Jacobi, P. L. Dirichlet, K. Weierstrass, B. Riemann, R. Dedekind
te G. Cantor.

[ako su se diferencijalni i integralni rac¢un zajednicki razvijali pod pojmom infinitezimalnog
racuna, u nastavku ovog poglavlja pokusSat ¢emo izdvojiti bitne matematicare i dogadaje
koji su izravno utjecali na razvoj samog diferencijalnog racuna.

Pierre de Fermat (1601. — 1665.) bavio se problemima minimuma i maksimuma te odredi-
vanjem jednadzbe tangente na krivulju. Metoda odredivanja tangente na krivulju koju je
osmislio de Fermat svodi se na danasnju, ali bez deriviranja. Lagrange je de Fermata smatrao
ocem diferencijalnog ra¢una, upravo zbog prethodno navedenih rezultata. De Fermatova me-
toda odredivanja maksimuma svodi se na zamjenu varijable x malo ve¢om varijablom =z + E,
izjednacavanjem nove i polazne ovisnosti te krac¢enjem clanova koji sadrze E. Kako bismo
pojasnili ovu metodu, promotrimo sljedeé¢i primjer: na duzini ¢ija duljina iznosi a trazimo
tocku za koju je umnozak njezinih udaljenosti od oba kraja duzine maksimalan. Ukoliko s
x oznafimo udaljenost trazene tocke od jednog kraja, tada je udaljenost do drugog kraja
jednaka a — z. Dakle, funkcija ¢iji se maksimum trazi odredena je formulom f(x) = z(a —x)
¢ija je domena [0, al.

I
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Slika 1: De Fermatova metoda odredivanja maksimuma

De Fermatova metoda tada daje:

z(a—1z) = (¢ + E)(a — (¢ + E)),
ar — 22 =ax — 22 — Ex + Ea — Ex — E?,
E? + 2Ez =aE

iz cega dijeljenjem s FE, koji je malen, ali nije jednak nuli slijedi £ + 2z = a.
Buduéi da je E' ~ 0, de Fermat je zakljucio kako je rjeSenje problema x = g, odnosno trazena
tocka je poloviste duzine. Uoc¢imo kako se ovdje radi o eksplicitnom odredivanju stacionarne
tocke funkcije, odnosno o trazenju varijable x za koju vrijedi
z+ F)— f(z
i J @+ E) f(z)

E—0

= 0.




Evangelista Torricelli (1608. — 1647.) i Isaac Barrow (1630. — 1667.) su proucavali probleme
kretanja promjenjivom brzinom te vezu brzine i puta. Tijekom svojih istrazivanja uocili su
da se brzina moze odrediti iz puta, ali i put iz brzine, sto je dovelo do razvijanja svijesti o
medusobnoj inverznosti deriviranja i integriranja. U to vrijeme dolazi i do Barrowovog ot-
kri¢a metode za odredivanje tangente na krivulju u kojoj se tangenta promatra kao grani¢na
vrijednost sekanti kojima se krajevi priblizavaju.

Krajem 17. stolje¢a dolazi do samog vrhunca u razvoju infinitezimalnog racuna. Tada
neovisno jedan o drugome, Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz, otkrivaju moderni in-
finitezimalni racun - deriviranje, integriranje i njihovu medusobnu inverznost. lako su dosli
do istih spoznaja, njihovi rezultati su i pojmovno i notacijski bili razli¢iti. Isaac Newton
i Gottfried Wilhelm Leibniz su prvotno odvojeno promatrali problem odredivanja tangente
(deriviranje) i problem odredivanja povrsine (integriranje), a potom su ih povezali i na taj
nacin uocili njihovu medusobnu inverznost koja je danas iskazana poznatom Newton - Le-
ibnizovom formulom kao osnovnim teoremom infinitezimalnog rac¢una. U nastavku ¢emo
poblize opisati rad i otkri¢e svakoga od njih.

Isaac Newton (1642. — 1727.) u svom tekstu ,,De Methodis Serierum et Fluzionum', iz 1671.
godine, pise o fluksijama - odredivanju brzine iz puta i obrnuto. Newton zamislja c¢esticu
koja se giba po krivulji u pravokutnom koordinatnom sustavu, a brzine koje ona postize
naziva fluksijama tekucih veli¢ina « i y pridruzenih fluksu vremena. Cestica ima dvije brzine
- horizontalnu 7 i vertikalnu . Ako je putanja opisana krivuljom f(z,y) = 0, onda je omjer
vertikalne i horizontalne brzine, koji ozna¢avamo izrazom %, koeficijent smjera tangente na
tu krivulju putanje. Kako bi odredio tu tangentu, Newton koristi Barrowovu ideju o tangenti
kao limesu sekanti. Inverzni problem, koji se sastoji u odredivanju ordinate y iz poznavanja
veze izmedu apscise x i omjera vertikalne i horizontalne brzine %, Newton je rijesio koristeci
razvoj funkcije u redove potencija i na taj nacin uz deriviranje otkrio i antideriviranje - neo-
dredeni integral i njihovu medusobnu inverznost. lako je svoj rad o fluksijama, pod nazivom
,Method of fluzions and infinite series”, napisao 1671., on je objavljen tek 1736. godine na
engleskom i nekoliko godina kasnije na latinskom jeziku. Newton je ¢esto u svojim radovima
mijenjao oznake, ali najcesce je koristio @ za 3—;, 2’ za antiderivaciju od z, o za dt te o za
de.

Kako odrediti veze izmedu integrala i derivacija Newtonovom metodom, odnosno kako odre-
diti odnos izmedu povrsine ispod krivulje i njezine ordinate, mozemo objasniti na sljede¢em
primjeru: neka je dana krivulja u (z,y)-ravnini i neka je sa z oznacena povrsina ispod kri-
vulje koja se nalazi iznad z-osi i prolazi kroz ishodiste (krivulja je u granicama od z = 0 do
r). Uzmimo da je 22 = %az?’. Ukoliko desnu granicu pomaknemo za mali iznos o, povrsina se
povecava i postaje pravokutnik s bazom o = |Bb| i visinom v = |bd| ¢ija je povrSina jednaka
povecanju povrsine.

Tada je

4
(z+0v)" = 5(z+0)",

odnosno sredivanjem ovog izraza dobivamo
2 _ 409 2
2zv+ ov :§(3:E + 3zo + 0%).

Ako je o beskonac¢no mali, onda je v &= y pa je 2zy ~ %:CQ odnosno y ~ /x. 1z prethodnog
postupka mozemo primijetiti kako se radi o racunanju derivacije z po varijabli x te uociti



Slika 2: Newtonova metoda za ra¢unanje derivacije

inverznost integriranja i deriviranja. Dakle, klju¢ni korak u Newtonovom deriviranju i inte-
griranju je dodavanje malog prirasta o varijabli x i pripadnog malog prirasta ov povrsini z,
ponistavanje prirasta o te prijelaz s v na y. Omjer koeficijenta smjera tangente na krivulju,
odnosno omjer fluksija, Newton je otkrio na sljedeé¢i na¢in. Uzmimo da je zadana krivulja

23 —az? + azy —y* = 0.

Promjena x u z + o2 i y u y + oy daje

(z* — ax® + avy — y*) + o(32%% + 3w0i?® 4 0*1® — 2azd

— aoi? + axy + ayi + aoiy — 3y*y — 3yoy® — 0*y°) = 0.
Stoga s obzirom na jednadzbu krivulje slijedi
o(32%% — 2axd + ayx + aty — 3y°y + 3woi® + 0*i® — aoi® + aoiy — 3yoy® — 0*y°) = 0,
te dijeljenjem s o # 0 slijedi
32k — 202t + ayx + aty — 3y*y + 3woi® + 0%i® — aoi® + aoiy — 3yoy® — o*y® = 0.
Zanemarimo li ¢lanove s o koji su vrlo mali imamo
32%% — 2axd + ayx + aiy — 3y*y = 0

pa je
9 3x2 —2ax +ay

& 3y? — ax

Napomenimo kako su ve¢ Newtonovi suvremenici primijetili nedostatke ovog pristupa jer se
dodaju prirasti koji su skoro nula, ali nisu nula, i tokom istog ra¢una se ponekad tretiraju kao
brojevi koji nisu nula (u sluc¢ajevima kada se s njima dijeli), a nekad kao nula (u slucajevima
kada neke clanove koji ih sadrZze zanemarujemo). Jedan od najpoznatijih kriticara Newto-
novog predstavljanja infinitezimalnih veli¢ina bio je biskup George Berkeley, koji je postavio
niz pitanja vezanih za logicku opravdanost Newtonovog pristupa. S obzirom na ta pitanja
nastavak razvoja teorije derivacija i integrala bit ¢e usmjeren na opravdanje rezultata koji
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funkcioniraju, a to ¢e se postié¢i pocetkom 19. stoljec¢a kada ée limesi biti egzaktno definirani.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.) pisao je stilom koji je dosta slican suvremenom
matematickom zapisu. Uveo je pojmove ,diferencijalni i integralni rac¢un te oznake j—z i
[y dz. Njegova zelja bila je razvijanje formalne metode za infinitezimalni racun, a mo-
tivaciju je pronasao u razmatranju nizova diferencija i Pascalova karakteristi¢nog trokuta.
Karakteristi¢ni trokut je trokut kojega u nekoj tocki T' dane krivulje zatvaraju tangenta,
horizontala povucena tockom 7' i vertikala povucena u nekoj tocki krivulje koja je u blizini
tocke T'. Karakteristi¢ni trokut je slican trokutu kojega za danu tocku T na krivulji odre-
duju njezina ordinata, odsjecak normale izmedu 7' i osi apscisa te dobiveni odsjecak na osi

apscisa.

Slika 3: Karakteristi¢ni trokut

Koristedi taj trokut Leibniz dolazi do raznih relacija medu povrsinama, odnosno do raznih
formula za integriranje.

Nakon $to mu je 1672. godine Huygens postavio zadatak beskona¢ne sumacije recipro¢nih
vrijednosti trokutnih brojeva, Leibniz je uocio da postoji medusobna inverznost niza suma i
formiranja niza diferencija. Zadatak je izgledao ovako:

1+1+1+1+1+ =7
3 6 10 15 -

Iz toga zapisa Leibniz je uocio kako se ¢lanovi reda mogu zapisati kao:

2 2 2

nn+1) n n+1

’

te sumacija ima oblik:

el iy 2 =2 2+2 2 +2 :
3 6 10 15 n(n+1) 7272 3 n n+l

a svaki konac¢ni pocetni dio te sume jednak je

2
n+1

Leibniz zakljuc¢uje kako je suma ovog reda jednaka 2. Bududi da je ideja bila zapisati ¢lan
reda kao diferenciju dva susjedna ¢lana nekog niza, Leibniz pocinje promatrati sume nizova
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i njihovih diferencija. Dakle, ako je dan niz a,, i ako je pripadni niz diferencija definiran kao

dn, = ap4q1 — ap, onda je suma
n
E di = ant1 — 0
i=1

te je na taj nac¢in dokazana medusobna inverznost formiranja niza diferencija i niza suma.
Leibniz je promatrao problem odredivanja povrsine ispod krivulje te uoc¢io kako i dalje vrijedi
teza: ako na krivulji odredimo tocke s jednako udaljenim apscisama (uzmimo da je njihov
razmak 1), one ¢e definirani niz ordinata yy, 42, . . ., Y 1 suma svih tih ordinata aproksimirati
povrsinu ispod krivulje, a diferencija dviju susjednih ordinata aproksimira nagib tangente
u odgovarajucoj tocki krivulje. Ako je odabrana jedinica 1 $to manja, to ée aproksimacije
biti tocnije. Ukoliko je odabrana beskona¢no mala jedinica, aproksimacija ¢e biti egzaktna
i tada su odredivanje povrsine i odredivanje nagiba tangente medusobno inverzne operacije.
U svojim zapisima iz 1675. godine Leibniz je koristio Cavalierijevu oznaku omn. za povrsinu
(integral) te je sa omn.w oznaCavao sumu svih w, a sa omn.omn.w sumu suma w-ova. Iste
godine uvodi i znak [, $to je danasnji znak fab Uveo je i simbol d za deriviranje ¢ije je
uvodenje opravdao inverzno$cu integriranja i deriviranja. Jedno vrijeme je koristio zapis
[ x, ali kasnije uo€ava kako je zapis [« dx konzistentniji. Takoder, mozemo mu zahvaliti i
na pojmu transcendentnih brojeva. On za mnozenje koristi tocku, a za dijeljenje dvotocku.
Njegove ideje i nacin razmisljanja dosta su slicni Newtonovima. Newton je koristio mali
prirast o i ov, a Leibniz koristi infinitezimalne priraste dz i dy. Dakle, kod Leibniza nagib
tangente nije omjer brzina veé¢ omjer infinitezimalnih prirasta j—i.

U nastavku ¢emo spomenuti sukob Newtona i Leibniza oko prvenstva u otkri¢u infinitezi-
malnog rac¢una. Newtonovi rezultati su stariji od Leibnizovih, ali nisu bilo objavljeni dugo
vremena pa tako Leibnizovi rezultati potjecu iz doba kada Newtonovi rezultati jos nisu bili
objavljeni. Buduéi da je Leibniz svoje rezultate objavio 1684. godine, a Newton svoje tek
1687. godine, postoji mogucénost da je Newtonove rukopise Leibniz vidio tijekom svog po-
sjeta Londonu. Leibnizovi rezultati su i konceptualno i notacijski razli¢iti od Newtonovih
jer Leibniz problemima pristupa vise geometrijski, a Newtonov pristup je viSe orijentiran
prema fizici. Newton je 1676. uputio pismo Leibnizu u kojem navodi mnoge od svojih re-
zultata, no bez opisa metode. lako je Leibniz odgovorio odmah po primitku pisma, Newton
je smatrao kako je Leibniz namjerno otezao s odgovorom. Newton je nakon toga jos jednom
pisao Leibnizu te iako je ovo pismo bilo pristojno sroceno, moglo se naslutiti da je Newton
uvjeren kako je Leibniz ukrao njegove metode. U svom odgovoru Leibniz je opisao neke
detalje svojih metoda, a na to Newton odgovora kako Leibniz nije rijesio nijedan od ranije
nerijesenih problema. Iako je to bilo to¢no, kasnije se Leibnizov formalni pristup pokazao
temeljem daljnjeg razvoja matematicke analize. Kroz 1684. i 1686. godinu Leibniz je objav-
ljivao radove u kojima detaljno opisuje svoj diferencijalni i integralni rac¢un. Newtonova
metoda fluksija koja je napisana 1671., zbog problema s objavljivanjem, objavljena je tek
1736. godine. Leibniz je 1711. godine proc¢itao ¢lanak Johna Keilla u Transactions of the
Royal Society of London u kojemu ga Keill optuzuje za plagijat. Leibniz je zatraZio povla-
Cenje toga Clanka i naveo je da za ra¢un fluksija nije znao dok nije procitao Wallisova djela,
no Keill uzvra¢a spominjanjem Newtonovih dvaju pisama te navodi da je iz njih Leibniz
mogao uociti Newtonove rezultate. Leibniz se potom pismom obraca drustvu Royal Society
s molbom da isprave nepravdu koju su mu nanijele Keillove tvrdnje. Drustvo Royal Society
postavilo je komisiju koja je trebala utvrditi prvenstvo u otkri¢u infinitezimalnog rac¢una.
Pritom Leibniza nisu pitali za njegovu verziju dogadaja, a komisijin izvjestaj, koji je iSao
u korist Newtona, napisao je sam Newton. Izvjestaj je objavljen 1713. godine, a Leibniz
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je saznao za njega iz pisma koje mu je uputio Johann Bernoulli. Leibniz, kao odgovor na
sve to, objavljuje anonimni manifest naslova Charta volans u kojemu u svoju korist navodi
jednu Newtonovu gresku vezanu za vise derivacije, na koju mu je ukazao Johann Bernoulli.
Rasprava o prvenstvu nastavljena je i nakon Leibnizove smrti 1716. godine, ali mozemo reci
da je s vremenom prihvacena ideja podjednake zasluge obojice od njih.

Neposredni nastavlja¢i Leibnizova djela bila su brac¢a Jacob (1654. — 1705.) i Johann Ber-
noulli (1667. — 1748.). Braca su bila u komunikaciji s Leibnizom, osobito Johann koji je
zasluzan za naziv integriranje te su se obojica bavila diferencijalnim jednadzbama i redo-
vima. Bernoullijeva diferencijalna jednadzba v’ = p(x)y + ¢(x)y"™ nazvana je po Jacobu
koji ju je rijesio 1696. godine. Johann je poznat po uvodenju pojma separacije varijabli.
Jacob je dao moderni oblik rezultatima iz teorije vjerojatnosti, po kojima je osobito poznat.
Za razliku od Jacoba, Johanna je viSe zanimala matematicka analiza, a posebice posljedice
Leibnizovog diferencijalnog i integralnog ra¢una. Johann je 1692. godine u Parizu susreo
Guillaume Francois Antonie Marquis de ’Hopitala (1661. — 1704.) kojeg je poduc¢io Newton-
Leibnizovom infinitezimalnom ra¢unu. Prvi udzbenik infinitezimalnog ra¢una de 1’'Hopital
je objavio 1696. godine, a u njemu se nalazilo pravilo koje olakSava izracunavanje limesa,
koje je danas poznato kao 'Hopitalovo pravilo.

U 18. stoljecu pocinje se formulirati pojam funkcije kojeg prvi kao temeljni matematicki
pojam postavlja Leonhard Euler (1707. — 1783.). Euler je bio jedan od prvih matematicara
koji su se bavili parcijalnim diferencijalnim jednadzbama te se smatra zacetnikom opce te-
orije diferencijalnih jednadzbi. Takoder, Euler je prvi matematic¢ar koji se bavio pitanjem
ekstrema funkcija vise varijabli, a poznat je i po uvodenju oznake 7 za imaginarnu jedinicu,
oznake e za bazu prirodnog logaritma te f(z) za formulu funkcije.

Jean le Rond d’Alembert (1717. — 1783.) se bavio obi¢nim i parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama te njihovom primjenom u fizici. On je jedan od prvih matematicara koji je
pokuSao postiéi jasno¢u u pojmu limesa i derivacija, a pri tome je derivaciju definirao kao
limes kvocijenta prirasta, ali pojam limesa je ostao nedorecen.

Joseph - Louis Lagrange (1736. — 1813.) je 1755. godine dobio mjesto profesora matematike
u Kraljevskoj artiljerijskoj skoli u Torinu, a njegovi matematicki interesi su u to vrijeme bili
usmjereni na infinitezimalni ra¢un i njegovu primjenu na matematicku fiziku. Lagrange je
1766. godine naslijedio Eulera kao direktor matematike na berlinskoj Akademiji znanosti. Na
mjesto ¢lana Akademije znanosti u Parizu dolazi 1787. godine te ovdje ostaje do kraja svoje
karijere. Svoje najznamenitije djelo, Mecanique analytique, objavio je 1788. godine. U tom
djelu je sazeta sva mehanika nakon Newtona koju je opisao koriste¢i diferencijalne jednadzbe
te je tako klasi¢na Newtonova mehanika preoblikovana u vise matematicku Lagrengeovu
mehaniku. Lagrange je razvio sustavnu teoriju diferencijalnih jednadzbi i to posebno radi
potreba fizike, a pri tome su posebno vazni njegovi pokusaji preciziranja pojma derivacije.
On je pretpostavio da se svaka funkcija moze razviti u Taylorov red te je derivacije definirao
pomocu koeficijenta tog razvoja. Osnovna relacija koju je izdvojio bila je oblika

flx+h)= f(x)+ hf'(z)+ hd

koja vrijedi u slucaju da su h i d blizu nule. Na temelju te relacije je dokazao da funkcija s
pozitivnom prvom derivacijom u x raste na nekom intervalu oko x, dokazao je Lagrangeov
teorem srednje vrijednosti kao i Lagrangeov oblik ostatka Taylorovog reda. Iako su svi nje-
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govi dokazi bili to¢ni, nije opravdao prethodno navedenu osnovnu relaciju. On je zasluzan
za oznake za deriviranje funkcija f'(z), f”(x), itd.

Augustin Louis Cauchy (1789. — 1857.) je postigao kona¢nu formalizaciju diferencijalnog
racuna. Njegova zasluga je postavljanje opcéeprihvacenih temelja matematicke analize dos-
ljednima koristenjem teorije nejednakosti. Takoder, njemu mozemo zahvaliti za suvremene
e — 0 formulacije u matematickoj analizi, mada je on suvremene € — ¢ definicije limesa izrazio
rijeima. Cauchy je definirao pojam neprekidnosti funkcije: funkcija f je neprekidna na
nekom intervalu ako za sve x iz tog intervala f(z+«) — f(z) neograni¢eno opada s o (prema
nuli). Derivaciju je definirao na sljede¢i nacin: ako su € i § vrlo mali i ako je § takav da je
za sve h < ) i za svaki promatrani x

f/($)+€> f(x_{_h})L_f(x) >f/($)—€,

onda je broj f'(x) derivacija funkcije f u x. Takoder, bavio se i preciziranjem pojma integrala.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815. — 1897.) je 1872. godine dao primjer neprekidne
funkcije koja nigdje nije derivabilna i koja je danas poznata kao Weierstrassova funkcija.
Weierstrass je dokazao da je svaka neprekidna funkcija definirana na segmentu limes uni-
formno konvergentnog niza polinoma, $to je danas poznato kao Stone-Weierstrassov teorem.
Spomenuli smo da je Cauchy zasluzan za € — § definicije limesa funkcija, a suvremeni oblik
te definicije dao je Weierstrass koji je uveo i oznake lim i lim,_,,, . Engleski matematicar G.
H. Hardy (1877. — 1947.) je 1908. godine uveo oznaku lim .
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2 Pojam derivacije funkcije i osnovni teoremi diferenci-
jalnog racuna

Unutar ovog poglavlja objasnit é¢emo kako uvodimo pojam derivacije funkcije pomocéu pro-
blema linearne aproksimacije, navest ¢emo definiciju derivacije funkcije u tocki te ju geome-
trijski interpretirati. Objasnit ¢emo pravila za deriviranje funkcija: derivacije elementarnih
funkcija, slozene i inverzne funkcije. Spomenut ¢emo vektorsku funkciju i derivaciju vektor-
ske funkcije, a potom ¢emo iskazati osnovne teoreme diferencijalnog rac¢una, dokazati ih i
dati njihov geometrijski smisao.

2.1 Pojam derivacije funkcije

U rjesavanju matematickih problema ¢esto se upotrebljava metoda aproksimacije ili pribliz-
nog odredivanja nekog slozenijeg matematickog objekta uz pomoé jednostavnijih objekata.
Pojam derivacije funkcije u tocki, koja je jedan od osnovnih pojmova diferencijalnog ra¢una,
uvest ¢emo pomocu problema linearne aproksimacije - aproksimacije linearnom funkcijom.
To je problem koji se koristi kada je tesko izra¢unati vrijednost neke funkcije, kada nul-
tocke funkcije nije moguce precizno odrediti ili kada je trazenje lokalnih, odnosno globalnih
ekstrema neke funkcije slozeno. Tada se dana funkcije aproksimira nekom jednostavnijom
funkcijom, odnosno odredi se nova funkcija koja zamjenjuje danu funkciju na nekom skupu,
a ta nova funkcija je najcesce polinom prvog stupnja - linearna funkcija.

Kada kazemo da ¢emo funkciju f: R — R u okolini neke tocke xy aproksimirati linearnom
funkcijom I(x) = ax+b, x € R, mislimo na to da se funkcijske vrijednosti f(x) il(x) trebaju
Sto manje razlikovati u okolini tocke zy. U ovom slucaju je prirodno zahtijevati da se funkcije
f il podudaraju u tocki oko koje lokalno aproksimiramo funkciju, tj. f(z¢) = axg + b.
Ako sada odredimo slobodni koeficijent b i uvrstimo ga u izraz l[(z) = az + b, dobit ¢emo
l(x) = f(x0) + a(z — xp). Primijetimo da nam koeficijent a i dalje nije poznat, a odabrat
¢emo ga tako da se funkcije f i [ u okolini tocke z¢ $to manje razlikuju. Na osnovu toga
promatramo pad i rast funkcije f u tocki zy i dolazimo do sljede¢ih definicija, odnosno
teorema, [3].

Definicija 2.1. Neka je f: (a,b) — R. KaZemo da je funkcija f diferencijabilna u tocki
xo € (a,b), ako postoji a € R, takav da je

. f(z) — f(zo) — oz — z0)

T—XT( g ‘/'UO

= 0.
Pri tome funkciju (x — o) — a(x — xg) zovemo diferencijal funkcije f u tocki xo, a funkciju
l(z) = f(xo) + a(z — x9) zovemo linearni aproksimant od f u okolini tocke xy.

Teorem 2.1. Realan broj o iz Definicije 2.1 postoji onda i samo onda ako postoji limes
@) = f)

T—x( &P — fL'O

. Pri tome takav « je jedinstven i vrijedi

o= lim @)~ f@0)
t—z0 T — T

Dokaz. 1z jednakosti

@)= S —alemm) _, (10)=Sla) )

Tr — g

lim
T—xo T — 2o T—x0



slijedi da broj a € R postoji onda i samo onda ako postoji lim M i ako je pri tome

T—To Tr — X9
o — Tim &) = f(@0)

T—x0 xr — Z,UO

, a jedinstvenost broja « slijedi iz jedinstvenosti limesa funkcije. [

Definicija 2.2. Ako je funkcija f: (a,b) — R diferencijabilna u tocki xy € (a,b), onda
jednoznacno odredeni realan broj o za koji vrijeds

i 1@ = F(@0) — afa — )

T—x0 T — 'TO

=0

zovemo derivacija funkcije f u tocki xo i oznacavamo s f'(xy). Dakle,

f/(w) := lim f(@) = f(zo)

Tz T — T
Zato se za funkciju f diferencijabilnu u tocki x¢ kaZe jos da je derivabilna u tocki xy.

Napomena 2.1. Funkcija f: (a,b) — R je, prema Teoremu 2.1, derivabilna u tocki xo €
(a,b) onda i samo onda ako postoji

L f(@) = )
T—T r — X9 '

Pri tome je linearnt aproksimant funkcije f u okolini tocke xy zadan formulom

I(z) = f(x0) + f'(x0)(z — 20).

Napomena 2.2. Ako wvedemo supstituciju Ax := x—x¢ i Af := f(xo+ Ax) — f(x0), onda
formula
T30 T — X

prelazi u ekvivalentnu formulu

f'(zg) = lim H = lim fl@o+ Az) — f(l"o).

Az=0 Ax Az—0 Ax

Velicinu Ax nazivamo prirast nezavisne varijable x w tocki xo, a Af prirast funkcije f u
tocki xo. Dakle, derivacija je mjera brzine promjene funkcije f u tocki xg.

Neprekidnost je jedno od vaznih svojstava derivabilnih funkcija u toc¢ki pa ¢emo u nastavku
ponoviti definiciju neprekidnosti funkcije, a potom prikazati vezu izmedu derivabilnih i ne-
prekidnih funkcija, [3].

Definicija 2.3. Kazemo da je funkcija f: (a,b) — R neprekidna u tocki xy € (a,b) ako ona
ima limes u tocki xy koji je jednak f(xo), odnosno ako je

lim f(z) = f(xo)-

T—To

Funkcija f: (a,b) = R je neprekidna na intervalu (a,b) ako je ona neprekidna u svakoj tocki
intervala.

Teorem 2.2. Ako je funkcija f: (a,b) — R derivabilna u tocki xy € (a,b), onda je ona i
neprekidna u toj tocks.
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Dokaz. Prema definiciji neprekidne funkcije trebamo pokazati da je lim f(z) = f(z¢). Pri-
T—T(

mjenom pravila za limes produkta dviju funkcija imamo da je

lim [f(z) — f(zo)] = lim (%ﬁxo)(x — xo))

f(@) = f(2o)

= lim lim (z — x0)
T—Io €T — [L‘O T—TQ

= f'(z0) - 0

=

pa slijedi
lim f(z) = f(xo).

T—To

0

Definicija 2.4. KaZemo da je realna funkcija f: (a,b) — R deriwabilna ili diferencijabilna
na intervalu (a,b) ako je derivabilna u svakoj tocki xo € (a,b). Funkciju f": (a,b) — R
definiranu s x — f'(z) nazivamo derivacija od f.

U nastavku éemo navesti geometrijsku interpretaciju pojma derivacije funkcije.
Graf linearne aproksimacije I(z) = f(xo) + f'(x0)(z — o), kojom smo aproksimirali funkciju
f: (a,b) = R u okolini tocke zy, tangenta je u tocki zg na I'y (vidi Sliku 4).

Flay)

/

Var

P T
il

Slika 4: Graf funkcije f i graf njezine linearne

aproksimacije [ Slika 5: Tangenta i sekanta

Dakle, kao $to mozemo vidjeti na Slici 5, ukoliko promatramo neku krivulju koja je dana
jednadzbom y = f(x) i na nju, u proizvoljnoj tocki A = (xo, f(x¢)) povucemo tangentu, a
potom i sekantu koja prolazi tockom A te tockom B = (zo+ Az, f(zo+ Az)) vrijedi sljedece:

_ f@)=F(=)

e koeficijent smjera sekante jednak je k(z) pr

e ako x — xg, onda se tocka B priblizava tocki A

e koeficijent smjera sekante prelazi u koeficijent smjera tangente

f(xo) = lim k(zx)

T—To
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Na slikama 6 1 7 vidimo da je koeficijent smjera tangente u tocki s apscisom z( derivacija
f'(zg) funkcije f u tocki zg te mozemo pisati f'(z) = tgap, gdje je ap kut Sto ga tangenta
na graf funkcije f u tocki (xo, f(zo)) zatvara s pozitivnim dijelom osi apscise.

o

o

/ / T
Slika 6: f'(z¢) # 0 Slika 7: f'(z9) =0

U nastavku é¢emo prikazati razliku u pristupu Newtona i Leibniza pri odredivanju jednadzbe
tangente. Newton je razmatrao problem odredivanja trenutne brzine nekog tijela koje se
kreé¢e po pravcu. Funkciju koja u svakom vremenskom trenutku pokazuje prijedeni put
oznac¢imo s t — s(t),t > 0. Ukoliko je s linearna funkcija s(t) = vt + b, gibanje je jednoliko.
Dakle, u svakom intervalu [t,%5] prijedeni put je proporcionalan duljini intervala ty — ty,
odnosno vrijedi

S(tg) — S(tl) = U(tg — t1)7

a brzina ima konstantnu vrijednost
_ 8(ta) —s(ta)
fo—2y
Ukoliko gibanje nije jednoliko, tj. funkcija s nije linearna, tada ¢emo brzinu u trenutku ¢
odrediti tako da pretpostavimo da je gibanje jednoliko u okolini trenutka ¢y, odnosno funkciju

s u okolini tocke ty aproksimirat ¢emo linearnom funkcijom. Kako je to moguée samo ako
postoji v takav da vrijedi

s(t) — s(tg) — v(t — to)

lim =0,
t—to t — to
aproksimacija je dana s
1+ S(to) —+ ’U(t = to),
pri ¢emu je brzina u trenutku ¢y jednaka
t) — s(t
v(tg) = v = lim 5(t) — s(to) = &' (tn)-

t—1o t —_ to

Za razliku od Newtona, Leibniz je proucavao problem odredivanja tangente u tocki T =
(w0, f(z0)) grafa I'y neke funkcije f. Kako bi odredili tangentu, najprije moramo odrediti
koeficijent smjera tangente. Ukoliko u blizini tocke xg izaberemo neku drugu tocku z, tada
je koeficijent smjera sekante s kroz tocke Ty i T' = (z, f(x)) dan formulom

f(@) — f(20)

T—Ty9
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Kada x tezi prema z, koeficijent smjera sekante tezi prema koeficijentu smjera tangente i pri

F)— flB
tome promatramo egzistenciju grani¢ne vrijednosti lim M, odnosno derivabilnost
T—x0 Tr — ,CL’O

funkcije f u tocki xg.

Flaxy)

Slika 8: Leibnizov problem odredivanja tangente

2.1.1 Pravila za deriviranje funkcija

Navest ¢emo pravila za derivaciju zbroja, razlike, umnoska i kvocijenta funkcija ¢iji se dokaz
moze pronaéi u [3], te ¢emo definirati derivacije viseg reda.

Teorem 2.3. Neka su f,g: I — R funkcije derivabilne u tocki x € 1. Tada vrijeds:

1) funkcija f + g je derivabilna u x i vrijeds
(f +9) (@) = f(z) + ¢'(z)
2) funkcija f — g je derivabilna u x i vrijedi
(f —9)(x) = fi(z) — ¢'(z)
3) funkcija f - g je derivabilna u x i vrijeds
(f - 9)'(x) = fi(x)g(z) + f(2)g (z)
4) ako je g(x) # 0, onda je funkcija 5 deriwabilna w x 1 vrijedi

N, @)= — f(z)d ()
(5) (@) 7 (x) '

Ukoliko je funkcija f derivabilna na intervalu I, onda je i njezina derivacija derivabilna na
tom intervalu. Ako je prva derivacija f’ derivabilna na I C R, onda njezinu derivaciju
nazivamo drugom derivacijom funkcije f i oznadavamo s f” ili f?). Opéenito, derivacije
viSeg reda definiraju se na sljedeci naécin:

fO =), neN,
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pri emu je f™ oznaka za n-tu derivaciju funkcije f. Dogovorno je f(©) = f.

Derivabilnu funkciju f: I — R, I C R kojoj je derivacija f': I — R neprekidna funkcija
nazivamo neprekidno derivabilna funkcija ili glatka funkcija. Za neprekidno diferencijabilne
funkcije cesto se kaze da u klase C''. Funkcija je klase C? ako prva i druga derivacija funkcije
postoje i neprekidne su. Opéenito, za funkciju se kaze da je klase C™ ako prvih n derivacija
f'(x), f'(x),..., f*®(z) postoji i sve su neprekidne. Ako derivacije f*) postoje za sve pozi-
tivne cijele brojeve k i sve su neprekidne, funkcija je klase C*.

Derivacije elementarnih funkcija prikazane su u Tablici 1.

@ @)
z° ar®!, a€R, z€R
log, x %loga e, >0
Inz %, x>0
a” a*lna, zeR
e’ e, zelR
sin x cosz, ze€R
cos T —sinz, ze€R
tex =z, T#(2k-1)5, keZ
ctgx —ﬁ—x, x#knr, keZ
arcsin x ﬁ, lz| <1
arccos T - 11_x2, lz| <1
arctg x ﬁ, z€eR
arcctg x —H—lxg—, reR
shz chz, zeR
&hoe ghz, x>0
tha -, T#0
cthe —ﬁ, x#0
arsh 1;2, zeR
arch x xé_l, lz| > 1
arth x —, |z[<1
arcth z oy 3 > 1

Tablica 1: Derivacije elementarnih funkcija

Navest ¢emo teorem za derivaciju slozene funkcije, a potom i teorem o derivaciji inverzne
funkcije. Dokazi ovih teorema mogu se pogledati u [3].
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Teorem 2.4. Neka su f i g realne funkcije, takve da je kompozicija f o g definirana. Neka
je g derivabilna u xqy, a f u tocki g(xg). Tada vrijeds

(f 0 9)'(0) = f'(9(x0)) - ' (o).

Teorem 2.5. Neka je f: (a,b) — R neprekidna i strogo monotona funkcija. Nadalje, neka
je f derivabilna u zo € (a,b), tako da je f'(xo) # 0. Tada postoji f~': f((a,b)) — R, koja
je derivabilna u yo := f(xo) @ vrijedi

1

(f7) () = )

2.1.2 Derivacija vektorske funkcije

Funkcija koja za domenu ima neki podskup I skupa realnih brojeva, a za kodomenu skup R?,
za neki prirodan broj d > 2 zove se vektorska funkcija jedne varijable. Opcenito, vektorska
funkcija f: I — R? jedinstveno je odredena s d realnih funkcija fi: I = R, i=1,...,d,
koje su njezine komponente f(t) = (fi(t), f2(t),..., fa(t)), tel.

Derivacija vektorske funkcije definira se na sljedeci nacin:

ft) — f(to)

t—to t — to ’

u tockama ty € I za koje prethodni limes ima smisla i postoji.
Vektorska funkcija je derivabilna u tocki ¢y ako i samo ako su sve njezine komponente deri-
vabilne u toj tocki i tada je

f'(to) = (fi(to), fo(to), - - -, fato))-
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2.2 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

Osnovni teoremi diferencijalnog racuna su Fermatov teorem, Rolleov teorem, Lagrangeov
teorem i Cauchyjev teorem. U nastavku é¢emo iskazati, dokazati i geometrijski interpretirati
svaki od njih, [3].

2.2.1 Fermatov teorem

Teorem 2.6. Neka funkcija f: [a,b] — R u tocki o € (a,b) ima lokalni ekstrem. Ako je f
derivabilna u tocki xo, onda je f'(zo) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f u tocki zg € (a,b) postiZe lokalni maksimum. To znaci
da postoji 6 > 0 takav da
|z — 20| < § = f(x) < f(xo)-

Derivacija funkcije f u tocki xq je

foy) — tim 1) = Fan)

T—T €X — 1'0

Ako je |z — xzg| < §, onda je f(x) < f(xg). Bududi da je to unutrasnja tocka intervala, onda
x — xp moze biti pozitivan ili negativan. Ako je z — zy > 0, onda je

F@=F@) o i f@ L)
a ako je z — xg < 0, onda je
f(z) = f(@o) >0, teje lim f(z) = f(@o) > 0.
T — Zo T T — X
Kako je funkcija f derivabilna u toc¢ki zg, ta su dva limesa jednaka te je f'(zg) = 0. O

Napomena 2.3 (Geometrijska interpretacija Fermatovog teorema). Tangenta na
graf derivabilne funkcije u tocki lokalnog ekstrema paralelna je s osi x, odnosno koeficijent
smjera tangente jednak je nuli.

Slika 9: Fermatov teorem

16



2.2.2 Rolleov teorem

Teorem 2.7. Ako je funkcije f: [a,b] — R neprekidna na [a, b], derivabilna na (a,b) i vrijedi
f(a) = f(b), onda postoji tocka xy € (a,b), takva da je f'(zo) = 0.

Dokaz. U dokazu promatramo dva slucaja:

a) Ako je funkcija f konstanta, to znaci da je f(z) = f(a) = f(b), Vz € [a,b] i onda je
f(x) =0, Vz € (a,b).

b) Ako funkcija f nije konstanta, onda zbog neprekidnosti ona na intervalu [a, b] poprima
svoju najmanju i najvecu vrijednost. Te vrijednosti se ne mogu postiéi na rubovima
intervala (a ili b) jer bi u tom sluc¢aju funkcije f bila konstanta. Dakle, postoji tocka
zo € (a,b) u kojoj funkcija f poprima svoju najmanju ili najveéu vrijednost. Kako je
funkcija f derivabilna, prema Fermatovom teoremu, mora biti f’(z¢) = 0.

O

Napomena 2.4 (Geometrijska interpretacija Rolleovog teorema). Ako graf nepre-
kidne funkcije sijece pravac y = f(a) u dvije tocke A(a, f(a)), B(b, f(b)) i ako ima tangentu
u svakoj tocki izmedu tocaka A i B, onda postoji barem jedna tocka izmedu tocaka A @ B u
kojoj je tangenta na graf funkcije paralelna s osi x.

fla) = f(b)

Slika 10: Rolleov teorem

2.2.3 Lagrangeov teorem

Teorem 2.8 (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti). Ako je funkcija f: [a,b] — R
neprekidna na |a,b] i derivabilna na (a,b), onda postoji barem jedna tocka x¢ € (a,b) takva

da je
f(b) = f(a)

L8 )

Dokaz. Definirajmo funkciju g na segmentu [a, b] formulom
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Nakon deriviranja po varijabli z imamo

f®) — f(a)

g(@) = 1) - H—

Kako funkcija g na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleova teorema, to postoji tocka
zo € (a,b) takva da je ¢'(z9) = 0, odnosno

f/(-TO) _ w — O7
a iz toga slijedi

0

Napomena 2.5 (Geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema). Neka je za-
dana sekanta s funkcije f odredena tockama A(a, f(a)) i B(b, f(b)). Ukoliko sekantu s pomi-
cemo paralelno, ona u jednom trenutku postaje tangenta u nekoj tocki (xo, f(xg)) @ pri tome
su koeficijenti smjera sekante i tangente jednakz.

Slika 11: Lagrangeov teorem

2.2.4 Cauchyjev teorem

Teorem 2.9 (Cauchyjev teorem o srednjoj vrijednosti). Ako su funkcije f, g: [a,b] — R
neprekidne na [a, b] © derivabilne na (a,b) te ¢'(x) # 0 za svaki x € (a,b), onda je g(a) # g(b)
i osim toga postoji xg € (a,b) takav da je

f) = fla) _ f(w)
g(b) —gla)  g'(w0)

Dokaz. Bududi da je ¢'(z) # 0 za svaki x € (a,b), to je g(b) # g(a). U suprotnom bi funkcija
g definirana formulom § = g(x) — g(b) na segmentu [a,b] ispunjavala sve uvjete Rolleova
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teorema pa bi postojala tocka zy € (a,b) takva da je §'(zo) = g(xo) = 0.
Ako definiramo funkciju A formulom:

ona na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleovog teorema te postoji tocka xy € (a,b)
takva da je h/(z¢) = 0, odnosno

f(a) - LD = 1)

a to je ekvivalentno tvrdnji teorema. O

Napomena 2.6 (Geometrijska interpretacija Cauchyjevog teorema). Geometrijska
interpretacija Cauchyjevog teorema analogna je geometrijskoj interpretaciji Lagrangeovog te-
orema o srednjoj vrijednosti jer ako stavimo g(x) = x, onda je Cauchyjev teorem poopéenje
Lagrangeovog teorema.
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3 Primjena derivacije funkcije u geometriji

Primjene derivacija su raznolike, od primjena u prirodnim i drustvenim znanostima (kemija,
fizika, biologija, ekonomija) do primjena na kvalitativna svojstva funkcija y = f(x) poput
monotonosti, konveksnosti i konkavnosti, odredivanja ekstrema i toc¢ke infleksije. U ovom
poglavlju bazirat ¢emo se na primjenama derivacija u geometriji. Poglavlje smo podijelili
na dva dijela. U prvom dijelu bavimo se proucavanjem svojstava krivulja primjenom deri-
vacija funkcije kojom je krivulja zadana, a u drugom dijelu dajemo primjere optimizacijskih
problema u geometriji.

3.1 Lokalna teorija krivulja

Ranije smo naveli geometrijsku interpretaciju derivacije realne funkcije jedne realne varijable,
tj. njezinu vezu s tangentom na graf funkcije. U ovom dijelu ¢emo detaljnije predstaviti
lokalnu teoriju ravninskih, odnosno prostornih krivulja, gdje za definiranje pojmova koristimo
derivaciju funkcije kojom je krivulja zadana, tj. njezine parametrizacije. Definirajmo najprije
pojam krivulje, a potom i pojam regularne krivulje u R", [4].

Definicija 3.1. Krivulja ¢ u R" je glatko preslikavanje s otvorenog intervala I = (a,b) C R
u R"
c: (a,b) = R™

U diferencijalnoj geometriji, za derivaciju krivulje ¢(t) = (x(t),y(¢)) u R? uobi¢ajeno je pisati

%(t) = ¢(t) = (£(t), 9(t)).

Definicija 3.2. Krivulju c: I — R"™ nazivamo regularnom ako je ¢(t) # 0, t € I. Tocku
krivulje za koju je é(t) = 0 nazivamo singularnom.

Uodimo da iz uvjeta regularnosti krivulje C, zadane parametrizacijom c: I — R2, slijedi

(#(t),5(t)) # (0,0), Vt € I.
Pokazat ¢emo da je jedini¢ni tangencijalni vektor na regularnu ravninsku krivulju ¢ u tocki
c(t), dan izrazom

~(t r(t), y(t
T - S0 G0.90)
le@Il /(@) + (9(1)2
Kako je derivacija funkcije koeficijent smjera tangente na graf funkcije, to je u proizvoljnoj
tocki Ty = (z(to),y(to)) vektor tangente na regularnu kivulju ¢ dan sa

oy _de o Ac(te) . clto+ At) — c(to)
o} = i) = Jro, —7 5= = B, At ’

gdje je Ac(ty) = c(to + At) — c(to) prirast vektorske funkcije u tocki To = (z(to), y(to))-
Iz ¢(t) = (2(t), y(t)) slijedi

_ _ dz o Ax(ty) L x(te + At) — z(to)
ain) = gl = m —s =, Al ,
oy dy, o Ay(te) L y(to + At) — y(to)
W) =g = "ar —d%™ A&
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Slika 12: Tangenta krivulje

Dakle, jedini¢ni tangencijalni vektor na regularnu krivulju C u tocki diralista Ty = (z(to), y(to))
dan je jednadzbom
(T t(to), y(t
T(to) _ C( 0) _ (:U( 0)27y( 0)) 5
leo)ll /(2(t0))2 + (9(t0))

Na analogan nacin definiramo tangencijalni vektor krivulje u R".

Definicija 3.3. Neka je c¢: I — R"™ regularna krivulja. Tada vektor é(t) nazivamo tangenci-
jalnim vektorom ili vektorom brzine krivulje ¢ u tocki c(t). Funkciju ||¢(t)|| nazivamo brzinom
krivulje ¢ u tocki c(t). Za krivulju ¢ kaZemo da je jediniéne brzine ili da je parametrizirana
duljinom luka ako je

le@)|| =1, tel.
Pravac koji prolazi tockom c(t) i kojemu je ¢(t) vektor smjera nazivamo tangentom krivulje

¢ u tocki c(t).

Primijetimo da smo derivaciju krivulje ¢ oznacavali s ¢, umjesto s ¢ kako smo naviknuli.
Razlog tomu je $to derivaciju krivulje parametrizirane opéim parametrom oznacavamo s ¢,
dok derivaciju krivulje parametrizirane parametrom duljine luka oznacavamo s ¢’

U nastavku navodimo primjer odredivanja jednadzbe tangente krivulje, preuzet iz [2].

Primjer 3.1. Odredi jednadzbu tangente na cikloidu parametarski zadanu s

2(p) =7(p —sing), y(p) =r(1 —cosp), p €R, r>0
u tocki za koju je o = 3.

Rjesenje. Tangenta je pravac ¢iji je vektor smjera tangencijalni vektor cikloide. Odredimo
stoga najprije tangencijalni vektor u tocki za koju je ¢ = 7. Njegove komponente su

_ B

r T
3 2

m’(g) =r(1 — cos %) =3 y’(g) = rsin

A



Jednadzba tangente zadane vektorom smjera (2/,y’) koja prolazi tockom (xg,yo) glasi
Y—Y% _T— %o i
y/

= —, tj. Yy —yo = %(x — xp) pa uvrStavanjem danih podataka slijedi

Slika 13: Tangenta na cikloidu c(¢) = (¢ —sinp, 1 — cos ) u tocki ¢ = 3.

Dalje ¢emo definirati zakrivljenost i torziju prostornih krivulja, veli¢ine kojima je krivulja
jednoznac¢no zadana. Kako smo vidjeli, krivulja ¢ moze biti zadana opéim parametrom, ali i
parametrom duljine luka, tj. parametrom ¢ za koji vrijedi ||¢é(¢)|| = 1. Navest ¢emo izraze za
zakrivljenost i torziju krivulje za obje vrste parametara, no najprije utvrdimo da se svaka
krivulja moze zadati parametrom duljine luka, [4].

Definicija 3.4. Krivulja é: T — R"™ naziva se reparametrizacijom krivulje c: I — R" ako
postoji glatki difeomorfizam o: I — I za koji vrijedi ¢ = c o @, .

&t =c(p®) =ct), tel, tel.
Teorem 3.1. Svaka se regularna krivulja ¢ moZe parametrizirati parametrom duljine luka.

Dokaz. Neka je c¢: I — R™, ¢ = ¢(t), te neka je s = s(t) funkcija duljine luka od ¢, s(t) =
[ lé(u)||du. Vrijedi
ds(t)
dt
pa je s = s(t) strogo rastuca funkcija. Nadalje, s = s(t) je glatka funkcija. Inverzna funkcija
t = t(s) strogo rastuce funkcije s postoji i glatka je. Definirajmo sada

= [le@®)]l > 0,

Dakle, krivulju ¢ smo reparametrizirali funkcijom ¢ = #(s) ili, drugacije zapisano, funkcijom

p(s) =t. Sada je )
[e(s)]l = lle(s))E' ()] = lle@) ] TEOI

te je € jedini¢ne brzine. O

=1

Definirajmo sada zakrivljenost krivulje parametrizirane duljinom luka, [4].

Definicija 3.5. Neka je c: I — R?® krivulja parametrizirana duljinom luka s. Funkciju
k: I — R definiranu formulom
K(s) = [|I<"(s)]]

nazivamo zakrivljenoséu (fleksijom) krivulje ¢ u tocki c(s).
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Pravac je ocito ravna krivulja, tj. nije zakrivljena krivulja i mozemo ga karakterizirati s
k=0.

Propozicija 3.1. Regularna krivulja je pravac (dio pravea) ako i samo ako je k = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je krivulja pravac, tj. krivulja je dana parametrizacijom c(s) =
as+b, a,b € R". Tada je ¢(s) = a, odnosno ¢”’(s) = 0, pa slijedi x = 0.

Obratno, pretpostavimo da je k = 0. Tada slijedi ¢’(s) = 0, odnosno ¢(s) = a, a € R" i
integriranjem po varijabli s dobivamo c(s) = as + b, a,b € R™. O

Izraz za zakrivljenost krivulje zadane opéim parametrom dan je sljede¢om propozicijom, [4].

Propozicija 3.2. Neka je ¢ reqularna krivuljo v R® parametrizirana opéim parametrom t.
Tada je njezina zakrivljenost
let) x Et)]]

le))”

Dokaz. Zakrivljenost krivulje ¢ parametrizirane opéim parametrom t definira se kao zakriv-
ljenost njezine reparametrizacije ¢ duljinom luka s,

k(t) = R(s).

silt) =

Za derivacije vrijedi

Lt
¢ =¢é¢—
ds
[ dt 2+ (A%t
d'=él — c—.
ds ds?
Takoder,
ds el dt i
— C T
dt " ds |¢]]
Pt i
ds® el
Sada je

é":éﬁﬂs( cc) E (é@é-¢) —ée- ).

—and } = o
gl ¢l

Koristeéi formulu a x (b x ¢) = (a-¢)b—(a-b)c, uz a = ¢ = ¢, b = ¢ i ¢injenicu da su vektori

¢1 ¢ x ¢ okomiti, pa je ||¢ x (¢ x é)|| = ||¢||||¢ x &|| dobivamo sljedece
. y 1 o P le(t) x &)
K(t) = R(s) = 1€ (s)ll = ———glle(t) x (é(8) x EW)I| = "=~z
le@)l] le)!”
Sto smo i tvrdili. O

Primjer 3.2. Odredite zakrivljenost prostorne kubne parabole c(t) = (t,t2,t3), t € R u tocki
(0,0,0).
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Rjesenje. Odredimo najprije izraz za zakrivljenost prostorne kubne parabole. Deriviranjem
krivulje c(t) = (t,¢%,t3) dobivamo é(t) = (1,2t,3t?) te je ||¢(t)]| = V1 + 4t2 + 9t4. Kako je
é(t) = (0,2,6t), to je

é(t) x é(t) = (6t%, —6t,2),
pa imamo da je ||¢(t) x é(t)|| = 2v/9t* 4 9t2 + 1. Prema Propoziciji 3.2, zakrivljenost krivulje

je dana s
2¢/9t4 + 912 4 1
H(t) = 39
(14482 +9t4)2
a u tocki (0,0,0) (koju dobivamo za t = 0) je x(0) = 2.

Slika 14: Prostorna kubna parabola

Primjer 3.3. Obicna cilindricna spirala ¢(t) = (acost,asint,bt), a > 0,b € R, t € R
primgjer je krivulje konstantne zakrivljenosta.

Rjesenje. Deriviranjem krivulje ¢(t) = (acost, asint, bt) dobivamo ¢(t) = (—asint,acost,b)
te ||¢(t)]] = Va? + b%. Nadalje imamo ¢é(t) = (—acost, —asint,0), Sto daje

é(t) x é(t) = (absint, —abcost,a?),

pa je ||é(t) x é(t)|| = a*Va% 4 b2. Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u izraz za zakrivlje-

nost, dobivamo
2

mit) = Pyl

24



Slika 15: Obi¢na cilindri¢na spirala za a = 3, b = 2

U nastavku é¢emo definirati vektorska polja vezana uz krivulju koja ¢ine tzv. ortonormirani
trobrid (reper), tj. desnu ortonormiranu bazu vektorskog prostora Ri’(s) u svakoj tocki kri-

vulje. Vektorski prostor Ri(s) jest prostor svih vektora u tocki c(s).
Neka je c: I — R3 krivulja parametrizirana duljinom luka. Polje T'(s) = ¢/(s) je jedini¢no
tangencijalno polje od c. Polje vektora glavnih normala definiramo kao

)
VO = fap 7%

a polje binormala
B(s) =T(s) x N(s).

Tada je (T(s), N(s), B(s)) desna ortonormirana baza od RE(S). Nazivamo je Frenet-ovim
(Frenet-Serret-ovim) trobridom (reperom, okvirom) krivulje c.

Definicija 3.6. Funkcija 7: I — R definirana formulom
7(s) = —N(s) - B'(s)
naziva se torzijom (sukanjem) krivulje ¢ parametrizirane duljinom luka u tocki c(s).

Uo¢imo da Frenetov trobrid moZzemo definirati samo za krivulje ¢ za koje vrijedi ¢’ # 0.
Takve krivulje nazivamo dopustivim krivuljama. Uoc¢imo i da pravac nije dopustiva krivulja.
[zraz za torziju dopustive krivulje zadane op¢im parametrom dan je sljede¢om propozicijom.

Propozicija 3.3. Neka je ¢ dopustiva krivulja parametrizirana opéim parametrom t. Tada
vrijeds
(éxé)-¢  det(ééC)

¥ = = ’
e x &|* le x &”
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Dokaz. Neka je ¢ reparametrizacija od ¢ duljinom luka, ¢ = ¢(t). Pokazimo najprije da
navedena formula vrijedi za torziju krivulje parametrizirane duljinom luka.

Neka je (T'(s), N(s), B(s)) Frenetov trobrid od & Tada je torzija 7 od ¢ jednaka
F=-N-B=-N-TxNY==-N-(T"xN+TxN)==-N-(TxN".

Iz definicije slijedi

F=li=le
K K
a onda imamo da je
1 d 1
T = _TE” (~/ X d_<~é//))
K 5K
Yot penlles g
— _EC// (Cl X (F‘:CIII _ ?C//))
1 =~/
_— ~_261/ (C/ % 6’”) + f&—é” . (5/ X é//)
K K
_ 1 (~/ ~IN\ I
= (& X Y@

Preostaje pokazati da je za krivulje parametrizirane duljinom luka zakrivljenost dana i slje-

de¢om formulom
#(s) = |2 (s) x &'(s)]"

Zaista,

1€(s) x & (s)|I* = 11& (s)[I*[12" () sin® £(& (), &"(s)) = &"(s)II",
te je formula opravdana za krivulje parametrizirane duljinom luka.
Nadalje, za parametrizacije ¢ = é(s) i ¢ = ¢(t) vrijedi

Ldt
= C—
ds

Jd=¢ ﬂ i A c'd_Qt
N ds ds?

e (dEN? L dt &2t dPt
c =c e 4+ 3C—— 4+ c¢—.

Torziju od ¢ definiramo kao torziju od njezine reparametrizacije ¢ duljinom luka u odgova-
rajucoj tocki

=/
C

Vrijedi
dt\’
gl = <d—> &% e,
S
dt\° .
(5/ « 5//) LJ" = (d_> (c' X C) .c
5
Prema tome je
(€ x&)-8" (ext)-¢€
I x &|* lexcél®
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Primjer 3.4. Odredite Frenetov trobrid obic¢ne cilindricne spirale c¢(s) = (cos —5 o sin——,

2
V2s

T) parametrizirane duljinom luka.

Rjesenje. Frenetov trobrid krivulje ¢ine tangencijalno polje, polje normala i polje binormala.
Najprije odredimo tangencijalno vektorsko polje krivulje

V2 V2 V2

Ts) =d(s) = 7(— sin 5508 -5, 1).

"(s) V2 V2
————— = (—cos — 5 —sin—-s, 0,

B(s)=T(s) x N(s) = Q(sin gs, — cos gs, 1).

-2

<:
-1.0

-0.5

0.0 05

1:0.0

Slika 16: Tangencijalni vektor T, vektor normale N i vektor binormale B u tocki krivulje

c(s) = (cos %,sin %, %) zas=10

Sada ¢emo promatrati specijalne klase krivulja i njihovu diferencijalno-geometrijsku karak-
terizaciju pomocu fleksije i torzije te ¢emo navesti fundamentalni teorem za krivulje, [4].

Definicija 3.7. Za krivulju c: I — R® kaZemo da je ravninska ako postoji ravnina © C R3
takva da je c(I) C .
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Propozicija 3.4. Neka je c: I — R3 dopustiva krivulja. Krivulja c je ravninska ako i samo
ako je T = 0.

Propozicija 3.5. Neka je c: I — R3 dopustiva krivulja. Tada je c(I) kruznica (dio kruZnice)
radijusa v > 0 ako © samo ako je k = konst. = % >0, 7=0.

Definicija 3.8. Za krivulju c: I — R? kaZemo da je opéa cilindricna spirala ako duz c postoji
jedinicno @ konstantno vektorsko polje E koje s krivuljom c zatvara konstantni kut, odnosno

T(s)- E = cosp = konst.,
gdge je T(s) jedinicno tangencijalno polje od c.

Propozicija 3.6. Dopustiva krivulja c: I — R? je opéa cilindricna spirala ako i samo ako
je

-

— = konst.

K

Dokazi navedenih propozicija mogu se pogledati u [4].

Primjer 3.5. PokaZimo da je krivulja zadana parametrizacijom c(t) = (2t,Int, %), t > 0
opca cilindricna spirala.

Rjesenje. Pokazat ¢emo da je krivulja opca cilindri¢na spirala tako sto ¢emo pokazati da

7(t)

vrijedi — = konst. Kako je

k(1)

) il N 1 2
aity = (2, ¥,2t), &ty = (0, _t_2’2)’ E(t) = (0, t_3’0)’

uvrStavanjem u izraze za zakrivljenost, odnosno torziju dobivamo

2% 2t

gitl= m, T(t) = —m.

(t)

Oéito 36 —— = =L

" w0
Prema fundamentalnom teoremu za krivulje, svaka krivulja je na jedinstven nacin (do na
polozaj u prostoru) zadana zakrivljenoséu i torzijom, [4].

Teorem 3.2 (Fundamentalni teorem za krivulje). Neka su k,7: I — R glatke funkcije,
k(s) > 0, s € I. Tada postoji krivulja c: I — R3 kojoj je s parametar duljine luka, a
funkcije k(s) i 7(s) fleksija i torzija.

Nadalje, ako je ¢: I — R® neka druga krivulja s tim svojstvima, tada postoji pozitivna
izometrija prostora f: R® = R3, f =tor, gdje je t translacija, t(x) = x + a, r rotacija (tj.
ortogonalni operator determinante 1) tako da je ¢ = f(c) =r(c) + a.
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Slika 17: Opéa cilindri¢na spirala c(t) = (2t,1Int,t?)

3.2 Optimizacijski problemi u geometriji

Pojam optimizacijski problem podrazumijeva odabir najboljeg elementa, iz nekog skupa do-
pustivih vrijednosti, s obzirom na neki kriterij. NajceS¢e se problem optimizacije svodi na
minimizaciju ili maksimizaciju neke funkcije, koju obi¢no zovemo funkcija troska, te izracuna-
vanje vrijednosti te funkcije. U geometriji postoji mnogo problema u kojima zelimo pronaci
najvecu ili najmanju vrijednost funkcije. Kao funkciju mozemo promatrati opseg ili povrsinu
lika ili volumen tijela, a kao nezavisnu varijablu funkcije mozemo uzeti neki parametar danog
lika, odnosno tijela, kao Sto je duljina stranice, kut izmedu dviju stranica i slicno. Napo-
menimo da ekstremne vrijednosti funkcije, odnosno minimum i/ili maksimum, trazimo uz
pomo¢ derivacija. U nastavku ¢emo promotriti nekoliko opéenitih primjera optimizacijskog
problema, preuzetih iz [2] i [5].

Primjer 3.6. Odredite najvecu vertikalnu udaljenost izmedu pravea y = x + 2 i parabole
2

y = x* na segmentu [—1,2].

Rjesenje. Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 22—z —2 = 0 dobivamo da tocke presjeka danog
pravca i parabole imaju apscise —1 i 2. Prema navedenom, dani segment [—1, 2] odgovara
dijelu grafa na kojem je pravac iznad parabole. Vertikalna udaljenost pravca i parabole na
danom segmentu [—1,2] iznosi d(z) = z+2 — 2% Buduéi da je d'(z) = —2z+1, to je o = ;
jedina stacionarna totka. Iz d(—1) = d(2) = 01 d(3) = § slijedi da je 2o = 3 tocka u kojoj

i
se postize najveca udaljenost, a ona iznosi d(3) = .
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Slika 18: Vertikalna udaljenost izmedu pravca y = z + 2 i parabole y = 22

[_172]

na segmentu

Primjer 3.7. Odredite tocku na paraboli y* = 2x koja je nagbliza tocki T'(1,4).

Rjesenje. Tocke koje pripadaju danoj paraboli imaju oblik (%, y), y € R. Stoga je udaljenost
tocke T'(1,4) do tocke na paraboli dana formulom d(y) = \/(%y2 —1)2 + (y — 4)%2. Bududci

da funkcije d i f := d? postizu minimum u istim tockama, u nastavku éemo traziti tocku
minimuma funkcije f(y) = (3y® — 1) + (y — 4)%, y € R. Kako je prva derivacija funkcije
f jednaka f’(y) = y® — 8, to je stacionarna tocka yy = 2. Buduéi da je druga derivacija
funkcije f jednaka f”(y) = 3y?, uvrstavanjem tocke yo = 2 dobivamo f”(2) = 12 > 0 te se u
stacionarnoj tocki postize minimum funkcija f i d. Dakle, toc¢ka na paraboli koja je najbliza

tocki T(1,4) je tocka (2,2), a udaljenost iznosi d(2) = /5.

T
4 ®

Slika 19: Toc¢ka na paraboli y? = 2z koja je najbliza tocki T'(1,4)

Primjer 3.8. Dostupno je 12m? materijala za izradu kutije kvadratnog dna i otvorenog vrha.
Odredite dimenzije kutije koja se moze napraviti od dostupnog materijala, a koja ima najveci
volumen.

Rjesenje. Uzmimo da je a duljina stranice baze kutije i h visina kutije. Tada je volu-
men kutije dan izrazom V = a?h. Oplogje kutije je jednako O = a® + 4ah, a dostupno

je 12m? materijala pa imamo da je h = %. Dakle, trebamo maksimizirati funkciju
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V(a) = a? - 1— = 3a — 1a®, a € (0,+00). S obzirom da je V'(a) = 3 — 2a?, stacionarna

tocka je ag = 2 Kako je V”( ) =—3aiV"(2) <0, to je ap totka lokalnog maksmmma.
Sada iz lim+ V(a) =01 hIJP V(a) = —oo slijedi da je ag 1 tocka globalnog maksimuma. Vo-
a—0 a— 100

lumen je maksimalan za bazu s duljinom stranice a = 2 i visinom h = 1 te iznosi V' (2) = 4m?.

U geometriji mozemo promatrati i tzv. izoperimetrijski problem. Tim pojmom opi-
san je problem odredivanja geometrijskog lika najveée povrsine medu likovima jednakog
opsega, odnosno geometrijskog lika najmanjeg opsega medu likovima jednake povrsine. U
pozadini izoperimetrijskih problema je odredivanje ekstrema funkcije, odnosno odredivanje
minimuma i maksimuma funkcije primjenom derivacija.

Primjer 3.9. Izmedu svih pravokutnika zadanog opsega 2s, odredite onaj s najvecom pouvr-
sinom.

Rjesenje. Oznacimo li duljine stranica trazenog pravokutnika slovima a i b, tada je opseg
toga pravokutnika dan formulom O = 2a 4 2b. Iz uvjeta zadatka znamo da je O =
[zjednacavanjem ovih jednakosti imamo 2s = 2a + 2b, tj. s = a +b. Dakle, a = s — b te
smo duljinu jedne stranice izrazili pomoc¢u s koji je konstantan i poznat te duljine druge
stranice koju trebamo odrediti uz uvjet da povrsina pravokutnika bude maksimalna. Znamo
da je povrsina pravokutnika dana formulom P = a - b pa uvrStavanjem izraza za a imamo
P(b) = (s—b)-b. Ukoliko dodatno raspisemo ovaj izraz, dobivamo P(b) = (s—b)-b = sb—b>.
Deriviranjem tog izraza slijedi P'(b) = s — 2b te primjenom nuZnog uvjeta ekstrema imamo
b= %s. Kako je P"(b) = —2 < 0, to se u tocki b postize maksimum funkcije P. Nadalje,
. s. Dakle, izmedu svih pravokutnika zadanog opsega 2s, najvecu

a:s—b:s—§s:%
povrsinu ima kvadrat sa stranicom duljine a = %s.

Primjer 3.10. Odredite duljinu stranice pravokutnika maksimalne pouvrsine koji se moZe
upisatt u jednakostranicni trokut duljine stranica a ako jedna stranica pravokutnika lezi na
bazi trokuta.

Rjesenje. Neka su duljine stranica trazenog pravokutnika z i y. Na temelju slike mozemo

zakljuciti da su trokuti AABC i ADEC sliéni po K — K — K poucku o sli¢nosti trokuta.

Iz te sli¢nosti slijedi (v —y) : v = x : a, gdje je v = ?a visina trokuta AABC. Dakle,
_ V3

y = \f(a ), odnosno povrsina upisanog prvokutnika iznosi P(x) = % x(a—x), v € (0, a).

Buduéi da je P'(z) = */TE(a — 27), jedina stacionarna tocka je xo = §. Kako je P"(xq) < 0,

to je xy tocka lokalnog maksimuma funkcije P. Nadalje, zbog hI(I)l Pz = How Pleli=14
T— T—a—

je tocka zy i tocka globalnog maksimuma. Dakle, za x = &, y = */_a funkcija P postize

2
globalni maksimum koji iznosi P(5) = gaQ.
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Slika 20: Pravokutnik upisan u jednakostrani¢ni trokut duljine stranica a

Primjer 3.11. Medu svim jednakokracnim trokutima upisanima unutar kruga, jednakostra-
nicnt 1ma najuecu, Povrsini.
Rjesenje. Neka je zadan jednakokracan trokut AABC' sa kutom « pri osnovici. Tada je

polovina kuta pri vrhu €' jednaka 90° — a. Srediste trokutu opisane kruznice oznacimo s O,
polovista stranica BC'i AB s D i E, te polumjer trokutu opisane kruznice s R.

G

Slika 21: Jednakokra¢ni trokut ABC

Uzevsi to u obzir, vrijede sljedeée jednakosti:

£LACB = 180° — 2«

£BCE = £OCD =90° — «

|0B| =|0C|, |BD| = |CD|

£OBD = £OCD =90° — «

£LOBE = a — (90° — a) = 2a — 90°

|OE| = Rsin (2a — 90°) = R(— cos (2a)) = —R cos (2a)

Buduéi da za duzinu CE vrijedi |[CE| = R+ |OE)|, to je |CE| = R — Rcos (2a), odnosno
|CE| = R(1 — cos (2a)). Primjenimo li sada trigonometriju na pravokutni trokut ABOFE
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dobit ¢emo da je |AB| = 2|EB| = 2R cos (2a — 90°) = 2R sin (2«r). Dakle, povrsina trokuta
ANABC je
__ |AB|-|CE|

P(NABC) = — 5= R*(1 — cos (2a)) sin (20).

Uzmemo li u obzir navedene jednakosti, dolazimo do zakljucka kako je za maksimiziranje
povrsine trokuta AABC potrebno pronaéi maksimum funkcije f(5) = sin 5(1 — cos (), gdje
je B = 2a. Primjenom nuZnog uvjeta ekstrema slijedi f'(/3) = cos f(1 —cos 5) +sin fsin § =
cos B —cos B2 + (1 — cosf2) = —2cosB? + cosB+ 1 = 0, a rjeSavanjem ove kvadratne
jednadzbe slijedi cos f = —% pa je f = 120°. Kako je 8 = 2a, to je a = 60° pa je trokut
ANABC' jedakostrani¢an. Stoga, medu svim jednakokra¢nim trokutima upisanima unutar
kruga, jednakostrani¢ni ima najvecu povrsinu.
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Sazetak 1 kljuc¢ne rijeci

U matematici pojam derwacija funkcije predstavlja osnovni pojam diferencijalnog racuna.
Mnogi problemi u prirodnim, tehni¢kim i drustvenim znanostima rjeSavaju se pomocu deri-
vacije funkcije. U ovom radu poblize je opisan pojam derivacije funkcije jedne varijable te
primjene derivacije funkcije jedne varijable u geometriji. Na samom pocetku dan je povi-
jesni pregled razvoja diferencijalnog ra¢una. Navedeni su najvazniji matematicari i njihov
doprinos razvoju diferencijalnog racuna, koji se razvijao zajedno s integralnim ra¢unom pod
zajednickim imenom infinitezimalni racun. Pojam derivacije funkcije uveden je pomocu pro-
blema linearne aproksimacije. Definirana je derivacija funkcije u tocki te su dana pravila za
deriviranje elementarnih funkcija, slozene i inverzne funkcije. U radu su spomenuti osnovni
teoremi diferencijalnog rac¢una te je dana njihova geometrijska interpretacija. Nakon toga
je predstavljena lokalna teorija ravninskih, odnosno prostornih krivulja. Opisano je kako
se odreduje tangenta na ravninsku krivulju, definirana je zakrivljenost i torzija prostornih
krivulja te je iskazan fundamentalni teorem za krivulje. Na samom kraju dani su primjeri
optimizacijskih problema u geometriji, koji se rjesavaju primjenom derivacije funkcije.

Kljuéne rijec¢i: derivacija funkcije, tangenta, krivulja, parametar duljine luka, zakriv-
ljenost, torzija, optimizacijski problem
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Applications of derivative of a single variable function in
geometry

In mathematics, the term function derivative is the basic concept of differential calculus.
Many problems in the natural, technical, and social sciences can be solved by function de-
rivative. In this work, the notion of function derivative and its application in geometry are
described in more details. At the very beginning, a historical overview of the development of
the differential calculus is given. The most important mathematicians and their contribution
to the development of differential calculus, which developed together with integral calculus
under the common name of infinitesimal calculus, are listed. The notion of function deriva-
tive using the problem of linear approximation is introduced. The derivative of a function at
a point is defined and the derivative rules for elementary functions, composition of functions
and inverse functions are given. In the work are given the basic theorems of differential
calculus and their geometric interpretation. After that, the local theory of plane or spatial
curves is presented. It is described how the tangent to a plane curve is determined, the
curvature and torsion of spatial curves are defined, and the fundamental theorem for curves
is presented. At the very end, examples of optimization problems in geometry are given,
which are solved by applying a function derivative.

Keywords: function derivative, tangent, curve, arc length parameter, curvature, torsion,
optimization problem
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Zivotopis

Rodena sam 1. studenoga 1997. godine u Virovitici. Trenutno zivim u Mikleusu gdje sam
zavrsila osnovnu skolu. Nakon osnovnoskolskog obrazovanja nastavljam skolovanje u Slatini
gdje upisujem opéu gimnaziju u Srednjoj skoli Marka Maruli¢a Slatina. Po zavrsetku gim-
nazije, 2016. godine, upisujem integrirani preddiplomski i diplomski sveucilisni nastavnicki
studij matematike i informatike na Odjelu za matematiku u sklopu Sveucilista Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku.
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