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1 Uvod

Tema diplomskog rada su omjeri, proporcije i proporcionalno zakljuc¢ivanje. Zbog
ceste upotrebe omjera i proporcija u svakodnevnom zivotu i ostalim znanostima,
smatram kako je upravo taj dio matematike jedan od vaznijih u skolskom obrazovanju

ucenika. Diplomski je rad podijeljen na nekoliko dijelova:
e Osnove razumijevanja omjera i proporcionalnosti
e [strazivanje provedeno medu ucenicima
e Procjena stupnja razvijenosti proporcionalnog zaklju¢ivanja kod ucenika

U poglavlju ”Osnove razumijevanja omjera i proprocionalnosti” navode se osnovne
razlike u shvac¢anju omjera od ostalih vrsta zakljucivanja. Naime, cesto se dogada
da ucenici pri rjesavanju zadataka koji obuhvacaju proporcionalnost primjenjuju po-
jednostavljene algoritme, a da pritom ne razmisljaju o smislu samog problema ili o
ostalim nac¢inima pomocu kojih se takvi zadaci mogu rjesavati.

Nadalje, u radu se objasnjava pojam omjera i dva moguca shva¢anja omjera. Takoder,
u ovom se poglavlju nalaze i razni primjeri primjene omjera u svakodnevnom zivotu.
Tako omjer, razlomak i kolicnik nemaju isto znacenje, objasnjena je njihova medusobna
povezanost. Nakon Sto ucenici usvoje pojam omjera, tada se njihovo znanje prosiruje
pojmom proporcija. Proporcionalnost i proporcionalne veli¢ine smjestamo unutar
zakljucivanja kojeg nazivamo proporcionalno zakljuc¢ivanje. Razumijevanje proporci-
onalnosti slozen je proces i razvija se postupno. U ovom se poglavlju navode i klju¢ni
aspekti takve vrste zakljucivanja. Nadalje, navedene su i druge vrste omjera poput br-
zine, gustoce i sli¢no koje se takoder vrlo ¢esto upotrebljavaju u svakodnevnom zivotu.
Uz pojam proporcionalnosti ucenici najc¢esée vezu i algoritam unakrsnog mnozenja,
¢ija ¢e povezanost sa proporcionalnim zakljucivanjem takoder biti objasnjena u radu.
Drugo poglavlje rada sadrzi istrazivanje koje je provedeno medu ucenicima 8. razreda
osnovne skole.

Trece poglavlje obuhvaca procjenu stupnja razvijenosti proporcionalnog zakljucivanja
kod ucenika, koja se provodi pomocu tri strategije. Takva procjena moze biti vrlo ko-
risna nastavnicima matematike kako bi imali §to kvalitetniji uvid u uc¢enicki napredak.

U tu svrhu navedeni su i primjeri za neke strategije rjesavanja problema.



2 Osnove razumijevanja omjera i
proporcionalnosti

Podjela osnova razumijevanja omjera i proporcionalnosti moze se prikazati pomocu

sljedece tablice:

OSI.I.OVG . Pitanja Tema
razumijevanja
1 Kako se shvac¢anje omjera razlikuje od
ostalih vrsta zakljuc¢ivanja?
- e
2 Sto je omjer? ‘ ‘ ' Chniia
3 Sto predstavlja omjer kao mjera ne-
kog svojstva u svakodnevnom zivotu?
4 Na koji su nacin omjeri povezani s
razlomcima?
Na koji su nacin omjeri povezani s
5 o .
koli¢nikom?
6 Sto je proporcija? Proporcije
7 Koji su kljucni aspekti proporcional-
nog zakljucivanja?
3 Sto je stopa i kako je povezana s pro- Prop. zakljucivanje

porcionalnim zakljuc¢ivanjem?

Koja je poveznica izmedu algoritma
9 unakrsnog mnozenja i proporcional-
nog zakljucivanja?

Kada je prikladno zakljucivati pro-
porcionalno?
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Tablica 1: Prikaz podjele osnova razumijevanja proporcionalnosti

2.1 Razlika shvadanja omjera u odnosu na ostale vrste
zakljucivanja

Zakljucivanje s omjerima podrazumijeva postojanje i koordiniranje dvama veli¢cinama.
Prisustvo dviju veli¢ina aspekt je zakljuc¢ivanja s omjerima kojeg odrasli ljudi s os-
novnim matematickim vjeStinama razumiju uglavnom podsvjesno i implicitno. Zbog

toga se najcesée ne prepoznaje vaznost takvog zakljucivanja sve dok se ne uoci ko-



liko je kod djece takvo zakljucivanje nerazvijeno. Prije nego li uc¢enici budu spremni
zakljucivati pomoc¢u omjera, oni obi¢no zaklju¢uju na osnovi jedne velicine. Takav
nacin zakljucivanja naziva se jednoznacno zakljucivanje. U nastavku slijedi jedan ta-
kav primjer (Lobato, 2010).

Ucenicima Sestoga razreda prikazana je slika na kojoj se nalazi jedno pakiranje soka
od narance te im je receno da je sok napravljen od narancinog koncentrata i vode.
Pored navedenog soka, na slici su se nalazile i dvije ¢aSe: jedna velika i jedna mala
¢asa, obje napunjene sokom od narance iz pakiranja. Ucenicima je zatim postavljeno
sljedece pitanje: hoce li okus naranc¢inog soka u obje ¢ase biti jednakog intenziteta ili

pak misle da ¢e sok iz jedne casSe imati jaci okus narance nego li sok iz druge case.

Rezultati su iznenadujuci. Polovica razreda je odgovorila netoéno: smatrali su kako
okus naran¢inog soka intenzitetom nece biti isti u obje ¢ase. Jedan je dio tih ucenika
tvrdio da ¢e sok u vecoj casi imati jaci okus narance, dok je drugi dio ucenika tvrdio
da ¢e se u manjoj ¢asi nalaziti sok jaceg intenziteta. Njihovi odgovori i objasnjenja
upuéuju na to da su uéenici bili usredotoceni na samo jednu veli¢inu (voda ili naranéin

koncentrat) ili na obje velicine, ali bez uspostavljene koordinacije medu njima.

Primjerice, jedan je ucenik objasnio kako ée sok u vecoj casi imati jac¢i okus zato
Sto je caSa veca pa ¢e sadrzavati i vise narance. Neki su ucenici tvrdili kako ¢e sok iz
manje caSe imati jaci okus narance jer je casa manjeg volumena pa Ce stoga primiti

manje vode te ¢e tada u toj casi biti vise mjesta za narancin koncentrat.

2.2 Omjer

Postoje dva nacina za formiranje omjera, no vazno je naglasiti kako oba nacina

ukljuc¢uju koordinaciju dvama veli¢inama:
e omjer kao multiplikativna usporedba dviju veli¢ina

e spajanje dviju veli¢ina u sastavnu cjelinu na nacin da se sacuva multiplikativna

veza medu njima.



2.2.1 Omjer kao multiplikativna usporedba
Pogledajmo sljedeé¢i primjer.

Primjer 1. Na Slici 1. nacrtana su dva crva. Promotrimo njihove duljine te ih

potom usporedimo.

Na slici se lako uocava kako je crv A dugacak 6 mjernih jedinica, dok je crv
B dugacak 4 mjerne jedinice. Njihova duljina moze biti usporedena na dva nacina:
aditivno i multiplikativno.

Aditivna usporedba na danom primjeru odgovara na pitanja poput:

e Za koliko je crv A dulji od crva B?
(Crv A je za 2 mjerne jedinice dulji od crva B.)

e Za koliko je crv B kraci od crva A?

(Crv B je za 2 mjerne jedinice kraéi od crva A.)
Multiplikativna usporedba odgovara na pitanja poput:

e Koliko je puta crv A dulji od crva B?
(Duljina crva A iznosi 13 od duljine crva B.)

e Koji dio od duljine crva A predstavlja duljinu crva B?
(Duljina crva B iznosi % ukupne duljine crva A.)

Slika 1: Usporedba duljina



Vazno je napomenuti da je multiplikativna usporedba omjer, dok aditivna usporedba
to nije. Opcenito, formiranje multiplikativne usporedbe podrazumijeva pitanja, kao
sto pokazuje prethodni primjer, poput: ,Koliko je puta jedna velicina ve¢a od druge
velicine“ ili ,Koji dio jedne velicine predstavlja druga velic¢ina? “.

U matematici postoji nekoliko oznaka za prikazivanje omjera. U prethodnom smo
primjeru mogli omjer duljine crva A u odnosu na duljinu crva B zapisati na sljedece
nacine: 1%:1, 1% prema 1 ili jednostavnije 1%. Takoder, mogli su se upotrijebiti i
zapisi poput: 3:2, 3 prema 2 ili %, kao i 6:4, 6 prema 4 ili g :

Analogno, omjer duljine crva B u odnosu na duljinu crva A mogli smo zapisati na
sljedece nacine: 2:3, 2 prema 3 ili %, kao i 4:6, 4 prema 6 ili 5. U tom slucaju, ispravno

je zapisati 1 1:1%, ili 1 prema 1%.

2.2.2 Omjer kao sastavna cjelina

Drugi naé¢in formiranja omjera postize se spajanjem odnosno sastavljanjem dviju
veli¢ina u novu cjelinu. Sposobnost formiranja omjera kao sastavne cjeline ne znaci
nuzno da je ucenik usvojio sofisticiranost razumijevanja proporcionalnosti. To znaci
da je ucenik usvojio tek osnovni i temeljni koncept, koji se kasnije moze koristiti kao
poveznica sa drugim osnovnim razumijevanjima, a sve u svrhu razvijanja razumije-

vanja na kojem se temelji proporcionalno zakljucivanje.

No, kako ¢ée u primjeni navedena dva nacina shva¢anja omjera (kao multiplikativne

usporedbe i kao sastavne cjeline) pomoéi u¢enicima pri rjesavanju problema?

Sljede¢i primjer poti¢e nas upravo na razmatranje korisnosti prethodno navedenih

dvaju koncepata.

Primjer 2. Smjesa zelene boje dobiva se mijesanjem dvije limenke plave boje © sedam
limenk: Zute boje. Koje su preostale moguce kombinacije broja limenk: plave i Zute

boje cijim bi mijesanjem nastala jednaka nijansa zelene boje?

Problem ¢emo rijesiti na dva razlicita nacina: koriste¢i multiplikativnu uspo-

redbu, a zatim koristeéi i sastavnu cjelinu.



Kako bismo rijesili dani problem uz primjenu multiplikativne usporedbe, koristan

moze biti i prikaz na Slici 2.
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Slika 2: 2 limenke plave boje i 7 limenki zute boje

Za pocetak, potrebno je odrediti koliko puta, u danoj koli¢ini smjese, ima vise zute
boje u odnosu na plavu boju. Jedan od nac¢ina jest da se formiraju grupe s po dvije
limenke plave boje. Zatim, potrebno je odrediti odgovarajuc¢i broj takvih grupa koje
bi sadrzavale ukupno sedam limenki plave boje. Da bi se izjednacila koli¢ina plave
i zute boje, zaklju¢ujemo da je potrebno ukupno 3% grupa s limenkama plave boje
(Slika 3).

Prema tome, omjer zute i plave boje u smjesi iznosi 3.5:1.

= m — mE> oI
(DD DI
T - — f' _
Polovina

Erupe

3 grupe

Slika 3: Grupe s limenkama plave boje

Koristec¢i prethodni omjer moguce je pronadi i druge kombinacije plave i zute boje
¢ijim ¢e mijeSanjem nastati ista nijansa zelene boje.

Primjerice, uzmemo 1i 5 limenki plave boje, tada ¢emo trebati pomijesati 3.5 puta
vige limenki zute boje (u odnosu na plavu).

Kao sto je prikazano na Slici 4, to znac¢i da ukupno imamo 3.5 grupe, od kojih ¢e
svaka grupa sadrzavati po 5 limenki, sto zna¢i da je ukupno potrebno 17.5 takvih

limenki.
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3 grupe =15 limenki Polovina grupe=2.5

limenke

Slika 4: Ukupan broj limenki u grupama od po 5 limenki

Prema tome, jedan od nac¢ina za dobivanje iste nijanse zelene boje, kao u zadanom

primjeru, jest da se pomijesa 5 limenki plave boje i 17.5 limenki zute boje.

Rijesimo sada isti problem formirajuéi sastavnu cjelinu.
Prvo, spojimo 2 limenke plave boje i 7 limenki zute boje kako bi se dobila 2:7 cjelina
odnosno smjesa (Slika 5).

Plava / l__--“—%\
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Slika 5: Sastavna cjelina

Zatim, potrebno je tu cjelinu ili umnozavati ili dijeliti (ovisno o uvjetu pojedinog za-
datka) kako bi se pronasao odgovarajuéi broj limenki zute boje, koji bi se pomijesao
s 5 limenki plave boje.

U ovom slucaju, udvostrucavanjem te cjeline dobiju se ukupno 4 limenke plave boje i
14 limenki zute boje. Obzirom da je potrebna jos jedna limenka plave boje, podijelit
¢emo trecu cjelinu na dva jednaka dijela.

Tim postupkom dobivamo jos 1 limenku plave boje i 3.5 limenki zute boje (Slika 6).
Dakle, 2.5 cjeline sadrze ukupno 5 limenki plave boje i 17.5 limenki zute boje.
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Slika 6: 2.5 cjeline zelene boje dobivene s 5 limenki plave boje

Pojam omjera kao multiplikativne usporedbe ili sastavne cjeline moze se razlikovati
od definicije omjera u raznim literaturama.

Primjerice, omjer je uobicajeno definiran kao usporedba dviju veli¢ina, no takva de-
finicija je prilicno nepotpuna jer iz konteksta nije jasno je li ta usporedba aditivna ili
multiplikativna.

Omjer je ponekad definiran kao usporedba u kojoj se koristi dijeljenje dvaju brojeva
te je Cesto izrazen u obliku razlomka. Takva definicija navodi ucenike da koriste izraze
poput 7 ili @ + b, no definicija kao takva ima nekoliko nedostataka.

Naime, moguée je formirati omjer bez izvodenja operacije dijeljenja ili uvodenja raz-
lomaka.

Primjena zapisa § ili a < b pri rjesavanju problema, ne znaci nuzno da je ucenik mi-

saono oblikovao omjer izmedu veli¢ina a i b.

2.3 Primjena omjera u svakodnevnom zivotu

Primjene omjera u prethodnim primjerima pokazuju kako se omjer c¢esto koristi za
mjerenje raznih karakteristika iz svakodnevnog zivota.

Primjerice, omjer naranc¢inog koncentrata i vode zapravo predstavlja mjeru intenzi-
teta okusa narance u dobivenom soku.

Za primjer mozemo uzeti i rampu za invalidska kolica. Visina rampe i duljine hori-
zontalnog dijela rampe (bazni dio) predstavlja mjeru strmosti odnosno nagiba rampe.
Formiranje omjera kao mjere razlicitih karakteristika iz svakodnevnog zivota podra-

zumijeva izoliranje promatrane karakteristike od ostalih karakteristika.



Uobicajeno se termin ,,omjer kao mjera‘“ koristi za omjere pomocu kojih se vrse mje-
renja karakteristika iz svakodnevnog zivota. Formiranje takvog omjera ukljucuje dva

procesa koja nisu numericka:
1. izoliranje karakteristika (atributa)

2. razumijevanje efekta promjene velic¢ine neke karakteristike, kako bi se pomocu

omjera mogla izmjeriti njezina vrijednost.

Razmotrimo redom svaki od navedenih procesa.

2.3.1 Izoliranje karakteristika

Prije nego li se omjer moze iskoristiti kao mjera nekog svojstva, najprije treba znati
izolirati to svojstvo od ostalih mjerivih svojstava u problemu.

No, takav proces moze biti iznimno zahtjevan i izazovan za ucenike.

U jednom je istrazivanju, srednjoskolskim ucenicima postavljen problem mjerenja str-
mosti rampe za invalidska kolica (Lobato, 2008).

Vise od pola ucenika imalo je teskoce sa izoliranjem svojstva, kojeg predstavlja str-
most rampe, od ostalih svojstava. Mnogo se ucenika izjasnilo kako je vazno uociti
duljinu kosog dijela rampe pri mjerenju strmine, raspravljajuéi kako je dulja rampa
ujedno i puno teza za uspon.

Radi boljeg razumijevanja ovog problema, promotrimo dvije rampe koje nisu identi¢ne,

ali imaju isti nagib (Slika 7).

-

Slika 7: Dvije ne-identicne rampe istog nagiba

Ucenici mogu pomisliti kako je rampa s desne strane strmija jer je visa, dulja ili teza
za uspon. Primjerice, ako ucenici ne izoliraju svojstvo strmosti od napora potrebnog
za uspon preko rampe, tada mogu do¢i do netoénog zakljucka, a to je da obje rampe

nemaju istu strminu (jer ée rampa na desnoj strani iziskivati vise napora).



2.3.2 Razumijevanje efekta promjene velicine

Promotrimo ponovno primjer s rampom za invalidska kolica. Ako ucenici formiraju
omjer pomocu visine rampe i duljine baznog dijela, tada je svojstvo koje omjer mjeri
upravo nagib rampe. Ako bi rampa imala platformu pri vrhu, tada bi ucenici trebali
razumjeti da ¢e smanjivanje duljine baze rampe (dok su visina i platforma ostale
nepromijenjene) povecati nagib rampe, ali poveéanje duljine baze ¢e smanjiti nagib
rampe kao $to je prikazano na prvoj i drugoj promjeni originalne rampe (Slika 8).

Qriginalna rampa

+« Smanjenje duljine baze

* Rampa je strmija

* Povecanje duljine baze
* Rampa je manje strma

* Povecanje visine
* Rampa je strmija

M * Smanjenje visine
* Rampa je manje strma

* Poyecanje duljine
platforme

Nagib rampe ostaje isti

Slika 8: Utjecaj promjene jedne veli¢cine na nagib rampe

Slicno, povecanje visine rampe (dok bazni dio ostaje nepromijenjen) rezultirat ¢e
pove¢anjem nagiba rampe. Takoder, smanjivanjem visine rampe i nagib ¢e se sma-
njivati, kao sto je prikazano na trecoj i ¢etvrtoj promjeni originalne rampe.

Povecanje ili smanjenje duljine platforme, pri vrhu rampe, nece utjecati na nagib te

rampe.

10



2.4 Povezanost omjera i razlomaka

U matematici postoji nekoliko veza izmedu omjera i razlomaka:

e omjeri su ¢esto izrazeni u obliku razlomka, iako omjeri i razlomci nemaju uvijek

identicno znacenje

e omjeri se ¢esto koriste kako bi se napravila usporedba u ,,dio - dio“ odnosu, dok

se razlomci u tu svrhu ne koriste
e omjeri i razlomci kao skupovi mogu se smatrati ne-disjunktnima

e omjeri se ¢esto mogu interpretirati pomoc¢u razlomaka

Obzirom da se omjeri mogu prikazati u obliku razlomka, veéina ucenika pogresno
smatra kako je omjer samo drugaciji naziv za razlomak. Upotreba razlomaka u pro-
blemima koji ukljucuju omjere mogu uzrokovati nejasnoc¢e kod ucenika. Primjerice,
raspravljajuéi o rjesenju sljede¢eg primjera ucenik moze do rjesenja doc¢i upotrebom

ekvivalentnih razlomaka.

Primjer 3. Sok od narance proizvodi se na nacin da omjer broja ¢asa narancinog
koncentrata v vode iznosi 2 prema 3. Koliko ée u tom slucaju, za proizvodnju soka,

trebati casa narancinog koncentrata ako se upotrijebi 9 ¢asa vode?

Ucenik moze dani problem postaviti na sljedeci nacin:

2

ZT
3 9

2

te potom zakljuciti da je rjesenje 6 jer su razlomci 2

i g ekvivalentni.

Uzmimo sada za primjer recept zacina za salatu koji se sastoji od octa i ulja, u
omjeru 2 prema 5.

Omjer octa prema ulju mozemo zapisati kao 2:5, 2 prema 5 ili %

U ovom kontekstu, razlomak % predstavlja , dio-dio“ omjer. Razlomak kojim bismo
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izrazili dio zacina koji ¢ini samo ulje je % te kao takav predstavlja ,,dio-cjelina‘“ omjer.
Isto tako, razlomak % izrazava udio octa u zacinu, koji takoder predstavlja ,dio-

cjelina® omjer.

Primjer omjera koji nije razlomak je tzv. omjer zlatnog reza:

Vb +1
2

Takav omjer predstavlja iracionalan broj, dok su razlomci racionalni brojevi.

Omjeri mogu obuhvacati i vise od dva pojma, kao sto je omjer broja pakiranja
punomasnog mlijeka, polumasnog mlijeka i broja pakiranja nemasnog mlijeka u nekoj
prodavaonici (npr. 5:3:1).

Predoc¢imo li omjere i razlomke kao skupove, tada se u presjeku tih skupova na-
laze omjeri koji su formirani kao , dio-cjelina“ (Slika 9).
Primjerice, omjer octa prema svim ostalim sastojcima u zacinu za salatu, 2:7, ujedno

predstavlja i razlomak (dvije sedmine za¢ina ¢ini ocat).

Slika 9: Skupovi

Vazno je naglasiti kako omjer npr. 2:5 ne ukazuje na samo jednu odredenu koli¢inu
octa ili ulja u odredenom receptu. Slijede¢i upute takvog recepta mozemo koristiti:
2 ¢case octa i 5 ¢asa ulja ili 4 case octa i 10 ¢asa ulja ili 1 ¢asu octa i 2% casa ulja itd.
Takoder, pomocu tog recepta mozemo naciniti isti zacin koristeci: 6 zlica octa i 15
zlica ulja ili % decilitra octa i 1% decilitra ulja itd.
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Pretpostavimo da se recept za salatu sastoji od 4 ¢ase octa i 10 ¢asa ulja. Cinjenicu

da 2 od 10 iznosi 4 ilustrirajmo vizualno (Slika 10).

LLICTICTICTICT IR

~ 1
E ulja iznosi 2 fage

Slika 10: Jedna petina od 10 c¢asa

Slika 10. prikazuje 10 ¢asa podijeljenih u 5 jednakih grupa (petine). Dakle, jedna
petina od 10 ¢aSa iznosi 2 ¢aSe.

Slika 11. prikazuje dvije petine od 10 c¢asa, odnosno 4 case. Koli¢ina octa u ovom
receptu (4 ¢ase) iznosi ukupno 2 od ukupne koli¢ine ulja (10 ¢asa). Stoga zakljucujemo
kako omjer 2:5 u ovom slucaju moze biti interpretiran u obliku razlomka %

To znaci da se u zacinu za salatu u ovom receptu osim ulja nalazi i ocat, kojeg ukupno
ima % od kolic¢ine ulja, bez obzira na to koju se odredenu kolic¢inu octa i ulja koristi.

CQg)@vgv@Dﬁ*

ulja iznosi 4 tase

Slika 11: Dvije petine od 10 casa

(][]

Postoji jos jedan nacin kako omjer 2:5 interpretirati kao razlomak % Pretpostavimo
da su nam potrebne 2 ¢ase octa i 5 ¢asa ulja kako bi se napravio zacin za salatu. Slika
12. prikazuje spajanje dane koli¢ine octa i ulja u jednu cjelinu. Omjer 2:5 mozemo
sacuvati i u slucaju ako novonastalu cjelinu podijelimo na 5 jednakih dijelova. To
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¢emo napraviti tako da podijelimo i koli¢inu octa i koli¢inu ulja na 5 jednakih dijelova.
Dijeljenjem 5 casa ulja na 5 jednakih dijelova dobiva se 1 ¢aSa ulja u svakom dijelu.
No, dijeljenje 2 case octa na 5 jednakih dijelova nesto je zahtjevniji postupak. Jedan
nacin jest podjela prve ¢aSe octa na 5 jednakih dijelova, tada svaki dio sadrzi % case.
Primjenjujuéi navedeni proces i na drugu ¢asu, dobivamo jos % ¢aSe u svakom dijelu.
Dakle, podjelom 2 ¢ase ulja na 5 jednakih dijelova dobivamo % case ulja u svakom
dijelu.

Stoga, zacin za salatu napravljen od % case octa i 1 ¢ase ulja (Slika 13) ¢uva omjer

I.f/’- I I R\\l
||.\ )
Al

Slika 12: Sastavna cjelina (2 case octa 1 5 ¢asa ulja)

SLLLLR

Slika 13: Jedna petina cjeline iznosi % case octa i casa ulja

2:5 izmedu octa i ulja.

Dakle, omjer 2:5 moze se interpretirati razlomkom 2 na dva razli¢ita nacina:
) ] 5

e u receptu, kolicina octa uvijek iznosi % od kolicine ulja, bez obzira na danu
koli¢inu octa i ulja (potrebno je omjer 2:5 razmatrati kao multiplikativnu uspo-
redbu jer 2 od 5 iznosi 2)

14



e "sparivanje”: ako upotrebljavamo % case octa, prateci recept, tada je potrebna 1
¢asa ulja (nuzno je omjer 2:5 promatrati kao sastavnu cjelinu, a zatim podijeliti
tu c¢jelinu na 5 jednakih dijelova)

2.5 Povezanost omjera i koli¢cnika

Kao sto se omjeri mogu interpretirati pomocu razlomaka, isto se tako mogu interpre-
tirati i pomocu koli¢énika. Primjerice, zamislimo sluc¢aj u kojem je slavina ostec¢ena te
zbog toga voda kapanjem istjece cijeli dan. Pretpostavimo da 4 mililitra vode isteku
svake 2 minute, tada je brzina istjecanja izrazena omjerom 4:2. Ako se ispod slavine
postavi posuda za skupljanje vode, tada ¢e se u posudi skupiti 8 mililitara vode nakon
4 minute, 20 mililitara nakon 10 minuta, 120 mililitara nakon 1 sata itd.

Omjer 4:2 moze se interpretirati kao koli¢nik.

U navedenom primjeru, promatramo broj mililitara vode podijeljenih na minute. Slika
14. ilustrira koli¢nik 4+2 kao jednaku podjelu 4 mililitra vode na 2 minute. Osjencane
strelice na Slici 14. prikazuju postupak dijeljenja. Koli¢nik iznosi 2, sto znaci da 2

mililitra vode isteknu svake minute.

TmL TmL T mL 1 mL
1 min
4= 2=

Slika 14: 4 mL vode jednako podijeljena na 2 minute

Zamislimo sada istu situaciju, ali sa drugacijim omjerom. Pretpostavimo da 2 mililitra

vode isteku svakih 5 minuta. Ponovno, omjer 2:5 se moze interpretirati kao koli¢nik
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(2+5), gdje je broj mililitara vode (2) podijeljen izmedu broja minuta (5). Slika 15.
ilustrira navedeni proces. Prvi mililitar vode podijeljen je na 5 jednakih dijelova tako
da je svaka % mililitra ”povezana” sa svakom od ukupno 5 minuta. Isti je postupak
primijenjen i na drugi mililitar vode. Sveukupno, dvije jedne petine mililitra, odnosno
% mililitra, podudaraju se s istom minutom. Prema tome, u ovom slu¢aju koli¢nik
2 =+ 5 znaci da —g— mililitra vode iskaplje svake minute, odnosno da 0.4 mililitra vode
iskaplje u jednoj minuti.

Interpretacija omjera koliécnikom moze biti posebno korisna u smislu proporcije, koja

predstavlja jednakost dvaju omjera.

1 mL 1 mL

Slika 15: 2 mL vode jednako podijeljena na 5 minuta

2.6 Proporcije

Kada se, koristec¢i udzbenike, ucenici susretnu s problemom koji ukljucuje proporcije,
tada ih se najcesce potice na postavljanje proporcije u formi kao sto je prikazano na
slici 16. Medutim, ucenici koji nisu misaono usvojili omjere (ili kao sastavnu cjelinu
ili kao multiplikativnu usporedbu) proporciju mogu protumaciti samo kao predlozak,

u koji trebaju unijeti brojeve.
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Slika 16: Predlozak za postavljanje proporcije

Promotrimo sljede¢i primjer:

Primjer 4. Klaun prehoda 10 centimetara za 4 sekunde. Koliki ¢e put prijeéi Zaba u

8 sekundi, ako se krece istom brzinom kao klaun?

Ucenici bi vjerojatno tocno postavili proporciju te bi potom rijesili zadani pro-

blem:
udal jenost(cm) 10

z
vrijeme(s) 4 8

i zakljucili da ¢e zaba u 8 sekundi prijeéi put duljine 20 cm. Ali, ovim postupkom
ucenici najcesée ne razmisljaju o postavljanju omjera. Vecina ¢e ucenika. koji nemaju
dovoljno razvijeno proporcionalno zakljucivanje, intuitivno pomisliti kako ¢e zaba biti
brza u odnosu na klauna jer je zaba presla dulji put - to je primjer jednoznac¢nog za-
kljuc¢ivanja (spomenutog u poglavlju 2.1.). Isto tako, uéenici mogu intuitivno pomisliti
kako ¢e zaba biti brza jer su brojevi 20 i 8 ve¢i nego odgovarajuéi brojevi kod klauna
- to je primjer tzv. cjelobrojnog zakljucivanja.

Vecini ucenika vrlo je tesko shvatiti da dani pojam u danoj situaciji ostaje isti dok se
istovremeno vrijednosti vremenskog trajanja i udaljenosti mijenjaju.

Razumijevanje proporcije kao jednakosti dvaju omjera ukljucuje nekoliko povezanih
ideja. Ucenici najprije trebaju razumjeti znacenje znaka jednakosti u simbolickom

izrazu proporcije. Sljedeéi primjer potice fokusiranje upravo na taj problem.

Razmotrimo proporciju iz prethodnog primjera:

10 20
4 8

Pitamo se koje znacCenje ima znak jednakosti u danom kontekstu? Odnosno, sto
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postizemo znakom jednakosti u problemu prijedenog puta (hodanja)?

U ovom kontekstu, znak jednakosti ukazuje na to da su brzine kretanja klauna i zabe
jednake. Interpretiramo li omjere % i % kao koli¢nike 10 + 4 i 20 = 8, zakljucujemo
kako oba predstavljaju brzinu od 2.5 centimetra u sekundi.

Nastavnici ponekad objasnjavaju znak jednakosti isticanjem kako se razlomak %
kra¢enjem moze zapisati kao %.

Jasno je kako su ucenici u stanju skrac¢ivati razlomke koristenjem algoritma koji zah-
tijeva samo razumijevanje prirodnih brojeva (dijeljenje 20 sa 2 i dijeljenje 8 sa 2).
No, ucenici koji rabe iskljucivo ovakav postupak rjesavanja problema nisu shvatili da
10:4 i 20:8 kao omjeri predstavljaju istu brzinu. Nadalje, upotrebom termina ,razlo-
mak “ umjesto ,,omjer“ ne zna¢i da ucenik misaono interpretira omjere kao razlomke.
Umyjesto toga, ucenici trebaju razumjeti jedno od znacenja razlomka objasnjenih u
poglavlju 2.4.

Primjerice, omjer 10:4 moze se interpretirati razlomkom u kontekstu hodanja: % pre-
hodanih centimetara u 1 sekundi. To znaci da je omjer 10:4 utemeljen na spajanju 10
centimetara i 4 sekunde u sastavnu cjelinu, a onda i na dijeljenju te cjeline na ¢etiri
jednaka dijela. Podjelom 4 sekunde na 4 jednaka dijela dobiva se 1 sekunda u svakom
od tih dijelova. Nadalje, podjela 10 centimetara na 4 jednaka dijela podrazumijeva
podjelu svakog centimetra na cetvrtine te potom zbrajanja i od svakog centimetra.

10

Tada svaki od jednakih dijelova sadrzi ukupno - centimetara. Dakle, razlomak %

predstavlja udaljenost koju klaun ili zaba prehoda za 1 sekundu.

20
8

predstavljaju jednaku udaljenost prehodanu u 1 se-

Sliéno, omjer 20:8 moze biti interpretiran kao < centimetara u 1 sekundi. Uocavanje

¢injenice kako razlomeci % 1 2—80
kundi, ukljucuje jedno od slijede¢ih zakljucivanja: bududi da je % polovina od i,
vrijedi da su dvije jedne osmine jednake i. Prema tome, deset grupa, od kojih svaka
sadrzi % bit ¢e jednako vrijednosti od deset grupa od kojih svaka sadrzi i, dakle
20 _ 10

8 4°

2.7 Kljucni aspekti proporcionalnog zakljucivanja

Proporcionalno zakljucivanje slozen je proces i ukljucuje razumijevanja poput:
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e ckvivalentni se omjeri mogu naciniti ponavljanjem i/ili podjelom sastavne cje-

line

e ako se jedna veli¢ina u omjeru pomnozi ili podijeli nekim brojem, tada se i druga
veli¢ina mora pomnoziti ili podijeliti istim tim brojem kako se proporcionalni

odnos medu velicinama ne bi promijenio

e navedena dva tipa omjera (sastavne cjeline i multiplikativne usporedbe) medusobno

su povezani

Ideja formiranja omjera kao sastavne cjeline fundamentalni je koncept koji, sam po
sebi, nije indikativan za napredno proporcionalno zakljucivanje. Pojedina istrazivanja
pozivaju se na to da je umijece formiranja sastavne cjeline zapravo faza koja prethodi
zakljuc¢ivanju s omjerima. U nastavku slijede neke od kljucnih aspekata proporcional-

nog zakljucivanja.

2.7.1 Stvaranje ekvivalentnih omjera

Na pocetku razvijanja proporcionalnog zaklju¢ivanja ucenici ponavljaju i/ili dijele

sastavnu cjelinu kako bi stvorili skup ekvivalentnih omjera. Prouc¢imo sljedeci primjer.

Primjer 5. Visina rampe iznosi 3 cm, a duljina njezinog baznog dijela iznosi 4 cm.

Pronadimo dimenzije nekoliko rampi koje ée imati isti nagib kao pocetna rampa.

Ako ucenici nac¢ine kopiju zadane rampe, tada ¢e obje rampe imati isti nagib jer

ni visina ni duljina baznog dijela rampe nije promijenjena (Slika 17.)

Slika 17: Identicne rampe
Poravnavanjem rampe i njezine kopije ,,vrh do vrha“ (Slika 18) neée se promijeniti

nagib niti jedne rampe. Dobivena rampa, visine 6 ¢m i duljine baznog dijela 8 cm,

ima isti nagib kao pocetna rampa. Iterativnim procesom mogu se dobiti dimenzije i
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Slika 18: Nova rampa nastala prema primjeru originalne rampe

drugih rampi istog nagiba: rampa visine 12 ¢m i duljine baze 16 cm, rampa visine 21
cm i duljine baze 28 cm itd.

Takoder, ucenici mogu podijeliti originalnu rampu kako bi se formirala nova rampa
istog nagiba. Podjela visine i duljine baze originalne rampe na dva jednaka dijela

rezultira novom rampom s duljinom visine 1% cm i duljinom baznoga dijela 2 cm
(Slika 19).

3cm —’ j% o

4¢m 2cm

Slika 19: Podjela originalne rampe

Ucenici se vrlo lako mogu uvjeriti da je nova rampa istog nagiba kao i pocetna-
umnozavanjem nove rampe i slaganjem dijelova jedan do drugog dok se ne dobije
pocetna rampa.

Slicno, podjelom duljine visine i duljine baze originalne rampe na tre¢ine dobila bi se

nova rampa s visinom duljine 1 ¢m i bazom duljine 1% cm.

Ucenici pri rjesavanju ovakvih i slicnih zadataka mogu koristiti istovremeno i umnozavanje
i podjelu. Primjerice, pretpostavimo da ucenici trebaju odrediti visinu nove rampe s
baznim dijelom duljine 5 ¢m i istog nagiba kao pocetna (3:4) rampa. Ovako formu-
liran problem znatno je zahtjevniji ucenicima zbog relativno male razlike (4 cm i 5

em). U ovakvom sluc¢aju ucenici mogu koristiti istovremeno i iteraciju i podjelu.
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Uzmimo sada za primjer razmisljanje srednjoskolskog ucenika - Marka. Marko je
shvatio da je duljina baznog dijela nove rampe za 1 c¢m dulja od odgovarajuceg dijela
originalne rampe. Odlucio je pronaéi duljinu visine rampe koja ima baznu duljinu 1

cm i isti nagib kao originalna rampa. Podijelio je originalnu rampu (3:4) na 4 jednaka

3
4

jednu do druge te dobio novu rampu s duljinom baznog dijela 5 ¢m. Dakle, visina

15
1

dijela i dobio rampu %:1. Zatim je novonastalu rampu umnozio 5 puta i ,,poslozio*

nove rampe iznosi > ¢m buduéi da je sadrzavala 5 rampi, a svaka rampa ima visinu

duljine % cm.

2.7.2 Povezanost dvaju tipova omjera

U prethodnim se primjerima najcesée fokus proporcionalnog zakljucivanja temeljio na
razumijevanju omjera kao sastavnih cjelina, jer je taj nacin uc¢enicima uglavnom laksi.
Medutim, podjednako je vazno da ucenici nauce kako upotrebljavati i multiplikativne
usporedbe u tu svrhu, a onda uo¢iti i povezanost tih dvaju tipova omjera.
Primjerice, razmotrimo prikazane podatke za visinu i duljinu baznih dijelova rampi,
medusobno ekvivalentnih nagiba, o kojima se raspravljalo u prethodnim primjerima
(Tablica 2).

Visina | Duljina baznog dijela
(cm) (cm)
3 4
6 8
9 12
12 16
21 28
27 36
1.5 2
s 1

3
33 5

Tablica 2: Podaci o rampama medusobno ekvivalentnih nagiba

U svakom paru podataka visina ¢ini % od duljine baznog dijela te duljina baznog dijela
¢ini % duljine visine rampe. Oba navedena omjera % i ‘—31 predstavljaju multiplikativne
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3

4 )

baznog dijela ¢ini visina?“ Za formiranje omjera
] ] ]

usporedbe. Kako bi formirali omjer ucenici se mogu pitati: ,Koji dio duljine

4
3

puta duljina baznog dijela rampe veca nego visina? “

ucenici se mogu pitati: ,Koliko je

Uporaba multiplikativne usporedbe vrlo je korisna i vazna strategija proporcionalnog
zakljucivanja.

Kako bi se pronasla duljina baznog dijela rampe koja ima visinu 16 c¢m i istog je nagiba

4

kao i originalna rampa (3:4), ucenici mogu jednostavno pomnoziti duljinu visine s 3,

odnosno: i
16¢cm - 5 =21-cm

3

Vazno je da ucenici povezuju medusobno sastavnu cjelinu i multiplikativnu uspo-
redbu. Najlaksi je nacin da ucenici shvate tu povezanost razmatranjem bilo kojeg od
dva jedini¢na omjera %:1 ili 1:%. U nastavku promotrimo primjer jednog ucenickog
zaklju¢ivanja. Ucenik je formirao sastavnu cjelinu od 1 em (visine) i % cm (duljina
baznog dijela). Udvostrucenjem omjera 1:% ucenik je dobio rampu visine 2 cm i du-
ljinom baze 2% cm. Utrostrucenjem omjera zakljucio je da tada rampa ima visinu 3
cm, a duljinu baze 4 cm. Razmatrajuéi slucaj kada rampa ima visinu duljine 8 c¢m,
ucenik zakljucuje kako je tada visina sastavljena od osam grupa po 1 cm. Za svaki 1
cm visine, potrebno je % cm duljine baze. Dakle, potrebno osam grupa po % cm, sto
znaci da treba pomnoziti 8 - % cm.

Ovakvim razmatranjem mozemo zakljuéiti da ucenik razumije da je duljina baze svake
od ekvivalentnih rampi % puta veca od visine rampe. To ujedno znaci i da je ucenik
uspostavio multiplikativnu usporedbu izmedu tih dviju veli¢ina - prosirenjem pocetno
upotrijebljene sastavne cjeline.

Koristec¢i povezanost navedenih dvaju tipova omjera ucenici mogu postaviti jednadzbu
koja ¢e predstavljati odnos medu dvjema velicinama - za bilo koju rampu istog nagiba

kao originalna:

4
H-=L
3

gdje je H oznaka za visinu, a L. oznaka duljine baze.
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2.8 Stope kao omjeri

Stopa kao omjer predstavlja usporedbu mjera dviju razli€itih veli¢ina, kao sto su:
stopa rasta, brzina, gustoca i slicno. Vazno je naglasiti kako u tom slucaju svaka
veli¢ina ima zasebnu mjernu jedinicu.

U prethodnim primjerima ovoga rada omjeri su najcesée bili upotrebljavani u svrhu
zakljucivanja s dva ekvivalentna omjera (proporcije). No, u ovom ¢emo se dijelu rada
usredotociti na formiranje skupa ekvivalentnih omjera, sto je takoder jedno od obi-
ljezja proporcionalnog zakljucivanja. Vazno je skrenuti pozornost na ovakvu vrstu
omjera jer ih najcesce skolski udzbenici ne sadrze, odnosno sadrzaj se zaustavlja na
dvama ekvivalentnim omjerima (proporcijama). Zbog toga ucenici mogu ostati ne-
dovoljno pripremljeni za zakljucivanje koje rezultira mnostvom ekvivalentnih omjera.
Kada ucenici formiraju skup od beskonacno mnogo ekvivalentnih omjera, tada kazemo
da su upotrebljavali stopu.

Thompson (1994) zagovara ovu neuobicajenu upotrebu naziva stopa kako bi istaknuo
skup od beskona¢no mnogo ekvivalentnih omjera.

No, dva su druga znacenja termina stopa ces¢a. Kao sto je navedeno, stopa je cesto
definirana kao usporedba mjera dviju veli¢ina razli¢itih vrsta (npr. koli¢ina goriva u
litrama koja je potrosena na 100 km prijedenog puta), sto predstavlja suprotnost od
,klasicnog“ omjera, koji je najcesée definiran kao usporedba dviju veli¢ina iste vrste
(npr. omjer broja zutih i plavih limenki).

Stopa se takoder cesto koristi kod omjera u kojem je jedna od veli¢ina vrijeme (npr.
broj prijedenih kilometara po satu).

Thompson istice kako jedno shvacanje omjera - kao multiplikativne usporedbe ili
sastavne cjeline, ima prednost nad drugim shvacanjima omjera zbog toga sto razliku
,ista cjelina nasuprot razlic¢ite cjeline® ¢ini nevaznom.

U raznim primjerima, moguce je naizmjenicno iskoristiti kontekst oba tipa. Naime, u
primjeru s rampom, cjeline koje obuhvacaju duljinu baze i visine su jednake (centime-
tri), ali u kontekstu brzine - cjeline koje obuhvacaju udaljenost i vrijeme su razlicite
(centimetri i sekunde).

Razmotrimo problem omjera narancinog koncentrata i vode u receptu za sok od na-
rance (Slika 20).
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Koji je omjer naranfinog koncentrata prema vodi U receptu za sok
od narance koji je prikazan na slici?

Naranéin
centr
Marancin Marancin
lkoncentrat koncentrat

Slika 20: Problem recepta prikazan slikovno

Mozemo pretpostaviti kako ¢e ucenici odgovoriti da je omjer prikazanih sastojaka na

slici 3:4. Dani su problem mogli shvatiti na najmanje tri razli¢ita nacina:

1. Ne kao omjer. Ucenici su mogli zbrojiti 3 limenke narancinog koncentrata i 4
limenke vode koriste¢i samo vjestinu zbrajanja. Nakon toga zapisuju 3:4 ili %

bez konceptualnog formiranja omjera.

2. Kao omgjer. Ucenici su mogli formirati sastavnu cjelinu od 3 limenke naranc¢inog
koncentrata i 4 limenke vode te udvostruciti 3:4 cjelinu kako bi utvrdili da
¢e smjesa narancinog soka napravljena od 6 limenke koncentrata i 8 limenki
vode imati isti intenzitet okusa. Medutim, ucenicko zakljuc¢ivanje moze biti
ograniceno i usmjereno prema pronalasku lako uocljivih ekvivalentnih omjera

(udvostrucavanje ili prepolavljanje).

3. Kao stopa. Ucenici su mogli koristiti proporcionalno zakljuc¢ivanje za odredivanje
koli¢ine naran¢inog koncentrata i vode. Primjerice, u¢enik moze zakljuciti da
je potrebno 5%1 limenki narancinog koncentrata za 7 limenki vode, 1 limenka
narancinog koncentrata za 1% limenki vode, % limenki naranc¢inog koncentrata

za % limenki vode itd.

Razlikovanje omjera i stope moze potaknuti nastavnike na procjenu ucenickog stup-
nja razvijenosti zakljuc¢ivanja na nacin da se postavljaju problemi koji ¢e ih dodatno
motivirati na formiranje opsirnijeg skupa ekvivalentnih omjera, uklju¢ujuéi i omjere

s ,tezim* brojevima.
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2.9 Veza algoritma unakrsnog mnozenja i proporcionalnog
zakljucivanja

Generaliziranjem nekoliko nacina zaklju¢ivanja mogu se dobiti algoritmi za rjesavanje
problema s proporcijama.
Uporaba i razumijevanje algoritama vazan je dio matematike jer algoritam omogucuje
opcenit i ucinkovit nacin za rjeSavanje vaznih vrsta problema. Najpoznatiji algoritam
za rjeSavanje problema s proporcijama je onaj u kojem su zadane tri vrijednosti i
jedna nepoznanica - algoritam unakrsnog mnozenja. No, kod ucenika ovaj je algoritam
rijetko temeljen na stvaranju i trazenju smisla danog problema. Naime, pridavanje
smisla znacenjima pojedinih veli¢ina iz svakodnevnog zivota potisnuto je prilikom
izvodenja algoritma unakrsnog mnozenja.
Razmotrimo sljedeéi primjer:

Na deklaraciji kutije krekera sa sirom pise kako 6 krekera sadrzi 70 kalorija. Ko-
liko u tom slucaju 20 krekera sadrzi kalorija?

Ucenici mogu postaviti proporciju:

kalorije 0

krekeri 6 20

i izvrsiti unakrsno mnozenje te doc¢i do jednadzbe:
6x =70 - 20

Medutim, razmotrimo li produkt 70kalorija - 20krekera, uocit ¢emo da sam po sebi
nema nikakvog znacenja jer odnos ,kalorija-kreker“ nema smisla, ali greskom ga se
izjednacava s odnosom , kalorija po krekeru“. Stoga, izvodenje algoritma unakrsnog
mnozenja podrazumijeva, u jednom dijelu izvodenja, nedostatak pridavanja smisla
danom problemu.

No, alternativne metode rjeSavanja poticu stvaranje smisla i mogu se poop¢iti za bilo
koje vrijednosti danih veli¢ina. Primjer jedne takve metode temelji se na poveza-
nosti omjera s kolicnikom. U primjeru s krekerima, zadan je omjer broja kalorija

prema broju krekera, koji iznosi 70:6. Taj omjer mozemo interpretirati kao koli¢nik
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70 + 6 ~ 11.67 koji predstavlja broj kalorija po jednom krekeru.
Obzirom da 20 krekera sadrzi 20 puta vise kalorija nego 1 kreker, zakljucujemo kako
tada 20 krekera sadrzi ukupno 20 - 11.67 ~ 233 kalorije.

Primjer 6. Ako 6 krekera sadrzi 70 kalorija, koliko ée krekera ukupno sadrZavati 300
kalorija?

U ovakvim slucajevima ucenici najcesée podijele 70 sa 6, a djelomi¢no je razlog
tome to Sto je ucenicima iz osnovnoskolskog iskustva prirodnije podijeliti veéi broj
manjim brojem. Medutim, pitanje glasi koliki broj krekera osoba treba pojesti kako
bi unijela 300 kalorija. Zbog toga treba odrediti dio krekera kojeg osoba treba pojesti
kako bi unijela 1 kaloriju. Svakih 6 krekera sadrzi 70 kalorija ukupno, sto znaci da je
pripadni omjer 6:70.

Ucenici koji su usvojili interpretaciju omjera kao kolicnika 6 + 70 ~ 0.086 shvacaju
da taj koli¢nik predstavlja kolicinu krekera koji daje 1 kaloriju. Dakle, ukupan broj
krekera koje osoba mora pojesti da bi unijela 300 kalorija je: 300 - 0.086 =~ 26.

Postoji mnostvo drugih nacina za rjesavanje problema s proporcijama koji su takoder
usmjereni na stvaranje smisla. Cilj je prethodna dva primjera bio ilustrirati poopéene
alternative algoritmu unakrsnog mnozenja koje potic¢u i zahtijevaju trazenje smisla u

problemu.

Prije nego li ucenici pokusaju primijeniti proporcionalno zakljucivanje u kontekstu
nekog problema, trebaju biti kompetentni odluciti jesu li velicine u problemu zaista

proporcionalno povezane ili nisu.

2.10 Prikladnost upotrebe proporcionalnog zakljucivanja

Cesto se dogada da povrdni znakovi prisutni u kontekstu problema zapravo ne daju

dovoljno dokaza o postojanju proporcionalnih odnosa medu velicinama.

Pri rjesavanju problema, svoje odluke o upotrebi proporcionalnog zakljucivanja ucenici
trebaju temeljiti na prirodnosti veli¢ina u pojedinoj situaciji. Cesto se pri odlucivanju
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je li u problemu prisutna proporcija oslanjaju na neke od sljede¢ih vrsta povrsnih zna-

kova:
e u problemu se pojavljuju 3 poznate vrijednosti i jedna nepoznata vrijednost
e u problemu se pojavljuju kljuéne rijeci poput: brzina, stopa, prema
e problem se pojavljuje u poglavlju omjeri i proporcije

Zadaci u nastavku ilustriraju takve slucajeve:

1. Ako jedan igra¢ nogometa ima masu 225 kg, koliku ¢e ukupnu masu imati tri
igraca?

2. Jedan covjek moze oliciti spavacu sobu za 3 sata. Za koliko ¢e vremena dva

covjeka oliciti sobu ako obojica rade istom brzinom?

3. Marko i Ana vole zajedno trcati po atletskoj stazi jer oboje trce jednakom
brzinom. Danas je Ana krenula trcati prije nego je Marko izasao iz svlacionice.
Ana je otrcala 6 krugova dok je Marko otrcao 3 kruga. Koliko je krugova otrcala
Ana ako je Marko otréao 12 krugova?

Ako ucenici smatraju da trebaju postaviti proporciju svaki put kada su poznate tri
vrijednosti, a istovremeno je jedna vrijednost nepoznata, tada ¢e za 1. zadatak pos-

taviti proporciju na sljedec¢i nacin:

1 3
25 =

Tada zakljucuju kako je rjesenje x = 675 kg.
Vazno je da ucenici najprije logicki, odnosno koriste¢i ¢injenice iz svakodnevnoga
zivota, razmisle o danom problemu prije nego li zapo¢nu racun s brojevima. Kon-
kretno, u ovome je slu¢aju vrlo malo vjerojatno da ¢e svaki nogometas imati jednaku
tjelesnu masu koja iznosi 225 kg. Znatno razumnije bilo bi utvrditi tjelesnu masu
svakog igraca te tada zbrojiti dobivene podatke. U ovome bi problemu imalo smisla
upotrijebiti proporcionalno zakljucivanje, primjerice, u slucaju kada bi prosjecna tje-
lesna masa nogometasa iznosila 225 kg te se tada na temelju tog podatka moze odrediti

aproksimativna vrijednost ukupne tjelesne mase triju igraca.
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Strategija postavljanja proporcije kad god su u zadatku zadane tri vrijednosti, a
cetvrta je nepoznata, jos je vise problematicna na primjeru zadatka 2. Postavljanje
proporcije:

2

1

3
rezultira netoénim rjesenjem x = 6 sati. U proporcionalnim odnosima dviju veli¢ina,
obje se velic¢ine istom brzinom ili smanjuju ili povecavaju. Kako bi se utvrdilo dogada
li se to u odredenoj situaciji, potrebno je razmotriti sto se dogada ako se jedna veli¢ina
poveca. Ako se u zadatku 2 vise ljudi prikljuci bojenju sobe - tada Ce trebati manje
vremena da bi se soba obojila. Dakle, odnos izmedu broja radnika i koli¢ine vremena
potrebnog za bojenje sobe nije direktno proporcionalan.

Bez detaljnijeg razmatranja pojedinosti problema, ucenici ponekad postave proporciju
¢im u iskazu problema uoce rije¢i poput: prema, brzina, stopa i slicno. Zbog toga bi,

zadatku 3, ucenici mogli postaviti sljede¢u proporciju:

6 3

z 12

navodeci ih da pogresno zakljuce kako je Ana zavrsila 24 kruga.

U slucaju kada su dvije veli¢ine proporcionalno vezane, tada su one u ,,viSe-prema-
jednom “ odnosu. U kontekstu zadatka 3 to bi znacilo da Ana pretrci 2 kruga za svaki
Markov pretréani krug (do trenutka kada je Ana zavrsila 6 krugova) jer je 6 = 2 - 3.
No, ovakav se odnos ne nastavlja daljnjim tréanjem po atletskoj stazi. Kljucan je
podatak u zadatku da Marko i Ana trée jednakom brzinom. Dakle, kada Ana pretrci
7 krugova, Marko ¢e pretréati 4 kruga (7 # 2 -4). Situacija u danom problemu je za-
pravo aditivne prirode. Ako Marko pretrci 3 kruga, trebat ¢e pretrcati jos 9 krugova
kako bi ukupno pretréao 12 krugova. Zakljucak je kako ¢e Ana pretrcati 6 +9 = 15
krugova, dok Marko pretrci 12 krugova.
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3 Istrazivanje

Prema kurikulumu nastavnog predmeta Matematika, omjeri i proporcije dio su mate-
matickog sadrzaja visih razreda osnovne skole. Kako bih provjerila uc¢enicku usvoje-
nost, opc¢enito, pojma ”proporcionalnost”, a time i vjestinu primjene proporcionalnog
zakljucivanja, provela sam kratko istrazivanje nad u¢enicima osmoga razreda osnovne
skole. U nastavku ¢u navesti zadatke koje su ucenici rjesavali, kao i postupke pomocu
kojih su se zadaci mogli rijesiti.

Zadatak 1. Koje su od navedenih velicina proporcionalne, a koje obrnuto proporci-

onalne?

vrijeme citanja knjige © broj procitanth stranica

prijedent kilometr: © kolicina potrosenog benzina

e urijeme provedeno na mobitelu i potrosnja baterije

broj plocica za poplo¢avanje terase i povrsina plocica.

Proporcionalne veli¢ine u zadatku su: vrijeme citanja knjige i broj procitanih

stranica, prijedeni kilometri i koli¢ina potrosenog benzina i vrijeme provedeno na mo-

bitelu i potrosnja baterije.

Obrnuto proporcionalne veli¢ine su broj plo¢ica za poplo¢avanje terase i povrsina

plocica.

Ovaj je zadatak toc¢no rijesilo 7 ucenika, a neto¢no ga je rijesilo 6 ucenika. U
netocnim ucenickim rjeSenjima najcéesée se dogadalo da su pod proporcionalne velicine
naveli "broj plo¢ica za poplocavanje terase i povrsina plocica”, a ”vrijeme citanja
knjige i broj proc¢itanih stranica” i ”prijedeni kilometri i koli¢ina potrosenog benzina”

pod obrnuto proporcionalne veli¢ine.

Zadatak 2. Ako jedan pas poveéa masu sa 5 kg na 8 kg, a drugi sa 3 kg na 6 kg,

koji se pas vise udebljao?
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U ovom zadatku postoje dva toc¢na odgovora. Primijenimo li pri rjesavanju za-
datka aditivhu usporedbu medu veli¢inama, tada ¢emo zakljuciti da su se oba psa
jednako udebljala (svaki po 3 kg). Medutim, primijenimo li pri rjesavanju multipli-
kativnu usporedbu, tada je zaklju¢ak nesto drugaciji. U tom se slucaju drugi pas vise
udebljao, nego prvi, jer se njegova masa s pocetka udvostrucila.

Kako bismo multiplikativnom usporedbom zakljucili da su se oba psa jednako udeb-
ljala, tada bi prvi pas trebao povecati masu sa 5 kg na 10 kg.

Pri rjesavanju ovog zadatka devet je ucenika upotrebljavalo aditivnu usporedbu, dok je
multiplikativnu usporedbu koristilo njih cetvero. U nastavku slijede neka od u¢enickih

rjesenja:

2.zadatak. Ako jedan pas poveéa masu sa 5 kg na 8 kg, a drugi sa 3 kg na 6 kg, koji se pas vise

udebljao?
RjeSenje: g
o —d—D%;mQAfo.vb\(cJ s e poles S 68 de-/\c\lcQ
@ 3 5 Ldebliole .
@ Dl —P0ig
ra aﬁua = fblf.a

Slika 21: Prikaz ucenickog rjesenja - aditivni pristup

2.zadatak. Ako jedan pas poveéa masu sa 5 kg na 8 kg, a drugi sa 3 kg na 6 kg, koji se pas vise
udebljao? T%/QJ \7}__/
RjeSenje: ’é%
A P
?’WL N X 091’5— 7 }:]L' /o
'D\(] e o 3
Bt 0.5 — 50,

%J&b 5 wdﬁﬂégm il .

Slika 22: Prikaz ucenickog rjesenja - multiplikativni pristup
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Zadatak 3. Ako 6 radnika radeci po 8 sati dnevno zavrsi neki posao za 10 dana, za

koliko bi dana 10 radnika zavrsilo isti taj posao radeci 12 sati dnevno?

U zadatku je najprije trebalo izracunati koliko je ukupno sati potrebno kako bi 6
radnika obavilo posao. MnozZenjem broja radnih sati dnevno i ukupnog broja radnih
dana, lako se dolazi do zakljucka kako ¢e 6 radnika raditi ukupno 80 sati da bi zavrsili
posao.

Ukoliko bi isti posao radilo vise radnika po vise sati dnevno - slijedi kako ¢e za
zavrsetak istog posla trebati i manje dana. Ako bi posao radio samo jedan radnik
tada bi mu bilo potrebno ukupno 480 sati rada (6 - 80). Sada se lako dolazi do za-
kljucka da bi 10 radnika isti posao radilo ukupno 48 sati (480 10). Prema tome, ako
bi 10 radnika radilo po 12 sati dnevno tada bi oni isti posao zavrsili za 4 dana (48+12).

Ucenici su ovaj zadatak veéinom rijesili netocno. Dio se ucenika vodio aditivnim
pristupom, sto ih je dovelo do netoénog rjesenja (Slika 23). Neki su ucenici koristili
multiplikativni pristup, no postupak rjesavanja je prilicno matematicki neprecizan i

manjkav. Unato¢ tome, dvoje je ucenika ipak uspjelo toéno rijesiti zadatak (Slika 24).
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3.zadatak. Ako é radnika radeéi po 8 sati dnevno zavrii neki posao za 10 dana, za koliko bidana OG5 -
10 radnika zavrsilo isti taj posao radedi 12 sati dnevno?

Riesenje: © LA

No PmB = bamme b oo

N o
7 Deve = Ao wmniw T

1o X0 vy U AsdNW sl Ve U ke, Dasino woS
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OO APV ot B
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Slika 23: Prikaz ucenickog rjesenja - aditivni pristup

3.zadatak. Ako é radnika radeci po 8 sati dnevno zavrsi neki poscld za 10 dana, za koliko bi dana
10 radnika zavrsilo isti taj posao radeci 12 sati dnevno?

Hesenle!  Wr 6 M X
m;g (RO 1 101217,
ne=110
i) Wgo « o1,
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Slika 24: Prikaz ucenickog rjesenja - multiplikativni pristup
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4 Procjena razvijenosti proporcionalnog
zakljucivanja kod ucenika

OGAP (OnGoing Assessment Project) okviri temelje se na istrazivanjima mate-
matickog obrazovanja o tome kako ucenici usvajaju odredene matematicke koncepte.
Okviri prikazuju najcesée ucenicke pogreske te predrasude ili pogresna shvac¢anja koja
mogu ometati u¢enje novih pojmova ili rjesavanje problema.

Sve dok ucenici usvajaju nove koncepte i strukture te dok se susrecu sa slozenijim situ-
acijama pri rjeSavanju problema, strategije koje ucenici pritom koriste mogu varirati
izmedu proporcionalnih, prijelaznih i neproporcionalnih strategija. Ovakav
koncept je vrlo vazan jer moze doprinijeti kvalitetnijoj procjeni uc¢enickog napretka.
Primjerice, u¢enik moze uspjesno rijesiti problem koji ukljucuje jedini¢nu stopu ko-
riste¢i proporcionalnu strategiju. Medutim, kada se uceniku zada primjerice problem
s usporedbom gustoce, tada postoji moguénost da se uc¢enik vrati na neproporcionalnu
strategiju.

OGAP okvir za odredivanje proporcionalnog zakljucivanja navodi nekoliko primjera

koji mogu posluziti kao procjena svake od navedenih strategija.
4.1 Neproporcionalne strategije

e Ucenik upotrebljava aditivohu umjesto multiplikativne usporedbe:

Primjer 7. Marko tusiranjem potrosi 14 litara vode u 3 minute. Koliko ce

litara vode Marko potrositi ako se tusira 8§ minuta?
Aditivni pristup rezultira neto¢nim rjeSenjem, primjerice: (Slika 25)

v 5
ol

2 min Tmin
—F
i L 19 £

Slika 25: Prikaz ucenickog rjesenja - aditivni pristup

e Ucenik usporeduje brojeve umjesto omjera:
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Primjer 8. Grad A ima 480 rakuna na 60 kvadratnih kilometara, a grad B
ima 380 rakuna na 40 kvadratnih kilometara. Koji grad ima wvise rakuna po

kvadratnom kilometru?

Aditivni pristup rezultira netoénim rjesenjem, primjerice:
480 — 60 = 420

380 — 40 = 340

Broj 420 je veéi od 340, sto znaci da grad A ima vise rakuna.

e Ucenik nagada ili koristi racunske operacije bez medusobne smislene povezanosti
e Ucenik koristi netotne omjere

e Ucenik pomocu proporcije rjesava probleme koji ne uklju¢uju proporcionalnost

4.2 Prijelazno - proporcionalne strategije

Razlikujemo dvije vrste prijelaznih strategija:

1. Rane prijelazne strategije

e Ucenik koristi vizualne modele:

Primjer 9. Ana pakira jabuke za prodaju. Da bi se napunile tri kutije
potrebne su dvije kosare jabuka. Koliko ce Ani trebati kutija ako Zeli zapa-

kirati 7 koSara jabuka?

Vizualnim prikazom ucenik dolazi do toénog rjesenja (Slika 26):

U = kosare LU kutije

E'l ];! D,\D 3}9 . Potrebno je 10.5 kutija
o . =g .
; N - za pakiranje jabuka iz 7
LU L pua koZara

Slika 26: Prikaz ucenickog rjesenja - vizualni pristup

2. Prijelazne strategije
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e Ucenik koristi multiplikativni odnos pomocu tablice:

Primjer 10. [van tusiranjem potrosi 18 litara vode u 3 minute. Koliko ce

litara vode Ivan potrositi ako se tusira 13 minuta?

Pomocu tablice (Slika 27) ucenik zakljucuje da ¢e za 13 minuta tusiranja
Ivan potrositi 78 litara vode.

Minute Litre

2| 7 31

3 | 78
Slika 27: Prikaz ucenickog rjesenja - tablica omjera

e Ucenik koristi dvostruki brojevni pravac (Slika 28)

Udaljenost P 1 IS 3: 4;5 6] -!:5 I9
(km) | I T | T T T s
Vrijeme I i i f ; } : >
(b 0 1 2 3 4 S5 &

Slika 28: Dvostruki brojevni pravac

4.3 Proporcionalne strategije

e Ucenik pronalazi i primjenjuje jedini¢ni omjer:
U tom slucaju ucenik bi Primjer 10. rijesSio na sljede¢i nacin:

6L 13 B T8L
1min 13 13min

e Ucenik primjenjuje multiplikativnu usporedbu:

18L 43  T8L

3min ' E ~ 13min
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e Ucenik upotrebljava izraz y = k - x, k > 0, graficki prikaz ili tablice:
Uzmimo, primjerice, da Ivan pri tusiranju potrosi 14 litara vode u 3 minute.
Zanima nas izracun ukupne potrosnje vode pri tusiranju koje traje 8 minuta -

primjenom gore navedenog nacina rjesSavanja problema.

- 8min

= Iman
1

=37=L
4=913

e Ucenik ispravno postavlja proporciju i dolazi do to¢nog rjesenja

e Ucenik usporeduje pojednostavljene razlomke, stope ili omjere
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Zakljucak

Kvalitetno razumijevanje omjera i proporcija znatno olaksava probleme u svakodnev-
nom zivotu kao sto su: izracunavanje mjerila na karti, usporedba cijena proizvoda,
rad sa postotcima, izracunavanje brzine kretanja nekog objekta i slicno. Zbog toga
se omjeri i proporcije ¢esto primjenjuju u brojnim drugim znanostima poput fizike,
biologije i geografije. Obzirom da postoji vise razlicitih strategija koje se mogu primje-
njivati pri rjesavanju zadataka koji zahtijevaju proporcionalno zakljucivanje, vazno
je da nastavnici matematike ucenike sto viSe poticu na koristenje vlastitih ideja pri
rjeSavanju zadataka. Isto tako, vazno je da ucenici koriste i vizualno predocavanje
problema kako bi ih lakse razumjeli. Kod ucenika je najbitnije razvijati metode
koje se temelje na intuitivnosti i konceptualnosti, a tek nakon toga uvoditi metode
mehanicke prirode. Pri rjeSavanju zadataka koji se temelje na omjerima i proporci-
jama najvise prevladavaju multiplikativne usporedbe, do kojih dolazimo dijeljenjem
odnosno mnozenjem jedne velicine drugom. Proporcionalno zakljuc¢ivanje slozen je
proces te se kod ucenika razvija postupno. Ucenici koji imaju dobro razvijeno pro-
porcionalno zaklju¢ivanje s lakoc¢om ¢e razumjeti veze izmedu promjena veli¢ina te ce

se lakse snalaziti u razlikama izmedu proporcionalnih i neproporcionalnih veli¢ina.
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Sazetak

Proporcionalno zakljuc¢ivanje prekretnica je u kognitivnom razvoju svakog ucenika,
a zapocinje razumijevanjem multiplikativnih veza. Postoje dva nacina za formira-
nje omjera: omjer kao mutiplikativna usporedba dviju veli¢ina i omjer kao cjelina
sastavljena od dviju veli¢ina na nacin da se sacuva multiplikativna veza medu tim
velicinama. Slozenost proporcionalnog zakljucivanja ocituje se u ¢injenici kako spo-
sobnost izvodenja algoritma unakrsnog mnozenja ne rezultira nuzno i sposobnoséu
dobrog proporcionalnog zakljucivanja. Takva vrsta zakljucivanja ukljucuje i mnoga
druga shvacanja poput znacenja omjera kao multiplikativne usporedbe te uspostav-
ljanje veza izmedu omjera, razlomaka i kolicnika. Omjeri su cesto izrazeni u obliku
razlomka, iako omjeri i razlomci nemaju uvijek identi¢no znacenje. U provedenom is-
trazivanju medu ucenicima 8. razreda vidljivo je kako ucenici pri rjesavanju zadataka
s omjerima i proporcijama uglavnom koriste aditivni pristup rjesavanja, Sto pokazuje
da multiplikativna veza kod vecine ucenika nije u potpunosti usvojena. Postoje tri
vrste strategija za rjesavanje zadataka koji obuhvaéaju omjere i proporcije: nepropor-
cionalne, prijelazno - proporcionalne i proporcionalne strategije. Pomoéu navedenih
strategija nastavnici imaju mogucénost procijeniti stupanj razvijenosti proporcional-

nog zakljucivanja svakog pojedinog ucenika.

Kljuéne rijeci: omjeri, proporcije, proporcionalno zakljucivanje, strategije, aditiv-
nost, multiplikativnost
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Summary

Proportional reasoning is a turning point in the cognitive development of each stu-
dent, and begins with an understanding of multiplicative connections. There are
two ways to form a ratio: a ratio as a multiplicative comparison of two quantities
and a ratio as a whole composed of two quantities in such a way as to preserve the
multiplicative relationship between these quantities. The complexity of proportional
reasoning is manifested in the fact that the ability to perform a cross-multiplication al-
gorithm does not necessarily result in the ability of good proportional reasoning. This
type of inference involves many other understandings such as the meaning of ratios
as multiplicative comparisons and the establishment of relationships between ratios,
fractions, and quotients. Ratios are often expressed in the form of fractions, although
ratios and fractions do not always have identical meanings. The research conduc-
ted among 8th grade students shows that students mostly use an additive approach
to solving problems with proportions, which shows that the multiplicative relation-
ship in most students is not fully adopted. There are three types of problem-solving
strategies that include proportions and proportions: non-proportional, transitional-
proportional, and proportional strategies. Using these strategies, teachers have the
opportunity to assess the degree of development of proportional reasoning of each
individual student.

Keywords: ratios, proportions, proportional reasoning, strategies, additivity, multi-
plicity
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