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Sazetak

U ovom radu definirat éemo osnovne pojmove matri¢ne algebre i navesti osnovna svoj-
stva matrica. Proucavat ¢emo pojam transponiranja matrica i njegova svojstva. Defi-
nirat ¢éemo simetri¢nu matricu te navesti i dokazati nekoliko svojstava takvih matrica.
Detaljnije ¢emo obraditi svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore realne simetri¢ne
matrice koji omoguéavaju posebni tip dijagonalizacije.

Kljuéne rijeéi : matrice, simetri¢ne matrice, svojstvena vrijednost, svojstveni vektor,
dijagonalizacija

Abstract

In this paper we will define the basic notion of matrix algebra and state the basic pro-
perties of matrices. We will study the transpose of a matrix and some of its properties.
The definition of a symmetric matrix will be given and we will formulate and prove
some properties of such matrices. We will look at the eigenvalues and eigenvectors of a
real symmetric matrix that allow a special type of diagonalization.

Key words : matrices, symmetric matrices, eigenvalues, eigenvectors, diagonalization
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1 Uvod

Jedan od najosnovnijih pojmova linearne algebre su upravo matrice s vrlo Sirokom primje-
nom. NajceS¢a primjena matrica je u rjeSsavanju sustava jednadzbi. Osim Sto se koriste u
matematici, one su korisne i u mnogim podrucjima drugih znanosti.

Tema ovog rada su simetri¢ne matrice. Najprije ¢emo definirati matricu te navesti osnovne
matri¢ne operacije i njihova svojstva. Definira se i pojam vektora i operacije s vektorima.
Nakon uvodenja osnovnih definicija i svojstava matrica, u drugom poglavlju ¢emo se detalj-
nije baviti simetri¢nim matricama. Definirat ¢emo pojam transponirane matrice te iskazati
i dokazati njezina svojstva. U tre¢em poglavlju bavit ¢emo se sa svojstvenim problemom
simetri¢ne matrice. Tu ¢emo definirati svojstvenu vrijednost i svojstveni vektor matrice. Po-
gledat ¢emo kakve su svojstvene vrijednosti realne simetri¢ne matrice te kakvi su svojstveni
vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima. U konacnici ¢emo iskazati i dokazati
osnovni teorem za dijagonalizaciju realne simatri¢ne matrice.

1.1 Matrice

U ovom poglavlju definirat ¢e se osnovni pojmovi vezani uz matrice, standardne matri¢ne
operacije i navesti neka osnovna svojstva matrica koja su nuzna za razumijevanje ovog rada.
Vise o samim matricama i njihovima svojstvima moZe se pronaci u [1, 2, 3, 4].

Definicija 1.1. Neka je I bilo koje polje, koje ¢emo zvati osnovno polje, a njegove elemente
skalarima. Neka su, nadalje, m,n € N prirodni brojevi, a s D,,, neka je oznacen Kartezijev
produkt Dy, = {1,2,...,m}x{1,2,... ,n}. Svako preslikavanje A : D,,, — F tog produkta
u osnovno polje nazivamo matrica tipa (m,n) nad poljem F.

Specijalno matrice nad poljem realnih brojeva nazivamo realne matrice. Vrijednost funkcije
A na mjestu (7, j) oznacavamo s A(7,j) = a;; € F. Kako je domena od A kona¢na, uobica-
jeno matricu A zapisujemo tabli¢no

aiy a2 N AT
91 99 ... Qop
A=

Am1 Amo2 ... OOmn
Skalare a;;, 1 = 1,...,m, 7 = 1,...,n nazivamo elementima matrice A. KaZemo da ure-
dena n-torka (a;1,a;s,...,a;,) elemenata iz A ¢ni i-ti redak matrice A, a uredena m-torka
(a1j,as,...,an;) njezin j-ti stupac. Skup svih matrica s m redaka i n stupaca s koefici-
jentima iz polja F oznacavamo s M,,,(F). Matrica tipa (1,n), tj. oblika [ai1, a2, ..., a1,)

naziva se ret¢ana matrica ili matrica redak, a matrica tipa (m, 1), tj. oblika

a11
a21

(m1

naziva se stupCana matrica ili matrica stupac. Ako se specijalno za matricu A broj stu-
paca i redaka podudara, tj. ako je tipa (n,n), kazemo da je A kvadratna matrica reda
n. Za kvadratnu matricu definiramo glavnu dijagonalu kao n-torku njezinih elemenata



(a11, @92, . .., anp). Suma elemenata kvadratne matrice A, koji se nalaze na glavnoj dija-
gonali, zove se trag matrice A i ozna¢avamo s tr(A). Kvadratna matrica je dijagonalna
ukoliko su joj svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nula. Jedini¢na matrica I je
dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1. Nul-matrica O je
matrica ¢iji su svi elementi jednaki 0. Kako su matrice specijalno i funkcije, matrice A = [a;j]
i B = [b;;] nad istim poljem () ¢e biti jednake, A = B, ako su istog tipa i imaju jednake
odgovarajuce elemente, odnosno a;; = b;;, V ¢, j.

Definicija 1.2. Zbroj matrica A = [a;;] i B = [b;;| tipa m x n je matrica tipa m x n s

elementima a;; 4 b;;, zasve i =1,...,m, j = 1,...,n. Prema tome je
ajpr Qg ... Qp bii bz ... b a1 +byn anp+bi ... ap,+biy,
g1 G2 ... Q2pn bay  baa ... by Aoy +bar  age+bea ... ag,+ boy
+| . . . . = .
Am1 Am2 ... (mnp bml bm2 CREIS bmn Am1 =+ bml Am?2 e bm2 cee Qmnp =+ bmn

Primijetimo da je zbroj dviju matrica definiran samo za matrice istog tipa.
Teorem 1.1. Ako su A, B, C matrice tipa m x n , onda vrijedi

(1) (A+ B)+C = A+ (B+C) (asocijativnost);

(2) A+ O =0+ A= A (postojanje neutralnog elementa);

(8) A+ (—A)=—A+ A =0 (postojanje suprotnog elementa);

(4) A+ B = B+ A (komutativnost).
Dokaz. Vidi [4].

Prema prethodnom teoremu skup M,,, s obzirom na zbrajanje je komutativna ili Abelova
grupa.

Definicija 1.3. Produkt matrice A = [a;;] tipa m x n i skalara A € [F je matrica :

a1y a2 ... QAip )\CLH )\a12 Ce /\aln

921 o2 ... QAgp /\@21 )\a22 o s /\agn
A L . =1 . :

1. gz -~ D Ay Mg - - - AOpg

Skup M, (F) uz standardne operacije zbrajanja matrica i mnozenje skalarom je vektorski
prostor nad poljem F. Uz zbrajanje i mnozenje skalarom moze se definirati i mnozenje
matrica, a za to su nam potrebne ulanc¢ane matrice. Neka je A € M,,,. i B € M,,. Kazemo
da su matrice A i B ulancane ako je r = s.

Definicija 1.4. Za dvije ulanc¢ane matrice A € M,,,., B € M,, njihov produkt AB je matrica

C € My, s elementima c¢;; = E Ligbig, § =Wy os oyl F= 1y vy
k=1



Teorem 1.2. Skup svih kvadratnih matrica M, snabdjeven binarnom operacijom mnozZenja
je asocijativna algebra s jedinicom, tj. za sve A, B,C € M,, i za svaki o € R vrijedi:

(1) A-(B+C)=A-B+A-C;
(2) (A+B)-C=A-C+B-C;
(8) (¢A)-B=A-(aB)=a(A- B);
(4) (A-B)-C=A-(B-C);
(5) I-A=A-1=A.
Dokaz. Vidi [4].
Sa M, oznac¢avamo skup svih kvadratnih matrica reda n, a sa I jedini¢nu matricu reda n.

Definicija 1.5. Za matricu A € M, kaZemo da je regularna (invertibilna) matrica ako
postoji matrica B € M,, takva da je AB = BA = 1.

Buduéi da je matrica B jednozna¢no odredena gornjim uvjetom pisemo B = A~! i matricu
A~! zovemo inverzna matrica matrice A. KaZemo da je matrica singularna ako ona nije
regularna. Skup svih regularnih matrica reda n oznacavamo s GL,. Sljedeéi teorem pokazuje
da je skup GL,, snabdjeven binarnom operacijom mnozenja grupa.

Teorem 1.3. (Opéa linearna grupa reda n)
e Produkt dviju reqularnih matrica je reqularna matrica;
e Vrijedi asocijativnost;
e Jedinicna matrica je u skupu GL,, i za nju vrijedi Al = 1A= A, za svaku A € GL,;
o Za svaku reqularnu matricu A € G L, postoji inverzna matrica A~' € GL,.
Dokaz. Vidi [2].

Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Ako su vy,...,v, € V zadani vektori, a
Aty ..y Ay € F skalari, tada v = A\jv; + - -+ + \yv, nazivamo linearna kombinacija vektora
vy, ..., 0, S koeficijentima Ay, ..., \,. Kazemo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni ako
njihova linearna kombinacija iS¢ezava jedino na trivijalan nadcin, tj. Aovi + -+ + \v, =
0= X\ =--- =X, = 0. U protivnom kazemo da je skup vektora linearno zavisan, tj.
AMvp + -+ Ayv, = 0 pri ¢emu postoji A; # 0.

Definicija 1.6. Neka je V' vektorski prostor nad poljem Fi S C V, S # &. Linearna ljuska
k

skupa S oznacava se simbolom [S] i definira kao [S]{Z aa;:o; €EFoa; € Sk € N} :
i=1

Definicija 1.7. Neka je V' vektorski prostor i S C V. Kaze se da je S sustav izvodnica za

V' ako vrijedi [S] = V.

Definicija 1.8. Konacan skup B = {by,...,b,},n € N, u vektorskom prostoru V se naziva
baza za V ako je B linearno nezavisan sustav izvodnica za V.



U vektorskom prostoru V' = R" imamo tzv. standardni ili euklidski skalarni produkt koji se
definira kao funkcija (+|-) : R” x R® — R zadana formulom

(ly) : Zwy gllfesu @ = {@riews (Baliti =By vo it

=1

Euklidski skalarani produkt na vektorskom prostoru R” ima sljede¢a svojstva:
z|z) > 0 (nenegativnost);

zlz) =0 < x =0 (definitnost);

z+y|z) = (z]z) + (y|z) (aditivnost u odnosu na prvu varijablu);

(1) (
(2) (
(3) (zly) = (ylz) (simetricnost);
(4) (
(5) (

Azly) = A(z]y) (homogenost u odnosu na prvu varijablu).

Neka je V' bilo koji realan vektorski prostor. Skalarni produkt na V' je svaka funkcija (-|-) :
V x V = R koja zadovoljava uvjete (1)-(5).
Svakom vektoru z = (x1,...,2,) € R” mozemo pridruziti nenegativan realan broj ||z|| :=

V@lz) =4/ .
Za skup {vy, l_ ,Un } vektora prostora R™ kazemo da je:
(a) ortogonalan ako je (v;|v;) = 0 za svaki 4, j;
(b) ortonormiran ako je ortogonalan i ako je ||v;|| = 1 za svaki i.

0, i#]

Za bazu {by,...,b,} prostora R" kazemo da je ortonormirana ako je (bi|bj):{1 L
y =]



2 Simetri¢ne matrice

2.1 Pojam i karakterizacija simetri¢ne matrice

Osnovni pojmovi i tvrdnje koje su koristene u ovom poglavlju su preuzete iz [4] te [5].
Kako bismo mogli definirati simetri¢nu matricu, najprije se moramo upoznati s pojmom
transponirane matrice.

Definicija 2.1. Transponirana matrica matrice A = [a;;] tipa m x n je matrica AT = [bj;]
tipa n x m za koju je by = @y, zasved =1, oM § = Ljoas 2%

L2 1 3 &
Primjer 2.1. Ako je A= |3 4| onda je AT = )
56 2 46

Uo¢imo da redci matrice A predstavljaju stupce matrice AT .
Teorem 2.1. Operacija transponiranja ima sljedeca svojstva:
(1) 2a A € My, vrijedi (AT)T = A;
(2) za A, B € My, vrijedi (A+ B)T = AT 4 BT;
(3) 20 A € My, € R vrijedi («A)T = aAT;
(4) za A € My, B € M., vrijedi (AB)T = BTAT.
Dokaz.

Treba pokazati da je proizvoljni element matrice na lijevoj strani jednak odgovarajuc¢em ele-
mentu matrice na desnoj strani.
(1) Kako je ij-ti element matrice AT prema definiciji transponiranja jednak a;;, mora vrije-
diti da je ij-ti element matrice (AT)T jednak a;;. No, to je ij-ti element matrice A, pa je
prva jednakost dokazana.
(2) Analogno, ij-ti element matrice (A + B) jednak aj; + bji, a to je upravo ij-ti element
matrice AT + BT,
(3) Sli¢no, ij-ti element matrice (wA)T je ji-ti element matrice A, a to je aaj;.
S druge strane ij-ti element matrice «A” je aaj;, pa je dokazana jednakost.
(4) Kona¢no, ij-ti element matrice (AB)? je ji-ti element matrice AB, odnosno

n

((AB)")y; = (AB)j = > | auby.
k=1
S druge strane ij-ti element matrlce BT AT je

(BTAT);; = Z(BT)Zk(AT e = Zb,ﬂa]k = Za]kbkl, ¢ime je dokazana i zadnja jedna-
k=1 =1 k=1

kost. O
Definicija 2.2. Za matricu A kaZemo da je simetri¢na ako je AT = A.

Simetri¢na matrica je nuzno kvadratna matrica jer je broj redaka matrice A jednak broju
stupaca matrice AT, koje su jednake u slu¢aju simteri¢ne matrice.



1 2 8 7 8

Primjer 2.2. Primjeri simetri¢nih matrica : |2 4 5/, [ }
8 9

3 5 6
Uocimo da za elemente simetri¢ne matrice vrijedi : a;; = aj;, za sve i,7 =1,...,n.
Zbroj simetri¢nih matrica je ponovno simetri¢na matrica te ako simetri¢nu matricu pomno-
zimo skalarom opet ¢emo dobiti simetri¢nu matricu. Opéenito, produkt simetri¢nih matrica
ne mora biti simetri¢na matrica.
Navest ¢emo primjer prethodnih tvrdnji.

Primjer 2.3. Neka su A = [2 1] 1B = [3 L simetri¢ne matrice te neka je o = 3 skalar.

11 1 5
Rac¢unamo :
o | 5 1 5 2
=g 1}*_1 5}{2 6}
g i 6 3 31 9 3
O‘A?’L 1}{3 3]’0‘33[1 5}{3 15}

2 1 3 1 d T
= {1 1} ' {1 5} B {4 6}'
Propozicija 2.2. Neka su A i B simetricne matrice. Produkt AB je simetricna matrica ako
1 samo ako A i B komutiraju, odnosno AB = BA.

Dokaz.

= Pretpostavimo da je AB simetri¢na matrica. Tada je
AB = (AB)T = BTAT = BA.
< Pretpostavimo da A i B komutiraju. Tada je

AB = BA = BTAT = (AB)'.

O
Navest ¢emo primjer vezan za prethodnu propoziciju.

Z 1

Primjer 2.4. Neka su A= L 1

trica AB i BA:

. 1 1] . . .
} i B= [1 0} simetri¢ne matrice. Ra¢unamo produkt ma-

1] 1 1
= 1]10*

gl (| g

Matrice A i B komutiraju te je njihov produkt simetri¢na matrica.

2 3 2
1 2 1

Propozicija 2.3. Matrica A je simetricna ako i samo ako za svaki x,y € R"™ vrijedi

(Azly) = (z|Ay). (2.1)



Dokaz.

=
Neka je e; j-ti stupac jedini¢ne matrice reda n. Tada je

By = Ag; = @By Gt T -~ flggln, §=1,0. .4
MnozZenjem sklarano zdesna sa e; i uzimajuéi u obzir da je baza {ey,...,e,} ortonormirana
dobivamo
a;; = (Aejle;). (2.2)

Jednakost (2.2) vrijedi za svaku matricu A. Ako je A simetri¢na matrica, onda je a;; = aj;
te primjenom simteri¢nosti skalarnog produkta dobivamo

(Aejle;) = (Aeile;) = (ej|Aes).

Dakle,
(Aejles) = (ejlAes), ii=1,...,m. 23)

Ako je x = ijej iy= Zyiei, mnozenjem (2.3) sa x; - y; te zbrajanjem po i i j od 1 do
j=1 i=1
n dobivamo

> myi- (Aejle) = >z - (e5]Aes) =

=1 =1
n n
> (Azjejlyier) = Y (wjejl Ayier) =
=1 =1

(Z ij€j|zyiei> = <Z$j€j|ZAyiei) =
j=1 i=1 j=1 i=1
(Aijejky) = <x|AZyiei> :
J=1 =1

Time je dokazana jednakost (2.1).
=
Ako vrijedi (2.1), onda za x = €j, y = e; dobivamo (2.3), odakle zbog (2.2) dobivamo
Q5 = Qg4 A to je AT = A.
U



3 Svojstveni problem simetri¢ne matrice

U ovom poglavlju se bavimo svojstvenim vrijednostima, svojstvenim vektorima te dijagona-
lizacijom simteri¢ne matrice. Sve definicije i tvrdnje su preuzete iz [4].

3.1 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektor simetri¢ne matrice

Definicija 3.1. Neka je A realna matrica n-tog reda. Realan broj Ay zove se svojstvena
(karakteristi¢na) vrijednost matrice A ako postoji vektor zy € R™, xy # 0 takav da je

ALL‘O = )\01‘0.

Za vektor zy kazemo da je svojstveni vektor matrice A i da pripada svojstvenoj vrijednosti
Ao-

Propozicija 3.1. Svojstvene vrijednosti realne simetricne matrice su realne.
Dokaz.

Neka je x svojstveni vektor simetri¢ne matrice A pridruzen svojstvenoj vrijednosti .
Primjenom definicije svojstvene vrijednosti matrice A i svojstava skalarnog produkta slijedi

Mz|z) = Ox|r) = (Az|]z) = (2| A) = (2| AT) = A(2|)
paje (A = N)(z|r) =0, a x # 0 pa je (z|z) > 0, stoga slijedi da je A\ = X §to znaci da je
A €eR.
Ul

Propozicija 3.2. Svojstveni vektori pridruZeni razlicitim svojstvenim vrijednostima realne
simetricne matrice su ortogonalni.

Dokaz.

Neka su x i y svojstveni vektori simetri¢ne matrice A pridruzeni svojstvenim vrijednostima
aif,a#p, Ar = ax, Ay = By, x,y # 0. Primjenom svojstava skalarnog produkta slijedi

a(zly) = (axly) = (Azly) = (z|Ay) = (z|By) = B(zly) = B(zly)

pa je (a — B)(x|y) =0, a kako je o # (3 slijedi (z]y) = 0, tj. = i y su ortogonalni.

Definicija 3.2. Realna matrica A n-tog reda je ortogonalna ako je ATA = AAT = I.
i - ; -1 0
Primjer 3.1. Primjer ortogonalne matrice : 0 1l°

Ako je A ortogonalna matrica, onda je i A~! = AT takoder ortogonalna, odnosno svaka
ortogonalna matrica je i regularna.
Ako je A simetri¢na matrica i V' = [vy,...,v,] ortogonalna matrica takva da je

VTAV-ek :)\kek, k= 1,...,71 (31)



onda mnoZzenjem slijeva s V' jednakosti (3.1) dobivamo
A(Vek) = )\kVek

odnosno
A’Uk :)\kvk, b= 1,...,TL. (32)

Jednakost (3.2) pokazuje da za simetriénu realnu matricu A postoji ortonormirana baza u
prostoru R" takva da je svaki vektor te baze svojstven vektor matrice A. Matrica V' kojom
se matrica A dijagonalizira ima za stupce normirane linearno nezavisne svojstvene vektore
matrice A, a kako je matrica A simetri¢na njezini svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima su ortogonalni.

i . : s : . ; -2 2
Primjer 3.2. Odredimo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice A= [ } .

2 1

Svojstvene vrijednosti matrice A mogu se izracunati kao nultocke svojstvenog polinoma
det(A — AI).

—2-X 2 5

=(=2=AN)1=-X)—4==-2422 -A4+X1—-4=0
2 1—A
N4+A-6=0
AL =2
/\2 = —3

Sada ¢emo odrediti svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost \; = 2:

Y[
2 1] [x To
—2x1 + 239 = 224

221 + 19 = 229
—4x1 4+ 229 =0

21‘1—33'2:0:}372:21'1

o= [”Cl} — g H 2y € R\ {0},

2(L’1

Analogno za svojstvenu vrijednost Ay = —3. Svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost
: -2 —2 . g o
d=-3jex = [ x@} =y [ ) ], zo € R\ {0}. U ovom primjeru mozemo vidjeti kako su

2
svojstvene vrijednosti realne simetri¢cne matrice realne. Pokazimo da su svojstveni vektori

pridruzeni takvim svojstvenim vrijednostima ortogonalni. Ozna¢imo s v; = [ } svojstveni

2

vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti \; te vy = svojstveni vektor pridruzen svoj-

-2
1
stvenoj vrijednosti A\o. Primjenimo skalarni produkt na vektore vy i vy :

(Ul‘vz) = ] (-2) —|—2 -1=0.

Dobili smo da su vektori vy i v9 ortogonalni. U konacnici vektore vy i vy podijelit ¢emo s
njihovom normom :



Vektori u; i uy su ortonormirani i oni ¢ine ortonormiranu bazu u R2.

3.2 Dijagonalizacija simetri¢ne matrice

Osnovni rezultat ovog potpoglavlja je sljede¢i teorem ¢iji se iskaz i dokaz moze pronaéi u [4].

Teorem 3.3. Ako je A realna simetricna matrica n-tog reda, onda postoji realna ortogonalna
matrica V takva da je VT AV dijagonalna matrica.

Za dokaz prethodnog teorema potrebna nam je sljedec¢a lema.

Lema 3.4. Ako je B realna simetricna matrica i t # 0 realan broj, onda
(B? 4+t )z|r) =0 =z =0. (3.3)
Dokaz.

Primjenom aditivnosti i homogenosti u odnosu na prvu varijablu lijeva strana od (3.3) prelazi
u (B%z|z) + t*(x|z) = 0 te zbog simetri¢nosti od B imamo (Bz|Bz) + t*(z|z) = 0.
Zbog svojstva nenegativnosti skalarnog produkta slijedi (Bz|Bx) > 01 (z|z) > 0, time je
t?(z|x) = 0, ali kako je t # 0 dobivamo da je (z|z) = 0. No (z|z) = |z|* = 0 povlaci da je
x = 0 zbog svojstva pozitivne definitnosti sklaranog produkta.

U

Iskazat ¢emo i jedan korolar koji ¢e nam biti potreban u dokazu Teorema 3.3.

Korolar 3.5. Ako je vy,...,vx ortonormiran skup uw R™ (n > k), onda postoje vektori
Ukyl, - - - Un takvi da je matrica V = [vq, ..., Uk, Vg1, - - ., Uy] ortogonalna.

Dokaz. Dokaz ovog korolara moZete pogledati u [4].
Dokaz Teorema 3.3.

Neka je e € R", vektor razli¢it od nule. Buduéi da je svakih n 4+ 1 vektora u R" linearno
zavisno, onda u nizu e, Ae, A%e, ..., A"e postoji linearna zavisnost. Neka je m prirodni broj
sa svojstvom da su vektori

e, Ae,..., A" e (3.4)
nezavisni, ali da je vektor A™e linearna kombinacija vektora (3.4) odnosno
A"e =g A™ e+ - - + a1 Ae + ane, (3.5)
gdje su ay,...,a, realni brojevi. S obzirom na (3.5) definiramo polinom
PO =X —ag A" — i — a1 A — ap,. (3.6)

Tada (3.5) mozemo zapisati kao
P(A)e = 0. (3.7)
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Tvrdimo da polinom (3.6) ima samo realne nultocke. Zaista, neka je A\g = o +it, t # 0
nultocka polinoma (3.6). Zbog realnih koeficijenata polinoma (3.6) i ¢injenice da je o — it je
nultocka polinoma (3.6). No tada je

P = (A —o — i) — @ 2 #)PA) =X — o) + 2 Pal3), (3.8)

gdje je Py normiran polinom stupnja m — 2 s realnim koeficijentima. Zbog nezavisnosti
vektora (3.4), vektor z = Py(A)e je razli¢it od nule, pa (3.8) i (3.7) daju

[(A—ol)?®+ 1)z = 0. (3.9)

Kako je A — oI simteri¢na matrica, Lema 3.4 i izraz (3.9) povlace da je z = 0, §to je
kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je t = 0, a time je dokazano da polinom (3.6) ima realne
nultocke.

Neka je A; realna nultocka polinoma (3.6) odnosno P(\;) = 0. Dijeljenjem polinoma (3.6)
sa (A — A1) dobivamo P(X\) = (A — A1) Pi(\), gdje je P; normiran polinom stupnja m — 1.
Ako stavimo da je wy = Pi(A)e, onda (3.7) daje (A — A\ I)w; =0, tj. Aw; = \jw;. Neka je
vy jedini¢ni vektor vektora w;. Tada je

AUl = )\11}1. (310)
Skup u kojem se nalazi vektor v; nadopunimo vektorima {ws,...,w,} do ortonormirane
baze (Korolar 3.11). Tada je V; = [vy,ws, ..., w,] ortogonalna matrica. Matrica VI AV} je

simetric¢na i ‘/ITA‘/l c€1 = ‘GTA(‘Gel) = VYITA’Ul = VIT)\lvl = )\1‘/1T’U1 = )\161.
Kako je Aje; prvi stupac simetri¢ne matrice VITAV1 imamo

MO .. 0
0 by ... b

VIAV, = = (3.11)
0 bus ... bum

Ako je n = 2, onda je matrica (3.11) dijagonalna. Time je dokazan Teorem 3.3 za matrice
drugog reda, a za dokaz matrice proizvoljnog reda provest ¢emo metodu matematicke in-
dukcije. Pretpostavimo da Teorem 3.3 vrijedi za sve simetri¢ne realne matrice (n — 1)-og
reda. Tada za simetri¢nu matricu B = (b;;) pri ¢emu i,j = 2,...,n (n — 1)-og reda postoji
ortogonalna matrica W takva da je

by O ... U
WTBW 5 .
0 0 A

dijagonalna matrica. Sada je matrica V =V} ortogonalna i

1 0
0w
1 0 1 0 1 0 X O] |1 0 A 0
T Ay — 74 _ 1 _ M
A= {0 WT} U {o W} - {o WT} {o B] {o W] - {o WTBW} =
VTAV = [/\161, )\262, o N )\nen]

je dijagonalna matrica.
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Postupak odredivanja ortogonalne matrice V' poc¢inje pronalazenjem svojstvenih vrijednosti
pomocu svojstvenog polinoma. Ako su svojstvene vrijednosti razlic¢ite, dijagonalizacija
se provodi pomoc¢u matrice ¢iji su stupci medusobno ortogonalni svojstveni vektori pri-
druzeni tim svojstvenim vrijednostima. Ukoliko sve svojstvene vrijednosti nisu razlicite,
mogu se pronaci ortogonalni vektori, no potrebno je ortogonalizirati linearno nezavisne vek-
tore pridruzene svojstvenim vrijednostima nekim postupkom ortogonalizacije, poput Gram-
Schmidtovog.

Navest ¢emo primjer za odredivanje ortogonalne matrice u kojima svojstvene vrijednosti nisu
razlicite.

1 0 0
Primjer 3.3. Svojstvene vrijednosti matrice A=|{0 2 —1| dobijemo kao nultocke svoj-
0 —1 2

stvenog polinoma i to su A\ = Ay =11 A3 = 3.
Sada ¢emo odrediti svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A3 = 3 :

1 0 0 I I
0 2 —1 To| = 3 )
0 —1 2 T3 Z3

1 =3x1=>21=0
21’2—.%'3:31'2

—X9 + 223 = 313

—CU2—1‘3:0:>(L'3:—1'2
0 0
z= |1z | =25 | 1|,z € R\ {0}
—X2 —1

Na slican nacin odredujemo svojstvene vektore za \; = Ay = 1:

1 0 0 I T

0 2 —1 T = | T9

0 -1 2 xTs3 xT3
Ty =T

21’2—$3:$2:>$2—.T3:0:>.T2:.T3
—To+ 223 =23 = —x5+23 =0

T 1 0
z= |zo| =21 |0 +zo |1 , L1, T2 € R \ {O}
T 0 1
1 0 0
Oznac¢imo s v; = |[0|, v9 = |1| iv3 = | 1 | svojstvene vektore pridruzene svojstvenim
0 1 -1

vrijednostima Ay, A2 i A\3. Lako se pokaze da su ti vektori medusobno ortogonalni, a da bi
bili normirani podijelit ¢emo s njihovom normom. Dobiveni vektori

il

Uy = V1 = 0

0
0 0
Uy = v2 :L 1 f— ‘L‘
S A Y I
2
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Uq = U3 :L 1 = L
Tl TV LA
V2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1
VAV =0 & 5 0 2 -1 |0 % =
0 % —»l 10 -1 2] [0 &5 —%
2 V2 V2 V2
1 0 0 1 0 0
_lo L L g L 1
I PG v
0% w5 =
100
— 1010
003
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